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brück  von  Br*^itkopf  und  Härtpl  in  Leipzig. 


VORREDE. 


Xjs  sind  nalie  zehn  Jahre  seit  dem  Erscheinen  des  ersten  Bandes 
meines  Lehrbuches  verflossen  und  erst  jetzt  folgt  der  zweite  Band ;  ich 
glaube  nicht,  dass  diese  Verzögerung  demselben  zum  Nachtheile  gereicht 
,hat.  Vergleiche  ich  mit  dem  vorliegenden  Bande  meine  damals  gemachten 
Entwürfe,  so  findet  sich  fast  keine  Spur  der  ursprünglichen  Ausarbeitung 
erhalten ;  wälirend  diese  fast  einen  kompilatorischen  Charakter  zeigte, 
bringt  jener  mehrfach  Neues  und  Besseres.  Dieser  Umstand  bedingt  auch 
eine  gewisse  Ungleichförmigkeit  in  der  Bearbeitung  der  beiden  Bände ; 
ic^i  würde  Vieles  an  meinem  ersten  Werke  zu  ändern  und  zu  verbessern 
haben,  um  dasselbe  dem  vorliegenden  anzupassen. 

Mit  diesem  zweiten  Bande  ist  das  von  mir  nacli  dem  ursprüng- 
lichen Plane  für  das  vorliegende  Lehrbuch  in  Aussicht  genommene  Ma- 
terial erschöpft ;  allerdings  hätte  ich  gern  noch  einige  Kapitel  näher  aus- 
arbeiten und  einige  Zusätze  machen  wollen ;  ich  zähle  zu  diesen  die 
Auseinandersetzung  der  allgemeinen  Störungen  und  eine  eingehende  Be- 
handlung der  Methoden  zur  Bestimmung  der  speciellen  Störungen  für  die 
periodischen  Kometen,  doch  wäre  dadurch  der  ohnehin  über  Gebühr  her- 
angewachsene zweite  Band  nahe  um  die  halbe  Bogenzahl  stärker  gewor- 
den. Ich  musste  daher  auf  die  Aufnahme  dieser  Kapitel  verzichten; 
übrigens  wird  die  Bearbeitung  der  periodischen  Kometen  nach  den  hier 
zum  Vortrage  gebrachten  Methoden  ohne  Schwierigkeit  durchführbar  sein. 

Bei  der  Herstellung  des  vorliegenden  Werkes  war  ich  vielfach 
unterstützt    durch    die    werkthätige    Hilfe    einiger    jüngerer   Astronomen, 


die  mit  seltener  Ausdauer  und  mit  hervorragendem  Geschick  sich  an  der 
Ausführunfj;  der  Beispiele,  der  RechniuiL;  der  beif);egebcnen  Tafehi  und 
insbesondere  bei  der  mühevollen  Korrektur  des  Druckes  betheiligten;  es 
sind  diess  die  Herren  Ferdinand  Anton  und  Robert  Schräm,  beide 
Observatoren  der  k.  k.  österr.  Gradmessung,  der  Assistent  an  demselben 
Institute  Herr  Fr  an/  Külinert  und  Herr  F.  K.  Ginzel.  Ich  kann  es 
nicht  unterlassen  den  Genannten  au  dieser  Stelle^  meinen  wärmsten  Dank 
aus7Aisprechen. 

Keines  der  vielen  Zahlenbeispiele  des  vorliegenden  Werkes  ist 
unkontrolirt  geblieben;  in  der  Regel  habe  ich  für  die  Beispiele  die  erste 
Rechnung  durchgeführt  und  einer  der  genannten  Herren  hat  dieselbe 
unabhängig  wiederholt;  hierbei  galt  als  Regel,  die  letzte  Stelle  der  Rech- 
nung entsprechend  den  angewandten  Hilfsmitteln  völlig  sicher  zu  stellen. 

Eine  besondere  Sorgfalt  wurde  auf  die  korrekte  Herstellung  des 
Satzes  verwandt;  es  wird  sich  dadurch  dieser  Band  gewiss  sehr  vortheil- 
haft  seinem  Vorgänger  gegenüber  auszeichnen ;  trotzdem  sind  im  Texte 
und  in  den  Formeln  einige  Fehler  stehen  geblieben,  die  ich,  soweit  mir 
dieselben  bekannt  geworden  sind ,  in  das  am  Schlüsse  aufgeführte  Feh- 
lerverzeichniss  aufgenommen  habe ;  eine  Berichtigung  der  erheblicheren 
Fehler  wäre  vor  dem  Gebrauche  des  Werkes  jedenfalls  zu  empfehlen. 
Die  Zahlenangaben  der  Tafeln  werden  sich  wohl  durchwegs  korrekt  er- 
weisen innerhalb  der  im  Texte  näher  bezeichneten  Genauigkeitsgrenzen. 

Wien   im  November   1879. 

Der  Verfasser. 
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ausserdem  muss  die  Gleichung  für  JJ  lauten:   Z>  =  ^y'"  [a  —  -^  w 
156,   Zeile   14  von  oben  statt    Jf  lies :    TF, 
i6g.   in    Fonncln  25     ist   in    der   ersten    Gleichung   links    vom  ^  statt  yp   zu 

setzen :   /{\p 
170,   4.  Zeile  der  FoiTneln  II)    statt  r  lies:    (■;•) 
174,   Zeile  4  von  oben  statt  \og2 k  lo'ylZ^  lies:   log2  (wA)  io'j^t^ 
174,        -       5   von  oben  statt  log2/l-]/^  lies:   log  2  (wA)  ]/ir 

177,       -      6  von  unten  statt  -\ lies: —\ 

180,  -       10  von  unten  ist  für  /  in  der  Columne  z/w  statt  —  0.08  zu  setzen: 
—  0.07 

181,  Zeile     5  von  oben  fehlt  =  nach   i  +  r 

206.        -         9  von  oben  statt  -\ lies:   + 

^  2920  1920 

209,  -  4  von  oben  statt  Formel  lies :   Formeln 

234,  -  2  von  oben  statt  1871   lies:    1872 

234,  -  4  von  oben  statt  1872  lies:    1873 

234.  -  10  von  oben  statt /(«+ [«—-j]  «-")   lies   'f[a-\-[i  —  \]w] 

234.  -  18  von  oben  statt   1871   lies:    1872 

234,  -  16  von  imten  statty(a+[«  —  4']'*')   ü^s  :   y"(«+[«  —  l]^) 

234,  -  8  von  unten  statt  1871   lies:    1^72 

235,  -  8  von  unten  statt  3X-«-^  lies:   log  ■^ktc  = 

240,  -  21  von  unten,   Columne  Febr.   24  statt  8.942582  lies:   8.942452 

240,  -  17  von  unten,   Columne  Febr.   24  statt  9,1424579  lies:   9^424449 

240.  -  14  von  unten,   Columne  Febr.   24  statt  9.420233  lies:   g. 420103 

240,  -  13  von  unten,   Columne  Febr.  24  statt  9.98386g  lies:   9.983874 


(4)     

Seite  240,  Zeile  8  von  unten,   (Jolumne  Febr.  24  statt  o„84226o  lies:   o,j842265 

-  240,  -  7  von  unten  statt  8„9i7077  lies:   8„gi6g47 

-  256,  -  2  von  oben  statt  «die  Folge«  lies:   »in  Folge« 

-  278.  -  10  von    oben   fehlen    die   Schlnssworte ,    »ersetzt   und    F'  [ — J]    mit 

—  F"  [J]   vertauscht,   was  für  die  folgende  Schlussfolgerung  erlaubt  ist : « 

28^,   Zeile   17   von  unten  statt  -^  lies:  — 

*  .'/ 

-  293,   Formel  3)   im  Nenner  statt  '  -  ^-  l/^   Hes:    i  —  "'^+-1/^ 

-  303,   Zeile   10  von  unten  statt  und  lies:   und 

-  304,       -         4  von  unten  statt  dz  o"962  lies:   ±  o"965 

307,        -       12  von  unten  statt  Gleichung  i)   lies:   Gleichung  2 
310,       -       10  von  oben  statt  das  lies :   dass 

-  310,   Formel  3     soll  stehen  —  = 1 1 

-  326  fehlt  in  Gleichung   15)   links  vom  =  die  Schlussklammer} 
326,  Zeile   13  von  unten  statt  »vermindert«  lies:   »vermehrt« 

-  327  fehlt  in   17)   in  dem  Ausdnicke  für  2  S  die  Schlussklammer  } 

-  327,  Zeile   19  von  oben  statt  (pag.  326)   lies:     pag.  325) 

-  328,  -         5   von  oben  in  der  Columne  Nr.   statt   i   lies:   2 

-  328,  -         I   von  imten  statt   [an]  —  lies:    [ati]  = 

-  329,  -       19  von  oben  statt  anzusehen  lies:   anzusetzen 

-  332,  -       16  von  oben  statt  nan  lies:   man 

-  344,  -        6  des  Schemas  statt  yiab]   lies:    — y[«^] 

-  345  sollen  die  Zahlen  im  Beispiele,  um.  mit  dem  Schema  der  vorhergehenden 

Seite  in  Ueberein Stimmung  zu  sein,    in  folgender  Weise  versetzt  -werden : 

+  0.07344  —  1.21719  +1.57095  +1-26957  —0.53990 

+  0.00090    0.00000  —  0.00003  —  0.00002     0.00000 

—  0.00252  +  0.00283  +  0.00021   +  0.02155 

+  0.24796  —  0.0901T   +0.82334 

—  0.04276  +  1.2S121 

+  1-52297 

-  34S.   Zeile   I  5  von  unten   statt  —  :^-       .,  lies :    —  ifZli  ß,^ 

[CCZ]     -  [CCZ]  - 

-  350,       -        3  von  oben  statt  [^ -B5   lies:    ^^  E, 

-  353.   im  Titel  statt  §  3  lies:   §  5 

-  353.   Zeile  5   von  unten  statt  pag.  317   lies  pag.  316 

-  357,       -       II   von  oben  statt  ;««]  lies:    'nnf.i] 

'  357j  -  8  von  unten  statt  pag.  337  lies;  pag.  316  Gl.  7 

-  361,  -  19  von  oben  statt  Formel  23    ^pag.  360)   lies:   Formel  22)    (pag.  359) 

-  369,  -  14  von  oben  statt   [u]   lies:  u 

-  381-  -  8  v(m  oben  statt  +  45"'g^  lies:   +  43"57* 


(5)      — . 

Seite  381,   Zeile   13  von  oben  statt  —  i.o  lies:    —  3.0 

-  ^8=1.   Formeid)   statt  —. — ^-r  lies:  —. — r^ — 
^   -^  ^'  sin  0  Q  sin  i  0  Q 

-  388,   Zeile     4  von  oben  statt  vorsetzen  lies :    voraussetzen 

3go,  -  12  fehlen  die  Schliissworte :  wobpi  zu  beachten  ist,  dass  sich  die 
('oordinaten  a  und  d  auf  dieselbe  Fiindamentalebene  beziehen  müssen, 
auf  welche  die  Grössen  Q,  i  und  10  bezogen  sind 

-  302,   Zeile  3    von  unten  statt:    — ~— — ^^  ö  "F  lies:    — ; ,    ^   "  5  •F 

■^^    '  -'  cos  i  (71  —  ;ro  cos  i  (;r  —  ;io; 

-  402,   Formel  21     muss  bei  dem  letzten  Summenzeichen  statt   ^   stehen:    ^ 

-  402,  Zeile     8  von  unten  statt    —  i"  lies:    f —  i'" 

-  405 ,  -  12   von  oben  statt  u  lies :  w 

-  412,  -         7  und  6  von  unten  sind  die  Accente  bei  i  und  tu  zu  streichen. 

-  412,  -        6  von    unten    nach    (o  -=  33"56'26"   einzuschalten:     (Acquinoctiuni 

1860.0). 

-  415.   Zeile  6  von  unten  statt  » erwähnen u  lies;   »zu  erwähnen«. 
427,   in  Ti    statt  cos  df/«  und  il Ö  lies:  cos  (Jöa  und  hd 

-  430,   Zeile   12  von  unten   statt  j     .  "  j   lies:   j        "  | 

-  432,   Formel    16)   statt  3-^  lies:   -5^ 

-  432,         -         161   ist  in    s—^   rechter  Hand  §,  mit  .r,,  zu  vertauschen 

-  435.   Zeile  S  von  unten  statt  nNoigung  des  Aequators«  lies:  »Neigung  in  IJezug 

auf  den  Aequator« 

-  436,   Formel  28,    2.  Zeile  statt  cos  ^  cos  /.  Z  lies  :   cos  y4  sin  ./.  Z 

-  441,    Zeile     7   von  unten  in  C  statt  52"30  lies:    52"20 

-  444,       -       II   von  oben  in  log  j'4  statt  6.26202  lies:   6.26402 

-  444,        -       17   von  oben  ist  zu  setzen:   log  {•••}  8.14680 

log    «,     «1.81405 

-  447,  -  4  von  unten  statt  ;„    djft  :  ö/^,,!   lies:   z»  (öa  :  äi^o' 

-  453.  -  21  von  unten  statt  -4-0.0049  lies:    +  0.0004Q 

-  453.  -  20  von  unten  statt  6.07276  lies:   0.07276 

-  454,  -  I  von  oben  statt  6„ig6oö||  lies:   6,ji96oö^ii 

-  454,  -  13  von  unten  sind  die  Worte    »und  addirt  dieselben«   zu  streichen. 

-  456.  -  17  \i)u  oben   2.  ('olumiie  statt  8„45i4i42   lies:   8„45i4i24 

-  456,  -  ig  von  oben   2.  Columne  statt  6„734i285   lies:   g„734i285 

-  456.  -  17  von  unten  statt  i  lies:   [i] 

-  457.  -  6  von  oben  statt  r  :  p  lies:  p  :  r 

-  458,  -  2  von  unten  statt  öy  lies:   öi/ 

-  45g,  -  4  von  oben,   C^oefficient  von  ö.r  in  /,';  statt   +  67.5   lies:    -|-  07.O 

-  460,  -  7  von  oben  statt  Systeme,   lies :   ,   Systeme 

-  461.  -  15  von   iiben   in    [li    statt  -|- 4.2377345   lies:    -H  4.2375345 


f6)     

Seite 465,    Zeile  7   von  olicii   »UM.  puf^.  48  lies:   pag.  47 

-  465     ist  in   Formel  4)   statt  u  (i  —  cos£)  +  «  (i  —  cos£') 

zu  setzen  :   a  (i  —  e  cos  £j  +  a  ( i  —  e  cos £' ) 

-  468,   Zeile  17  von  oben  statt  —  0.25  und  0.25  lies:    —  0.24  und  +0,24 

-  468,       -       18  von  oben  statt  l^arabel  lies:  Elli])se 

47U,        -       II    von  unten  statt  9.9999446  lies:   8.9999446 
-471,       -         2  von  unten  statt  Zeichen  lies  :   Zeichen 

-  480,       -        8  von  oben  statt  (I  pag.  146  §   12)   lies:    ([  ])H(^.  146  §   11) 

-  483,   l"'ovmel   O)   erste  Zeile    statt  (-=r'^)   hes:   1-^^] 

-  486,  /eile  8  von  oben  statt  A>/  lies:   ^y 

-  489,       -  3  von  oben  statt  \og3I-\-b.T  lies:  \og3f-\-jJ.T 

-  500,       -  7  von  ob^n  in  den  beiden  Nennern  statt  dy  lies:   fty 

-  501,       -  5  von  oben  statt  zunächst  lies:   zunächst. 

-  508,       -  17  von  unten  statt  x-  ^r-  -{-  r"^  —  rr  üunzf 

lies  :   «2  =  r'^  -\-  /2  —  ,  rr  cos  2f 
~     ^33)       "        3  "V"  unten  statt   ,"5   lies :    Q 


Bericlitigimgeu  zum  II.  Baude  vou  Oppolzer's  Lehrbuch  der 

Bahubestimmuug. 


Seite    4.    Zeile  4  von  oben   sind    die  Aufschriften    der   2.  und    3.   t'olumne   zu    ver- 
tauschen. 

5.   Pormel   3)    statt    ^  f  {a  +  [i  +  i]  lo)    lies:    ^  J  'a+[i+ \]io] 

I='„— I  '  =  '„—1  2d 

5.   Formel  4)    statt    ^  J  '\a  +  [i+\]2c]    lies:    ^  J^  [a-\-\i  +  \]w) 
7.   /eile  4  von  oben  statt  (Kombination  lies:  Klasse 
-       9,       -       4  von  unten  statt    ^     (—1)  ^(.d-p+.)  ^' {  -^-  4^-  -■  ^d]"^} 


lies:    ^  (-.)  -iL£__  6'{22,4-V---(-'c/:M 


II,*     -      4  von  oben  statt  i^,  3'^,  lies:    i-.  3^.  

-  18.       -       2  von  unten  statt  C^i^---f-}  lies:    C^  {  i^--;'^  } 

19,   in  .V2'"    ?«)   statt  gion'^  lies  9-10«^ 

19,   in  rormel   10)   statt  "'     ik^  =  "Cs:  w^—jj^  = 

-  20.  in  M^^  {m)   statt  b-^ m^  lies:  b--j m^ 

-  34.   Zeile  2  von  oben    statt  —  if  a+\i-\-n]tc)  dl  \ies:  -~ff  a+[i  +  n]w)dl 


2li— I 


I    lies:   P, 

35,   in  den  Formeln   11)   statt  Q  (  '       )    lies:    Q^ 

38,  Zeile   II   von  oben  statt  »von  der  oberen«  lies:   »von  jenem  der  oberenu. 

39.  -       4  von  unten  >ita.tt  1  f  ia -\- \  i  +  )i]  w  dl]   lies:  jf[a-]r[i-\-n]w]dl 

43.       -       4  von  oben  statt  m  ±  <i\  lies:   7n<i±  \ 

^44.   in  der  Integraltafel  sollen  die  ersten  Werthe   der  absteigenden  Differenzen 
sein:    —  649.73.  +  38.32.  +  I2-36-  —  4-28,  +  0.47 


(2)      

Seite  45-  ^e^c  '^  ^""  <"ito'  statt  Ä'^  =  + 646.147  lies:  ,S,^  =  + 946.147 

-  46,       -  14  von  unten  statt  m^f^^  + 94.156  lies:    m-S^^  =  + 94.165 

-  46.       -  13  von  unten  statt  +  26529.80  lies:   +  26529.81 
53,       -         7    von  unten  statt  /""0  lies:  /'  («: 

-  54,  Formeln  31)   statt  7^  f"-') :    ^f^'^');  P  f '^^j :    Q  {"'-) 

lies:   p;'-':     q]'-' :     p'^^ :     (i^ 

-  54,   Zeile   1 1   von  unten  statt   (pag.  45)   lies :    fpag.  49) 

-  60,       -         9  von  oben  statt  Po^  lies:   P2'' 

-  63.       -         8  von    unten    statt    »gebildete    Summationsreihe «    lies:    »gebildeten 

Siimmationsreihen  « .  , 

I         " 

-  64,   Zeile   14  von  oben  statt ^  /*(«+  [« +  i]  ^) 

lies  :   —  -  j  J"  [a  +  [i  +  \]  w) 


71.       -       10  von  unten  statt  —  lies: 


^1     14„o  .      ^L 
.3 


76.  -       II    von    unten    statt    r^ ; lies:    t  =  2  ; 

-78.  -         2  von  unten  statt   — r-  lies:    — =- 

-  70,   in  den  Fonneln  12',   ist  statt -t4-  zu  setzen: t-| -^  i-^) 

-  7Q.   in  den  Formeln  12,   ist  statt y^  zu  setzen:   —     ,-,' —  [Y] 

•  ^  I                         \2      dt-                                  iz      dt-              12' 

-  7Q.  in  den  Formeln  12)   ist  statt  —  -^r^-  zu  setzen: y^, .2  [Z' 

'^'  '                         \z      dt-                                  12      dt-              12          ' 

-  83,  Zeile     3  von  unten  statt  —  sin  Q  sin  «lies:    —  sin  Q  cos  { 

-  88.  -         6  von  unten  statt  »vergleichende«  lies:   »vergleichbare» 
89.  -       1 5  von  oben  am  Schhisse  statt  J  [p]  lies :   ^  \/p  ] 

-  89.  -         7  von  unten  statt  ^YÄ+AlI'^   lies:   ^J^I±AM1^ 

99.  -       18  von  oben  statt  sin  i"  lies:   sin  i" 

-  100.  -       12  von  oben  statt  »vortesllt«  lies:    »vorstellt« 

-  100,  2.   Zeile  in  Formel  I';   statt  —  sin  Q  cos  «i,  lies:   —  sin  Qq  cos  «„ 

-  105.  Zeile     4  von  oben  statt  6.8  lies;   6"8 

-  106,  -       17  von  unten  statt  —  sin  Q  sin  i  lies:  —  sin  Q  cos  i 

-  106.  -         5  von  unten  statt  sin  Q  cos  /lies:   —  sin  Q  cos  / 

-  108.  -       13  von  oben  statt  sin  d-  lies:   q  sin  d- 

-  108,  in  Formel  IV)   ist  überall  statt  w,   w  zu  setzen 

-  108.   Zeile  2  von  unten  statt  -\ —  lies: ^ 

5760  5760 

-  109.  in  Formel  \)   ist  in  den  ersten  Gliedern  statt  /"  zu  setzen:    / 

-  III.  Zeile     9  von  oben  statt  2.308069  lies:   2.328069 

-III.  -       10  von  oben  statt  2.728784.   2.128385  lies:    2„728784.   2„028385 

-III.  -       13  von  oben  statt  0.563293  lies:   9.563293 


f3' 


Seite  112,   in  der  y  C'olumne.  Zeile  2  von  oben  statt  —  257.64   lies:   —  257.61 

-  112,   in  der  "f  Columne,   Zeile  4  von  oben  statt  -f-  10.78  lies:    4-  10.87 

115,   Zeile  16,  17  u.  18  von  oben  in  den  Gleichungen  für  Xo  •    Yi.   Zo  erhalten 
die  Glieder  rechts  vom  =  das  negative  ^'orzeichen. 

-  130,   Zeile     9  von  nnten  statt   [wk):  y^"^  lies  (wAl-y^ 

-  133,       -       15  '^■oii  oben  statt  .s  —  i  [Q  +  Qol   lies:   S  —  ^  iQ  +  Qo", 

-  136,       -       12  von  nnten  statt  9,17834120  lies:   9,17835120 
I37j       "       13  ^'011  oben  statt  g. 0525751   lies:   0.0525751 

138.       -         5  von  unten  statt  0.604  0513  und  sin  r/i  sin  £  lies     9.6040513  und 
e   sin  h 

-j-   lies  :  — — 
(■-  i)-  - 


146.  Zeile  3  von  unten  im  3.  Gliede  links  vom  = 
148,  in  den  Formeln  IX  in  der  3.  Gleichung  statt 
151 


lies: 


151 

156, 
i6g. 

170. 

174- 
174, 

177. 
180 

181 
206 
209 
234 
234 
234 
234 
234 
234 
235 
240 
240 
240 
240 


"    ' dt        """■       ,/<i 

ist  in  dem  DifFerenzschema  in  der  Mitte    der  Seite  überall  statt  oj.    w  zu 

setzen . 

ist  in  FdiTuel   i     in  den  Gleichungen  für  B  und  C.  statt  i').   w  zu  setzen. 

ausserdem  muss  die  Gleichung  für  I)  lauten:    /^  =  ^y*"'  («  —  -^  w] 
Zeile   1 4  von  oben  statt   TV  lies :    IF, 

in   Formeln  25     ist   in    der   ersten    Gleichung   links    vom  =  statt  \ jt   zu 
setzen:   /c\p 

4.   Zeile  der  Formeln  11)    statt  r  lies:    )• 
Zeile  4  von  oben  statt  log2X-io'|^  lies:   log2  fwÄ-)  lo'}'«" 

5  von  oben  statt  log  2  k  \/^  lies  :  log  2  'w  k)  y^ 

6  von  unten  statt  -| lies : 

10  von  unten  ist  für  ;■  in  der  Columne  Joj  statt  —  0.08  zu  setzen: 
—  0.07 
Zeile     5  von  oben  fehlt  =  nach   i  +  r 
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9  von  üben  statt  -\ '—  lies:   + 

2920  igzo 

4  von  oben  statt  Formel  lies  :   Formeln 

2  von  oben  statt  1871   lies:    1872 

4  von  oben  statt  1872  lies:    1873 

10  von  oben  statt y (a  +  [z  —  ^|  ii-i   lies  ^f[a-{-[i  —  ^'to) 
18  von  oben  statt   1871   lies:    1872 

16  von  unten  statt  ya4-,* — i^^    lies"^   y{a-\-\i  —  \]w) 
8  von  unten  statt  1871   lies:    1872 

8  von  unten  statt  ^ktc  =  lies :   log  3  i-  v:  = 
21   von  unten.   Columne  Febr.   24  statt  8.942582  lies:   8.942452 

17  von  unten,  C'olumne  Febr.  24  statt  9,1424579  lies:  9,(424449 
14  von  unten.  Columne  Febr.  24  statt  9.420233  lies:  9.420103 
13  von  unten,   Columne  Febr.  24  statt  g. 983869  lies:   9.983874 


(4)     

Seite 240,  Zeile  8  von  unten,  Columne  Febr.  24  statt  o„842  26o  lies:  0^8^2265 

-  240,       -  7  von  nnten  statt  8„9 17077  lies:   8„9 16947 

-  256,       -  2  von  oben  statt  »die  Folge«  lies:   »in  Folge« 

-  278,       -  10  von   üben    foblen    die   Sclilusswoite ,    »ersetzt   und    F'  [ — J)    mit 

—  F' [J]  vertauscbt,   was  für  die  folgende  Schlussfolgerung  erlaubt  ist:« 

283,   Zeile   17  von  unten  statt  -h-  lies:  - — 

-  293,   Formel  3)   im  Nenner  statt   '  _  !1^1  |/^   lies:    i  —  "'■  + '  l/jl 

-  303,  Zeile  10  von  unten  statt  und  lies:  und 

-  304,  -        4  von  imten  statt  ib  o"962  lies:   ib  o"965 

-  307,  -  12  von  unten  statt  Gleichung  1)   lies:   Gleichung  2; 

-  310,  -  10  von  oben  statt  das  lies:   dass 

-  310,  Formel  3)   soll  stehen  —  = 1 1 

'  -^  l>  Ih  PI         pz 

-  326    fehlt  in  Gleichung  15)   links  vom  =  die  Schlussklammer} 

326,  Zeile   13  von  unten  statt  »vermindert«  lies:    »vermehrt« 

-  327    fehlt  in   17)   in  dem  Ausdrucke  für  2  S  die  Schlussklammer  } 

327,  Zeile  19  von  oben  statt   (pag.  326)   lies:    ipag.  325) 

-  328,       -  5   von  oben  in  der  Columne  Nr.   statt   i  lies:    2 

-  328,       -         I   von  unten  statt  [an]  —  lies:    [an]  = 

-  329,       -  19  von  üben  statt  anzusehen  lies:   anzusetzen 

-  332,       -  16  von  oben  statt  nan  lies:   man 

-  344,       -  6  des  Schemas  statt  y[ab]   lies:    — y[a^] 

-  345    sollen  die  Zahlen  im  Beispiele,   um  mit  dem  Schema  der  vorhergehenden 

Seite  in  Uebcrein Stimmung  zu  sein,    in  folgender  Weise  versetzt  werden: 

+  0.07344     —  1.21719     +1.57095     +1.26957      —0.53990' 

+  0.00090  0.00000     —  0.00003      —  0.00002  0.00000 

—  0.00252     +0.00283     +0.00021      +0.02155 

+  0.24796     —  0.09011      +0.82334 

—  0.04276     +  1.28121 

+  1.52297 

-  348,   Zeile   15  von  unten   statt  —  -^—t-i  lies:    —     •  ^\  Bn 

-  350,       -        3  von  oben  statt  [^^5   lies:    |^  ^5 

-  353,   im  Titel  statt  §  3  lies:   §  5 

-  353,   Zeile  5  von  unten  statt  pag.  317   lies  pag.  316 
"     357)       -       II    ^'on  oben  statt  {nti\  lies:    \nniL] 

~  357>  -  8  von  unten  statt  pag.  337  lies:   pag.  316  Gl.  7 

-  361,  -  19  von  oben  statt  Formel  23    (pag.  360!   lies:   Formel  22)    (pag.  359) 

-  369,  -  14  von  oben  statt   (?<)   lies:  u 

-  381,  -  8  von  oben  statt  +  43"'9'  lies:   +  43™57^ 


(5)      

Seite  381,   Zeile   13  von  oben  statt  —  i  .0  lies:   —  3.0 

-  385,   Formel  4I   statt  -~. — j—  lies:  -: — rj— 

■'    -^  ^  sin  oQ  sm  lOQ 

-  388,   /eile     4  von  oben  statt  vorsetzen  lies:    voraussetzen 

3go,  -  12  fehlen  die  Schlussworte:  wobei  zu  beachten  ist,  dass  sich  die 
Coordinaten  «  und  6  auf  dieselbe  Fundamentalebene  beziehen  müssen, 
auf  -welche  die  Grössen  Q,   i  und  w  bezogen  sind 

-  3Q2,   Zeile  3    von  unten  statt:    ^"^ ^ '" - "oj  ^  y  ü^^.   "»M  ^^  +  ^0)  ^  y 

•'^    '  -"  cos  1  (;i  —  Tio)  cos  ^  (JT  —  ;io,l 

-  402,   Formel  2\,   muss  bei  dem  letzten  Summenzeichen  statt     ^   stehen:    ^S' 

=  2  9i  =  2 

-  402,  Zeile     8  von  unten  statt   ( —  i"  lies:    ( —  i," 

-  405,  -  12  von  oben  statt  a  lies:  lo 

-  412,  -         7  und  6  von  unten  siiul  die  Accente  bei  i  und  w  zu  streichen. 

-  412,  -        6  von    unten    nach    w  ^  33"56'26"    einzuschalten:     (Aequinoctium 

1860.0). 

-  415,   Zeile  6  von  unten  statt  n erwähnen«  lies:   »zu  erwähnen«. 

-  427,  in  L)   statt  cos  ddct  und  dd  lies:  cos  tJö«  und  öd 

-  430,   Zeile   12   von  unten   statt  (--^-^)   lies:   I     ,  .°  1 

-  432.   Formel    16)   statt  -n^  lies:   -j-r^- 

-  432,         -         16    ist  in    ^  rechter  Hand  ^0  mit  •''o  zu  vertauschen 

-  435.   Zeile  8  von  unten  statt  »Neigung  des  Aequators«  lies:  »Neiginig  in  Bezug 

auf  den  Aequator« 

-  436,   Formel  28,   2.  Zeile  statt  cos  ^  cos  J.  Z  lies  :   cos  ^  sin  J.  Z 

-  441.   Zeile     7   von  unten  in  C  statt  52"30  lies:   52"2o 

444,        -       II    von   oben  in  log  j'4  statt  6.26202  lies:   6.26402 

-  444,       -       17  von  oben  ist  zu  setzen:   log  {•••}  8.14680 

log    «4     5.81405 

-  447,  -        4  von  unten  statt  c,,  (öjZi  :  fllj^,]   lies:  z^  [ha  :  hij„] 
~  453?  ~  21    von  miten  statt  +0.0049  lies:   +0.00049 

-  453,  -  20  von  unten  statt  6.07276  lies:   0.07276 

-  454,  -         I   von  oben  statt  6„ig6oöo  lies:   6„iq6oö^ii 

-  454,  -  15  von  unten  sind  die  Worte    »und  addirt  dieselben«   zu  streichen. 

-  456,  -  17  von  oben  2.  (Kolumne  statt  8„45i4i42  lies:   8„45i4i24 

-  456,       -       IQ  von  oben  2.  Columne  statt  6„734i285   lies:   q„734i285 
456.        -       17   von  unten  statt  i  lies:   [i] 

~  457i  ~  6  von  oben  statt  r  :  p  lies:  p  :  r 

-  458,  -  2  von  unten  statt  öy  lies:   ö»y 

-  459,  -  4  von  oben,    Coefficient  von  ö.r  in  /J;  statt  +  67.5   lies:    +  67.6 

-  460,  -  7  von  oben  stiitt  Systeme,   lies :    .    Systeme 

-  461.  -  15  von  oben  in   (i)   statt  +4.2377345   lies:    +4.2375345 


(6)     

Seite 4651   5^eile  7  von  oben  statt  pag.  48  lies:   pag.  47 

-  465     ist  in  Formol  4)   statt  a  (i  —  cos£)  -\- a  [\  —  cosjB') 

zu  setzen  :   a{\  —  e  cos  E]  -{•  a  [x  —  c  cos  £^1 

-  468,   Zeile   17  von  oben  statt   — 0.25   und  0.25  lies:    —  0.24   und  +0.24 

-  468,       -       18  von  oben  statt  Parabel  lies:  Ellipse 

-  470,        -       II    von  unten  statt  9.9999446  lies:   8.9999446 
-471,       -         2  von  unten  statt  Zeielien  lies :   Zeichen 

-  480,       -        8  von  oben  statt  (I  pag.  146  §   12)   lies:    (I  pag.  146  §   11) 

-  483,   Formel   C]   erste  Zeile    statt  /^'-|   lies:   (^| 

-  486,    Zeile     8  von  oben  statt  Ay  lies:   Jy 

-  489,        -         3  von  oben  statt  log  Jf-1-ö.r  lies:   log7)/+.:/.r 

-  500,        -         7  von  oben  in  den  beiden  Nennern  statt  dy  lies:    öy 
501,       -        5  von  oben  statt  zunächst  lies:   zunächst. 

-  508,       -       17  von  unten  statt  s^  ^=  r-  -\- r"^  —  rr  y^.Q'&if 

lies  :   s^  =  r'-  +  t"^  —  2  rr   cos  2/' 

-  633,        -         3  von   unten   statt   ,j   lies:    § 


Ueber  die  numerische  Differentiation  und  Integration. 


S  1.    AllgPiiipiiie  Uebersicht  über  das  vore;eIetcte  Problem   und  über  die  dabei 

auftretenden  IJezeiclinnnaren. 
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Iliiufiii;  tritt  bei  der  numerischen  Lösunjj;  mechanischer  l'rohUMUe  der  Fall 
auf,  dass  man  zu  einer  l'^unktion .  von  der  eine  Ueilu-  nunu'rischer  AVerthe  (hirch 
voi'ausfjfehende  OiH^rationcn  ermittelt  wurde,  die  numerischen  Wevthe  der  DiftVvential- 
quotienten  und  der  Integrale  für  bestimmte  Grenzen  für  diese  Funkti<m  zu  be- 
stimmen hat. 

'Ist  der  analytische  Ausdruck  dieser  Funktion  bekannt,  so  wird  es  sicdi  w(dd 
im  Allgemeinen  empfehlen,  vorerst  durch  analytische  Operationen  die  Formen  für 
die  Differentialiiuotienteu  und  die  Integrale  herzustellen  und  die  so  erlangten  Aus- 
drücke der  numerischen  ()])era(ion  zu  unterziehen;  \intcr  Umständen  kann  aber 
dieses  A'evfalucn  mit  grossen  Sclnvierigkeiten  verknü])ft  sein  und  bes((nders  die 
analytische  Auswerthung  der  Integrah?  stösst  bisweilen  auf  fast  iniüberwindliche 
Schwicu'igkeiten.  In  diesen  Fällen  wird  aber  das  hier  zur  Auseinandersetztmg  gt^- 
langende  A'ei'fahren  der  numerischen  Differentiation  und  Integration  häufig  auf  sehr 
bcipicme  Weise  zum  Ziele  führen,  und  wird  in  jenen  Fällen,  wo  der  analytische 
Ausdruck  der  Funktion  unbekannt  ist  uiul  dieselbe  nur  durch  (>ine  Keihe  von 
Wert.hen.  denen  diese  Function  genügt,  definirt  erscheint,  nahezu  der  einzige  Aus- 
weg sein,   um  das  verlangte  l'roblem  zu  lösen. 

Ohne  vorerst  auf  die  Methode  Kücksicht  zu  nehmen .  nach  der  die  nume- 
rischen Werthe  der  vorgelegten  Funktion  ermittelt  sind .  s(>tze  ich  \orans .  dieselbe 
sei  (buch  eine  Reihe  von  ninnerischen  Werthen  bestimmt .  die  zu  einem  durch  das 
Problem  bedingten  Argument .  welches  also  als  die  unabhängig  Variable  zu  be- 
trachten ist.  gehören.  Es  ist  klar,  dass  eine  Funktion  durch  eine  beschränkte  Zahl 
von  bestimmten  Werthen  niemals  \öllig  genau  definirt  sein  kann;  je  mehr  Werthe 
im  Allgemeinen  aber  vorhanden  sind,  um  so  sicherer  wird  man  den  Gang  der 
Funktion  zu  beurtheilen  im  Stande  sein.  Fasst  mau  diese  Hetrachtiuigen  geome- 
metrisch  auf  und  stellt  sich  den  Gang  der  Funktion  durch  eine  (!urve  vor.  zu  der 
das  Argument    (die    Variable'    als  Abszisse,    der    AA'erth    der   Funktion    als    Ordinate 
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erscliciiit.  so  ist  ('S  sofort  klar,  dass  der  N'crlinif  der  ('iirve  um  so  y^cnancr  bckaiiut 
sein  wird,  je  niclir  l'uukti;  in  einem  gef^cbenen  Stücke  der  Cuvve  liestimmt  ers(diei- 
nen.  Diese  all<j;emeiiien  lietraclitnnfjfen  über  die  Definition  einer  Funktion  durch 
eine  Hcilie  von  S])('/iahvertlien  t'iiliren  sofort  /n  ib'Ui  Schlüsse,  dass  die  vorj^elej^te 
l''\iiiklioii  iiiiinlrslcns  innerhalb  der  in  üetraeht  kommenden  Grenzen  continuirlich 
sein  muss ;  denn  im  Falle  einer  lJiseontin\iitat  liisst  sich  eine  Funktion  selbst  nicht 
annähernd  durch  eine  beschränkte  Zahl  s])ezieller  Werthe  darstellen.  Es  kann  dem- 
nach in  der  Foli^r  nur  auf  solche  Funktionen  Rücksicht  genommen  werden.,  die 
innerhalb  der  vorgesteckten  Grenzen  continuirlich  sind. 

Die  vorgelegten  numerischen  Werthe  der  Funktion  können  in  liezng  auf  die 
unabhängig  Variable  Argument)  in  gleichen  Abständen  berechnet  sein  oder  nicht; 
da  die  üerechnnng  der  nnmerischon  Werthe  der  Funktion  meist  in  dieser  Richtung 
keiner  IJeschränkung  unterworfen  ist,  so  wird  es  sich  im  Allgemeinen  em])fehlen, 
um  die  möglichste  Einfachheit  in  die  Operationen  zu  biingen .  die  numerischen 
Werthe  in  ihn-  That  äqnidistant  in  liezng  auf  das  Argument  zu  berechnen.  Es  soll 
in  der  Folge  stets  diese  beschränkende  Annahme  gemacht  werden,  da  sich  in  der 
That  der  allgemeine  F'all  auf  diesen  speciellen  Fall  zurückführen  lässt.  indem  man 
eine  neue  Variable  als  neues  Argument  einführt,  so  dass  in  liezng  auf  dieses  neue 
.Vrgument  gleiche  Abstände  erreicht  werden;  allerdings  kann  diese  Operation  unter 
Umständen  ziemlich  weitläufig  werden. 

Das  Argument  sei  ausgedrückt  dm-ch  u  +  \i  -\-  n\  w,  wo  a  irgend  einen  con- 
stanten  Ausgangswerth  der  ^'ariablen  vorstellt ;  >r,  ist  der  gewählte  constante  Werth 
für  das  Intervall.  /  stelle  eine  beliebige  ganze  positive  oder  negative  Zahl  die  Null 
nicht  ausgenonnnen  vor.  und  w  eine  beliebige  Grösse,  die  innerhalb  der  Grenzen 
—  I  und  -\-  I  eingeschlossen  ist.  Es  müssen,  den  gemachten  \  oraussetzungen  nach. 
die  numerischen  Werthe  der  Funktion  für  eine  Reihe  äquidistantev  Funkte  des  Ar- 

giiments  bekannt  sein,   also  etwa  für a  — 2ir.   a  —  w.   a.   a -\- v.    a -\- zw ; 

die    numerischen    Werthe.    die    diesem   Argumente    entsprechen,    seien    ausgedrückt 

durch    ...../'  ff  —  2tr  .  f  a  —  «') ,  f  a] .  f  [a  +  w") ;  f  [a  -\-  2  w) Man    kann 

demnach  das  Synilxd  a  —  i w  als  .\rgunient- Index  bezeichnen.  Setzt  man  diese 
numerischen  Werthe.  die  natürlich  sf)wohl  in  der  positiven  als  negativen  Richtung 
beliebig  weit  fortgesetzt  werden  können,  vertical  unter  einander,  so  kann  man. 
indem  man  stets  den  vorausgehenden  Funktionswerth  von  dem  laimittelbar  folgenden 
abzieht,  Zahlenwerthe  erhalten,  die  den  ersten  Differenzwertheu  der  vorgelegten  nu- 
merischen Werthreihe  entsprechen.  Die  so  gebildeten  ersten  Differenzen  seien  eben- 
falls in  eine  ^'erticalreihe  rechts  neben  die  erstere  angesetzt  gedacht ,  und  die  Dif- 
ferenzwerthe  zwischen  die  Horizontah'cihen  der  erzeugenden  AVerthe  gesetzt.  Für 
diese  Werthreihe  möge  als  üezeichnung  eingeführt  werden,  dass  der  Funktiim  als 
Exponent-Index  1  angehängt  wird  ;  dieser  Funktions-Inde.x  weist  also  inizweidentig 
auf  die  ACrticahcihe  hin.  l'm  die  Stellung  der  Funktion  in  dieser  letzteren  genau 
zu  bestimmen,  soll  als  .\rgument- Index  das  arithmetische  Mittel  der  umschlies- 
senden  Argnment-[nde\  benützt   werdi'u       F.s  wird  also  sein  z.   ß. 


1_     3 

/M"  —  ]-«•)  =/  («)  — / '«  —  >'■, 

/■i   u  +  |-«i-j  =--./■  «  +  4  «■;  — /  «  +  3  «^)  • 
l'iildel    man   luiu    aus;    diesen    ersten  1  )iff cienzwcithen    in  analoger  Weise  die  zweite 
Differenzreihe    bezeichnet  dieselbe  mit  dem  Fnnktionsimlex  II  nnd  bestimmt  in  ana- 
loger Weise  den  Argumentindex,   so  wird  sein  z.  15. 


/"(«-7«-  =/'«-¥  "^)-/M« 
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Man  wird  Icieht  bemerken .  dass  die  Argumentindex  der  zweiten  .  wie  überhaupt 
aller  geraden.  Differenz werthe  auf  derselben  Zeile  mit  dem  Argnmentindex  der 
I'unktion  identisch  werden;  ebenso  werden  die  Argnmentindex  der  ungeraden  Dif- 
fereuzwerthe,  die  zwischen  denselben  Ilorizontalreihen  eingetragen  sind,  identisch. 
Dieses  eben  angedeutete  Verfahren  kann  beliebig  weit  fortgesetzt  gedacht  werden, 
und  man  erhält  so  eine  sichere  und  unzweideutige  Hezeichnungsweise  für  die  ersten 
und  Jiöheren  Differenzwerthe :  der  Funktionsindex  gibt  also  die  Verticalreihe ,  der 
Argnmentindex  die  Ilorizoiitalreihc  an. 

lietrachtet  man  aber  die  Funktionsreihe  selbst  als  die  Differenzwerthe  einer 
links  voranstehenden  Verticalreihe ,  die  dadurch  bezeichnet  werden  soll ,  dass  man 
den  Funktionsindex.  I  vor  das  Funktionszeichcn  setzt  und  in  consequenter  Weise 
die  Horizontalzeile  durcli  den  Argumentindex  fixirt,  so  wird  die  l>ildung  dieser 
ersten  Reihe  durch  successive  Summirung  der  Fuuktionswerthe  ohne  Schwierigkeiten 
vorgenommen  werden  können,  sobald  man  über  irgeiul  einen  Werth  in  dieser  ersten 
summirten  Reihe  eine  Annahme  macht.  Diese  Annahme  ist  vorerst  willkürlich  iiiul 
es  wird  sich  in  der  That  in  der  Folge  herausstellen,  dass  diese  willkürliche  Anfangs- 
constante  mit  der  sonst  bei  der  Integration  aut'treteuden  willkürlichen  Constanten 
in  innigem  Zusammenhange  steht.  Sei  dci  «illkürliclie  Werth  für  y« — |  «ü;  ge- 
geben,  so  ist  offenbar 

ifla  +  Uü,.=y[a-  Iwj  +fia. 

]f  ia  -\-  l  w)  =  \f  [<!■  +  i»)  -\- f  [(!■  •+-  '<';  II-  s.  w. 
nnd  ebenso 

!/  (« 1  «'•  =  !/   ö -v  "-■    —  f  fl  —  «" 

y  «  —  f  k)  =  If'  a  —  |-  w,  — f  [a  —  2  w] . 
f'onsecjuenter  wäre  es  allerdings,  als  Finiktionsindex  für  diese  erste  siunmirte  Reihe 
den  Index  —  1  zu  wählen  und  denselben  an  diejenige  Stelle  zu  setzen,  wo  der  Index 
für  die  üezeichnung  der  Differenzreihe  gesetzt  wurde,  doch  würde  iTian  durcli  diese 
Abänderung  die  allgemeine  übliche  liezeichnung  anfgeljcn  uiul  ausserdem  die 
Schreibweise  in  Etwas  erschweren. 

(ieht  man  in  der  Rildung  der  summirten  Reihen  weiter  und  bildet  die  zweite 
summirte  Reihe  in  analoger  ^Veise .  wobei  natürlich  wieder  eine  willkürliche  An- 
fangsconstante  auftritt,  so  kann  man  diese  Reihen  beliebig  weit  fortsetzen  :  ich  will 
mich  aber  beschränken  auf  die  üetvachtung  der  zweiten  summirten  Reihe,  da  die 
dritten  und  folgenden  Reihen  mit  drei-  nnd  mehrfacheii  eigentlich  iterirten  Inte- 
gralen im  Zusammenhange  stehen  .    für  deren  Entwicklung  vorerst   kein   IJedürfniss 

1" 


viiiliaiiili'ii  ist.  Mit  Rück-irlil  auf  die  somachtcii  AuseiiiaiKlcrsetziiiifJi-u  wird  siHi 
also  riplf>cii(los  Differenz-  und  .Snmniationsscheina  ovffeben.  in  welchem  bei  der  ]irak- 
lisclien  AnwendinifJ^  statt  der  Symbole  bestimmte  jmmerische  Werllie  auftreten. 
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/■  {<i  +  :iiv) 

/'"fU+.^JO) 

Aus  der  Entstehung  dieser  Werthe  leitet  man  leicht  ab,  dass  für  die  Differenz  zweier 
Differenzwertho  mit  einem  geraden  Funkticmsindex  .hier  und  in  der  Folfje  ist  für 
die  nun  abzuleitenden  llelationen  der  Fnuktionsinde.x  der  summirten  Keihen  negativ 
zu  denken),   der  mit  2(1  bezeichnet  werden  soll,   die  Itelation  besteht 


=  :„ 1 


J'ia  +  i„iü,  —f[a  +  «',«')  =    -^  /*{«  +  1«  +  \ 


W] 


'j 


Vir  die   ungeraden   Fnnktionswerthe 


\\w) 


Ausserdem  wird  es  auch  in  der  F'olge  nüthig  werden,  für  die  arithmetischeu  M4ttel 
zweier  unmittelbar  auf  einander  folgender  Differenz-  oder  Summenwerthe  derselben 
Verticalreihe  eine  unzweideutige  Eezeichnungsweise  einzuführen.  Es  soll  dies  da- 
durch geschehen ,  dass  man  den  Fiiiiktionsindex  unverändert  beliisst .  für  den  Ar- 
giimentindex  aber  das  arithmetische  Mittel  der  Argumentiiidex  der  benützten  Werthe 
ansetzt. 


Es  wird  so  sein  z.  B. 

2((  t 


1 


Diese  Bezeichnungsweise  ist  offenbar  ebenso  unzweideutig  wie  die  frühere.  Man 
wird  als  sicheres  Merkmal,  ob  man  mit  wirklich  im  iSchema  vorkommenden  Diffe- 
renzwerthen  oder  mit  arithmetischen  Mitteln  derselben  zu  thun  hat,  leicht  ilie  Regel 
ableiten,  dass  für  die  im  Schema  auftretenden  DifFerenzwerthe  sich  gerade  Funk- 
tionsindex mit  ganzen  Argumentindex  und  ungerade  Funktionsindex  mit  gebro- 
chenen Argnmentindex  verbinden,   dass  aber  das  Lmgekehrte  für  die  arithmetischen 


5     

Mittel    j^ilt :    niimlich    j^erade    Funktionsindex  combiniren    sich  mit  gebrochenen  Ai- 
gumentindex,  ungerade  mit  ganzen. 

Für  die  Differenz  zweier  in  derselben  Vcrticalreilie  stehenden  arithmetischen 
Mittel  werden  sich  ähnliche  8ummenfornieln  finden  lassen,  denn  es  ist  vorerst  nach 
der  Entstehung  des  arithmetischen  Mittels  und  unter  Benutzung  der  Kelation   i) 

J  a  +  \i„  +  \\  w]  —J'  a  4-  \i.  -f-lj  w\ 


Denkt  man  sich  diese  Summen  zerlegt  und  vereinigt  je  zwei  Glieder  der  verschie- 
denen Summenreihen  zu  einem  arithmetischen  Mittel  mit  Benützung  des  vor  der 
Klammer  stehenden  Factors  ^.   so  findet  sich  leicht 

y{a+\t„-\--\\w'' —J''[a-\-\i,  +  -^\tc)  —  ^  J' [a  +  [i  +  \]  w]  t,) 

und  ebenso  für  die  ungeraden   Find^tionsindcx 

,  ,  1=',.— I 

a-\-i„tV:  —  /  {a-\-i,w\  =  ^  /';«  +  i''+ aj '<•■)  .  4j 

Die  Formeln  \)  2  3)  und  4  köiuicn  aber  unter  eine  gemeinsame  Form  gebracht 
werden.  Iiezeichnet  man  mit  /  den  Funktionsindex ,  mit  k  eine  Zahl,  die  je  nach 
dem  Werth  des  Funktionsindex   .',  oder  o  zu  setzen  ist ,   so  ist 

J'[a-\-\i„  +  k\  w]  —J'[a+\i,  +  k\  w.  =  ^  J' (u+ \i  +  k-\- l\tv)  5) 

wobei   natürlich  für  die  summirten  Werthe  /  negativ  anztiiiehmen  ist. 

In  der  Folge  wird  biliifig  von  t'ombinationssumuicn  derselben  Klasse  Gebrauch 
gemacht  werden  und  es  stellt  sich  die  Nothwcndigkeit  heraus,  für  dieselben  zweck- 
mässige jiezeichnungen  einzuführen.     Die  Combinationcn  sind  liiebei   ohne  VV'ieder- 

holung  verstanden.     Die    zu    combinirenden  Elemente   seien    «,    ji'.   y,   d die 

Klasse  sei  k.   so  stellt   da>  Symbol 

c*  {«.  ,1  y.  d } 

die  Summe  aller  Combinationcn  der  Elemente  «.   ji,  y,   6 ohne  Wiederholung 

zur  Klasse  k  vor.     Es  wird  also  sein  z.  K. 

C-'  {4,    16.   36  }  =  4  X  16  4-  4  X  36  +  16  X  36  =  784. 
weiter   wird    man    zu    beachten   haben,    dass    für  die  Klasse  o   die  Definition    dieses 
Symbols  sei 

ü"  {«,(>',/,  (5  ....}=   I 
Die    Berechnung    der    ("ombinatioiissuramen    erscheint    höchst    weitläufig    und 
fast  unausführbar,   wenn  die  Anzahl  der  Elemente  eine  beträchtliche  wird;   die  Herren 
Vnton    und    Schräm  ,     Observatoreii    der    k.   k.     österreichischen    Gradmessung. 


dir  ich  iiiil  iliT  I Iciccliiiuiit;  der  weiter  uiituii  ii(illi\\riiilif;cii  immerischcn  Cix't'fi- 
ciciitrii  liciiaiil  habe,  lialicii  sicli  aber  einen  Ueclinunf^smechanismus  /iireelil 
ffelcfri  ,  der  di(;  Arbeit  tfaii/,  aussevordentlicb  erleiclitert  uiul  so  kurz  ist.  dass 
alle  Coinbinalionsistimmen,  die  zwischen  9  Elementen .  die  durch  fi;anze  Zahlen  in 
dem  vorlieffenden  sj)eciellen  Falle  darja;estellt  sind .  zu  allen  Klassen  bis  9  leicht 
innerhalb  einer  Stunde  erlanjjt  werden  können,  selbst  wenn  die  Elemente  beträcht- 
lich grosse  Zahlen  sind.  —  Die  bei  dem  vorliegenden  Problem  auftretenden  Elemente 
sind  entweder  die  Unadrate  der  geraden  oder  der  ungeraden   Zahler: 

4,    16,    36,   64,    100.    144.    196,    256.    324    

I,   9,    25,   49.    81,    121,    169,    225,    289.   361    

Denkt  man  sich  alle  Elemente  in  eine  horizontale  Zeile  gesetzt,  darunter  in  der 
zweiten  Zeile  die  Einheit  und  multiplicirt  man  die  Elemente  mit  diesem  Factor,  so 
erhiih  mau  die  dritte  Zeile,  die  nothwendig  wieder  die  Elemente  gibt;  hiebei  werden 
die  Froducte  unter  die  Factoren  gesetzt,  nur  das  erste  wird  fortgelassen  und  als 
erster  Werth  in  die  4.  Zeile  und  zwar  in  die  Verticalreihe  des  2.  Elementes  gestellt. 
Die  übrigen  Werthe  in  der  4.  Zeile  werden  einfach  erhalten,  indem  man  je  zwei 
Werthe  der  voranstehenden  Verticalcolnmnen  der  3.  und  4.  Zeile  addirt;  ist  diese 
Addition  durchgeführt,  so  bildet  man  wieder  die  I'roducte  aus  der  4.  Zeile  und  den 
oben  stehenden  Elementen  und  setzt  diese  I'roducte  in  die  5.  Zeile,  jedoch  das 
erste  abermals  als  ersten  Werth  in  die  6.  Zeile,  eine  \erticalreihe  nach  links  ein- 
rückend n.  s.w..  Um  die  Beschreibung  klar  zu  stellen,  setze  ich  hier  den  lieginn 
der  Ivechnung  für  die  Summencombination  der  Elemente  2-,   4- an. 


4 

I 

16 
I 

36 
I 

64 

I 

100 

I 

144 

I 

196 
I 

16 

4 

36 
20 

64 

56 

100 
120 

144 
220 

196 
364 

720 
64 

3584 
784 

12000 
4368 

316S0 
16368 

71344 
48048 

50176 
2304 

436800 
52480- 

2356992 
489280 

9417408 
2846272 

1 

5248000 
147456 

70456320 
3395456 

557869312 

75851776 

776945664 
14745600 

14866948096 
791691264 

155171487744 
2123366400 

\  erfolgt  man  die  Eutstehunj^  (liesur  /uhlcu  analytisch,  so  erkennt  man  sofort,  dass. 
wenn  man  die  Verticalcolnmnen  herabj^eht  und  die  je  zweite  Zahl  heraushebt,  diese 
so  herausgehobenen  Zahlen  nichts  anderes  sind  als  die  Suramen  der  Oorabinationen 

aller  Elemente  bis  zu  dem  tjewähltcn  /nr  Combination  o,    i.   2,    

Die  Zahlen,  welche  die  Herren  Anton  und  Schräm  gefunden  haben  und 
die  ich  wegen  der  wichtigen  KoUe ,  die  dieselben  in  der  folgenden  l'ntersuchung 
spielen,   hier  anführe,   sind  die  folgenden  : 


C"'{22) 

=  I 

C"{22} 

=  4 

C"  {22,  4--i) 

=  I 

C"{22,    42} 

=  20 

C2{22,    42} 

=  64 

C»{22.    

,  62  }  =    1 

6"  {22.   

:   62  }  =  56 

6'2{   22   

,  62  }  =  784 

C'  {   22  ..... 

,  62  }  =  2304 

(7'  {22 

:    82  }  =    1 

C  {22.   

,  82  }  =  1 20 

C'2{22.    

.  82  }  =  4368 

(y  {   22 

.  82  }  =  52480 

C"{22,    

•  82  }  =  14745  <J 

C" {22 

,  I02}  =   I 

6"  {22 

.   Io2}  =  2  2Ü 

6'2{22.    

.    io2)  ^    16368 

6"  {22 

.   I02)  =  48928  0 

C*  {22.  

: io2}  =  53954  56 

6'ä{22.    

,   I02}    =:    14745    ÖOO 

6"'{22.    

:122}=I 

C"  {22,  

.122}  =364             ' 

6'2{22.    

,122}=    ^8048 

6'f{22,    

122}    :=    28462    72 

C*  {22 

•  '-'■'}  =  73851  77*^ 

t'^{22 

.    122}   ^    79169    1264 

6* {22 

,    122}  =  21233    06400 

C"^{22,... 

..,.4-^}  =  i 

C"{22.  ... 

..,142}  =560 

6'2{2  2,  ... 

..,   142}=    II939    2 

C'{22,  ... 

..,  142}  =   12263    680 

C*{2'i, ,  142}  =  63372  1088 

<?H22, .142}=  15638  63936  O 

^"{22. ,142}=  15729  48541  44 

(-''{2-. 142}  =  41617  98144  00 


6'"{22. l62}  =  I 

€''{22, ,  162}  =  816 

C^{2{.  :....,  i62}  =  26275  2 

C^'{22, 162}  ^   ^2828  032 

C*{2% ,1  62}  =  37732  23168 

^'■{22 162}  =  lyySg  12378  88 

C"'{22 ,   162}  =  41659  06530  304 

6^'|{22 162}  =  40683  66247  5264 

C"'{22 l62}  =  10654  20324  86400 


C"'(22, 182}  =  I 

6"{22, ,  l82}  =  II40 

C'2(22, ,  l82}  =  52713  6 

C.l(22, :  l82}=  12795  9680 

CH22. 182}  =  17649505536 

C^{2', l82}  =  14004  15544  320 

C""'{22, ,  l82}  =61802  66760  6016 

C'{22 l82}  =  13904  37378  29376  O 

6'-{22 l82}  =  13288  04867  44719  36 

C''{22 182}  =  345, y  t.1852  55936  00 


C"{f^)       =^ 
(M{,2.  3:^)    =,0 

0>{i-^ .5'^}=  I 

C"{'-' •52}  =  35 

6'Mi-, ,5-}  =  259 

C"[i^ ,5'^}  =  225 

Cni'^, ,7^=' 

c^i- ,7-}  =  1974 

C-'{i2, 7-i}  =  12916 

C^{i2 7-^}  =  11025 

C"{i-\ ,9'^}=  I 

^'{1- 9-}=  1(^5 

C''^{r-! -9^}  =  8778 

t'-'{r-' ,q2}  =  17281  o 

C*{l-. 9'-}  =:  10572  21 

C^{i^,....  ,92)  =  89302  5 

C"{l'^.  .....  Il2}  =  I 

C"{  if.  .....  Il2)  r=  286 

oHi' .11-^}  =  28743 

(■Mi' II-}  =  12349  48 

C*{i'- 11-}  ^  21967  231 

V'^{l'i ,  li2)  =:  12881   6766 

C"'(l2 11'^}  =  10805  6025 


-     s 

C'"{f^ I3-'}  =  I 

(''{i- '3-}  =  455 

t'H^-^ i3-}  =  77"77 

'''''{•' 13M  =  Ö0925  15 

C*{i'' 13-}  =  23067  3443 

t'^r^. 13-^)  =  38412  78805 

C"'{r^ i3''}  =  21878  08947  9 

6"{i2, i3'2}  =  18261  46822  5 

C"{iK 152}  =  I 

C"{i2, 152}  =  680 

C2{l2. .52}=  17945  2 

f'-'{i- •  '5^}  =  23434  840 

C*{i'\ 152)  =  16014  89318 

c'Hi- 1521  =  55742  80348  ü 

C«{l2 ,  152}  =  88616  58206  04 

C'{l2. 1521  =  49408  316OI  000 

C^i-. 15-}  =  41088  30350  625 

6"'{i2 17-^)  =  I 

c"{i-- 17^  =  969 

C'2{i2 ,17'}  =  37597  2 

0^x2 172}  =  75296  468 

C*{i^ .172}  =  83741  58078 

C"{i-l ,172}  =  51857  32163  82 

6"'{i2. .172}  =16995  83602  632^ 

t''{j- ,17''}  =  26104  27537  55556 

t'"^{i'^ 17-}  =14320  09163  03962  5 

(^'''{^'- 17-')  =11874  51971  33062  5 


§.  'i.    Aufstellung  oiiiisev  HelatioTion   zwisclion  de«   Coiiibiiiationssuininen  der 
Quadrate  der  geraden  und  ungeraden  Zahlen. 

betrachtet  man  das  Product 

/'(^,_,)=fw,-f-[^— ij)  ;n-{-[(f—2]) (91  +  2)  [n+  i)  77  'n  —  1' '»  —  2) 

In  —  \(I—  2] )  In  —[d—iV:  1 ' 

wo  n  eine  beliebige,   d  eine  ganze  jxisitive  Zalil  vorstellt,   und  iiuiltiplicirt  je  zwei  svm- 
nietvisch  ge^en  die  Mitte  sjelesenen  Factoren  mit  einander  .    so  erhält  man  zmiäehst 


"(,/_,)  =  •"'" 


'«2_.21 


-22;(m2_32) i^,:J_^,/_2|2)(«2_[(/_,12;.        2] 


Führt  man  die  angezeigten  Miilti])licationen  wirklich  aus .   und  macht  von  der  oben 


in  §  1   (pag.  5)  erläiitertcii  lif/eiclunins^sweisc  für  die  Coiiibiiiiitioiissiimmen  Gebrauch, 
so  kuiin  niMii  (ifi'cnhav  ihis   l'iddiut   dmcli   die  folgende  Sumnienfoviu  ausdrücken: 

P(,,_,)  =  ^  (—1)   w'i'-C  {i^2-^.  {d—2p,  id—iV^}  . 

p  =  i 

Führt  man  unter  dem  Comhmationszeichen  statt  der  Quadrate  der  Zahlen  die  Qua- 
drat«^ der  geraden   Zahlen  für  die   Elemente  ein.    so  findet  sieli  sofort 


j' 


=(/ 


,i-p 


^V.)=  >;''->)   .4t^,  ^{2^4^ {2d-2y}.  3) 

Kehrt  man  nun  zur  Gleichung   i)   zurück  und  führt  in  dieselbe  ein 

n  ^  m  -\-  },  ,  4) 

so  erhält  man  sogleich,  wenn  man  die  Multiplication  der  Summen  und  Difierenzen 
ausführt  für  das  obige   I'roduct, 

Transformirt  man  diesen  Ausdruck  durch  Einführung  des  (/ombinationszeichens  in 
eine  Sunnnenformel  und  reducirt  die  Elemente  auf  ilie  Uuadrate  der  ungeraden 
Zahlen,    so  erhillt  man 

P(,_,)  ={m  +  \cl-^])  2;  (-  O'^'SS  ^"'^''^  3-^ (2d-3P  }  .  6) 

Durch  Gleichsetzung  der  Ausdrücke  3)  und  6)  und  Einstellung  des  Werthes  n  aus 
41   in  letzt(M-  Gleicliung  resultirt  die  folgende  wichtige  Relation 

^'— I)      ^Tjrfi:^   £-{2^,4^,  ....  {2e;?— 2)-!} 

p=-  7) 

=  i„+d-i)y;{-i)    i^  c{r^.  3'^.  ....(2e/-3)M- 

Ehe  ich  auf  die  Ableitung  einiger  Folgennigen  übergehe ,  die  man  aus  der 
Gleichung  7,  erhalten  kann,  will  ich  vorerst  auf  einige  Reliitionen  eingehen,  die 
sich  aus  den  .Vusdrücken  2)  und  5)  erhalten  lassen.  IJezeichnet  man  mit  P^j,  das 
mit  P(ii_\)  analoge  l'roduct,  welches  man  bekommt,  wenn  man  bis  zu  dem  Gliede 
(w'^ — (/2)   vorsclireitet.    so  findet  sich 

P(a)  =  {'i'-d-'-)  Piu-i)-  8) 

P(d)  =  {m -d  +  i)  {m  +  d+l)  P(^_ , ) .  9) 

Führt  man  in   8)    die  ('(nnbinationssummen  für  P  ein,   so  wird 

2      (-0         ^^^,C{2^^K...2dX^}    = 

Ändert  man  Hnks  vom  Gleichheitszeichen  die  Grenzen  für  p  in  o  und  (/  ab ,  so 
erhält  man  auch 

Oppolzer,  BahnVit>«tiiiiinuiifi;eii.  U.  2 
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Aus  (li'i-  (»leicliuiig  9)   findet  sicli  ihiich  ähnlicht^  Schlussfolf^orunfron 

,1=1 
Betrachtet  man  ( V)nibinationen  aus  a  und  e  -j-  1  Elementen,  so  enthalten  die  vor- 
stehenden Gleichungen  10)  und  11  die  Kelationen.  die  zwiscln^n  den  (!ombinations- 
summen  dieser  Elemente  bestehen  und  zwar  gilt  die  erste  Gleichung,  wenn  die 
Quadrate  der  geraden  Zahlen,  die  zweite,  wenn  die  Uuadvale  der  »ingeraden  Zahlen 
in  l?etracht  konnnen. 

Multiplicirt  man  die  Gleichung  1  i)  mit  ihn  und  integrirt.  wobei  zu  beachten 
ist.  dass  der  Werth  Null  für  die  Integrationsconstante  durch  die  Specialisirung 
m  =  o  resultirt,   so  findet  sich 

i^(— r--r^,  ^"Hm-^ ;-/-.'M  = 

gf(-.r'-^  hj^i^_hd-jY^u^\^-'^>'     :2ci-iy^}. 

Führt  nuui  in  diese  Gleichung  die  Specialisirung  m  =  J  ein.  so  erhalt  man  nach 
einer  leichten  Umformung 

-^Sfcf   0{.K^,....[2d-.)^)  +,d[d-.>  2'gW   ^'{'^^^'^ '^'^-^^^i 

p=o         '^  p  =  i 

;'=■ 
Schreibt  man  der  Kürze  halber  für  (/  —  1   den  Buchstaben  d  im  z^^  eiten  Gliede  links 
vom  Gleichheitszeichen  und  führt  überdies   in  demselben    für  p  die  Grenzen  o   und 
(d — i]   ein,   so  erhält  man  die  in  der  Folge  verwendete  Relation 

■''-''(      ,1«/-;'       '>-!'  ''^  I      ,\^—p        ■'— P 

Ä^      (2M+I/  ^  -•  J        '      t  ^^      (zp+l'i  l  -    -»    '  I       f 

y=o  p=o 

-    ^     ^  I  lzp  +  l]{2p—l]  '  > 

p  =  i 

In  iihnlicher  Weise  konnten  weitere  Relationen  entwickelt  werden,  doch  begnüge 
ich  mich  niit  den  liier  angeführten  Relationen  vnid  gehe  auf  einige  Gleichungen 
über,  die  sich  aus  7  ableiten  lassen  und  die  für  die  folgenden  Untersuchungen  \on 
Bedeutung  sind. 

Setzt  man  in   Gleichung  7)    den  Speciahverth  // =  |   ein    und  beachtet,    dass 


11 

rechts    vom    Cileichheitszeichen    für   p  =   i     der    iiuftretende ,     iiiilie>tinimte    Factor 

[n  —  \)  =  o"  offenbar  der  Einheit  gleich  gesetzt  werden  muss,  so  findet  sich  leicht 
die  bemerkenswerthe  Relation 

^  (-  i)'"V{l2,4^  ••••  [2d-2i-^}=  ^_,)%cf-i)  12,32. ,2rf-3)2  .     ,3) 

p=' 
Setzt  man  aber  in  7]   n  =  o.   so  erhält  man 

P=±  d-i,    d—ii 

^(-i)    c{i\i^....(2d-3:^}  =  o,  14) 

welche  Formel  aber  dadurch  beschränkt  erscheint,  dass  die  Giltigkoit  derselben  für 
den  Fall  d  =  i  besonders  untersucht  Averden  muss.  Schreibt  man  jedoch  in  7)  für 
p  =  n:  -{■  1  und  d  =  Ö  -\-  i ,  und  führt  nach  erfolgter  Umsetzung  für  ti  und  d  wieder 
p  =  d  ein,  so  erhält  man  für  n  =  o,  den  Fall  d  =  o  als  in  der  Folge  nicht  wichtig, 
ausschliessend 

Pr±  d-p      d-p 

^(-i)       C{i2,3^....  ,2r/-.)2}==o.  15) 

p=0 

Setzt  man  endlich  «=  1,   so  erhält  num  aus  7)   sofort 

J.=I  P=I 

lind  mit  Rücksicht  auf  14) 

P=d  rf_^,        d-v  P=£  d-p      d^p 

2^=^i     ^-"{^^4^ (2./-2)M=    ^(-0  C'{.,2,...,//-.)}=0.  ,6) 

J)=I  P=I 

Die  Gleichung  7)  wird  aber  auch  eine  Reihe  von  Relationen  bieten,  die 
leicht  erhalten  werden  können,  wenn  man  auf  diese  Gleichung  wiederholt  die  Dif- 
ferentiation uiul  Integration  anwendet  .  wobei  noch  eine  vor  diesen  Operationen 
mit  einer  willkürlichen  l'otenz  von  n  oder  m  ausgeführte  Multii)lication  die  Rela- 
tionen vervielfältigt.  Ich  werde  nur  jene  Relationen  hier  ableiten,  von  denen  später 
Gebrauch  gemacht  wird. 

Durch  Differentiation  erhält  man 

2  (-')""  ''"JX^    0Tk4^ (2^-2)M  = 


Diese  hier  ausgeführte  Differentiation  erleichtert  sich  ganz  ausserordentlich  und 
führt  sofort  zu  übersichtlichen  Resultaten,  wenn  man  rechts  vom  Gleichheitszeichen 
in    7)    statt   n,    m   siibstituirt  und    die    Differentiation    rechts    nach   m   ausführt   und 

nachher,    da 

dm  =  dn, 

2» 


\-z    

wit'iluv  n  stillt  7H  in  ilie  Fonufl  ciiifiiliit.  Wcil-cic  Uclalioiiiii  iluirh  diu  Differen- 
tiation al)/,nlcitcn.  scheint  für  die  nächsten  Zwecke  nicht  nüthig.  Für  die  Aiisfüh- 
rnnt;  der  Iiitcfiialidii  denke  icli  mir  vorerst  die  Gleichung  7)  beiderseits  mit  u  multi- 
)dieirt  und  dann  linker  Ilaiul  die  Integration  nach  «,  rechter  Hand  nach  m  aus- 
geführt ,  was  gestattet  ist .  (hi  ja  dm  =  du.  bezeichnet  man  die  auftretende 
Integrationsconstante  mit  /,   so  wird 


;' 


=(( 


Der  Werlh    der    Integrationsconstante    findet  sich    in   zweifacher   Weise,    wenn    man 

u  ^  o  setzt  und  auidi  m  =  o 

j-^''yf  i-iY'-'' (         1 > ^_L  ="'-'/ 1 L_l\(7(7'2    2       2<^—    2) 

"  .^     22iti—l')    "i'2^>+I,  2=/'+'  Z.zp.2^1'  2         \z.2'P—''2j>—f  Zp.Z-l'jj        *       T  3   :  ■  ■  A  J      / 

P=I 
Die  Gleichsotzuiig   beider  Resultate    ergibt    nach    Ausführung   einiger    offenkundiger 
Reductionen 

■^^     {zp-\-i)  I       '^  ^  I    '  j.^  zp         \zp  —  i         zp-\-\(     I        J  '        \  J      ) 

p=i  ;.=  ,  }  jg. 

Es    soll    die    Gleichung    7     nochmals    in    abgeänderter    Form    vorgenommen 
werden.     Ersetzt  man  nämlich  rechter  Hand  die  (lombinationssnmme    der  Elemente 

i^,  3'-' [zd — 3)'-  durch   i'^,  3-, [id — i^,   indem  man  von    der  Relation  11;   des 

vorliegenden  Paragraphen  Gebrauch  macht  und  beachtet,    dass 

n  +  d —  I  I 

[m  +  d — JKm — d+l)  n  —  d  ' 

ist,    so  findet  sich  sofort 


Z^id^P) 
p=i 

^  "^-P  m^P        '^TP 

=  ^(-')     ^^,C{l\i^....[2d-^^).  19) 

P=° 

Multiplicirt  man  links  mit  da,  rechts  mit  dm.  integrirt  und  bestimmt  die  Inte- 
grationsconstante in  zweifacher  Weise,  indem  man  einerseits  dieselbe  durch  n  =  o. 
andererseits  durch  m  =  o  ermittelt  und  setzt  die  beiden  Resultate  einander  gleich, 
so  findet  sich 

P^t_i)'l-p       d-p  P^i_i)''-p       d-p 

':^  I—,  d-p   d-p 

p=o 
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Diese  lieis])iel('  iiHlgoii  tfenügen.  um  /,ii  /cig'oii .  zu  wclchoii  zahlveicheii  uiiil  ver- 
schiedenartigen Ivesnltiiten  man  iliirch  das  vorstehende  Verfahren  gelangen  kaini; 
ich  hal)c  diesoll)en  so  gewählt,  dass  die  gewonnenen  lielationen  später  Verwciuhuig 
finden. 


jj  3.    Darstellimg  einer  Funktion  durch  ihre  Differenz werthe. 

Lässt  man  in  irgend  einer  Funktion  von  «.  den  Werth  a  in  u -\- n  ir]  über- 
gehen, so  wird  sich  stets,  sobald  die  Funktion  niclil  discuntinuirlich  ist,  innerhalb 
der  gestellten  Grenzen  eine  Entwicklung  nach  steigenden  Potenzen  von  n  w  bewerk- 
stelligen lassen.  Um  die  Convergenz  dieser  Reihen  für  ])raktische  Zwecke  hin- 
reichend rasch  zu  gestalten,  wird  es  allerdings  nothwendig  sein .  n  w  keinen  allzu- 
grossen  Wcrth  zu  ertheilen ,  doch  lassen  sich  hierüber  keine  allgemeinen  Hegeln 
feststellen  lunl  es  wird  dem  ])raktischen  Takte  des  Rechners  von  Fall  zu  Fall  über- 
lassen bleiben  müssen,   die  Wahl  entsprechend    dem  vorgesteckten  Ziele   zu  treffen. 

Die  eben  hingestellte  ISehauptnng  rechtfertigt  sich  sofort  durch  Henutziuig 
des  Tay  1  or'schcn  Lehrsatzes  und  man  wird  bemerken,  dass  die  oben  aufgestellte 
Einschränkung  ebenfalls  für  den  letzteren  gilt.     Man  hat  also  nach  demselben 

f[a  +  nw)  =f[a]  +  mo  -£1  -|-  -_  -^  -f- 

Denkt  man  sich  diese  Entwicklung  bis  Inw)'"  durchgefülirt  und  sei  daduicli  die  '^ 
Reihe  so  weit  fortgesetzt,  dass  die  vorgeschriebene  Genauigkeitsgrenzc  in  der  Fnt- 
wicklnng  erreicht  wird,  so  kann  man  die  übrigen  (Jlieder.  die  mit  höhereu  roteiizen 
von  Ute  als  v)  multiplicirt  sind,  fortlassen,  ohne  der  Genauigkeit  etwas  zu  vergeben. 
Hiermit  aber  erscheint  die  vorgelegte  Funktion  innerhalb  der  vorgesteckten  (irenzen 
mit  einer  arithmetischen  Reihe  der  w''^"  Onhiung  identiticirt.  Rechnet  man  nun 
mit   den    entwickelten    Coüfficienten   eine  Rcilu'   in   ISezug    auf  das  Argument    äqui- 

di.stantcr  Werihe,    indem  man  für  n  der  Reihe   nach  die  Werthe — 2.    — i. 

o,   -|-i,    -\-  2 setzt ,    so    erhält   man   eine    Folge    von    Finiktionswerthen .    die 

der  in  §  i  auseinandergesetzten  Kezeichnungsweise  entsprechend,  mit  ....  f{a  —  2W, . 
f{a  —  M'j,_/(a),  f{a-\-w\,  f..a-\-2tc  ...  bezeichnet  werden  sollen.  lÜldet  man  ent- 
sprechend den  Vorschriften  des  §  i  die  ersten  und  höheren  Differenzwerthe .  so 
erhält   man  das  folifende  Schema 


f[a—2w] 

ß 

a  —  \w, 

/":«-2«. 

f[a-to] 

.r 

,«  —  1 "'; 

/";«-«:) 

/;«) 

.f 

(fl— 1  10] 

/"  («) 

./■(«  +  "') 

,/' 

(«+.i"', 

/"  [a+w^ 

f{a+2ic) 

/' 

[a  -\-  \  •«') 

./"  [a+2io] 

u    

in  wclchnn  Sfhcirm  iiotlnvi-iHliij.  der  \'(nii\iss('t/\iii}j  ii.ich.  die  m"""  Differenzen  con- 
stant  sein  nnis^;eii.  Um  iiher  ilie  lipzeicliniinffswf-ise  des  Armimentindex  eine 
sichere  Rej^el  zn  haben,  denke  man  sich  unter  m  eine  k61"*iIc  Zahl;  dies  schränkt 
die  Allgemeinheit  der  folgenden  Ableitnnjj  nicht  ein.  weil,  wenn  die  Entwickhmg 
nach  Potenzen  von  mv  für  ein  ungerades  m  schon  hinreichend  genau  wäre,  die 
Entwicklung  um  eine  Ordnung  weiter  geführt  werden  kann,  wodurch  nur  eine  Ge- 
nauigkeits/.unuhme  erreicht  wird.  Ist  also  m  gerade,  so  wird  nothwendig  die  Ke- 
lation  für  die  (m — 1)'°"  DifFerenzwerthe  bestehen: 


f{a  +  iic)  z=/(a  +  -^M-j   +/(«) 

m — I  III — I  in 


oder  allgemein 


/  a  +  [«  +  ^  J  M))   =  /  (o  +  \  ■ic)  +  nf  [a]  . 
Wendet  man   sich  zu  den   im — 2)'""  Differenzwerthen,   so  wird  man  finden 

m — 2  in — 2  tu — 1 

f[a  +  w)      =f[a)   +f[a  +  \w) 

m — 2  »«—2  m— I  m 

/  («  +  2  w)  =f[a]  +  2/  la  +  \  IV]   +  /  [a] 

m — 2  i» — 2  'u — I  »( 

oder  allgemein 

m — 2  »n— 2  m — i  /    i         m 

f[a  +  mo]   =f{a]  +  nf  [a  +  ^w)  +  '-^i^  f  [a]  . 
Weiter  erhält  man  für  die    m  —  3)'^'"  Differenz werthc  allgemein 

/  («4- 1« +  -!-]?<')  =/(«+.l  «<'i  +  «/  («)  +  -rn    ./  («  +  *'t'j  H r^i:^ — -^  ('"  • 

Setzt  man  dieses  Verfahren  fort,  bis  man  zur  Reihe  der  Funktionswerthe  selbst  ge- 
langt, so  findet  sich  der  allgemeine  Ausdruck  für  dieselben  leicht 

^1  .i-      1     1        .r'/      1     1  1     " '« —  •'  j-'''         1     {n+i]n(n — i,    J^K      ,    1     <     ,   ^ 

f  ,a  +  )iw;  =f  ,a)  -\-  nf  (a  +  f?«,;  H — —  /    ^«    +  .   ,   , ./    [a  +  ^w,  +\ 

..2  li-s  I 

(«  +  I]».l«-li;«-2J      JV^^^^  :»-t-2.l«  +  l;»f»t-l.(«-2;     ^V/^    ,     Vj^-     ,  [ 

i'2-3-4  ■■'  '^^  1-2-3-4-5  ./\i^^/^^       J 

welcher  Ausdruck  die  bekannte  Interpolationsforrael  ist  und  die  vorgelegte  Funktion 
der  Voraussetzung  nach  in  hinreichender  Annäherung  darstellt. 

Die  Formel  ij  soll  nun  in  Etwas  abgeändert  geschrieben  werden,  um  später 
den  Ausgangspunkt  der.  Funktion  beliebig  wählen  zu  können.  Ich  setze  nämlich 
statt  ti  den  allgemeineren  Ausdruck  i-\-n.  wo  i  eine  beliebige  ganze  Zahl  vorstellt ; 
dann  kann  man  auch  schreiben 

/  [a+  [i-\-n]  w)  =f  {a-\-{w]  -{-nf  '«4- !«'+ J-l«<-)  +  "  '"~'    f  i^a-\-iw]   +  —         2) 

führt  man  in  diesem  Ausdrucke  die  arithmetischen  Mittel  der  ungeraden  Differenzen 
nach  der  oben  (pag.  4)  festgesetzten  Schreibweise  ein  und  erinnert  sich,  dass  darnach  ist 

id — 1  -id — I  1  d 

f  [a+  [i+\\  w]  =:/  (a  +  tMj)  +  ^/  (a  +  ew)  , 
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so  erhält  man  nach  einer  unmittelhar  ersichtlichen  Rechiction  aus  2'  den  Ausdruck : 
J  {a+[t-jrn\iv)  =f[a  +  tw]  +  w/  (a  +  «w;j  +  — _/   (a-\-iW]  +  ^T^ff   1«+««']  + 

+     ..2.3.4/     («  +  «'")  H .■z.3.4.5         /l«  +  H   + 3) 

Denkt  man  sich  die  in  den  Factoren  angezeigten  Multii)licationen  ausgeführt, 
jeden  Factor  nacli  Potenzen  von  n  geordnet  und  die  in  §  i  (pag.  5)  angezeigte  Combina- 
tionsbezeichnung  angewendet,  so  erhält  man.  wenn  man  überdies  den  Differenzindex 
durch  2  d  oder  2  d —  i  bezeichnet ,  je  nachdem  derselbt!  gerade  oder  inigerade  ist. 
die  folgende  Gleichung,  durch  welche  die  obige  Reihe  in  einer  Summenform  ausge- 
drückt erscheint: 

f.^a+[i  +  n]w)  =f:.u  +  r;.i)  +2   2  ,^717,^  ^'{2^  4^,  ....[2d-2)^f'a  +  iw]  + 

■/=.     (;,=  . 

pz=.d  \ 

Für  d  ist  in  dieser  (ileicliung  als  obere  Grenze  00  gesetzt,  in  der  Anwendvnig  wird  aber 
(/  nur  soweit  mitgenommen  zu  werden  brauchen,  so  weit  dii-  I  )itterenzwerthe .  uiul- 
tiplicirt  in  den  zugehörigen  meist  sehr  kleinen  Factor,  (itwas  Merkliches  geben,  und 
man  wird  selten  bei  zweckmässiger  ^^'ahI  der  Intervalle  tv  über  (/  =  4  hinauszugehen 
haben. 

Man  kann  der  Gleichung  41  auch  eine  andere  Form  g(^bcu.  deren  Kenntniss 
für  die  folgenden  Entwicklungen  erwünscht  erscheint.  Führt  man  nämlich  in  der 
Gleichung  2  statt  der  geraden  Diffcn'enzwerthe  die  arithmetischen  Mittel  derselben 
ein,   so  hat  man  nach  den  Festsetzungen  des  §  1   ipag.  4j  anzunehmen 

f  ia+iw)  =f  (a  +  [i+^]wj  —  ^/  [u  +  (/+  H  w]  ; 

setzt  man  ülierdies.  wie  dies  in  Gleichung  4)  geschehen,  statt  w  den  \\'ertli  (tn  +  ^j, 
so  findet  sich  ähnlich  wie  früher 


I.J.J^  >  IL        1.21/1  1.2.3-4  •'  iLiiJ 

Durch  Einführung  der  ( 'ombinationsbezeiclmung  erhält  man  dann 

\7j  V^J 


•'=41 1=^  (_,."-;',„ .P-.  y.-v 


,/=.  |,i=.  ^ 

Die  Gleichinigen  4    und   3     bilden  die  Grundlagen  für  die  weiteren  Entwick- 
lungen  und    sind    nichts   anderes,     als    die    Darstellung    einer    Fimktion     diireb    die 
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l)ittcn'tiy,\v('rllic.  Die  liict'iir  iJ;('^\ iililte  neue  ISc/cii-linuiiLTs« eise  wird  alicv  die  l  eber- 
siclitliclikoit  (l(!r  wciilcnni  Triinsf'onniitioinni  ovlciclituvii  und  die  Gesetzmässifjkeit  der 
aiif'trctciidcii   imnicrischcii   Fai'tnvcii  aiiffinden  lassen. 


§  4.     Kriiiifiliiiig  der  iiiniierischeii  l)ilteren<iaI((iio1ieiitcii  einer  Fiiiiklioii. 

Wiowfilil  die  Aiisfiihniiisj;  dor  iiuiriprischen  Differentiation  ^^('niJ^er  nöthifj  er- 
sclieiiit.  weil  in  sehr  vielen  Fällen,  wenn  die  numerischen  WiMthe  (-iner  Funktion  f^e- 
>jel)en  sind,  auch  der  analytische  Ausdruck  derselben  bekannt  ist,  also  die  Differentiation 
auf  directen  Wejj;c  auso-pführt  w'crden  kann,  so  tritt  doch  liäufig  in  der  astronomischen 
l\axis  fz.  Ii.  bei  Ermittlung  der  speciellen  Stönnigcn.  Ableitung  der  Differentialqiio- 
tienten  nach  Ephemeridenorteni  der  Fall  ein.  dass  in  der  That  die  Funktion  nur  dm-ch 
eine  Reihe  numerischer  Werthe  definirt  erscheint  und  das  ^'erlangen  gestellt  wird,  den 
ersten  und  die  höheren  Differeutiahjuotienten  für  dieselbe  numerisch  zu  bestimmen, 
leli   werde  daher  die  hiefür  nöthigeu  Formeln  hier  ableiten. 

Difft'nuitiirt  mean  den  Ausdruck  4)   in  §  3    piig.  15)   ymal  nacli  dem  Argumente 

a  -\-\i  -\-  n  \w  =  l , 
wobei  der  liuchstabe  /  als  .Vbkürzinig  eingeführt  wird,   so  ist 

dl  =  wdn  1) 

und   man  hat 


iVifli  _  ''-^^  ''yJi  (-  if-i'  C  {  2^,42 (2rf— 2)-3}    dln^P-' 


2d — I 


,11''  ^^  2=(d-pl(2i_,)!         •  ,int     yi"T^""JT^ 

^y(-,//-.rj2^,4^...(2./-2,^l   ^vi^v  f-f      ■^,^, 

^  jii^  ^  z,Ul-t>Hzd)<.  dn'l   •'    "T^"-' 

Löst  man  hier  die  .Summen  nach  d  und  p  auf,   so  findet  sicii 

y'"   \a-\-iw,  {d''n'\ 

\  dn'i  f  "•" 


i-z 


^~  1-2.3  I  tili''  2-  (!«''  j 


"1     '     I-2-3-4  \dn''  '    z-i  dn'' f'' 

f  [a  +  iio]  ]d1tfi   C { 2^, 4-3 }     (Hln^         ei{2i,^i)     d'hi    \ 

+  "    I.2-V4?  I   'In''  22  dn''    "■"  z*  dti''l 


I-2-3-4-S 

yv  {„-i-iw]  {d''n^         C''i{2a,4ä}    dliA         C'-^{22,  4-'f     d'J  ifi\ 

'        1.2.3.4.5.6"  ydn''  22  dn'l    "*"  2*  dn'i  f~^ 

_pu[„jf.i,c\  ]  d'i iP  C { 2ä, ..,6i}  d'/tfi    .    (72 { 22, ■  ■ , 62 }  ,/'/ «3         fJ {22, ■  ■ , 6-3 } 'd''  1,  \ 

''    I-2-3.4-56-7  ^  d)i''  z-  dn''   "^  z*  diii  2«  rf«''  f^ 

+       

wobei  das  Gesetz  der  Fortschreitung  in  diesem  Ausdrucke  sofort  klar  ist ;  ausser- 
dem wird  man  leicht  bemerken,  dass  alle  jene  ('oi'ffizienten .  wo  j  grösser  ist.  als 
der  Exponent   von  n.   verschwinden. 
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Ein   ganz    aniUoger   Ausdruck    wird    sich    aus  Gleichung  5)    (pag.  15)    finden 

lassen.    Es  ist  1    1  •  1     1  1    1  •  ,    1    ,      t  1 

a 4-  L*  +  "]  ''^'  =  "  +  L*  +  i -\-m\w  =  l, 

tlamit  dl=^wdm  3) 

und 

^  2,Z ^^(1-h,^d^^ J^f  («+  I'  +  IJ  v>)  . 

d=i  p=o 

Löst  man  die  Surameiizeichen  auf,   so  hat  mau 

•    ,    ./"■(a  +  [t+']M;)  frf^  _  C'i  { i2  }     tf/  m   \ 

i-2'3  (  rf"i«  2^         dm''  f  "*" 

/■''(a+[t+j]M>)  fdUm*  _  <7l(i2,  32}  J-/ot2^ 
"^"         I.2-3-4  (  f/»,''  22        '  dml  f  '' 

f  {a+[i  +  i]u.-)   i  dim^  _  C'i{i^,  3'3;  (/''»»■'  6*2  {i-',  32}     (/'V  w   1 

"•"  I-2.3.4-5  \  rfm»  22         dm'i    "^  2«  dmlf'^ 

,      ./•"(«+;/+;]»')   /rf'/w"  _  C'l{l2...s2}  rf'/Hi4  C2{i2...52}  rf»^,2  ^  , 

"•"         I-2-3-4.S.6        \dm''  22  ,/m''   "*"  2«  (/»/(«'/"'" 

/''"(a+[i+j]?r)  /d«m7  ^  0{i^...si}  dUm^  C'2jj2_j2j  rf«^  __  C^j  i2...s2;  ,/y»,  t 

'         I-2-3-4-5-6-7       \  dml  j,i  rf,„«   "r  ^i  ^„,v  jo  </„,'/  1+ 

+       


<-4) 


Auch  hier  werden  alle  jene  Glieder  für  gegebene  Werthe   von  q  verschTrinden ,   wo 
q  grösser  als  der  Exponent  von  m  ist. 

Im  Allgemeinen  wird  man  selten  Veranlassung  haben,  diese  Formeln  für  an- 
dere Fälle  als  q^  1  und  q^  2  anzuwenden.  Unter  der  speziellen  ^'oraussetzung : 
q  =  1.   hat  man  in  der  Gleichung  2]    :i)ag.  lü'    die  folgenden   Factoren: 


iV,3(»)-^^ 


.V.M.)  =i,  {-2.^^+4.^} 

U  pi»i>  ly,  i- r ,  BiUiiil)fstiiinmniijt--ii.  11. 


5) 
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Das    liilduiif^sgesi'tz    dieser   Ausdrücke    ist   offenkundig   und    man    erhält   mit 
denselben 

j/{i.)       ^      .     .   -. .'",   .  .     ...,.;  .,v.   ,...„.,  ,    ™, 


=  /  ia  +  iirl  +  iW'i")/     ("  +  '■"•]  +  -^'iM"!/  («  +  «"■)  +  iV,"(/0  /      [a  +  iw]  + 


Die  Tafel  I  enthält  die  Logarithmen  der  hier  entwickelten  Werthe  von  iV/  («)  nach 
dem  Argumente  ti  und  schreitet  bis  iVi"'(«)  fort,  also  bis  zur  Berücksichtigung 
zehnter  Differenzen,  was  die  Grenzen  der  gewöhnlichen  Anwendung  weit  über- 
schreitet. Die  äussersten  Argumente  sind  ±  0.25,  weil,  wie  dies  der  Anblick  der 
Formel  zeigt,  für  die  Fälle  n'^  zk  ^  die  Rechnung  bequemer  und  kürzer  wird  nach 
der  Formel,  die  9n  enthält.  Da  71  in  den  obigen  Ausdrücken  für  die  iV^-(Joeffi- 
:  cienten  durchaus  quadratisch  auftritt ,  so  werden  dieselben  für  alle  positiven  \nid 
negativen  Werthe  die  gleichen.  Die  Tafel  ist  ystellig  von  Herni  F.  K.  Ginzel 
berechnet  worden,  dem  practischeu  Kedürfniss  entsprechend  aber  auf  6  Stellen  ab- 
gekürzt, so  dass  der  Fehler  der  Tafel  nicht  häufig  eine  halbe  Einheit  der  6.  Stelle 
betragen  wird.  Die  Reihe  selbst  ist,  um  gleich  die  logarithmischen  Werthe  bequem 
tabuliven  zu  können,  in  zwei  Reihen  zerfallt;  in  der  zweiten  erscheint  n  als  gemein- 
samer Factor  herausgehoben. 

In  analoger  Weise  wie  aus  2)    die  Gleichungen  5)   abgeleitet   wurden,    erhält 
man  aus  4)    (pag.  17)    die  Relationen 


M, 


\ 


I      (  C3Jl'     .7'-}  C-il'...?-}  (.'M1-...7-}  I 

''(""= TT  {- '    26    +  4"'^  ^^^~  -  (>'"'     ,; ' '  + « ">'■■ ) 

Ml  W  „,1  =  -L-  ^  -I-  2        *     •  -^  '  —  4  nf-        ^      .    ^  '  -t-  6  »(4  ^  <       --^   '  —  8  »iß        *     .,    ^  ^  +  10  )H«    } 

'    ,  10  '    (^    '  2**  2''  2*  2-  ) 


19 


und  mit  denselben 


w  -^J^^  =  f[a  +  [i  +  i\tv)  +  MiHm]/^{a  +  li  +  i\iv,  +  it/,5  ('")  /{»  +  [«+ij«'J  +  .... 

II  IV  VI  81 

+  >n[f    [a  +  lt  +  i]'<-')  +^WMf    lu  +  \i  +  i]iv!  +  .Wim]/     [a  +  [i+ !,]iv)  +  ....  ] 

Die  logarithmischen  M-Coefficienten,  die  wie  oben  für  positive  und  negative 
Werthe  identisch  werden,  finden  sicli  in  Tafel  II.  nnd  zwar  mit  dem  Argumente 
ni  zwischen  den  Grenzen  zp  0.25.  Durch  Benützung  der  Formeln  6)  und  8)  ist 
man  daher  in  den  Stand  gesetzt,  jeden  geforderten  ersten  Differentialquotienten  zu 
bestimmen. 

Für  q=  2  erhält  man  aus  Gleichung  2) 


N;i[n)   =  -  <j  +  2.3  — L-^ 1  -4S«-=  -^, ^  +  6-7«'  J 

iVo'^M   =   ^l-^-J— ^6 ^+4-5«-'— 4i -f-e.?«"— 4^ ^+8-9«''| 


9) 


und  damit 

'"■"^^  =/"("  +  «'"■)  +  A¥('0  f[a-\-iv:]  +  i\^«  (»)/'(«  +  «»  +  iV»«!«) /^"'(«  +  ut')  +.... 

ui  V  vu  IX  10) 

+  «[/    (a  +  i!t))  +  AV  («)/(«  +  «'"•)+ A^2'(")/     («  +  t'ff!  +iV2''(«)/     (n-\-iw)  +  ...\ 

Die  Logarithmen    der   in    diesen  Ausdrücken   auftretenden    Coefficienten  sind 
in  der  Tafel  III  aufgenommen. 

Ganz  ähnlich  ist  in  Gleichung  4)  für  y  =  2 


„,„„.^|_.cy|^£L +  „„.=  } 


M-,^  {m 


3/25(,„)=i^    /- 


^•3      \^2        +4-5"''| 


f") 


3* 
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^"''"'=;  {--'^^^^+-^'"^^^^^^-^-"^^^^ 


daher  also  der  Ausdruck  : 


12 


w^'^^  =  /'la  +  [i  +  i]w)  +  M.2i{m}/"'{a+[i+Ji\H;  +  .W  [m] /'{a  +  li+i]w]  +  - 

+  .Wim]  /"'"(«  +  [,■+  i]  w)+... 

+  m\/"[a+[i+i]n')  +  3/^5  (,/,) /'■(«  +  ((•+']  wl  +  UP  {,„)/'" 'u  +  \i+ \]w]  + 

+  J»/o9{m)  /%+[»• +41««')  +-I 

dessen  logarithmische  Coefficienten  sich  in  der  Tafel  IV  finden. 

Indem  so  ganz  allgemein  die  Herechnnng  irgend  eines  Differentialquotienten 
möglich  ist.  wird  die  Hetrachtung  der  speciellen  Fälle  j/  und  m  gleich  Null .  keine 
weiteren  Schwierigkeiten  bieten;  es  soll  auf  die  letzteren  hier  näher  eingegangen 
werden,   weil  gerade  diese  speciellen  Fälle    in    der  Anwendung   häufig  hervortreten. 

Man  gelaxigt  sofort  zu  den  diesbezüglichen  Ausdrücken .  wenn  man  in  den 
Gleichungen  2)  und  4)  (pag.  16.  17)  nach  Ausführung  der  angezeigten  Differentiation 
beziehinigsweise  »  und  m  =  o  setzt.  Eine  ganz  einfache  Ueberlegung  zeigt,  dass  dann 
alle  Differentialquotienten  verschwinden,  in  denen  der  Exponent  von  n  und  m  entweder 
kleiner  oder  grösser  als  q  ist,  und  nur  jene  tloefficienten  übrig  bleiben,  wo  der  Ex- 
ponent von  n  imd  »?  gleich  q  wird.  Man  erhält  also,  indem  man  in  dem  Ausdruck 
a-\-[i-\-)i]  )'■  =  /  den  Werth  w  =  o  einführt,  der  Reihe  nach  für  die  verschiedenen 
Differentialquütienten : 


rlfju  +  iw) 
d[a-\-  iip) 


d'fUi-\-iw 
d{a  +  iw)- 


d  (a-\-iw)^ 


d{a  +  {w]* 


2»  (7)! 


,,.,       ,     .     ,  Cl{22}       ,v,       ,     .     ,     ,         C^{2^4-}    ^,v,      ,     . 


22(4)! 

2ß(8) ! 


2*  i6)! 
f-{u  +  iw]  +  .... 


/     {a  +  tin—  2-3 — ..,,.,,       /  [a+itDi   -f-  2-3      .,,.,,       /      '<i  +  tw)  — 


■2-3 


i-(S)! 

C3{22...82}    .„, 


2<(7)! 


26(9)! 


/  '1'«  +  J?C,  +  ... 


.IV.      ,    •     ,  C'{22...4"-}     ,v.       ,    .        ,  n^-'...6ä}       vn.,      ,    . 

/    a  +  tiv)—z-l-4      '^.^i^],       f    :«  +  <«■'  +  2-3-4      ^^^^,,       /       :n  +  iici- 

C3{2ä...82}  ^s 


fi3»/ 


so  dass  das  Gesetz  der  Fortschreitung  klar  vor  Augen  liegt.    Da  diese  Coefficienten 
eine     erhöhte    Bedeutung     haben ,     so     habe     ich     dieselben    vollständig     bis     zur 
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20.  Differenz    augesetzt    und    zti    diesem    Ende    die    ()l)igcn    Coi^fficienten    abkürzend 
geschrieben : 


wi 


<l'if[a  +  iu') 
d'\a  +  iw)'' 


13^) 


In  der  folgenden  Zusammenstellung  sind  die  mitgetheilten  Zahlen  im  Zähler 
und  Nenner  relative  Primzahlen. 


Zähler 

Nenner 

Zähler 

■ 
Nenner 

iV,<  =  + 

I 

I 

w  =  + 

I 

I 

iV,3  =  — 

I 

6 

iV^^  =- 

I 

12 

iV,s  =  + 

I 

30 

iV2«  =  + 

I 

90 

iV,'  =- 

I 

140 

iV^^  =  - 

I 

560 

N,'>   =  + 

I 

630 

N,^"  =  + 

I 

3150 

AV'  =  — 

I 

2772 

iV2'2  =  _ 

1 

16632 

iV,'3  =  + 

I 

12012 

iV,)-i  =  + 

I 

S4084 

iV,  15  =  — 

1 

51480 

iV^i'^  =  — 

I 

4 

II 840 

iV,"  =  + 

I  • 

2 

18790 

AV^  =  + 

1 

19 

691 10 

iV|  ''■'  =  — 

1 

9 

23780 

iVji«  =  - 

I 

92 

37800 

,\y  =  + 

I 

I 

N,*   =  + 

I 

I 

iy,5  =  - 

I  • 

4 

iV,«  =  — 

1 

6 

.y,v  =  + 

7 

120 

^V4^  =  + 

7 

240 

iVv'  =  - 

41 

3024 

N^i<*  =  — 

41 

7560 

iY,i'  =  + 

479 

I 

51200 

.yi2  =  + 

479 

4 

53600 

iV,n=:_ 

59 

79200 

iV^H  ^  - 

59 

2 

77200 

iY,'5  ^  + 

2 

66681 

15135 

12000 

iV,«-'  =  + 

0 

66681 

60540 

48000 

iV,"  =  — 

63397 

•5135 

12000 

iVj'^  =  — 

63397 

68108 

04000 

JV.'-'  =  + 

97 

7S141 

'07  77287 

52000 

N,^"  =  + 

07 

78,4, 

488  86437 

60000 

N,^   =  + 

I 

1 

N,'^   =  + 

I 

I 

iV,'  =- 

I 

3 

iVfi"*  =- 

I 

4 

iV,»  =  + 

13 

144 

iV.io  =  + 

13 

240 

iV,!'  =  — 

139 

6048 

iv^.'-  =  — 

139 

12096 

N,^'  =  + 

37 

6480 

-Xi"  =  + 

37 

15120 

.¥,15  =  _ 

4201 

29 

93760 

iVßi«  =  - 

4201 

79 

83360 

.y,i'  =  ^- 

37 

39217 

I  08972 

86400 

N,^'  =  + 

37 

39217 

3  26918 

59200 

AV«  =  -^ 

3 

64919 

43589 

14560 

N,^o  =  - 

3 

64919 

I  45297 

15200 

Zähler 

Nenner 

A 

Zähler 

Nenner 

iV,'  =  + 

I 

r 

iVg**  =  + 

I 

I 

iV?  .=  — 

5 

12 

iV,'"  =  - 

I 

3 

iV^7"=  + 

3' 

240 

N^n  ^  + 

31 

360 

iV,'a  =  — 

3H 

8640 

iv,"  =  —  • 

311 

151  20 

iV,i*  =  + 

2473 

2 

59200 

lY,'«  =  + 

2473 

5 

18400 

iV,!'  =  — 

4679 

19 

ooSoo 

iX"*  =  - 

4679 

42 

76800 

iv,l'J  =  +  58 

39219 

93405 

31200 

ix-^"  =  +  58 

39219 

2  33513 

28000 

JVfl''  =  + 

I 

I 

iVio'"  =  + 

I 

I 

.Y,"  =  - 

I 

2 

iV,„i-^  -  - 

5 

12 

N,^'  =  + 

7 

40 

^V,«'^  =  + 

I 

8 

^Y,'5  =  — 

67 

1260 

iV,o'«  =  - 

67 

2016 

iVgl'  =  + 

2021 

T 

34400 

^^^o'^  =  + 

2021 

i                    2 

41920 

iVo'«  =  - 

21713 

53 

22240 

iV,„2"  =  - 

21713 

:       io6 

44480 

iVH'l  =  + 

I 

- 

I 

^12'-^  =  + 

I 

1 

Au'--'  =  - 

7 

12 

iV.jH  =^   _ 

I 

2 

.¥„■•'=  + 

41 

180 

iV^iß  =  + 

41 

240 

iV,,'7  =  _ 

757 

10080 

iV,2'^  =  - 

757 

15 120 

iV„'''  =  + 

3473 

;             2 

41920 

iV,,2"  =  + 

5473 

:        4 

03200 

iVn'^  =  + 

I 

I 

iV,4"  =  + 

I 

I 

^W  =  - 

2 

3 

iV,,"*  =  - 

7 

12 

iV,:3"  =  + 

23 

80 

iVH'^-  + 

161 

720 

N,,^'>=- 

61g 

6048 

iVu'^"  =  - 

619 

8640 

iV,5'*  =  + 

I 

I 

Nu,'^  =  + 

1 

1 

iV,5"  =  - 

3 

4 

iV,«i^  =  - 

2 

3 

iV,ä'"  =  + 

17 

48 

iVlB^»  =  + 

17 

60 

iVn"=  + 

t 

I 

iV,,'^  =  + 

I 

1 

iV,,H'  =  - 

5 

6 

iV,s20  =  - 

3 

4 

•Stellt   man   in   den    Gleichnngen    4)   pag.  17    statt   l  den    Werth  «  +  [?  +  ^l?r 
ein,   indem  hiebei  m  ^  o  vorausgesetzt  ist,   so  finden  sich  die  Differentialquotienten 
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z*  (s)  ! 


26  (7)  ! 


2«  (6;  ! 


26(8)! 


-'5felfeS  -/"■■•+i'>=i-  -  -'^^  /■'"+i->!i»:  + 


+  2-3 


2«  (7)  ! 


/'"+['  +  §]«') -2-3 


C3{l2^2}         , 


26(9). 


/(«+[*■+})«')   + 


.^?{^^±SM  =/%+K+51^)-^.3-4^^&f^/-,«4-[.+  ..,   -H 


</(a  +  li'+il  !(.•;« 


2- ;6) ! 


+  ^3-4  ^^i^  /■■■■(« +  K+il-.;  -  -3-4 ^g^f  /(.  +  [.•+.{].■) 


i4«j 


In  ähnlicher  AVeisc  wie  früher  erhält  man  allgemein 

Die  in  diesem  Ansdrucke  entlialtenen  M-Coefficienlcii    toly^en   hier,    wie    vor- 
her die  A-(!()efticienten,    im  Ziihler  und   Nenner  als  relative  l'rimzuhlen  mitji^etheilt : 


Ziihler 


Mo«  =  + 
M,^  =  -^ 
M,^  =  + 
iWo*^  =- 
Mo^  =  4- 
iWo'"  =  - 
M„'2  =  + 

i¥„'4  =  - 

i¥„'«  =  + 
M«'^  =  - 
Mo2«  =  + 


I 
3 

5 
35 
63 

231 

42g 

6435 
12155 
46189 

M-i*  =  — 
iW  =  + 

M2^    =  — 
M2^'>  =  + 

M212  =  _ 

iW*  =  + 

J/^lli  =  _ 

i»/2>*  =  + 
M22«  =  — 


Nenner  Zähler 

I  M,'   =  + 

8  ü/,-'*  =  — 

128  M^^   =  + 

1024  i>f|'  i=  — 

32768  ilf,"  =  + 

2  62144  -^^1"  =  — 

41  94304  1/1'='  =  -+- 

335  54432  7lf,'-'  =  — 

21474  83648  i¥,'-  =  + 

1  71798  69184  itf,'"  =  — 

27  48779  06944 


r 

Nenner 

I 
1 

1 

24 

3 

640 

5 

7168 

35 

2 

94912 

Ö3 

28 

83584 

231 

545 

25952 

'43 

1677 

72160 

0435 

3  65072 

22016 

12155 

32  64175 

14496 

Zähler 

I 

5 

259 

3229 

1  17469 

71  56487 

24308  98831 

609  97921 

14  14330  03757 

2558  72967  81661 


Nenner 

I 

24 

5760 

3  22560 

516  09600 

1  36249  34400 

1983  79044  86400 

211  60431  45216 

20  72029  44779  55072 

15747  42380  32458  54720 


Za  liier 

Nenner 

M./   =  + 

I 

I 

M.,^   =- 

I 

8 

M.,->   =4- 

37 

1920 

M..;^  =- 

3229 

9 

67680 

3/,"  =  + 

10679 

172 

03200 

,lf,i:i  =  — 

5  50499 

45416 

44800 

M,^^'  =  + 

24308  98831 

:       9918  95224 

32000 

M,"  =  - 

35  88113 

70  53477 

15072 

i>f,i"  =  + 

74438  42303 

:    6  90676  48259 

85024 

i>f4*  =  + 

I 

* 

I 

iJ/4e  =  — 

7 

24 

J/4«  =  + 

47 

640 

yl/,io=_ 

.7281 

9 

67680 

i)/4''^=  + 

19  97021 

4644  86400 

M,»  =  — 

12  06053 

11678 

51520 

M4"«  =  + 

2  46157  17239 

9918  95224 

32000 

3/4!»  =  — 

42  65404  47313 

7  14164  56151 

04000 

M42»  =  + 

7992  35115  02753 

5550  07887  80236 

80000 

M:/'    =4- 

I 

I 

iii;,'  =  — 

5 

24 

M5«  =  + 

47 

1152 

^,"  =  — 

1571  : 

I 

93536 

ilf.t^  =  + 

I  53617  : 

928 

97280 

M,^''  =  — 

12  06053  • 

35035 

54560 

ilf;,n  =  _(_ 

14479  83367 

1983  79044 

86400 

J^_l'j  =  _ 

2  24494  97227 

I  42832  91230 

20800 

v¥„«  =  + 

i 

I 

iw,^  =- 

3 

8 

iTfß'o  =  + 

209 

1920 

'iW«'-^  =  - 

28067 

9 

67680 

iW,'^  =  + 

2  30443   : 

309 

65760 

jl/,16'=_ 

153  13957 

:           81749 

60640 

3^;  IS  =  + 

24  99387  65093 

53562  34211 

32800 

M,^"  =  — 

7  07268  85883  : 

61214  10527 

23200 

N 

ennei' 

ilf,-  =  + 

I 

I 

M,'-'   =  — 

7 

24 

i^/;"  =  + 

133 

1920 

Jf,l3  =  _ 

2159 

I  38240 

iTf:'!i  =  -f- 

2  30443 

663  55200 

J/-''  =  - 

y  0082 r 

I 1678  51520 

J/;'"  =  +. 

I  3154O  71847 

V 

76 

31 

76315  90400 
I 

M^^     =  + 

I 

JJ/gio  ==  - 

1 1 

24 

i»4'2  =  + 

871 

5760 

8521 

I  93536 

J/s'"  =  + 

55  99613 

4644  86400 

3/s"*  -  - 

3910  80857  = 

12 

26244  09600 

Jf^2n  _  + 

31  O1U02  58731   : 

382 

5« 

81579  52000 

I 

J//'  =  + 

I 

3^,11  ^_ 

3 

8 

M,"  =  + 

67 

640 

il/,ir.  =  _ 

852. 

3  22560 

M,'-  =  + 

3  29389 

516  09600 

7)/;,i^'  =  — 

205  83203   : 

I 

36249  3440Ü 
Zähler 

/ählev 

Nenner 

Xenner 

3/.o"'  =  + 

:            1    1 

(/„'• 

=  + 

1  : 

1 

vl/„,'--'  =  -       ,3 

24    J 

1/,,'^' 

=  — 

1 1  : 

24 

3/,„»  =  +       77 

:         384  ■  J 

l/,,'^ 

=  + 

847  : 

57ÖO 

Mu,^'' =  —              4097 

64512   1 

l/„'^ 

=  — 

2651  : 

64512 

J/,„i^  =  +   5  74123 

309  65760   1 

/„'•' 

=  + 

3  32387  : 

309  65760 

^1^1,,-"  =  —  341  39(^2  1 

66178  25280 

=  + 

I  : 

i)/,,.-2  =  +            I 

I    J 

^l.-.'-' 

I 

il^ri'^  =  -        5 

8    ü 

ts,'-- 

=  — 

13  \ 

24 

3/,.,"'  =  +      493 

1920    1 

^i:f" 

^  + 

377  : 

1920 

3/,2'^  =  —      »5177 

y  67680    il 

/.:.'" 

=  _ 

58279  : 

9  67680 

ilf,220=  _j_    5  04841 

221  18400 

=  + 

I  : 

-l/,4'^  =  +             I  • 

1     7) 

In'' 

I 

i¥,4>"  =  -       17 

24   jl 

Iv,'-- 

=  — 

5  • 

8 

J1/„1H__,_           1843   • 

5760   il 

/.:,"' 

=  + 

97  : 

384 

Jt^N-"-—       IÖ333 

I  38240 

U  pp  II 1  /  f  r  .    J'.:<linli»'s1iiimiiiii!{*'ii     II 


/iililer 

Nenner 

Zähler 

Nenner 

Mu-}'  -  + 

I  : 

I 

iW„"  =  + 

I  : 

I 

Mu^"^  =  - 

19  : 

24 

7lf„'>'  =  - 

'7  ■ 

24 

m^  =  + 

749  : 

1920 

i/,,"  =  + 

I  : 

I 

M,,'«  =  + 

I  : 

I 

itf.s^»  =  - 

7  : 

8 

Schliesslich  muss  noch  homoikt  weiden ,  duss  die  bisherigen  Entwicklungen 
sofort  aueli  die  Möglichkeit  an  die  Hand  gehen,  eine  Funktion  iia(di  steigenden 
Potenzen  von  n  oder  m  7.\i  entwickeln.  Am  bequemsten  werden  die  Formeln,  wenn 
man  von  einem  Argiunentwerthe  oder  dem  Mitt(d  derselben  ausgeht,  denn  es  ist 
nach  dem  Taylor  sehen  Lehrsatze: 

f''i+   i  +  n\>r]   =  f  a  +  itc'   +    nie    ~ -—. -\ — j^ — ,    ■    ,.j-   +    •  •■ 

und   annlüg: 

m^wi  d''-f[a  +  {i  +  J^w) 

"^       1-2       d[a  +  [i+  \]  j<r)ä     "*"  ■••■ 

AV(diei  zu  beachten  ist.  dass  in  der  letztern  Formel  statt /»+ [/+|1  w)  geschrieben 
wurde  i^(«+  |»+  1 1  V']-  da  nach  der  Idee  des  Taylor'scheu  Lehrsatzes  offenbar  unter 
dieser  Funktion  der  Werth  der  vorgelegten  Funktion  für  das  Mittel  der  Argumente 
zu  verstehen  ist ;  denn  durch  die  Bezeichnung  mittels  des  Buchstabens  f  könnte 
eine  Verwechslung  mit  dem  arithmetischen  Mittel  zweier  Funktionswerthe  eintreten ; 
in  der  unten  folgenden  Formel  17)  ist  auf  diesen  Umstand  Rücksicht  genommen 
und  in  der  That  unter  /(a  +  |» +11  "'i  das  arithmetische  Mittel  zweier  Funktions- 
werthe zu  verstehen. 

Man  findet  leicht,  dass  mit  Rücksicht  auf  die  früher  gewählten  Bezeichnungen 
|)ag  ji   ^13^/    und  pag.  23  (14^1)   die  folgenden  Relationen  bestehen: 

f{a  +  [i  +  „\,r)  =f(u  +  in-]  +  »|/  («  +  «»•;  +  N^'^f"  v +  i,ri  +  N^^/  a +  i%r)     +... 

-)-  —{  f'{„-if-iw   Jf-  X,i  f'  ,u  +  iw]  +  N-fi  f'[(i  +  iir]+...   \ 

1-2   (•  .  -    .  -    .  j 

/('*       i       ll[  V  VII  .       .  \ 

+  ,.j.  •!.'■   "  +  '■»■; +i\3^/ («  +  i»-) +  i^3'/    '"  +  (»•;  +  ...:• 

«*         (        IV  VI  vlll  \ 

I-2-3-4U  •  } 


und  : 


lö 


f{u+[i  +  i+m]u'} 


+ 


—       27        

=  I  /(«  + 1«  +  L]  10)  +  J/,;-'  ./■"(«  +  1«  +  äJ  w)  + 

+  m  I  /'  (a  +  [«■+  i  ]  "•)  +  3/,-->  /'"  (a  +  [« +  1  ]  w)  + 

+  j/,-v"(«+['  +  l]'«)  +  .... 

niy     I      1 1 1  V 


r'7) 


wobei  dio  hier  auftretciulen  iViincl  jV/-Cocfficieiiti'ii  der  i(ben  aiigofiilirtou  Ztisanimen- 
stelhnig'  zu  entnehmen  sind  und  wie  sclion  l)cni('vkt .  wnXvx  f  [a -\- [i -\~  \\  iv,  in  der 
That  das  arithmetische  Mittel  zweier  Fuiiktionswertlie  zu  verstehen  ist. 

Es  sollen  nun  die  vorstehend  entwickelten  Fonneln  durch  ausführliche  Bei- 
spiele erläutert  werden.  . 

Ich  benütze  hiei'ür  die  Störungen,  die  der  l'lanet  @  Erato  in  der  X-Coordi- 
nate  erfährt,  die  mit  ^  bezeichnet  werden  sollen  und  in  Einheiten  der  7.  Decimale 
zu  verstehen  sind.  Die  angeführten  Zahlen  können  leicht  aus  den  später  bei  der 
Storuugsrechnung  gegebenen  ausführlichen  Beispielen  hergeholl  werden.  Man  hat 
so,   weini  man  die  Diff'erenzwerthe  bildet  : 


«  / 

1871  April  26  -|- 230820.18 

—  44270.38 
Juni     5  +  186549.80 


./' 


/ 


/ 


Juli  li  +  133397.'8 
Aug.  24  +  73057.64 
üctob.3  +      8119.8s 


8882.24 
53152.62  +  1695.32 

—  7186.92  +  893.35 

—  60339.54  „        +2588.67  —    97.65 

—  4598.25     ,       „         +  795.70  —  186.28 

—  64937.79  „„  +3384.37    ,  -   283.93  +11.42 

—  1213.88  +511.77  —  174.86  +65.50 

—  66151.67  +3896.14  458.79  +76.92 
Nov.  12  —    58031.82                       +    2682.26                     +    52.98                   —    97.94 

,,  —63469.41  +3949.12  -556.73 

Uec.  22  —  121501.23  +    6631.38  —503.75 

r  o  ^  ~  56838.03  +3445-37 

1872  Jan.    31   —178339,26  +10076.75 

—  46761.28 
März  II  —  225100.54 

Um  vorerst  die  Formel  13  ipag.  20)  durch  ein  Beispiel  zu  belegen,  soll  der  erste 
und  zweite  DifFerentialquotieut  von  |  für  187 1  October  3  ermittelt  werden.  Da  hier 
das  Argument  für  i  die  Zeit  ist,  so  ist  es  klar,  dass  diese  DifFerentialquotienten 
nach  der  Zeit  verstanden  sind,  und  um  sofort  in  den  obigen  Formeln  w  der  Ein- 
heit gleich  setzen  zu  können ,  soll  für  die  Zeiteinheit  in  den  hier  folgenden  Bei- 
spielen stets  das  gewählte  Intervall  von  40  Tagen  angenommen  werden ;  es  wird 
daher,  wenn  man  die  Diff'ereutialquotienten  auf  den  mittlem  Sonnentag  als  Einheit 
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bezifhen  will,    cU-r  eihaltme  erste,   zweite,    dritte  l)iH"('n'ii(i;il(|ii()(ieiil  liezielniiifjs- 

weise  durch  40,   40'^,   40-' zu  dividireu  sein. 

Für  den  ersten  Diflerentialquotienten  stellt  sich  also  die  Keehiiuug  wie  folgt: 

/'  Ut+jw)     =  —  65544.73 

Ni-^/"'{a  +  i-w]     =—       606.71 

Ni'^ß  (a  +  iio)     =—         12.38 

Ni^f"  '(i  +  iw)     —  —  0.32 


dt 

=  —  66164.14 

Für 

(k'u  zweiten  DifFerentialqnotient 

vu   wird : 

f'[a  +  iio) 

=  —   1213.88 

K,*f"'[a  +  ttv] 

=  —       42.65 

N-^'f'ia  +  iw] 

=  —          1-94 

jW/""  'u  +  iw] 
10'  — ^-^ 

=  —         0.12 

—   laiifi.ijn 

Zur  Erläuterung  der  Formel  14)  (pag.  23)  Avählen  wir  als  ])atum  1871  Sept.  13.  also, 
ein  Zeitnioment.  welches  in  die  Mitte  eines  Intervalls  fällt;  man  erhält,  indem 
man  wieder  als  Zeiteinheit  40  Tage  ansetzt,   für  den  ersten  DifTerentialquotienten : 

/' («4-L«+i]««;  =  —  64937.79 

.17, 3/"  («  +  I  «■+!-]  10]  ^  —  14'  -02 

Mt^f  («  +  [e  +  |]  w]  =  —  1 .33 

Mi\f'"'{a-\-[;i  +  ^]to]  =—  O.Ol 

10' --^-^  —  65080.15 

Für  den  zweiten  DifFerentialquotienten  stellt  sich  die  Rechnung'  wie  folgt : 

/'■  :;«+!«  +  -|]w)  =  —  2906.06 
M.,*/'"    «+I/-+I-]«.)  =—     136.19 

M/'f"     («+[2  +  ^]«;)    =—  8.12 

M/J'"''"'   [a-\-[i-{-^]w)  =  —         0.66  ...(die  8.  Differenz  eunstant  vorausgesetzt^ . 

io^--j-„-         —  3051-03 

Um  ein  Heispiel  für  die  Anwendung  der  Formel  6;  fpag.  iS  zu  erhalten.  s(dl  der 
erste  Diffinentialquotient  der  oben  hingeschriebenen  i'  Funktionen  entwickelt  werden 
fiir  das  Datum  1871  Sept.  23.  Es  ist  also,  indem  man  von  October  3  als  nächst- 
liegenden Werth  ausgeht,  /«  =  — 0.25  anzunehmen:  man  gelangt  hieimit  bis  an  die 
Grenze  der  N  Tafeln  (Tafel  I)  und  man  sieht,  dass  mit  derselben  Jierechtigung  als  Aus- 
gangspunkt das  arithmetische  Mittel  zweier  Argumente,  nämlich  Sept.  13  hätte  ge- 
wählt werden  können ;  in  der  That  wird  in  der  F(dge  von  dieser  Wahl  Gebranch  ge- 
macht werden.  Die  Kechnung  stellt  sicli  wie  folgt,  indem  die  8.  Differenz  als  coiistant 
angenommen  und  überall,  wo  die  J5ildung  der  aritlnnetischen  Mittel  auf  eine  halbe 
Einheit  der  2.  Decimale  führte,  dieselbe  fortgelassen  wurde  : 
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d. 


3        5        7 
lofj/''  «  +  «■«),    3.361131  2„369737   1. 64513 
log  iV/' (—0.25;     q„i3i672  8.409656  7n73029 

rf '.        4        6       8 

log  _/■■' («  +  </«  2.709075     2,(24269        j.8i6 

log  iV,'^(— 0.25)  8„862827     7.97348       7„i73 

/''«  +  i«,v   ^  _  53-_j_j_-3                               y..  irt_|_j,<:)  ^_  1213.88 

iVi^  (— o.2  5)/"':rt  +  üc,i  = —       492.95  iV,-»! — o.2  5)/'*''rt4-ez<;i  = —  37-32 

jV,5(— 0.25)/^  («  +  «■«')   = —           9.54  AV' I— o.25l/"(«  +  4w)  =—  1.65 

iV,' (— o.25)/''"frt -|-f«ü)  = —           0.24  iV|''( — 0.25)/""'"  «-f-i'ro)  ^ —  o.io 


S„     =  —  66047.46  S,^     =  —    1252.95 

1«»K  ''>V,     =       3«097933 
log  «     =       9„397g40 

E)>  ist  hie1)(!i  klar.  lUih^s  dif  hier  und  in  den  folgenden  Ueis^pielen  logaritliniiseh 
ausgeführte  Multiplikation  von  S,,  mit  w  nur  der  Allgemeinheit  halber  durehgefiilirt 
ist,  während  in  dem  speeiellen  hier  vorliegenden  Falle  natürlich  di«  directe  Division 
von  Sf.  dureli  4  kürzer  wilre. 

Zur  Erläuterung  der  Formel  10)  (pag.  19)  soll  der  zweite  Differentialquotieut 
der  ^-Funktion  für  das  Datum  1871  .Sept.  23,  October  3  als  Ausgangspunkt  ge- 
nommen,  berechnet  werden.     Mau  erhält  mit  Henutzung  der  Tafel  III : 

d 4  6  8 

log/''   «-[-«K-i         2.709075  2„24269  1.816 

log  iYä**!— 0.25;  8„7i6699        7-78287         6„96i 


d 5        7 

log/«*  («  +  «■«')     2„ 5697 3 7     1.645  13 

log  .V— 0.25,    9h379437    8-73952 


f"a-{-iw\   = —  1213.88  f"'[a-\-iio)   =+  3640.25 

A^j'i— 0.251/"  «+««■  =—   26.65     .\V'  —o- 2 5)/'' >  +  ««')  =+   88.96 

iV^'*'— o.25)/"!«  +  «;«;,i  = —    1.06    N2' [ — 0.25)/"' («-!-*«.■)  =  +    2.42 


i 


iV2''(— 0.25 /""  «+i(c  =—    0.06  s^      =+3731-63 

s„   =—1241.65  ^»g  s,i     =    3-571898 

n  S,i     =  —     932.91  log  n         =       9h397940 

>o'-J^  =-2174.56 

Will  man  nun  dieselben  Differeutialquotienten  beziehungsweise  nach  8,  und 
12  pag.  19.  20  rechnen,  so  wird  man  für  den  ersten  Differential(|Uotienten  haben,  in- 
dem man  beachtet,  dass  iler  Ausgaiii;s|)unkt  Sept.  13.  also  m  =  -\-  \  anzunehmen  ist 
mit  Hilfe  der  Tafel  U: 


d 

log  3/,"  (+0.25) 

5 
3-529478 
8,1017729 

S 
2,(43321 
6.97498 

7 
1.0377 

6«! 103 

d 

log  Ml''  (+0.25) 

4 
2.815398 
9„296482 

6 
2„23665 
8.62283 

8 
1.8162 
7,(9663 

p    [a  +  [i+!i\w]  =—64937.79  /"      'a+[i  +  l\iVi  =—2906.06 

M\^  [-\-o.zs)  ß"  {a  +  {i+\]w)  =—         55.25  -Vi^f+czs) /iv     ,4+ [;+ -J]  ,<,•)  =—     129.38 

J/,.'i(+o.2s) /M«  +  l«+i]«')  =—  °.^7  3/ifi(+o.25,  ./-v    [a-\-\i+l]w)  =—         7.58 

jl/,'  (+0.25)  p"  («+[«■+  i]  («)  =  o  .1/,»  (+  0.25)  /viH  [u  +  [i+  i]  (oj  =  —         0.61 


S„  =—64973.31  Sg  =    —      3O4J.6J 

m  S„    =—       760.91  log  6y        =      3  «48  3  3  92 


7     rfl  ,  log  '"         =      9.397940 

ig'-  -j—         =—  65734.22 
dt 

Für  den  zweiten  Differentialqiiotienten  für  dasselbe  Datum  hat  man  zu  rechnen 
nach  12)  ipag.  20)   unter  Zuziehung  der  Tafel  IV: 

d 4  6  8 

lüg/''(a+[i  +  JjM')  2.813398         2„23663  1.S162 

log  J^l^ 0.25)  9„248i78         8.55646         7,(8908 


d 

5 

7  • 

"g/"  {a  +  [i+^]tc) 

2,(4532  1 

1-0577 

og  3/2'*  (+0.2 5) 

9,(05912 

8-2338 

f"  ui+\i+i])c,    =—2906.06  /'"  :«  +  ii+.i;«-i    =+3384-37 

Mi*i+o.ii,  f"  ia  +  [i+i]w,  =—     115.76  -V2.ii+o.25,  /v    [„+li+;,\,c  =+       32.53 

Jf2«(+o.25)/vi    (a-{[i  +  V.iCi  =—         6.50  .V-f[+o.zsif^"n+[i  +  \]>r,  =+         0.20 

Mi<i{+o.2s)ß'"{a+\i+!,]io]  =—        o.St                                                        .S',  =+3417.10 

.S„  =  —  3028.83                                                        lug  .■Sg  =       3.533658 

m  Sg  =  +     854.28                                                        log  m  =      9.397940 

.0'-^        =-2174.55 

Vergleicht  man  die  nach  den  beiden  Formclsystemen  erhaltenen  Resultate,   so  wird 
man  die  befriedigenste  Uebereinstimmung  finden.     • 

Schliesslich  sollen  die  Formeln  16;  und  17,  pag.  26,  27)  an  dem  gewählten 
Beispiele  erläutert  werden;  indem  man  187 1  Octob.  3  als  Ausgangspuidvt  annimmt 
und  sich  überall  auf  die  zweite  Decimale  beschränkt,  stellt  sich  die  Kechnung  wie  folgt : 

(/  =1  2  345678 

/''  (((  +  ('/(■/        =  —  65544  73  —  1213.88  +  3640.25  +511.77  —  371.36—174.86+44.17  +  65.50 

jVrf(=+''i/i=-t-''i;((+ WC,  = —    606.71 —    42.65 -|-    92.84+  29.14—  14.72 —  16.37 

i\y44-rf)/(44-rf) '«4-('(ti;  = —  12.38—  1-94+  2.58+      1.91 

.\y6+rf)y(64-(i);«-|- (',(>,  = —  0.32 —        0.12 

—  66164.14  —  1258.59  +  3735.67+  542-82—386.08  —  191.23  +  44.17+65.50 
Uivisor     ....  I  i  6  24  120  720  5040      40320 
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— 

b2g.2()f^ 

+ 

622.61  P 

+ 

22.62/' 

— 

3.22  <^ 

— 

0.27  <" 

+ 

O.Ol  f 

Dividivt  man  (hircli  die  entsprechenden  als  Divisoren  angesetzten  Factoriellen.  so  wird, 
wenn  man  aueh  hier  nicht  über  die  2.  Decimah'  hinausgeht,  indem  man  bei  solchen 
Entwicklungen  t  selten  die  Einheit  überschreiten   lässt: 

I  =  +  8119.85   —   66164.14/ 


für  /  gilt  als  Eiidieit  40  Tage ; 
t  ^  o  für   1871   Oct.  3. 


Als   l'robe  kann  mau  ilen  Werth  ^'  für  Aug.  24  '/  =  —  i    und  Xnvbr.  12    (t  =  -|-  i) 
berechnen ;   man  erliillt 

Aug.   24  =  +  73057.65 

Nov.    H2    =    —    58031.83. 

was  mit  den  zu  (irunde  gelegten  Werthen  hinreichend  nahe  stimmt. 

Nimmt    man    aber    als    Ausgangs])unkt    1871   Se])tbr.    13.    so    hat    man    nach 
Formel   17'   'pag.  27    zu  rechnen: 

(/....  o  I  2  3  4  <;  678 

f'  {n+[i+l\u\       +40588.74  —64937.79  —  2906.06+3384.37  +  653.73  —  283,93-180.574  11.42+65.50 
3/,,l-'+'')/(2+'')(o+[!+.J!«>)+      363.26—      141.02—    136.19+      35-49+    S2-6"—      2.38—24.56 
3/,,(4+'')/(4+'')(rt+[j+ilw)+        15.32—  «-33—       8.12+       0.22+     4.81 

3/,/6+rf)/|6+'')(«+[?+  Jl?/'!  +  0.88—  O.Ol—        0.66 

i)/;,i8+>/)/i»+''i(« +[/+.;!»/•)  +       0.07 


+  40968.27  65080.15  -^3051.03+  3420.08  +711. 21  286.31 


Divisui' 
Es   ist   also  ^ 


24 


-205.13  +  11.42+65.50 
720         5040    40320 


+-  40968.27 


—  65080.15/ 

—  1525.51  /■' 
+  STü.üi  /■' 
+    29.63 /^ 

—  2.39 /•■• 

—  0.28/'' 


fi'iv  /  gilt   als   Kinlicit    |(j'l'age; 
/  =  ü  für   1871   .Se))t.  13 


Kechnet   man    als    Probe    die    Worthe    der    Funktion    für  Aug.  24    (/ 
October  3    '/  ■=  +-05     so  rindet  sieh  in  guter  Uehereinstimmnng 

Aug.   24  =  +   73057.64 
Octob.  3   =  +     8119.84   . 


—  0.5     und 
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i|.  5.     Kniiifiliiiiii  der  ininK'riscIicii  liitom-iilo  oiiior  Fiiiiklioii. 

A.    I'iiii  l':i  (•  li  (■   1 11 1  (■»•  va  Ic. 

Intej^rirt  niiiu  die  (ilcicliuiiif    i       iiag.   13,.    iiacluli-iii   man   link?!  mit 
dl  =^  (1  ia  -\-  \i  -\-  n'  ?«   . 
vt'clit.s  mit  dein  iflinclnvci-tlnüfen 

?/;  (In 
Tniiltijiliriit  liat.    sd  findot  sich  sogleich 

•'  d=i  ,1=1  *  •' 

'  —     ]t—  ^ 

wohci  unti'v  ./„'  die  lutcurationscoiistanti'  z\i  vorstehen  ist.  Es  ist  klar,  dass  lici 
dem  \'oilieo^eii(h'ii  l'inbh'UK^  die  Inteti;ratioii  /.wischen  bestimmten  Civenzen  nur  eine 
praktische  liedeutunu-  hat.  (hiss  demnacli .  wenn  man  sich  auf  die  einfache  Inte- 
gration heschriinkt.  die  Integrationscoiistaiite  aus  dem  Resultate  herausfallt;  gelit 
man  aber  auf  die  doppidten  und  mehrfachen  (eigentlich  iterirten  Integrale  über,  so 
wird  mau  die  liestimmung  von  /„'  nicht  umgehen  können.  Zu  ihrer  IJestimmung 
kann   man  leicht  die  Hedinguug  heranziehen,   dass  für  ?/  =  o 

d.  h.  die  Integratii)nsc(instante  ./„'  erhält  stets  den  Werth  des  Integrales.  (U'U  das- 
selbe für  die  Grenze  «+'"'  annimmt,  eiire  Bedingung,  die  weiter  unten  eine  lle- 
stiiiimung  der  C'onstante  ermöglichen  wird. 

I!e!iand(dt    man  in   älmlicher  Wiüse  die   Gleichung  3!    ])ag.  15J    und  beachtet 
dass 

dl  ^  d  [u  -\-\i  +  n  w]  +  ff  [<i  +  i '  +  ?.  +  "' ! '"'.  =  '"' '''"'  • 
so  wird 

'.  //("  +  I'-I- "]«')''/  =  '"/("+ l'  +  il"^:  + 


Für  die  Auswerthung    der  Integratiouscoustante    hat    man .    ähnlich    wie   früher .   für 
m  ^  o  die   Bedingung 

/>o+|i+l]«- 
J,n[   =   ^jfci+j-Y^rw,  dl  .  4) 


33     

Es  sollen  vorerst  die  einfachen  bestimmten  Integrale,  die  sich  ;ms  den  (tl)iu;en 
Relationen  (i)  und  (3)  (pag.  32)  erg(d)cn,  vorgenommen  werden.  Man  wird  zuerst  zu 
beachten  haben,  dass  man  sowohl  für  n  als  auch  für  m  ohne  Nachtheil  für  die  (ic- 
nauigkeit  der  Rechnung  die  Grenzen  —  \  und  +  i  nicht  überschreiten  darf,  denn 
smist  würde  jeder  Fehler  in  dem  1  )itleren/.werthe  vergrössert  auf  das  Resultat  iibei- 
gehen.  Nimmt  man  aber  für  n  und  m  als  Grenzen  —  -J  und  +  t ,  was  oifenbar 
möglich  ist.  so  wird  dadurcli  die  Cieiiauigkeit  der  numerischen  Rechnung  wesentlich 
gefördert  erscheinen. 

Die  obigen  Formeln  wird  man  im  Allgemeinen  nur  anzuwciulcn  haben,  s(d>ald 
für  n  uiul /«  willkürliche  Angaben  \()rli('gen,  dieselben  werden  sich  aber  wesentlich 
vereinfachen,  wenn  man,  wie  dies  nicistciis  iu  di'r  Anwcnihmg  gestattet  ist,  nur 
von  speciellen  Werthen  für  n  und  wi  Gehrauch  macht.  Setzt  man  die  Grenzen — \ 
uiul    4-'.   •"iii-   ^"  findet  sich  sofort  aus    1)   und   5^    (l'^g-  32   : 


z-'i[ztli  !  (2j<-|- 
"+!''+>  I"' 


~  ff  (« +  [i + «]  ^'-  (Ji  =f  1/'  + 1  '■  +  \  ] '«:  + 

(;  +  im 


Man  wird  aber  in  der  Anwendung  meist  g(v.\vungen  st'in ,  di(>  Integration  auf  viel 
weitere  Grenzen  auszudehnen,  als  dic^s  oben  geschehen  ist.  und  zu  dirsnu  iMide 
wird  man  für  /  die  Reihe  der  ganzen  Zaldeu  eintreten  lassen  und  sicli  crinneni. 
dass  für  die  vorgelegte  cgntinnirliche  Fiuiktion  ist : 


//(/;  eil  =  ffl,  dl   +  />(/)  ÜI  +    ....  +  ff[l] 
n— iif                     a— Alf                    a+iic  a+|i  — o|i< 

n+iin  "+w  n+2«'  n+/ii 

y/,7)  ^/  =y/(/)  dl  +ff{ii  dl  +  ....  +  y/(/) 


n+ZiP  "+jr  n+2jf'  ^  «+/hi 

</^    . 

"a+ie  ~o+(i— 1)"' 

Wenn  man  von  diesen  Relationen  in  5)  und  6)  Gebrauch  macht  und  beachtet,  dass 
durch  diese  Zerlegung  die  Factoren  der  Diffcrenzwerthe  nicht  abgeändert  werden 
und  dass  nur  die  Differenzwerthe  selbst  verschieden  sind ,  je  nach  der  Wahl  der 
Grenze,  so  erhält  man  Summen  von  Differenz  werthen  derselben  Ordnung  mit  einem 
gemeinsammen  Factor  multiplicirt.  Erinnert  man  sich  aber  der  Relation  5)  (pag.  5], 
wo  allgemein  nachgewiesen  wurde,   dass : 

P  [a  +  [i„  +  k]  w)  —/'!«+  [l,  +  k]  w]  =  ^^  f[a+  [l  +  k  +  ^^  w) 

Oppolzer,  Balinl>estiiiimungeu.  II-  Ö 
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so   tiiidi't    sich    sofcivl    statt   der   l{cl;ilioiicii    5     und   0       \>aü-  33) 

„  +  |,+,J|,„ 
/ 


a-k 


2«;- 


f  {(I  —  i«'   —  J^     JZ: ,j ,    ■, ,  , f—r —  t  (u  —  iw)  7) 


•■ '        -W-y    e'1'2^ 

2=''(2(/)  !   (2/<+  I 
"  — '     i'  — ' 

lind 

V 

-^  ff  [a  +  [/  +  n]  w)dl  =  y  («  +  »• «,)   + 

(/— I       i}  =  o 

—  ,7   (" I  -  ^    ^  2=<J(zr/M(a;,-f  .) /  <"'  ^' 

Dil?  UcstiiUHiiiufi^  der  einfachen  Integrale  erscheint  demnach  mit  Hilfe  der  ersten 
siimmirten  Reihe  ausgeführt;  die  erste  summirte  Reihe  wird  man  aher  ohne 
Schwierigkeiten  hiUlen  können,  sobahl  nur  ein  Werth  in  derselben,  etwa  '/'// — \iv), 
gegeben  ist,   wobei  man  wegen  der  Formel  8)   sich  zu  erinnern  liaben  wird,   dass  ist 

lf{a-{iv)   =   /(„)_i/(,,). 

Die  Wahl  für  diesen  Anfangswerth  in  der  ersten  summirten  Reihe  ist  völlig  will- 
kürlich, wie  man  dies  auch  sofort  hei  l'.etrachtung  der  Formeln  7)  und  8)  sieht, 
denn  durch  die  nachträglich  nothwendige  Subtraction  von  '/((/ — ^w)  oder  'f  (u)  ver- 
schwindet der  angenommene  Werth  der  Anfangsconstante  im  Integrationsresultate. 
Es  möchte  auf  den  ersten  Anblick  am  bequemsten  erscheinen,  derselben  den  Werth 
=  o  zu  ertheilen ,  und  in  der  That  wird  diese  Wahl  häufig  genug  angewendet 
werden  dürfen.  Doch  in  der  Anwendung,  die  bei  den  astronoihischeu  Rechnungen 
von  dieser  Methode  gemacht  wird ,  wird  es  meist  liequem  sein .  diese  willkürliche 
Anfangsconstante  so  zu  wählen,  dass  das  Integral  für  eine  bestimmte  untere  Grenze, 
etwa  für  das  Argument  oder  das  Mittel  zweier  Nachbarargumente,  verschwindet; 
für  den  ersten  Fall   wird   man  haben: 

7  (a — -\w]  =  —    >     > ■ ,  '  ,',  / — — ^  /   ö  —  ^-W;  9) 

und  für  den  zweiten  Fall : 

womit  also  an  die  Anfangsconstante  die  oben  gestellten  Bedingungen  geknüpft  sind. 
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Bezeichnet  man  die  Coefficienten ,  mit  denen  die  DifFeienzwerthe  verbunden 
sind,  in  der  Formel  7)  mit  P,  in  der  Formel  8)  (pag.  34)  mit  Q  und  ertheilt  diesen 
Huchstaben  2  Index,  wo  der  obere  den  Hinweis  auf  den  Differenzwcrth,  der  untere  den 
Hinweis  auf  die  Anzald  der  Integrationen  cntliiilt,  also  in  dein  vorliegenden  Falle 
durchaus  der  Einheit  glei(th  zu  setzen  ist,  so  wird  man  die  folgenden  Formeln  für 
die  Combinationen  der  verschiedenen  CJrenzen  haben : 

(irenzen  :   a  —  \iv  und  ff-|-['+A]"' 
rv'f[a  —  \iv<  =—w[P^  './■'(«— i  "')  +  P\[f'"  («— f'")  +  AV"  [<i—{^v]  +  ...  } 

//  \l)  dl=w  [  'fa  +  [i  +  U  w,  +  P,  >/'  (a  +  [i  +  ^]  tv]  +  P,  V"  («  +  l  '+i]  «<')    4" 

Grenzen  :    a   und   a  +  iir 

w  /  («—  4  w  =  —  »f  { if  («i  +  Q, '/ ■  [a  +  Q,  y  ■'  (« )  +  Qi  -'/'  ia)  +  . . .  ) 

O  +  Illl 

jf(l)  dl=w{'f{a^  i,q  +  Q^^f'[a  +  iw^  +  Q,^  "■(«  +  *  «')  +  01^/^«  +  «'")  +  •■  •  }  B') 

II 

Grenzen  :  a —  J  tr  und  «  -\-iw 
I 

Grenzen  :   <i  und  «  -f-  [/+  |  J  «i? 

J'f  [ll  dl  =WV/  [U  +  [i  +  ij  «j  +  /',  7"'  l«  +  L«'  +   i  :  «^'  +  P.  y "'  («  +  [i  +  i]  «<-•)    + 
a 

Die  Bestimmung  der  Coi'fiieienten  Q  und  P  hat  keine  Schwierigkeit ,  wenn 
man  die  eben  hingeschriebenen  Formeln  mit  7)  und  8)  (pag.  34)  vergleicht;  es  wird 
sein: 

„/.d-i>    ^     y  (-iirf-P   C{ziAi,...[^d-^)^ 
^      ^     '  ^  2-d{2d)<.  (zp  +  i) 

H=d  d—P  I  1 1 

üie  numerischen  Werthe  dieser  Coefhcienten  sind  in  der  hinten  angehängten  Tafel  V 
aufgenommen,  in  einer  Ausdehnung,  die  weit  die  Grenzen  der  gewöhnlichen  .\n- 
wendung  übertrifft,  indem  bis  zum  20.  Differenzwerthe  vorgeschritten  wurde.  Ausser- 
dem sind  die  Logarithmen  der  Coefficienten  20stellig  angesetzt,  wobei  die  Un- 
sicherheit   der    letzten    Stelle    eine    Einheit   betragen    kann.     Die    diesbezüglichen 

5* 
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Rcclinunjjen  sind   mit   f^rosser  Soifff.ilt  iiiitor  lieiiiit/.iiiif;  ziililieirlicr  f'oiitiolli'ii  durcli 
die   llcrrcn  An  Ion   niiil  Schräm  (hirchfjjef'iilirt   wdicIl'u. 

Um  die  ciniiu'iit.cjn  ^'(lI•th(nl(■  dicsor  Methode  aiischaiihch  zu  machen,   will  ich 
diesclhe  zur   ISerciliniinj;   dci'  (jamnialnnclinii  : 


fr-"  dl 


aiiucndcn.  Man  uclanf^l  dnnh  eine  sehr  rinlaihr  Ucchinnif;  /in  numi'rischcii 'J'afel 
dieses  hestimmten  Intefj;rales,  während  die  Anurnduiif;  (hi-  Ücilicn  znr  Aiiswerthinifj 
dieses  Integrales  ein  sehr  hcscliwrilirlics  \Ci  fahren  isl  ;  in  i.\i'x  'l'hat  verdient  die 
chen  auseinander  «j'esetzle  Methode  zur  Auswertliunjj;  numerischer  hestimmter  Inte- 
grale viel  häufiger  angewendet  zu  werden,  als  dies  sonst  gcschieiit,  hesonders  wenn 
es  sich  um  die  Anlegung  einer  Integraltafel  handelt.  Ich  werde  die  Rechnung  so 
anlegen,  dass  nur  l'"ehler  von  wenigen  Einheiten  in  der  lo.  Deeimale  auftreten 
können,  eine  Genauigkeit,  die  durch  Anwendung  der  sonst  üblichen  Keiheii  nur 
mit  einem  ungeheiu'en  Aufwände  von  Arbeit  erlangt  werden  könnte ;  ausserdem 
habe  ich  das  Intervall  (w'  =  o.i)  verhältnissmässig  sehr  gross  gewählt,  um  zu  zeigen, 
wie  bald  der  Einliuss  der  höheren  Differeuzwerthe  verschwindend,  klein  wird.  Bei 
der  symmetrischen  I'^orm  der  Funktion  ist  es  klar,  dass  die  Anfangsconstante  gleich 
o  gesetzt  werden  kann,   wenn    man    die  Funktionen  für  die  Argumente  0.05.   0.15, 

0.25   berechnet.     Vm  nicht  nachträglich    bei    der   Bildung    des    Integrals    mit  w 

multipliciren  zu  müssen,  habe  ich  diese  Multiplication  sofort  bei  der  Berechnung 
der  Differentialquotienten,  die  in  der  mit  t<;e~"=y  überschriebenen  Columne  an- 
gesetzt sind,  ausgeführt  und  das  folgende  Zahlensystem  erhalten,  wobei  jedoch 
wegen  des  Formates  die  8.  und  q.  DifFerenzw-erthe  fortgelassen  werden  miissten,  die 
übrigens  für  die  Integration  keinen  wesentlichen  Beitrag  mehr  leisten  und  leicht 
von  Fall  zu  Fall .  wenn  zur  Uebnng  ein  Beispiel  ausgerechnet  wird,  nachgetragen 
werden  können. 

Mit  Hilfe  dieser  8uramations-  und  Differenztafel  ist  es  ein  Leichtes ,  den 
AVerth  des  Integrales  für  eine  obere  Grenze,  die  zwischen  oder  auf  ein  Argument 
fällt,  anzugeben,  indem  die  untere  Grenze  der  gewählten  Bestimmung  der  Anfangs- 
constante nach  nothwendig  ^o  anzunehmen  ist;  so  erhält  man  z.  B.  für  <  ^  0.50 
nach  der  Formel  A^)    ipag.  35)  : 

'f      {a-\-[i-\-i^]tv]   =  -f-  0.461    6059  810 
P^'  f     {a+\i  +  \]tv)  ^  -  3238   249.8 

PrV"   («+b'+^]«^')   =  —  I'   375-6 

p,./v      .„  +  [^  +  ^],,,)     =     _  ,18.3 

P,-/"'  [a-\-[i  +  {]io]  =  —  2.1 


I' 


dt     =  -(-  0.461    2810  064 
für  /  =  0.75   nach  der  Formel  C,)    (pag.  35)  : 


I 


Arg. 


-f-o.ooo  oooo  ooo. 

0.099  7503   •!!'' 

0.197  5254  3S9 
0.291  4667  422 

0-379  9373  327 
0.461  6059  810 
0.535  5028  2 
0.601  0434  552 
0.658  0217  377 
0.706  5754  272 
0.747  1308  777 
0.780  3348  722 
o. 806  9817  020 
0.827  9428  407 
o. 844  1049  600 
0.856  3200  270 
0.865  3691  712 
0.871  9401  985 
0.876  6172  607 
0.879  S^°3  363 
0.882  1118  278 
o.  883  6076  413 
o. 884  5904  608 

0.885  2234  324 

0.885  6230  170 
0.885  8702  733 
o. 886  0202  418 
o. 886  1094  012 
o  886  1613  587 
0.886  igio  373 
0.886  2076  543 
0.886  2167  739 
o. 886  2216  797 
o  886  2242  665 
0.886  2256  035 
0.886  2262  808 
o. 886  2266  172 
o  886  2267  809 
0.886  2268  590 
0.886  2268  955 
0.886  2269  122 
0.886  2269  197 
0.886  2269  230 
0.886  2269  244 
o. 886  2269  250 
o. 886  2269  253 
0.886  2269  254 
0.886   2269   254 


+0.099  7503    I^^ 
+0.097   7751    237 
+0.093   94'3  063 
+0.088  4705   905 
+0.081   6686  483 
+0.073   8968  488 
+0.065   4406   254 
+0.056  9782   825 
+0.048   5536  895 
+0.040  5554  505 
+0.033   2039   945 
+0.026  6468   298 
+0.020   9611    387 
+0.016   1621    193 
+0.012  2150  670 
+0.009  0491   442 
+0.006   5710  273 
+0.004  6770  622 
+0.003   2630   756 
+0.002  2314  915 
+0.001   4958   135 
+0.000  9828   195 
+0.000  6329   716 
+0.000  3995   846 
+0.000  2472   563 
+0.000   1499  685 
+0.000  0891    594 
+0.000  0519  575 
+0.000  0296   786 
+0.000  0166   170 
+0.000  0091    196 
+0.000  0049  058 
+  0.000  0025    8 
+0.000  0013    370 
+  0.000  0006    773 
+0.000  0003    364 
+0.000  0001    637 
+0.000  0000   781 
+0.000  0000   365 
+0.000  0000    167 
+0.000  0000  075 
+0.000  0000  033 
+0.000  0000  014 
+0.000  0000  006 
+0.000  0000  003 
+0.000  0000  001 
+0  .  000  0000  000 


J2_ 

-o  0000  000 

-I  9751  885 

-3  8338  174 
-5  4707  158 
-6  8019  422 
-7  7717  995 
-8  3562  234 
-8  5623  429 

-8  424s  930 
-7  9982  390 
-7  3S'4  560 
-6  5571  647 

-  5  6856  911 
-4  7990  194 
-3  9470  523 
-3  1659  228 

-2  4781  169 

-1  8939  651 

-1  4139  866 

-1  0315  841 

-  7356  780 

-  5129  940 

-  3498  479 

-  2333  870 

-  »523  283 

-  972  878 
608  091 
372  019 
222  789 
130  616 

74  974 
42  138 
23  190 
12  498 
6  597 

3  409 

1  727 

856 

416 

198 

92 

42 

19 


+ 
+ 
+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 


37     - 

975'  885 
8586  289 
6368  984 
3312  264 
9698  573 
5844  239 
2061  195 

•377  499 

4263  540 

6467  830 

7942  913 

8714  736 

8866  717 

8519  671 

78M  295 

6878  059 

5841  518 

4799  785 

3824  025 

2959  061 

2226  840 

1631  461 

1164  609 

810  587 

550  405 

364  787 

236  072 

149  230 

92  173 

55  642 

32  836 

18  948 

10  692 

5  901 

3  188 

1  682 

871 

440 

218 

106 

SO 

23 

II 

5 
I 


/'■' 

0000 

+  1165 

+2217 
+3056 
+3613 
+  3854 
+  3783 
+  3438 
+  2886 
+2204 
+  '475 
+  771 
+  15t 

—  347 

—  708 

—  933 
— 1036 
— 1041 

—  975 
864 
732 

—  595 
466 

—  354 
260 
185 
128 

86 
57 
36 
22 

—  13 

—  8 

—  4 

—  2 

—  1 


000 
596 

305 
720 
691 
334 
044 
694 
041 
290 
083 
823 
981 
046 
376 
236 
54' 
733 
760 
964 
221 
379 
852 
022 
182 
6i8 

715 
842 
057 
53' 
806 
888 
256 
79' 
7'3 
506 
811 
43' 

222 
112 

56 

2 


+  1165 
+  1051 
+  839 
+  556 
+  240 

—  71 

—  344 

—  552 

—  681 

—  729 

—  703 

—  619 
499 

—  361 

—  224 

—  103 
5 

+  65 
+  1 10 
+  132 

36 
+  128 
+  112 


+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 


596 
709 
4'5 
97' 
643 
290 

350 
653 

75' 
207 
260 
842 
027 

33° 
860 

305 
192 

973 
796 

743 
842 

527 
830 
840 
564 
903 
8 

785 

526 

725 

918 

632 

465 

078 

207 

695 

380 

209 

110 

56 

29 

'5 

6 

2 


IL 

000  c 

113  ; 

212 
—282 
-316 
^3" 

—273 

—  208 
— 129 

—  47 
+  25 
+  83 
+  120 
+  '37 
+  '36 
+  121 

+  98 

+  71 
+  44 
+  21 

+  4 

—  8 

—  15 

—  18 

—  19 

—  '7 

—  '5 

—  12 

—  9 

—  6 

—  4 

—  3 


887 
294 
444 
328 

933 
060 

303 
098 
456 

947 
418 
815 
697 
470 
555 
"3 
165 
823 
947 
099 

3'5 

697 
990 
276 
661 
030 
088 

259 

801 

807 

286 

167 

387 

871 

512 

3'5 

171 

99 

54 

27 

14 

9 


L£' 

-"3 

—  98 

—  70 

—  33 
+  4 
+  38 
+  64 
+  79 
+  81 

+  73 
+  57 
+  37 
+  '6 

—  I 

—  14 

—  23 

—  26 

—  26 
22 

—  17 
12 

7 
3 


+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 


887 
407 
150 
884 
395 
873 
757 
205 
642 
403 
471 
397 
882 
227 
9'5 
442 
948 
342 
876 
848 
414 
382 

293 
286 
615 

63 

942 

829 

458 

994 

52 

119 

780 

516 

359 

197 

'44 

72 

45 

27 

'3 

5 


00  000 

+  'S  480 

+28  257 

+  36  266 

+  38  279 

+  34  478 

+25  884 

+  14  448 

+  2  437 

—  8  239 

—'S  932 

— 20  074 
—20  515 
— 18  109 
13  688 

—  8  527 

—  3  506 
+  606 
+  3  466 
+  5  028 
+  5  434 
+  5  032 
+  4  089 
+  3  007 
+  I  901 
+  1  016 
+   3" 

—  "3 

—  371 

—  464 

—  473 

—  402 

—  339 

—  264 

—  '57 

—  162 

—  5  3 

—  72 

—  37 

—  18 

—  '4 
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/      {a+iwj  =   4-  0.629   5325   964.5 

''"^1 '  ./'     la  +  iw)  :^  +  7077  88g. g 

Qi'-f"  {a  +  iw)  =  +  48  313.9 

«r'-./"    [a  +  iw]  =  +  532.8 

Qr  /'"  («+*■"')  =  +  5-8 

Qi'*  /'"•   {a-\-ttv]  =  -|-  o.i 


J 


,'=°-75 

e~^^dl  =  +     0.630  2452    707 


(=0 

Will  111:111  iilicr  für  die  iiiitiTc  (iicii/c  nicht  o  halicii.  soiideni  ebenfalls  einen  Werth, 
der  ciitucdci  iiiil,  einem  ArfiiiiiicntwcrÜic  oder  dem  Mittelwerthc  ühereinkuninit, ,  so 
Mini  iiiiiii  eiiifiieli  nach  A,)  oder  D,)  einerseits,  nnd  B,)  oder  C,)  (pag.  35)  andrer- 
seits ,  den  Werth  des  Integrales  für  diese  Grenze  liereelmen  nnd  von  der  oberen 
Grenze  in  Abzug  bringen ;  es  wird  also  sofort  mit  Hcniitztmg  der  Zahlen  der  obigen 
Beispiele :  ..'=°75 


/fc'-«f/<  = -f- 0.168  9642   643 


Wendet  man  alteniirenil  die  l-'ormeln  A,)  und  t',]  an,  indem  man  von  Inter- 
vall zu  Intervall  fortsclireitet ,  so  gelangt  man  zn  der  im  Anhange  als  Tafel  X 
enthalleneii  Integraltafel,  die  ich  deslmlb  in  extenso  mittheile,  da  die.ses  Integral 
in  so  vielen  Ihitersnehungen  eine  wichtige  Holle  spielt  und  eine  Tafel  für  dasselbe 
in  der  hier  gegebenen  Genauigkeit  meines  Wissens  nicht  besteht.  Indem  so  durch 
die  Formeln  A,)  C,)  die  AVerthe  des  Integrals  von  0.05  zu  0.05  des  Argumentes 
erhalten  waren,  wurden  die  zwischenliegenden  Werthe  für  das  Intervall  o.oi  durch 
einfache  Interpolation  abgeleitet. 

Schliesslich  kann  in  diesem  Falle  die  Richtigkeit  der  Rechnung  leicht  geprüft 
werden,   denn   das    vorgelegte    Integral  zwischen  den  Grenzen  o  und  00   nimmt  den 

Werth  - —  an ;   der  numerische  Werth  desselben  ändert  sich    aber   nicht  mehr  \  ou 

2 

der  Grenze  4.6  ab  innerhalb  der  gesetzten  Genauigkeitsgrenze.     Es  ist  also 

-"dt  =  0.886   2269  254  , 


J' 


während  andererseits  bis  auf  die   1 1 .  Ueciraale  richtig  ist 

^ =  0.886   2269  254.5  , 

so  dass  der  durch  die  numerische  Integration  erhaltene  Werth  auf  eine  halbe  Ein- 
heit der  letzten  mitgenommenen  Stelle  stimmt,  was  eine  bessere  Uebereinstimmnng 
ist,  als  im  Allgemeinen  erwartet  werden  kann;  doch  würde  eine  Abweichung  von 
4  Einheiten  bei  sorgfältiger  Rechniuig  wenig  Wahrscheinlichkeit  für  sich  haben, 
denn  bezeichnet  man  die  Anzahl  sämmtlicher  Werthe  mit  //■  und  beachtet,  dass 
durchschnittlieh  die  Unsicherheit  der  letzten  Stelle  des  angesetzten  Funktionswerthes 
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etwa   0.25  Einheiten  beträgt,    so  ist    der    (hnclisclinittlifli  zu    ciwaitciide    Felilcr  hei 

der  Anwoudung    der  ciiitaclien   Iiitci^riitioii : 

Vw 
^-~   ' 

alsü  im  vorgeleo^teii   Fallt',    wo  w)  =  46  anzimehnien  ist: 

u  =  i.-j  . 
Man   wird   dcnmacli  hehauptcn   dürfen,    dass  selbst  am   Ende   in    der  anget'iilir- 
ten  Integraltafel  die  eingesetzten  Wcrtbe  selten  um  2   oder  mehr  Einheiten  falseli  sein 
werden;   ein  Fehler  von   4   Einheiten   hat   aber  kaum   mehr  eine  beträelitliclu'   Wahr- 
scheinlichkeit  für  sich. 

.Es  kann  aber  unter  Umständen  erwünscht  sein,  von  den  (d)en  angenommenen 
bestimmten  speciellen  tirenzen  abzugehen,  wobei  vorausgesetzt  ist,  dass  liiebei  die 
Herstellung  einer  Integraltafel  selbst  nicht  beabsichtigt  ist.  Man  wird  ähnlich,  wie 
dies  bei  der  DifFerentiatinn  liervorgeh(d)en  wurde,  stets  jene  Form  anwenden,  die  es 
ermöglicht,  dass  man  n  oder  m  kleiner  als  ±  J  anzunehmen  im  Stan<le  ist,  um 
die  möglichste  (/'onvergenz  in  die  Formel  zu  bringen,  wobei  also  vini  den  Formeln  ij 
und  3i  (pag.  32  Ciebraueh  zu  mat'lien  wäre.  Die  Kechnung  würde  aber  recht  beschwer- 
lich werden  und  es  wäre  viel  einfacher,  in  der  Nähe  der  Grenzen  durch  alteruirentle 
Anwendung  der  Gleichung  A^  und  6',)  (pag.  35)  sich  kleine  Integraltafeln  herzustellen, 
nach  denen  man  den  Wertb  des  Integrales  für  die  obere  und  untere  Grenze  nacli 
den  Kegeln  der  Interi)olation  ermittelt.  Es  wird  sich  aber  wieder  ein  Auswog  finden 
lassen,  der  in  bequemerer  Weise  das  Ziel  erreichen  lässt.  Es  sei  die  vorgesteckte 
Grenze  so  gelegen,  dass  die  Grösse  n  vortheilhaft  wird  (w  <[  ±  |] ;  es  liegt  also  das 
geforderte  Argument  näher  an  einem  berechneten  Arginnentwerthe  als  an  dem  Mittel 
der  letztern.  .Man  wird  dem  entsjuechend  das  Integral  nach  Formel  ( ',  bis  zum 
Argumentwerthe  bestimmen  und  dann  die  erforderliciie  C'oiTection  hinzufügen.  Es 
wird  also  sein : 

jf[^dl=wf'f[a^i^o\  +  Q,^f'Ul  +  itc+Q,^f'"{a+iw)  +  ..^.+j^^^^  ,2) 

n+tir 

WO  J^  eine  willkürlidie  Integrationseonstante  ist  und  nach  Einsetzung  der  Grenzen 
versciiwindet ;  ich  will  auf  diesellie  daher  nicht  weiter  Rücksicht  nebnien.  .Mulli- 
jdicirt  man  die  Gleichung  lö)  ipag20  links  mit  dl.  rechts  mit  tvdu.  was  nach  der 
Eingangs  dieses  Paragraphen  gemachten  Auseinaiulersetznng  erlaubt  ist,  so  ergibt 
sieh,    «enn  man  integrirt  : 

+    ..j'j  !/"("  +  '■«■   +AV /"(«+'»+  l\>f'{a  +  iu-]+...    j. 

■■■] 
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wolici  (lio  IntPfifrationsconstaiitp  fj^lcicli  t'ortj^classpii  ist.  Setzt  man  in  dirsps  Inte- 
j^val  (li(!  Circnzpii  w  iniil  o,  und  t'iilirl  ilcii  sei  crliiiltcncn  Wcitli  in  die  (Jleifliiinff 
12)    (])af>;.  3y)    t'in.    so  cvliält   mau   li'itliL: 


dl 


jf(l]  dl  =  ir  I  '/[a+iw]  +  nflii  +  iw)  + 


"■'  } 


•3) 


+/■■■  [a.  +  iw)  }  Q,^'  +  ^  A?  +  i^l 
+  /-  («  +  ü/;1  j  -"—  N.,^  H "^^^  I 

'    -^       ^       '  I  I-2-3        -  I-2-3  45  t 

+  />•  fa  +  '■»")  ! Qt  •'  +  —  Ar'  +  -^^  Af.i  + ^^ 

'   •'        ■      '  '  [     '       '      I  2        '  I-2-3-4       '  I-2-3-45-6 

ein  Ausdruck,  dessen  Coi't'licienteu  leicht  iu  Tafeln  gebracht  worden  können;  doch 
um  die  Louaritlimen  dersellieu  taliuliren  zu  können,  wird  es  sich  empfehlen,  in  den 
(^oefficieiiten  der  geraden  Differenzwerthe  71^  als  geraeinsamen  Factor  hevanszuhehen 
und  7M   schreihen  : 


j/ij.)  dl  =  w   ,fla-\-iic)  +  nf(a  +  iw)  +  Q, '  ^»1/'  [a  +  iu^  +  Q,''  [n]/'"  la  +  iw) 

+  Q^^'^i)/''  («  +  ?■?'■!  -I- +  //'  \Qr'/'\f"  ft  +  iw)  +  Qi*  {»)/"-  la-\-hc] 

+  Q,  "4/^  ■(«  +  /(/■)  + jj  E,) 

wo   also    Q, ''wl.   üf'^'t)).   Q[''{n     die   folgeiule   Bedeutung  haheu   werden: 

Ö.-^M  =C>r'  +  ^^  A',^  +  ^ 


Q,^[„)  =  Q,r>+  ^-^    A?+fr^'  + 


6! 


Q,7(„)  =  Q,v  +  /^  Av  +  fr  ^^'.'  +  fr  ^^y  + 


C!,'M") 


AV-  +  -;t  AV'  +  ^ 


Qi'  [n]  =^  N,^  +  fr  ^\^  +  fr  ^V  +  fr 


14) 
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Diese  Coefficienten  sind  von  Hewn  F.  K.  Ginzol  in  ilhnlir-licv  Weise  wie  in  §  4  die 
iV-  und  iTf -Ooefficienten  Itevechnet  worden  nnd  als  Tutel  \l.  im  Anhange  aufge- 
nommen.     Der    constante   (!oeffieiont   Q|-(wj   hat    hiebei    keine  Anfnahme    gefunden. 

Zu  der  Gleichung  E,]  wäre  zu  erwähnen,  dass  die  Integrationsconstante  fortge- 
lassen werden  konnte,  weil  vorausgesetzt  wird,  dass  eine  bestimmte  Annahme  für  die 
untere  Integrationsgrenze  gemacht  ist.  Gewöhnlich  «ird  aber  die  untere  Grenze  be- 
stimmten IJedingungen  zu  genügen  haben,  die  bereits  durch  die  Annahme  über  '/  ,a — ^w  . 
der  willkürlichen  Anfangsc()nstant{\  erfüllt  sind;  wenn  dies  nicht  der  Fall  ist.  so 
müsste  man  nach  derselben  Formel  E,]  den  Ausdruck  für  die  untere  Grenze  be- 
rechnen und  von  dem  obigen  in  Abzug  bringen. 

Der  Fall,  dass  die  vorgelegte  Grenze  näher  dem  Mittel  zweier  Avgimiente 
liegt,  erledigt  sieh  in  illinlieher  Weise?  wie  der  vorige,  man  wird  hiebei  tn<^±l  zu 
wählen  haben.      Es  wird  zunäehst  sein 

Jf!l)dl  =  w'l^'fla+[i+liv    +  yv/'{r/-h[/-f-J-jM-:i  +  P,3/">(a  4- [«-|-|i«^l  -h  ....} 

"+l'+ä+'"l« 

die  durch  J  angezeigte  Integrationsconstante  beachte  icli  nichl  weiter.  >\cil  dieselbe 
durch  die  Flinführung  der  untern  Grenze,  über  die  aber  vorerst  gar  nichts  festge- 
setzt ist,   verschwindet. 

Multiidicirl  man  die  Gl.  17)  (pag.  27)  links  mit  dl.  rechts  mit  vulm.  was  auf 
dasselbe  hinauskoniml.    und  integrirt.   so  erhält  mau 

ff["  +  [i  +  \  +  "'1  "■) '"  =  "•    '"  ■{  ./■("  +  ['■  +  il  "■;  +  ^^ü-  /"  ("  +  l''  +  -A  "':  + 

+    ^|./'(</-|-|'>Jl  »•;  +  M,\f"i,i  +  [l+\],r,   + 

+  i)/,s/  („+[i+l\w,   +  ....      j- 

1.2-3    V 


] 


Setzt   mau  hier  ilie  (irenzeu  m  und  o  ein  und  substituirt  in  die  obige  (ileichung  15]. 
so   tindet    sich 

Jf  ( /)  dl  =  w  I '/  [ü  -t-  I  /  4-  .1  ]  *")  +  w«  ./■  l"  +  l'  4- 1 1  w;) 

-f/"  («-+-[/ +11?«;  \p^'  +  '"Uf^^'+$\  it-; 

Oppoly-HV.  HiiliiiltestimmuntriMi.   11- 
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+  /V   ,«  +  [,•  +  ,  i  ^,1    j  p^ :.  4.  »^  ^,  5  _^  'fl  3/^0  4.  |!!  j 
+    .... 


In  (lic'siMii  Atisdnickc  kimu  m  tlicilwcisc  als  Fiu-tov  licmusgeholx'ii  werden  vnul  man  erhält : 
ff  1  ,11  =-  »/•[■/-  V/  4-  I  /+41?/-)  +  P,  1  (?;/i/'  (r/  +  I i-^\ \w]  +  P,  -'(w)/'"  («  +  (/+.1 !?/;:  + 

WO  die  C'oefticienten  P, '  [m] .    P,  •'  (???)    folfjeiideu  Ausdrücken  i^leichkoninien ; 


P,"?»)  =P,'  + 


2! 


/V  ?») 


^v'+  T^^^  +  rf 


17 


p,  2  (???;,  =ii/„2  + 


3 

in- 


3  '  S  ' 


Die   Li)o;arithinen  dieser  ('oefficieiiten  findet  man  in  Tafel   VII. 

Triifrt  man  nun  die  für  die  willkürlichen  Grenzen  geltenden  Formeln  zusam- 
men, so  erhält  man  die  Werthe  der  Integrale  für  die  o  b  e  r  e  n  Grenzen,  je  nachdem 
man  von  den  Formeln  E,)   oder  P,     Gehranch  macht : 


"  <  ±  1 


'  +  \i+n\,c 


Jfl  ,11  ^-w  \]f>a^tw)  +  itf{a-{-hc-\-Q^^  (??)/■  (a-|-???;l  +  0,^'  (??)/'"  (a+iw)+... 
+  «■'  I  If  '('  + » «"i  +  Q\  ■'  [v]f'  [a  +  hc'  -\-  Q, "  '??)/•'  [a+iw]  +  . . ,  [ 


w  <  ±  1 


a  +  l'  +  -5  +  >"l" 


(z-., 


-I-  m  |/;o  +  i/+f|??:  +  P,  i'?«)  /•"  ff4-|/-|-f|,rl  4- P,4  „jiy.v  (« 4- |/4-f|„,) .. .  jl 

Die   (j,-('o(''fficienten  rinden  sieh  in  Tafel  W. 
»     P,-  0  ..  .>       .        .-      MF. 

Für  die  untere  Grenze  erhält  man  daher,  wenn  man  an  diesellie  die  Bedingung 
knüpft,  dassdas  Intcüral  fiir  dieselhe  verscliwindet.  zur  Berechnung  der  .\ufangsconstante 


f;] 
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wlf 


a+nio 

-i^tv)  =— *<^[(«  + i )/;«)+ Q,M«)/\V<)  +Qr'(«)/'"V:«)  +  Qi'^i4/'"(«;  +.... 
+  « '  { ,1/"  i"J  +  Qi '  {'^].f"  ;«)  +  Q,  '*  \>i]f'  (aj  +  .  .  . }] 

m±<\,  ß{l)dl  =  o 

'/{(i—^tv)  =  — («.[Piil^wj/la-^wj  +  Pi^lmi/"'  ia-yv]+Pt^[mjf-  («— .1!«]+  .... 

Die  Qi-Cocfficientm  finden  sich  in  Tafel  VI, 
»     Pi-  »  »  »      ,.       ,.       VII. 


(H,) 


Für  die  Anwendnng  der  vorstehenden  Formehi  soll  abermals  das  Beispiel  der 
weiter  unten  folg;enden  Stöningsrechnunfi;  für  den  Planeten  Erato  entlehnt  werden. 
Aus  der  Summationstafel   für   die  X-Coordinate  findet  sich  : 


Mai   30  — 281 174. 16 
Juli     9 — 2X8519. 16 


:/ 


./ 


/' 


1205. 10 


yiii         yiv  ^v         p-i       y-vi,       .-, 


+13320.20  -1205.10  +187.76  —40.87 

7345.00  —1570.89  +418.56  —13«. 17  +62.25 

+  11749-3'  —   786.54  +  49.59  +21.58 

+    4404.31  2357.43  +468.15  —116.79  +52     12 

Aug.18 -284114.85  +9391.88  ^*_   3,8.39^^         *-  67.20  '^+53.50^''-'- 

..     ,  „    .,+13796.19    ,     ,      ^         -2675.82  +400.95  —63.29  +1.60 

Sept. 27 — 270318.66  +  6716.06  +     82.56  — 130.49  +55.  IC 

+20512.25  -2593.26  +270.46  —     8.19  -19.46 

Nov.    6—249806.41  +  4122.80  +   353.02  —138.68  +35.64 

+  ^635.05  — 2240.24  +131.78  +    27.45  — 24.09 

Dec.  16— 225171.36  "         +1882.56  +484.80^^  —111.23  '^'+,1.55       -*-°^ 

+26517.61  —1755.44  +   20.55  +   39.00  —13.97 

1873  Jan.  25— 198653.75    ,    ^^  +     127. 12  +505.35  ,    —72.23  —2.42 

,  +26644.73  —1250.09  _  51.68  +  36.58  —   7.16 

März  6 — 172009.02  —   1122.97  +  453.67  —  35.65  —  9.58 

+25521.76  —   796.42  —   87.33  +  27.00  —  o  54 

Apr.  15 — 146487.26  —   1919.39  +  366.34  --     8.65  — 10.12 

,,  .  +23602.37  —  430.08  —  95.98  +  16.88  +  1.34 

Mai   25—122884.89  2349.47  +  270.36  +     8.23  —  8.78 

T  ,.  +21252.90  —  159.72  —  87.75  +     8.10  +  3.22 

Juli      4  — 101631.99  —   2509.19  +   182.61  +   16.33  —  5.56 

+  18743.71  +     22.89  —  71.42  +     2.54  +  1.58 

Aug.13—  82888.28  —  2486.30  +   111.19  +   18.87  —  3.98 

+  16257.41  +   134.08  —  52.55  —     1.44  +   1.50 

Sept.22-  66630.87  '—  2352.22  +     58.64  +1-.43  —2.48  ^ 

+  13905.19  +    192.72  —  35.12  —     3.92  +  1.87 

>jov.    1—52725.68  —2159.50  +     23.52  +    13.51  —0.61 

Zu  dieser  Summatiunstafel  ist  in  Erinnerung  zu  hriiigen,  dass  für  dieselbe  als 
Zeiteinheit  40  Tage  gewählt  sind.  —  Wir  wollen  vorerst  durch  Anwendung  der  For- 
mel Ai)  ip.  35)  eine  Integral tafel  für  die  einfachen  Integrale  zwischen  den  Gren- 
zen 1872  Oct.    17  bis   1873  Mai  5  herstellen.     Man  erhält  so: 


—  30.15 
—30.52 
— 21.06 

—  4.63 
+10. 12 
+  6.81 
+  6.62 
+  1.88 
+  1.88 

—  1.64 

—  0.08 
+  0.37 


P,.'/""(«+[i  +  il"^) 


1872  Oct.  17,   1872N0V.26,     1873  Jan.  5,    1873  Feb.  14,   1873  Mz.  26,     1873  Mai  5 
+  20512.250+  24635.050+  26517.610+  26644.730+  25521.760+  23602.370 

—  108.052—         93-343-  73.143—  52.087—         33.184—         17.920 

—  0.798 —  0.389 —  0.061+  0.153+  0.258+  0.283 

—  0.003+  0.010+  0.015+  0.014+  0.010+  0.006 


-I- 


0.001  + 


O.OOI + 


O.OOI 


+  20403.40  +  24541.33  +  26444.42  +  26592.81  +  25488.84  +  23584.74 

6* 
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Hcstimnit  niiin  ii:uli  I'diiucl  /),,  (]>.  33  den  Wcilh  des  «•iiiiatlieii  Integrales 
zwischen    den   (Jrenzen    1872   Se])t.   27  bis    1873   Mai   25.    so  -wird  man  haben: 

1872  Sept. i7.    i872N<)vb.6,   i872l)ec.i6.     iXyjJan.zs,     1873  Mz. 6.     iR  73  April  15,    i«73Miii2s 

'/'("  +  '"•'/'+  17154.220-)-  22573.650-)-  25576.330-)-  26581.170-)-  260S3.245+  24562.065  -)-  22427.635 

Q\'.f'    Ui  +  iw)+       219.545-)-       201.396-f       166.487-)-       125.230-)-         «5.271  -f         51.104-)-         24.575 

<i?i  ■'./'" '"  +  «!<')  +  5.1^9+  3.073-)-  1.164 —  0.238 —  1.062 —  1.400 —  1.403 

Q\\f^    la-\-iw]-\-  0.113 —  0.030 —  0.105 —  0.119 —  o.ioo —  0.069 —  0.039 

Q]^J      l'i-\-iw) —  0.006 —  0.015 —  0.013 —  0.007 —  0.003  o.ooo-f-  0.002 

+  17379.00    -)-  22778.07    -)-  25743.86    -)-  26706.04    -)-  26167.35    +  24611.70    4-  22450.77 

Stellt  man  die  lieiderseitigen  Resultate  znsaramen ,  so  eihiilt  man  eine  voll- 
ständige Tafel  für  das  vorgelegte  einfache  Integral  innerhalb  der  gestellten  Grenzen ; 
ieh  setze  dieselbe  hier  an,  nebst,  ihren  DifFerenzwerthen ,  nm  nachträglich  die  ans 
der  Formeln  G,] .  [pag.  42)  resultirenilen  Werthe  einer  strengen  Trüfung  unterziehen  zu 
können. 

40  g        /■        /■■       /'"     /-     r     /" 

1872  Septb.      27  -(-17379.00 

^    ,  ,  +S024.40 

Octb.       17  -1-20403.40  _   640.77     ,     ^    ^ 

Novb.        6  -,-22778.07  +''l-^-'l  __    5„.4.  t^'t  +'-33 

.     ,                    -fi76326                   ^  +30.68  "     -4-^4 

''           ^     +-'-»^-^'-33  _,,,„,.33  -    560.73  ^3,.^,  +  8.08                 +0.43 

Decb.       164-25743.86                 "  _    501.97     ;^  4-4.-^7  +0.60 

Ol                      ,     A               +    700.56           -"       ■'  +63.03  ^         —3.^1 

187^. hin.            5+26444.42  _   ^38.04     ,/  +1.06  +0.68 

+    261.62           ^^     '^  +64.00  —2-53 

25+26706.04  -374-85     ,  ,\  —  1-47  +0.56 

,,   ,  ,      A  o      —     '13-23  +62.62  ^'    — I.Q7 

^*,.        M  +--   M..S.  _  -   3.--,.-3   +,,.„  -   3,«  _,         +0.65 

1^ ^^ f  - ^78.5.  - ■'»■°5  +L'- ^ "' -0.5  +"•-" 

.  .6  +.5488.84  _  -    „8.63  ,„  -  5-6.  _„        +0.46 

Apnl        ,5  +^4<....,o__^^^         _    ,„.8,         _^^^   _  s.» 


.Mai  5  +23584.74 

25  +22450.77 


—  1133-97 


—    107.01 


Es  soll  nun  zur  Erläuterung  der  Formeln  Gr,  (p.42)  die  directe  Berechmmg  des  lutegral- 
werthes  für  1873  Jänner  15  vorgenommen  werden,  wobei  beide  Formeln  verwendet 
werden  sollen.  Die  Rechnung  nach  der  ersten  stellt  sich,  wenn  man  «  =  — 0.25 
setzt,   wie  folgt : 


(/  I 


3  5 


/ 


P   [a  +  iiOj  —1302.763  —15-565  4-37-79-0         —10.365 

logfla  +  üo  3«.i7689i  i»i92i5  1-5774  '„023g 

log  Q/f— 0.25) 8„7 16699 8.00997 7„3338 6.6760 

d  168 

^ogf^ia  +  i«-':  i»8587  o„3838  0.8331 

log  Qi'^f  — 0.25;  8„i26i  7-2469  6„45 1 2 
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'/(a  +  itc)  =+  26381.170                       ly.i  («_(_/ ,<,)  =+  84.22 

nf[a  +  iw]  = —  31.780  Qi^./"'  a-{-iw)  =  +     0.97 

Q\^M]f\'[a+i^i:]  =  +  78.269  Qy^f^"a  +  iiv]  =                o 

g,  ■'  («)/"■  [a  +  iw]  =—  0.159                                          aS^  =  +  8 5 . 1 9 

<^i -^  («)/"  (a  + « w)  =  —  0.082 

Qi '  («)./^"  («  +  «■  w)  =  —  o.  005 


6'„  =  +  26627.413 


1873  Jau.  15 


jf[l]dl     =  +  26626.08 

Heniit/.t   man    aber    die   :«weite    der    Formeln  6',)    [pag.  42).   so  hat  man  /«  = +0.25 


anzunehmen  nnd  erhält : 

d 

I 

3 

5 

7 

lüg/"  rt+!_e  +  i]«6-) 

3»-M4386 

1-3128 

I- 5911 

i«i45^ 

log  P,"  (+0.25) 

8.862827 

7„6ii8 

6.  7039 

5«896o 

d 

2 

4 

6 

8 

f'i{a+\i+\]w] 

+  495-075 

—  91-730 

+  4-565 

+  8.465 

\ogf"[a+\^i-lr\\u- 

2.69467 

i»962  5 

0.6594 

0.9276 

logP/'(+o.25J 

9n059i2 

8.3284 

7„6458 

6.9851 

'f[a+[i  +  \]w)=-\-  26517.610  /(«+K+i]«<')  =  +  1004.840 

P^\[m)p    [a+[i+ii]w]  =—       128.001  P,2  (ml/"  («+ [«+4] ««)  =  —  56.727 

P^■^[m]f"'{a+\i  +  ^]w]  =—           0.084  P,  <(»«;/"(«+ [«44]«')  =  —  i-954 

Pi^ [">)/"  («+:«  +  4]m')  =  +         0.020  P,"»,/'"  («+!>■+.?] ?«')  =  —  0.020 

Pi'(w)/"'frt^- !«'  +  !)«';  =+           o-ooi  Pi**(»i;i/""rt+j«+.JlH  =  +  0.008 

s„  :=  +  26389.546  -s;,  =  +  646.147 

mSg=+       236.537 


.// 


1873  Jau.  15 

{i]df  =  +  26626.08 


Man  könnte  zur  Kenntniss  des  eben  ermittelten  Werthes  auch  gelangen,  indem  man 
die  obige  Integraltafel  benützt  und  man  findet  durch  Intei-jjolation  aus  derselben 
einen  Werth  des  Integrales,   der  völlig  mit  dem  obigen  Resultate  stimmt. 

Hätte  man  die  Aufgabe,   das  einfache   Integral    für   das  natnm   1873  .lan.   21 
zu  ermitteln,    so  wird  man  hiezu  nur  die  erste  Formel  von   6',)     pag.   42)   benütze 
können.     Da  ;*  =  — 0.10  ist.   findet  sich: 

d                                   I                           3                           5  7. 

f'^  a-\-iw;  —  1502.765  —  15.565  +  37-790  —  10.565 
log/''(«4-tK.-;  3«>7689i  i«i9^i5  i-5774  *  in0239 
log  Q,'' 1—0. 10)  8„893947  8.159S3 7»476o 6.S147 

d  468 

\og  f{a+iu-  i„8587  o„3838  0.8331 

log  Q/;— 0.10  8„i40i  7-2643  6„470i 
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•f{a-\-iw)   =  +  26581.170                       If"  [a  +  itv]   =  -\-  84.22 

ii.f{a+iw]   =  —  12.712              <y, '(«)/"'(«  + üt'j   =  +     i-oo 

Q,'{«)/'    [a  +  iic]  =  +  117-717                                           ^0  =  +  85.22 

Qi '*(/«)/'"  (a  +  i«ü)  =  —  0.224 

Qi^in]/"  («  +  ««')   =  —  0.113 

Q,' {«)/"■(« +  4 w)  =  —  0.007 

>S„  =  +  26685.831 

n^Sg  =  —  0.085 

1873  Jan.  21 

j'f[l)cU       =  +  26685.75 

%velflicii   Wertli  die  Inter])<jliitioii  in  (Ut  obigen   Integraltafcl  be.stätigt. 

für  1873  .lau.  9  miisste  die  zweite  der  Formeln  G,)  [pag    42I  angewendet  wer- 
den;  es  ist  m  =  +0.10  und  die  Kechuung  wird: 

it  1357 

log/''  («-f-le  +  fj  w)  3„244386  1.3128  i-SQn  '«US^ 

log  P,''(-l-o.io)  8.669007         7»499i         6.6044         5„8o20 


d 

-> 

4 

6 

8 

fl[a+[i+{\w! 

+  493-075  — 

91-730 

+  4-565 

+  8.465 

log/''f«+[e  +  J-lw) 

2.694671 

i»9625 

0-6594 

0. 9276 

logP,"(+o.io) 

9^091080 

8.3634 

7«6820 

7.0218 

\f{a+[i  +  l\w]  =+26517.610                                  /(a+fi  +  i]«')  =+  1004. S40 

P,>("')/'    («  +  [«■+ i]«-  =—         81.921  /',•-('")/"  («  +  [«■ +  i]'f)  =—  61.059 

P,3  («,)/'"  ("+l*+^]"-^  =—           0.065  P2*W/'M«4-[*+^l"-)  =—  J-ii« 

Pi^l'")/*    f(i-|-U'+i]«-)  =+           o.oi6  PiSW/»' («4  [(  +  |li(;i  =—  0.022 

Pi' (»')/"'(»+ («  + 2!  («;  =+          o.ooi  7',*'H/vi"(ö  +  [j  +  i]«-|  =+  0.009 

S„  =+26435.641                                                             'S'j  =  +  94>-6so 

»tS,  =+         94-156 

_lS73   J^lU.   q 

if[l)dl  =  +      26529.80 

])i(:'  Interpolation  in  der  obigen  Integraltafel  bestätigt  dieses  Resultat. 

Die  eben  angeführten  Beispiele  mögen  genügen  und  zeigen,  wie  die  einfachen 
Integrale  mit  Hilfe  der  i^^-  und  /", -Tafeln  (Tafel  VI.  VH)  durch  eine  sehr  ein- 
fache Rechnung  erhalten  werden. 

In  den  bisherigen  Keisjiielen  wurde  die  Voraussetzung  gemacht,  dass  für  die 
untere  Grenze  des  Integrales  bereits  eine  Bestimmung  getroffen  ist.  Um  aber  auch 
für  die  Bestimmung  der  untern  Grenze  ein  angemessenes  Beispiel  zu  haben,  wähle 
ieli  die  Störungen  in  der  mittlem  siderischen  Bewegung  (Zeiteinheit  40  Tage  der 
Erato  zur  Zeit  der  .lupiternähe  im  .lahre  1873  —  74.  Es  eignet  sich  nämlich  ein 
Heisjiiel  aus  der  Variation  der  Constanten  viel  besser,  weil  die  Stönmgen  in  den 
Coordinaten  selbst  abhängig  sind  von  der  Wahl  der  Osculationsepoche  in  Folge  der 
indirectcn  Glieder;    durch    die  Wahl    dieses   Beispiels  jedoch    bleiben   die  Störungs- 
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werthe  unabhängig  von  diospr  E])oche.  Aus  der  Stöningstafel  entlehne  ieli  die 
folgenden  Werthe : 

...9  "    t*  .1  .11  III  „IV  V  „VI  VII 

'"  rf^       ff  ff  f        f      f 

1873  Aug.  13   —     8"384i  4-  0.6164  —  0.0671  +  0.0039 

+  0.9235  4-  0.0493  —  0.0428  -l-  0.0232 

Sept.  22  —    7.4606  +  0.6657  —  0.1099  -f-  0.0271 

-1-  1.5892  —  0.0606  —  0.0157  -|-  0.0199 

Nov.     I  —    5.8714  -J-  0.6051  —  0.1256  +  0.0470 

+  2.1943  „     —0.1862  -t-  0.0313  —0.0036 

l)ec.   II   —    3.6771  4-0.4189  —     0-943  +  0-0434 

+   2.6132  —  0.2805  +  0-0747  —  0.0386 

1874  Jfil-    20  —    1.0639  +  0.1384  —  0.0196  -|-  0.0048 

+  2.7516  —  0.3001  -)-  0.0795  —  0.0390 

März     I    +     1.6877  —  0.1617  +  0.0599  —  0.0342 

+   2.5899  —   0.2402  +  0.0453  —  0.0072 

April  10   +    4.2776  —  0.4019  -(-  0.1052  —  0.0414 

+   2.1800  —  0.1350  4-  0.0039  4-  0.0068 

Mai     20  4-    6.4656  —  0.5369  4"  0.1091  —  0.0346 

Es  soll  nun  für  die  erste  summivte  Keihe  nach  der  Formel  A,)  die  Anfangscon- 
stante  so  bestimmt  werden,  dass  das  einfache  Integral  für  die  Grenze  1873  Dec.  31 
verschwindet,  man  hat  daher  den  Werth.  der  für  Jan.  20  an^^esetzt  ist.  als  /■(«)  an- 
zusehen und  ('S  kommt  tler  Werth  'f[a — ^w)  zwischen  die  Zeilen,  die  zu  1873 
Dec.    11    und    1871  .lau.    20  gehören.      Mau  findet  nach  A^)    (pag.  35;: 

-/'    [a—Wi     =  —  o'.'io88,8 


24 


+  ^/"' («-!"')     =-         8.3 


967680 • 

■/(«— ^w;)      =  —  o'.'iOQ7 

Will  man  aber,  dass  das  einfache  Integral  für  1874  Jan.  20  verschwindet,  so  gil>t 
die  Kormel  /?,/  (pag.  35)  für  den  Anfaugswerth  der  ersten  summirten  Keihe.  der 
zwischen  die  Zeilen   1873  Dez.    11    und   1874  Jan.   20  zu  setzen  ist: 

-/     '«)  =  +  o''53i9r5 

-/'    («)  =  +  0.2235.3 

-/"'(«:  =  +           44-3 

-/v   («)  =  +             2,4 

.  f--"[a]      =  +  0.3 

3628800-^      ^  '  ^  ^ 


I 

2 

+ 

I 

12 

II 

720 

191 

■l 

60480 

2497 

y(a+ ^w'l       =  +  o'.'jbo2 

Setzt  man  diese  Anfauffswerthe  in  die  erste  summirte  Reihe  ein  und  bildet  ihs 
Summationsschema  und  nachher  die  einfachen  Integrale  für  dieselben  Grenzen,  so 
wird  man  sich  überzeugen  können,  dass  das  gebildete  Integral  je  nach  der  ge- 
setzten  Medingung  für  die  gewählte  Ei)oche  verschwindet. 

Als  Heispiel  der  Anwendung  der  Foi-meln  H,)  (p.  43)  soll  die  Anfangsconstante 
so  bestimmt  werden,  dass  das  einfache  Integral  für  die  Grenze  1874  .fan.  10  ver- 
schwiiulet:    der    für   'f  u  —  {w:   nneli  7/,,    lierechnete    Werth    ist   natürlich   zwischen 


i8     

die  /cilin  187s  !><'/■  11  '"itl  1871  .);iii.  20  zu  setzen,  iiinerhalli  welehev  CJviMizeii 
(Ims  .•lieii  fTe\viihlt(!  Datum  fiilll.  \Cvniöf^e  der  Walil  dieser  (Jreiize  winl  man  niif 
sjleiclieiii  A'ortlieil  sowohl  die  erste  als  die  zweite  Formel  anwenden  kiinnen ;  g(!- 
Inanelit  man  die  erste,  so  hat  man  ?>  =  —  0.25  nnd  die  Kcchnung  stellt  sich  mit 
Hilfe  der  Tafel    M    wie   folgt: 

I  3  5  7 

4-  2.68240      —  0.29030      +  0.07710      —  0.03880 
0.428524  9„46285  8.8871  8„5888 

8„7i6699  8.00997  7n3338  0.6760 


d 

f'{a) 
log  y'  [n] 
log  Q,"  (0.25) 


log  /''  ia] 
log  Qi''  fo.25) 


4 
»»292 3 
8„i26i 


6 

7.6812 
7.2469 


(«•+i)/    («)  =  -  o'.'2659-7 

QiM«)/'    («)  =  —  O.I397-' 

0,3  (w)/'"  (ö)  =  —  0.0029.7 

Q,5(w)/'    (a)  =  —  0.0001.7 

Q^'  {■n)f''"[a]  =  —  0.0000.2 


if"  [a  =  4-  o'.'o23ü.  7 
Q\^f"  ä  =  -\-  0.0002,6 
Q,'*/"  (a)    =  +  0.0000,1 


S„ 


00233, 4 


^u  — 


0.4088,4 
"n^Sg  =  —  0.0003,6 

'/■(«  —  \n']   =  +  o'.'4092 
Wendet  mau  dagegen  die  zweite  Formel  an.    so  wird  man  zu  setzen  halten  ;w  =  -|-o.25 
nnd  erhält   mit   üeniitzimg  der  Tafel   ^TI : 

<f  1357 

log/'(a— Lw)         0.417173  9«44793  8-8733  8„5866 

log  P,'' (0.25)  8.862827  7„6ii8o  6.7039  5,18960 


/'("-f«^)  +  0.27865 
log/'^a  — ^-w)  9-44506 
log  P/(o.25)  9«059i2 


4 
0.05695 

8„7555 
8.3284 


-\-  0.02410 
8.3820 
7,16458 


1\  '  (?«)/'    [a  —  \  v\      =  -|-    o'.'  1 905 , 5 

Pi''(«j)/"'(rt— 1  w; 


=  +  o.ooi  1,3 

\-oii.        -T=    -(-    0.0000.4 

P, "  {m]f™ [a  —  \w)     =  0.0 


=  —  2. 3705. ü 
=  —  0.0319.3 


P\'-'\pi)f"'    (ff  —  \w 


f     [a—\w 

Pj  *  Im)  /■"'  [a  —  ^V'l     =  —  o .  00 1 2 . 
P^^>[m)f^'  [a  —  ^fW)     =  —  0.0001. 


+  0.1917,4 
—  0.6009.4 


Sg  =      —       2.4037.5 


'f[a—f^w)     =  4-  o'.'4092 
in  völliger  Uebercinstimmung  mit  dem  obigen  AVerthe.      Man  kann  sich  auch  durcl\ 
Einsetzung    dieser   Aufangsconstante    in    die  erste    snmrairte  Keihe  und   Piihhing  des 
Integrales  für  die  Grenze   1874  Jan.  20  leicht  überzeugen,    dass  die  Bestimmung  der 
Anfangsconstante  richtig  ausgeführt  worden  ist. 
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B)   J)o]ijieltc  Integrale. 

Integiirt  man  die  Gleichungen  i)  und  3)  des  vorliegenden  Paragraphen  (pag.  32) 
nochmals,  so  wird  man  vorerst  zu  beachten  haben,  dass  man  für  /„'  und  /,„'  die  durch 
die  Gleichungen  2)  und  4)  (])ag.  ^2)  definirten  Werthe  einzusetzen  hat;  es  ist  aber  mit 
Rücksicht  auf  die  Gleichungen  8)   und  7)  (pag.  34)   anzunehmen : 

r,  u-l        I      •      ;       <       XT    XT   (-«)''"•''   C{  12,32 (2<l— 1)2}      /,''-]     .      , 

Jn'  =  'J  {^  +  ^^o)  +2^2, -^^nh^:;7J.T^ '-^/{a+tiC! 


Z^d  {zd)'  (2p  +  l) 


(-1)''--^'  Cjzj  42, 


(2rf-z)2}        f—       . 


Es  wird  also  aus   i)   und  3),   nachdem  man  links  mit  dl.  rechts  beziehungsweise  mit 
ivdii  und  wdm  multiplicirt  hat,   durch  nochmalige  Integration  erhalten: 

~fj'f{l)dP  =  ,ilf(a  +  iic)  +  "^fia  +  iw)  + 


(i=x  p=d 

+  22 

d=i    p=i 


d-p 

1;''-'"«=/'+=    C{22,  42,   ...    (2rf-2)-'}        =■*  .      , 


22|rf— p)(2dl!    (2/)+l)    (2/J+2) 

rf— p 
?{|2, 

2=<«(2rf)!    (2J5+I) 


18) 


il=i    p—o 


und 


^.fffiß)  dl^  =  m'/ia+[i  +  {]  w)  +  '-f /;«+  [e  +  ^l  «'i  + 


,    ''•^  "^   -i  ''-''»r-P+'   etil  32,  ...  (2rf-3i2}  .='«-,      .  ,    ,  , 


+  22  — zMi-PHzdJn^+i]{zp  +  z) — /(«  +  L^  +  1U') 

d=i  p=o 


19) 


Die  Werthe  der  auftretenden  Integrationsconstanten  bestimmen  sich  leicht  aus: 

und  würden  gebraucht  werden,  wenn  man  auf  dreifache  Integrale  übergeht,  die 
ich  jedoch  hier  nicht  mehr  zur  Untersuchung  aufgenommen  habe,  da  dieselben  in 
der  praktischen  Anwendung  wohl  kaum  je  gebraucht  werden.     Man  kann  demnach 

Oppolzer.  BAhnbeslimmungeii    11  * 


T  2 


r  2 


ÖO      

ilicM'   ImcjjiiiliiiiiMtiiislMiitrn  vorerst  ^aii/    ausser  Aelil    lassen,    ila    «ler    spater  noth- 
weiulifjo  Ucbergaii^  auf  bestimmte  Integrale  dieselben  verschwinden  macht. 

Geht  man  sofort  auf  bestimmte  Grenzen  über,  so  em])fiehlt  es  sich,  für 
w  die  Grenzen  —\  und  +  1,  anzunehmen:  unter  dieser  Voraussetzung  verwandelt  sich 
die  Gleichung   i8)   in  : 

'     ///■/)  (II-  =  •f{a  +  itv)  ArZi  JL  i-^i[zd-x) !  2>(2;,4-i!        V  ^«-*-*«^J 

n+U~i]w  20) 

+  ^  ^    2.d(2rf)!(z;>+I)  J[0-\-iW, 

Wendet  man  auf  diesen  Ausdruck  die  Keductionsformel  20     pag.  12)   an,   indem  für 
das  letzte  Glied  gesetzt  wird : 


SO  erhält  man  sogleich: 


(I+|t+2)"'  d=rp=d     ,  ._         '.  ''-y, 


i]''-i'ii—zd]  C{z\  4-,  ....  izd—zY^ 


2d-l 


I       ri'^T.    )7..         ,^        ,    ■    \     t     •'C  VT  l — ■)          • — ="'    CW  2-,  4-,  ....  i2(^— 2 -}    ^,         .    ,  , 

^  jJ/^/)e^/^  =  /l«  +  *t«)  +^^ 23<^(2rf) .  (2,,+.) ^ ^/^«+""i     ^'1 

(/4-l^— -il"^  ^ 

Vergleicht  man  die  Ausdrücke  211  und  7)  (pag.  34)  so  findet  sich,  dass  die  nume- 
rischen Werthe,  mit  denen  die  Differenzwerthe  in  den  beiderseitigen  Formeln  multi- 
plicirt  sind,  identisch  sind  bis  auf  den  Factor  (i — id).  Die  zu  gleichen  <;?  gehörigen 
Factoren  werden  daher  aus  den  für  2 1 )  erhaltenen  Werthen  gefunden ,  wenn  man 
dieselben  einfach  mit  dem  Factor  (1  —  zd]  multiplizirt.  Die  ßechmmg  dieser  Coef- 
ficienten  wird  mit  Hilfe  dieser  Bemerkung  sehr  einfach,  doch  erwähne  ich  gleich 
hier,  dass  die  unten  mitgetheilten  Coefficienten  zur  Controle  auch  nach  der  obigen 
Formel  20)  berechnet  wurden. 

Ehe  ich  an  die  weitere  Transformation  von  21)  gehe,  will  ich  die  Gleichung  ig) 
ähnlichen  Reductionen  unterziehen  und  die  Entwicklungen  für  dieselbe  auf  denselben 
Standpunkt  bringen.  Setzt  man  in  Gl.  19)  (pag.  4g)  die  Grenzen  — \  und  +^  für 
m  ein,   so  findet  sich  sofort : 

»A/  d=i   p=i 

u+»  w 

''^  P=^  (-l)0-P  C{7l^  42....  '^d-z]i)    /f-\  p  ,   ,,     . 
+  ^^ 2.^(2rf;l.2;,+.) /(«+[^+^i«'J 

Zur   Zusammenziehung   dieses   Ausdruckes    wende    ich  die    Gleichung  18;     pag.  \2\ 
an.     Ersetzt  man  das  letzte  Glied  nach  derselben,  so  resultirt  sofort: 
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,r+|.+i|H  j^^  j^  ,l-p 

a+.V  rf-.      ;.-.  22) 

womit  leicht  die  Coefficienten  für  die  Doppelintegrale  berechnet  werden  können. 
Es  zeigt  sich  nach  diesen  Formeln  kein  so  einfacher  Zusammenhang  zwischen  den 
( 'oefficienten  der  einfachen  und  Doppelintegrale  und  doch  besteht  ein  solcher,  der 
sehr  zweckmässig  zur  (.'ontrole  der  numerischen  Entwicklungen  benutzt  werden  kann. 
Gebraucht  man  nämlich  die  Gleichung  12    ;pag.  10) .   und  beachtet,  dass  in  derselben 

ö=(d — 1)  geschrieben  ist,  so  erhält  man  für  den  CJoefficienten  von  _/"(«+ [«'  +  ^1  w) 
sofort : 

p=d  il^p  p=il  ,1^1, 

y '— 1)''-^  z  {2rf— 1)   C.'{  1-',  3-', ...  (2(^—3)-'}  ^  _    y»  (— 1)''-^  (2rf— 1)   C{i-^.3-',...(2(/— i)ä } 
^  2'ä;zd]\  [zp  +  i]  [zp  —  i)  ""■         ^  2!"*(2rf)  !  (2p+i: 

_  ''yf  ,      ,,f)-p  i'i-nC{7,i-- l2J-i;2} 

^      ^  '  \     2     /       2'<' '2  (T)  !    (2«  +  l) 

Die  rechts  stehenden  ( 'oefficienten  sind  aber  völlig  identiscli  mit  jenen,  welche  l)ei  den 
einfachen  Integralen  geftmden  wurden;  bezeichnet  man  demnach  einen  Coefticienten 
der  vorgelegten    Reihe  mit    A'|,'     so  besteht  die  Relation  für  ein  bestimmtes  (/: 

welche  Gleichung  zweckmässig  zur  Controle  benützt  werden  kann  und  auch  be- 
nützt wurde. 

Heachtet  man.   ähnlich  wie  bei  dem  einfachen   Integrale,   dass  ist: 

,,+|,+il„           ..^'+'-^"                /••/■"+-"  ^^"+1*+^'"' 

IJfI]dl'  =  JJf'f)df'  +  ]]/{!)<'/'  + +JJf^'^^' 

lJ/{i)<m  =  fff{ii<fi'  4-  ///'/ '"'  + +///'^' '^P 

'   'ri  '  'n  '  'it+ii  a+|i— i|i( 

und  erinnert  sich  der  Relation  5)    'pag.  5).   so  kann  man  aus  21 1   und  22)   ableiten: 

""■-"  23; 

J  i  ^    ,^ä       '  2='i    2rf)!    ,'2«  +  ll  J     •  -^ 


,7:.//./    ^   '/''  =  "f[a  +  7W    +2^  Z  '  2^^f2rf)!;2;,  +  .){2;,-.r/   «  +'"' 


-        _^.ä-p  2(2d-»)     C{  l^^-,...^.  »-:>;-  f   ^  ^^     ,      -^^ 

24] 

I   1  2d — 2 

^  /•'«! 

2=«'    (2(/j  1    (2^4-  l)  [zp 1) 


/t«)—  ^^         ^  2=rf    i2</jl    (2p4-l)(2p  — I)         -'    ^ " 


Die  Ausmittlung  der  Doppelintegrale  in  Bezug  auf  die  gewählten  Grenzen  erscheint 
somit  bestimmt,  sobald  die  2"'  summirte  Reihe  gebildet  ist.  Um  aber  diese  zu  er- 
halten,  niuss  eine  Anfangsconstante  zur  Bildung    der    ersten    und    eine   weitere   An- 
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tauuscoiistiiiitc  zur  lüldiniu;  dcv  zwintcii  suininiitcii  licihc  iiiii^ciioimiicii  sein,  so  dass 
in  der  'l'liiit,  wie  es  die  allfj:ememe  Forderung  eines  I)o])])olintef^rales  mit  sich  bringt, 
zwei  willkürliclic  Consliinten  in  dem  l'vfddenie  anftveten.  deren  Uestimmung  aber  nur 
durch  an(hu-\veitigc  liedingungen  (U's  l'rol)lems  vorgenommen  werden  kann.  Diese 
Mestinuuung  wird  gewöhnlich  (Uxdnrch  geleistet  werden  können,  dass  das  vorgelegte 
Doppelintegral  die  Eigenschaft  haben  muss .  für  einen  bestimmten  Argumentwerth 
einen  f;ewiss(>n  Werth  zu  ergeben,  und  dass  das  zugehörige  einfache  Integral  eben- 
falls einer  solchen  liedingmig  genügen  muss.  Bei  den  astronomischen  Rechnungen 
in  der  Stönnigstheorie  wird  es  sich  wohl  meistens  empfehlen,  der  liedingung  zu 
genügen,  dass  sowohl  das  einfache  als  auch  das  doppelte  Integral  für  die  untere  Grenze 
verschwindet.     Diese  Annahme  soll  nun  weiter  verfolgt  werden. 

Nimmt  man  die  Formel  23)  (pag.  51)  vor,  so  wird  zunächst  die  liedingung.   dass 
das  Do])pelintegral   für   die  Grenze   [a — 1  ?/;)   verschwindet,   ausgedrückt  sein  (hirch : 

dass  aber  das  einfache  Integral  für   dieselbe  Grenze   verschwindet,    nach  Foniiel  7) 
pag.    34    d(?s  vorliegenden  Paragraphen : 

d  =  i    p=t 

Genügen  die  Anfangsconstanten  der  summirten  Reihe  diesen  Bedingmigen .  so  ist 
die  gestellte  Forderung  erfüllt.  In  der  That  gibt  die  Formel  26)  unmittelbar  jenen 
Werth  an ,  den  man  an  der  betreffenden  Stelle  in  das  .Summationsschema  einzu- 
tragen hat,  um  die  erste  summirte  Reihe  bilden  zu  können.  Die  Formel  25  da- 
gegen ents])richt  nur  einem  arithmetischen  Mittel  zweier  Werthe,  nämlich  von 
'!/'(« —  w]  und  "f{a);  da  aber  '/[a — J  w;  durch  26I  gegeben  ist.  so  kann  man  ohne 
Schwierigkeit  berechnen : 

oder     "f{a  —  w) 

welche  beiden  Formeln  nach  Belieben  gewählt  werden  können.  Wenn  sich  auch 
gegen  diese  Art  der  IJestimmung  der  Anfangsconstante  nichts  einwenden  lässt,  so 
zieht  man  es,  soweit  mir  der  Gebrauch  bekannt  ist,  vor,  eine  unmittelbare  Bestira- 
iiuiiig  der  Anfangsconstante  "fUi — «:)  oder  'Ifa)  zu  erlangen.  Schreibt  man  in  den 
Formeln  25 1.   26)  : 

2d 2  2rf — 7  ld 2 

/(«  —  !«;)=  ifa  —  w   +  y[a. 

2(i — I  2£Z — 2  2  t/ — 2 

f[a-^,v)  =f[a)  -f[a-w] 

und  beachtet .  dass  je  nachdem  die  erste  oder  zweite  der  Formeln  27;  verwendet 
wird     der  letztere  Werth  mit  plus  oder  miims  1   multiplicirt  werden  muss,    so  findet 

die  Werthe  aus  25I   und  26)   einsetzt: 
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,,,.,                      VT  VT    (-it''-J'  C{z'^,^\  ...  {zd—zyi}  ,  ,,  '!',-'       ,    ,     ,/,''t». 

"J  [u  -  w;;     =  ^  ^    Jizrf;.  (z»+.)  {  ('^-^  -'  J{a-w)+dJ  («)  } 

Man  kann  also  die  Anfaugsconstanten  "f{a)  und  "f[a  —  w)  ohne  Schwierigkeit  nach 
28)  evmittehi.  Zur  Oontvole  kann  man  nach  26I  berechnen  y(o  —  J  w)  .  wobei  die 
Kelatiini  bestehen  muss : 

•f{a-\w]  =  '/(«)  -    "f(a  —  w, 
Hiermit  erscheint  die  Hestimmung  der  Integrationsconstanten  für  die  Grenze  — J  er- 
ledigt und  es  soll  nun  die  analoge  lipstimraung  für  die  Grenze  o  vorgenommen  wer- 
den,  d.   h.    die  (Jonstanton    sind    so    zu  bestimmen,    dass  das  einfache  und  doppelte 
Integral  für  diese  Grenze  verschwindet. 

Die  Hedingung.    dass  das    einfache    Integral    für   die  Grenze  o   verschwindet, 
ist  nach  Formel   10)    (pag.   34)   ausgedrückt  durch: 

,..,         ,     ,  i   i.f(  >     ,    ''vT^'vT   (— i)''--^  c'{i2, 32,  ...(2rf— nM    „"/''r'] 


../(«)  _  _  -  V  y  l_M-v  2(2</^.)   C{.<3V-M-3)''?    J.'-^ 


I 


29) 

dieselbe  Bedingung  für  das  Doppelintegral  ergibt   aus  24 1    (pag.  51): 

,</_j,  2(2rf— I)   CfiCjä,  ...(ztZ-s)"} 

Da  die  beiden  hierdurch  bestimmten  Werthe  im  Summationsschema  auftreten .  so 
können  dieselben  ohne  weitere  Transformation  zur  Iiildung  der  ersten  und  zweiten 
summirten  Keihe  verwendet  werden  und  es  ist  die  gestellte  Aufgabe  hiermit  erledigt. 
Hezeichnet  man  die  Coefficienten .  mit  denen  die  Differenzwerthe  verbunden 
sind  in  der  Formel  23)  (pag.  51)  mit  P,  in  der  Formel  24)  (pag.  51)  mit  Q.  und  er- 
theilt  diesen  Huchstaben,  wie  dies  bei  den  einfachen  Integralen  (nach  pag.  35)  geschehen 
ist,  zwei  Index ,  wo  der  obere  auf  den  Differenzwerth.  der  untere  auf  die  Ordnung 
der  Integration  hinweist ,  welch  letzterer  Index  also  in  diesem  Fall  gleich  2  ist  .  so 
wird  man  die  folgenden  4  Formelsysteme  für  die('ombinationen  der  eben  abgehandelten 
Grenzen  haben : 

Grenzen  :  u  —  \  v  und  a-^[i-\- 1]  iv 
w'i'lf'.a'  =w-i{I\^fla-ir)+P^-^[2f"  («—«')  +f"a]  +  Pi->[if"{a—w)  +  2f"'[a]]  +  ...} 
w'[f\u-\w)  =  —?*'••' {P, '/'(«— Jw)  +  7-',y"(a— ^?<')  -I-  P^^f'[a—^w)  +  } 

fffl)  dP  =  W-'  [nf  a  +  [i+^]w]  +  P.ff[a  -I-  [i+{]w]  +  P.y  ia+\i+^w^  +  ■••  } 

« — \v 

Grenzen  :   a  und  a  -f-  iw 

w^"f[a]  =  -  w^  {  Qi^'/ia]  +  Q-,^/"  la)  +  Qj*/"'  («'  +•••■} 

«'■■'  /(«—!'*)  =  —  '<''  {'/(«)     +  QiV'  («)  +  Qi'/"'  "'  +  (^<'.P '")  +  ■•■ } 

<■+'■«  Bu) 

jjfil  (in  =  ivi  C/fa-f-w)  +  Q.,"/  a+hr''  +  Qo\f"  {a-\-ric)  +  Q-,*/''  [a+itv';  +  ....  ) 
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Grenzen:   a  —  ^w  und  a -\-iv 
w-i  '/(a — \w)  =  —  ?/'2  {  Py^f'[u—{w)  +  lYf'"\a—W]  -\-  P,^f'[a—^w,  +  ....  } 

n+i«.  *-•") 

fff{l]dn  =  v'-  {'/(«+/?/•;  4-  <l,''f[a  +  iw]  +  Q?f"  («4-'>:  +  } 


Civenzcn  :   a  und  a  -j-  [i-\-\\v: 
■,„1  '•/(a)  =  —  v^i  {  Qo^f{a)  +  Q.,y"  (r/    +  »a,«/"  («)  +  .  .  .  .   } 

«'••!  /(«— Jw)  =  —  w'2  {     J/'//)  4-  Q,'/'  '«)  +  Q,y"(«!  +  .  .  .  .  } 

"+r'+üi" 


Die  numerischen  Werthe  der  hier  auftretenden  P-  und  (^-(^oefficienten  sind,  wie 
früher  die  bei  der  einfachen  Integration  vorkommenden  Werthe ,  in  der  hinten  an- 
geführten Tafel  \  aufgenommen ;  in  derselben  ist.  indem  ich  die  mit  dem  Index  i 
unten  versehenen  IJuclistaben  (vergl.  pag.  35)   noch  einmal  anführe,   gesetzt  worden: 


(— 1)''--''    C{  2-'.  4-,  ••■  (2rf— »)-  } 


Jl=l 

Z^ll  (2(7)  !    [2p-\-l] 

2' 

u—p 

(— I)''--^     C{l2,3-i,....(2rf— 1)2} 

2«i(2rf)!    [Zp  +  1] 

,,=,i 
^ 
?'=' 

d-p 
{—if-P  [I-Zd]     C{  23,  4'^,   ...    (2«i-2)2  } 

2'd[2d)\    (2^  +  1) 

p=d 

[—!)''-■'' 2(2rf—l)    C{l2,  3-,   •••   M— 3)-} 

Die  bisher  entwickelten  Formeln  sind  an  specielle  Grenzen  gebiniden.  Es 
kann  aber  unter  Umständen  erwünscht  sein,  von  denselben  abzugehen,  wiewohl  dies 
selten  genng  der  Fall  sein  wird ;  ich  setze  wie  bei  den  einfachen  Integralen  voraus, 
dass  nur  ein  specieller  Werth  nöthig  ist .  und  hierbei  die  Herstellung  einer  vollstän- 
digen Integraltafel  nicht  beabsichtigt  wird. 

Um  wieder  eine  möglichst  rasche  Convergenz  herzustellen,  wird  man  w  und  m 
stets  kleiner  als  |  annehmen  müssen  inid  die  15enützung  der  Formeln  18)  und  iq 
(pag.  45)  wird  sofort  das  gewünschte  Ziel  erreichen  lassen.  Die  Anwendung  dieser 
Formeln  wird  jedoch  sehr  beschwerlich  sein  und  man  würde  jedenfalls,  wenn  sich 
nicht  andere  Hilfsmittel  beschaffen  liessen,  wesentlich  an  Zeit  ersparen,  wenn  man  in 
der  Nähe  der  geforderten  Grenze  durch  alternirende  Anwendung  der  Gleichungen 
A,t)  und  B,t)  (pag.  53  sich  kleine  Integraltafeln  herstellen  würde,  nach  denen  man 
den  Werth  des  Integrales  für  die  obere  mid  luitere  Grenze  mit  Hilfe  der  Inter- 
polation ermitteln  könnte.  Hierbei  wäre  nur  zu  beachten .  dass  die  Berücksich- 
tigung der  IJedingungen  für  das  einfache  Integral  noch  einer  besonderen  Aufmerk- 
samkeit bedarf.  Es  wird  sich  aber  die  vorgelegte  ,\ufgabe  durch  Transformation  und 
Herstellung  von  allgemeinen  Hilfstafeln    in  bequemerer  Weise  lösen  lassen. 

Es  soll  zunächst  die  willkürliche  Grenze  so  gelegen   gedacht    sein .    dass   die 
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Wahl  von  n  vortheilhaft  ist,  ali-o  diese  Grenze  naher  an  einen  Ar^umentwerth  zu 
liegen  kommt  als  J  w.  Integrirl  man  die  Gleichung  5„)  bis  zum  Argumentwerthe 
und  legt  die  wegen  n  nöthige  Correction  hinzu,   so  erhalt  man: 

Jlj'f[))  iin  ^  v-i  {  J[a  +  iic,  +  Q.,»fa+iw)  +  Q.^\f"  a  +  tic)  + )  + 

WO  J2  eine  willkürliche  Integrationsconstante  ist,  die  nach  Einsetzung  der  unteren 
Grenze  verschwindet  und  vorerst  ausser  Acht  gelassen  werden  kann.     Multiplicirt  man 

die  Gleichung  i6j  (pag.  2b]  links  mit  — j,  rechts  mit  dn-  und  integrirt  zweimal,  so  er- 
hält man : 

-l  fffill  dP  =   [^f^a+iw]   +  — ,^   {/'    a+m,  +  A^/-  -a+iw}  +  ....] 

+  -T^  </"  «+"'■)  +  ^^^y"  \a+iwi  +  ....}  33) 
+  rilW  {/'"(«+»■«')  +  N.^r  {a+iic) +  ....} 

+   

+  «/,+/,] 

wo  J^  und  J2  die  durch  die  Uoppelintegration  auftretenden  Constanten  sind.  J^  zu 
hestimmen.  ist  nicht  nöthig ,  da  es  nach  Einsetzen  der  Grenzen  wegfallt ;  ./,  aber 
nniss  >)erücksichtigt  werden.  Es  ist  aber  offenbar,  wenn  man  das  Kesiiltat  der  ersten 
Integration  ins  Auge  fasst   (pag.   32) : 

a+itv 

/,  :=   if[aJr\i  +  n]w)  dl 
oder  mit  Berücksichtigung  der  Formel  B,)    'pag.   35:  : 

/,  =  'fa  +  iu-i  +  Q,\p{u-\-iw)  +  Qi\f"' (a  +  iw,  +  Q,-'/^  (a  +  iwi  -\-  .... 
Setzt  man  in  33)   die  Grenzen  u  inid  o,   sowie  Ji  ein,   so  findet  sich; 


2I 


+  77-/,« -(-«'«) 


+  n/'  (a  +  iwi  JQ,"  +     ^    } 


+  «*/""  ,a-{-iw]  1     —j-    / 


4! 


+  .... 
Führt  man  diesen  Werth  in  32)   ein  und  beachtet,   dass /,  durch  die  Einführung  der 
Grenzen  verschwindet,  so  erhält  man  das  Doppelintegral  für  die  Grenze  («+  ii  +  fi]w)  : 
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(7+|i4-n|t'' 


l^l'/[l)(m  =  w'i\"f{a+i}r, 


+  /    [a  +  irr]    {    Q,"  +  ^'    ] 

+  tvhi  I  /ia  +  twj  +/■    'a+iiv]    \  Q,>  +  '-^    j 

Das  vorstehende  Doppelintegral  lässt  sich  daher  leicht  in  die  folgende  Form  bringen  : 


ii+|i+)i|ii' 


+ÜC]   +  ..,.+ 


fff[l],lP  =  tv^-      "f{u+iw)  +  g/'l«)/   («+«"•)  +  Qi^Mf"  {a+iw)  +  Q2*(n]f'y{n 

+  „!  [flu+iu-]  +  Q-,U>']f'  iu+iic)  +  Q2^ln]f>"{a+iw]  +  Q2^ {)i)fy  Ui+ür)  + 
wo  die  hier  auftretenden  Coöfficienten  die  nachstehende  Bedeutung  haben : 


...}] 


34a) 


Q^»{,>)  =  Q^"  + 


2! 


Q,6  («)   =  Q2«  +  ^  iVi'>  +    ^,   iY4«  +   ^ 
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Diese  Coefficienten  finden  sich  in  der  Tafel  Vlll.  Zu  der  Formel  34)  wäre  nur  zu 
bemerken,  dass  die  Integrationsconstante  fortgelassen  wurde,  weil  die  Annahme  ge- 
macht ist,  dass  bestimmte  Bedingungen  für  die  imterc  Integrationsgreuze  gelten,  die 
bereits  durch  die  Einführung  der  ersten  Summationsconstautcn  "/(«,  und  '/"(« —  J«- 
erfüllt  sind.  Es  giljt  somit  die  Formel  34)  den  vollständigen  Werth  des  Doppel- 
integrales xinter  den  eben  angeführten  \'oraussetzungen. 


Durch  die  bisherigen  Erörtevuiiu;oii  ist  für  die  Fälle  vorgesorgt,  wo  das  Inte- 
gral für  die  sp(!ciellen  Grenzen  n  oder  a — \w  verschwindet;  es  stdl  jetzt  die  Be- 
stimmnng  der  Anfangsconstanten ,  "f[a)  und  ^f[a — 4  w)  ,  vorgenonnnen  werden, 
wenn  der  IJediugung  genügt  werden  soll,  dass  das  einfache  und  doppelte 
Integral  für  eine  willkürliche  initere  (jirenze  verschwindet,  wohei  vorerst  nur  die 
Beschränkung  statt  hat,  dass  die  Wahl  von  «<[  möglich  ist;  die  Bestimmung  der 
Anfangsconstante  'f[a — ^w)  für  diese  Bedingung  hietet  die  Formel  H,]  (pag.  43), 
Denkt  man  sich  für  "f[(i)  vorerst  Null  geschrieheu,  so  gibt  die  Gleichung  vt«')?  *i*if 
die  betreffende  Anfangsconstante  angewendet,  einen  Werth  für  das  Doppelintegral, 
der  von  Null  verschieden  ist.  Derselbe,  mit  umgekehrten  Zeichen  angewandt,  gibt 
aber  den  Werth  dieser  (Jonstante;   mau  hat  also: 


W--  "/ ;«)  =  —  !«2  [  { Qj"  Mfiaj  +  Qfi  [H]f'<  («)  4-  QiV' '«)  + 
+  "  {  '/{"]  +  Q-i'  («)/'  (")  +  Qi*  («)/■'■  ia)  +....}] 


} 


34b) 


womit  die  gestellte  Aufgabe  gelöst  erscheint. 

Ist  die  willkürliche  Grenze  so  gelegen,   dass  sie  dem  Mittel  zweier  Argumente 
näher  ist,   so  hat  man  w^'-  und  ähnlich   wie  vorher: 

a  +  U+i+'x]"- 

jjf [i] cm  =  w'-  [ '/ [a 4- f/+ii «-^  +  P2"/ >  +  [«+^1  «'•;  +  ^2 V"  ("  +  ['+i]H  +  -■■{  + 

+  fff.l)<^l-  36) 

wobei  die  Integrationsconstante  fortgelassen  ist.     Multiplicirt  man  die  Gleichung  17) 
(pag.    27)     Uuks    mit    '.,".   rechts  mit  dm''-  inid  integvirt  /weiuuil.    so  erhält  man: 


\ 


i-2-3-4r 


■] 


37] 


+  .... 

+  ,«(./■),  +  [.Tri 

Es  wird  wieder  die  Bestimmung  der  Integrationsconstante   [J  ,    nothwendig  werden ; 
man  wird  dafür  mit  Rücksicht  auf  Gl.  4)    (pag.  32)   und  A,]    (pag.  35)   finden: 

Setzt  man  diesen  Werth,  sowie  die  Grenzen  m  und  o  in  37)  ein,  so  erhält  man  statt  36)  : 

n+li+^+mlir 
Oppolzer,  Bahnbestimmungen,  n. 
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+ 


mit  Hilfe  Avolches  Ausdnickes  sich  der  Wcitli  des  1  )n])])f'liiitpgvalps  36'    auf  folgende 
Gestalt   bringen  lässt : 

"+1'  +  '+'"!" 
Uf[l)  dP  =  w-i  \"f{a+  [i+\]w)  +  P/  {m)f[a  +  [/+  ^]w]  +  P,2  i^f  [a  +  [i  +  ^]w] 

+  Pv-  'm)f"'  la  +  i>-+  |]?f)  +  •  •  •  ■  j ]       38^ 

wo  die  hier  vorkümmenden  Coefficienten  P.^'^  (m\  P-^im)    P-i^'[m).   P-^[m)  

durch  nachstehende  Ausdrücke  definirt  sind : 


P^o  <m\  =  P^"  + 


2! 


Po'^f 


0-!/« 


P.^  +  ^i»/o^  +  f^ 


p,4  !„,)  =  Pj4  +  "':  jf^4  +.!!!!  ^4  4_ 


4! 


TT 


P^i  (?m1 


P  1  -4-  — 


»/iß 


39) 


Die  in  der  Formel  38)  auftretenden  (Coefficienten  sind  wie  die  vorhergehenden  von 
Herrn  F.  K.  Ginzel  berechnet  und  in  der  Tafel  IX  aufgenommen,  es  bietet  daher 
keine  Schwierigkeit,  mit  denselben  das  Doppelintegral  für  eine  willkürliche  Grenze 
zu  berechnen.  Die  Integrationsconstanten  sind  wieder  wie  früher  fortgelassen,  weil 
die  Annahme  gemacht  ist .  dass  bestimmte  Bedingungen  für  die  untere  Grenze 
gelten,  die  bereits  durch  die  Einfühnnig  der  ersten  Summationsconstanten  'Ifla  und 
'f[a — !'/•)  erfüllt  sind;  es  gibt  demnach  die  Formel  38'  den  vollständigen  Werth 
des  Doppelintegrales. 

Soll  das  Doppelintegral  für  eine  willkürliche  Grenze  verschwinden .  für  die 
m<^±\  gewählt  werden  kann,  was  in  Verbindung  mit  der  Formel  341»'  die  Mög- 
lichkeit an  die  Hand  gibt,  die  Lage  der  untern  Grenze  ganz  willkürlich  annehmen 
zu  dürfen,   so  erhält  mau  durch  ähnliche  Schlüsse  wie  früher  die  Eelation  : 

w^"/{a—iyw)  =  —  iMPoOmfa—^v'  +  P^Vni)f"a—\%c'  -\- P,*  „1  /"■  d—^ir]  + 

+  m  jy^fl— |w   +  Pji  lm)ß  [a—^w   +  P-i^hn /"<  a—*tc  + j  1    40) 


.G„) 


( 
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Hierbei  hat  man  sich  zu  erinnern,   dass  ist: 

Die  für  die  üoppelintegrale  gestellte  Aufgabe  erscheint  hiermit  erledigt  und  es 
erübrigt  nur  noch,    die  Formeln  zusammenzutragen  und  durch  lieispicle  zu  erläutern. 

Man  hat  für  den  Werth  des  Duppelintegrales  für  die  willkürliche  obere 
Grenze  die  Formeln : 

«  <  ±  i 

,,"  +  ['  +«1«' 

JjßlldP=w'^\"f(a+iw;  +  Q2»[n]f{a+nc)  +  Q.i'in)/"  {a+i'w)  +  Q2*[n\/"  [ci+iw ,  +  .... 
-\-u\lf{a  +  iw)  +  Qj '(/*)/' (o  +  «zc    +  Q^^  in  f"  [a  +  iw]  +  ....    {1 

+  Pi*  Hf"  {a+[i-\-  \]wi  -+  ....  +  mj  •fia  +  [iM>]  +  P^i  [m]/'  (a+\i+^]w] 

+  IY{mJ'"{a  +  \_i  +  {],c]  +  ....    jj 

Für  die  untern  Grenzen  wird  man  haben,  wenn  an  diese  die  Hedingung 
geknüpft  ist,    dass  das  einfache   und    doppelte  Integral   für  dieselben    verschwindet: 

fi+nw  a+nw 

n<±l,  Jf[l]  dl  =  fffil,  dP  =  o 

+  n^\U"[")  +  Q,^i»/"(«]  4-  Qi« («)/"(«;  +  I] 

+  n\'f[a-W    +  lf["    +  ^^2' («]/■(«)  +  Q2' (")/■"  l«)   +  j] 


a  —  'i  w^ntic  (I—  5  'f + mw 

■  ^  <  ±  I ,        Jfil)  dl  =  ^(/;  cm  =  o 

■  ,  «,2 y- {a—^w)  =  —  «'2 1  P, ' (m)/' («— ^ «•  +PiHn> If'" {a—ijo)  +  P, ^ (m)/^'  «—^w  +  . . . . 
'  +m\f[a-  V<')  +  P,  ^  i'»i/"  («— V''')  +  ^1 '  '«)/"  l«— 5 "•)  +  ••••  j  ] 
ft           M)2  '/(«— i«o)  =  -  w^FPi"  [mj/ia—^icj  +  Pj^'w)/"  (rt— V«;  +  P2*  l"»!/'"  l«— ^w  +. . . 

Die   Q,-Coefficienten  finden  sich  in  Tafel  VI, 
»      P, 

»      Q2  " 


Hu] 


P-L 


» 

» 

» 

VII, 

n 

» 

)) 

VIII, 

» 

)) 

n 

IX. 

8» 
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Nehmen  wir  zur  Erläuterung  der  im  Vorhergehenden  entwickelten  Formeln 
das  auf  ]iag.  43  angeführte  Eratü-15eispiel  vor,  in  dem  bereits  die  zweite  sum- 
inirte  Reihe  gebildet  ist.  Wir  wollen  z\icrst  durch  die  Anwendung  der  Formel  A„] 
(l'^K-  53J  eine  Integrallafel  für  das  Doppelintcgral  zwistdien  den  (jlrenzen  1872  Oct.  17 
l)is  1873  Mai  5  herstellen.  Hei  dicseni  und  den  folgenden  Beispielen  ist  wie  oben 
die  Zeitciidicil   lo'l'age  gewälilt,  so  dnss  ;/'  der  Einheit  gleich  zu  setzen  ist.    Man  erhält : 

1872ÜCI.  17,  1872NUV.  26,      1873  Jan.  5,     i873Fel).i4,      !873Mz.  z6,  i873Mai5 

'•f{a-t-[i+l\tr)    —260062.535  —237488.885  — 211912.555   —185331  385  —159248.140  —134686.075 

Po\f       ia+l'+i]'")    —       225-810  —       125.112  —         41.868   +         20.747  +         63.382  +         88.935 

P-?f"    (a+(»+^]"')    +           »■928  +           3-709  +           4.383  +           4.246  +           3-630  +           2.819 

P2V"'    («+[»+^1«')    +           0.255  +           0.237   +           o.  174  +           0.102  +           0.042  o 

■^2*/"    (ö"l"['+Sl'<')     +              0.019  +              0.010    -|-              0.002    —              0.003    —              O  004  —              0.004 

■p2*./'^'"'("  +  ['+'il"')    +           0.001                          o  —           0.001   —           0.001                        o  o 

— 260286.14  — 237610.04     — 211949. 86     — 185306.29     — 159181  09  — 134594.32 

Bestimmt  man  nach  der  Formel  B]i)    (pag.  53)   den  Werth   des  Doppelintegrales  zwi- 
schen den  Grenzen   1872  Sept.  27  bis   1873  Mai  25,   so  wird  sich  ergeben:. 

i872Sept.27,    i872Nov.6,    i872Dec.i6,    i873J;in.25,     1873MZ.6,    i873Ai)r.i5,      i873Mai25 
"/    («+'"')  — 270318.660  — 249806.410  — 225171.360  — 198653.750  — 172009.020  —  146487.260  —  122884,890 
Q'i'.f    (a+"ü)  +       559.672+       343-567+       156.880+  10593—         93-581—        159.941—        195-789 

W'/"  ("+"") —  0.344 —  I-471  —  2.020 —  2,105 —  1.890 —  1.526 —  1.126 

Q-//"("+'"')  —  0.067  —  0.071  —  0.057    -  0.037  —  0.018  —  0.004  +  0.004 

Qjß/'v'la+iM')  —  0.004  —  0.003  —  o.ooi  o  +  o.ooi  +  o.ooi  +  0.001 

— 269759.40    —249464.39    — 225016.56    — 198645.30     — 172104.51     — 146648.73    — 123081.80 

Man  ist  nun  in  der  Lage,  diu'ch  Vereinigung  der  vorstehenden  Werthe  die  unten 
folgende  Intograltafel  herzustellen,  aus  der  man  den  Werth  des  Integrales  für  eine  be- 
liebige, innerhalb  der  Ausdehnung  der  Tafel  gelegene  Grenze  durch  Interpolation 
llestimmen  kann .  Den  Werth  des  Integrales  für  eine  solche  beliebige  Grenze  auf  dem 
eben  gezeigten  Wege  zu  erlangen,  wäre  indess  sehr  umständlich  und  es  wird  deslialb 
die  Formel   Cr,,)   zu   diesem  Zwecke  durch  passende  Beispiele  später  erläutert  werden. 

%  /■  /■'  /■■'  /'"  .P        P' 

1872  Sept.  27  —  269759.40 

+  9473.26 
»      Oct.     17—260286.14  +    1348.49 

+  10821.75  —315.89 

»      Nov.     6  —  249464.39  +   1032.60  -+22.42 

,  ,  +11854-35    ,  — 29347    ,  A  +5-'4 

»  »      26  —  237610.04  +  739.13  ^  +27.56  —2.15 

+  12593.48  — 265.91  +2.99 

»      Dec.    16  —  225016.56  +  473-22  ,  +  30-55    ,  — 1-59 

Q        1  ^^+13066.70  _,— 235-36    ,  +1-40 

1873  Jan.       5  —  211949.86  +  237.86  +31-95  —1.62 

+  13304.56  — 203.41  — 0.22 

»  «       25  —  198645.30  +       34.45  ,^+31-73  o~°-96 

+  13339.01  — 171.68  —1.18 

»     Febr.     14—185306.29  —      137.23  +  3ü-55  —0-94 

+13201.78  — 141-13  — 2.12 

»    März       6  —  172104.51  —     278.36  +28.43  — 0.50 

+  12923.42  — 112.70  — 2.62 

»       ..         26  —  159181.09  —     391.06  +25.81  OA— °-2-+ 

.      .,  +12532.36  —    86.8g  — 2.86 

»    Aprd     15-146648.73  —     477.95  +22.95 

,,  •  +12054.41  —    63.94 

„    Mai  5  —  134594.32  —      541.89 

+  1 1512.52 
»       »  25  —  12 3081 .80 
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Wählt  man  als  obere  Grenze  für  den  Integtalwerth  1873  Jan.  15,  so  können 
hierfür  sowohl  die  erste  als  auch  die  zweite  Formel  6^„i  pag.  59)  mit  gleichem  A'ortheil 
zur  Anwendung  gebracht  werden.  Man  findet  mit  Hilfe  der  ersten,  indem  man 
«  =  —  0.25  setzt: 

d  o  246 

log/(a  +  «w)  2.  104214  2.70359  i„8587  o„384 

log  Q2' (n)  9.059121  7„6o248  6.6984  Sn^Q' 

(l                                      I  3.57 

f^ia  +  iw)                       —1502.765  —    15.565        +37-790       —10.365 

log  f^ia  +  iw)                   3ni7689i  i„i92i5              1-3774                •„024 

log  Qa'^W 8„862827  8.13271              7„450'                6.789 

"/(a-\-iw)  —   198653.750  'fla-{-iwj    4-  26581.170 

Qi^in)/    («  +  «■„,)+            14.566  «2'(«)/'     [a  +  iiv]    4-  109.577 

Q2'H*i)f"  {(i  +  itv)  —             2.023  Q.i^(ti)f"'  {a  +  iw)  —  0.211 

Q'i*  {n)/"''  [a-^itv)  —             0.004  Qi^  {»■]/''    [a-\-iw)  —  o.oii 

^^-198641.2x1  Qi''[»if"'[a  +  iw]  —  o.ooi 

nS^^  —        6672.631  S^^  +  26690.524 


II 


1873  Jan.  15 
'f[l)dP=    —    2053,3.84 


Für   die    Anwendung    der    zweiten   Formel   6'„j     (pag.  59)    ergibt    sich ,     indem    man 
m  ^  +  0.25  setzt: 

d  0246 

f''[a+[i  +  \]ui)  +   1004.840  +  495-075  —  91-730  +  4-565 

log/'' (a+ [«  +  -^]  w)  3.002097          2.69467        i„g625i        0.6594 

logP2''(7«)  8„oi7729         7.70848       7«07825       6.4385 


d 

I 

3 

5 

7 

iog/'*i:«+[«+^]«;) 

3h244386 

1-3128 

I. 5911 

i„i452 

log  P.,^  [m) 

8.716699 

7n5254 

6.6274 

5«8236 

"/[a+[i+\]io]  —  21 1912.555                    y'(«+[«  +  il«'i   =  +  26517.610 

A»!»«)/    [a+{i+\]w)  —  10.467  Pi'imjf'  {a+[i-\-^]u-:  —        91.429 

P^2[m)f"{a+[i+^]to]  +  2.530  P^Hm)f"\a+[i-J,-^]w)  —          0.069 

P^i(m)f"{a  +  [i+^]tv)  +  o.iio  Pi^m]/"  [a-\-[i  +  ^]iv)  +          0.017 

A"  Hf"  [a  +  [i  +  ^]  to,  +  O.OOI  P{  (»«)/■"  (rt+  [«■+  J]  w)  +          O.OOI 

Sg  —  211920.381                                             S^  +  26426.130 

ni,  Sy^  +  6606.532 


// 


1S73  Jan.  15 

\f[l]dV^         =-205313-85 
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J)ie  auf  bcitk"  Artoii  ei)iiiltciicii  Wcrthe  dos  D()])peliiite|s:rales  stimmen  somit  vollständig 
innerhalb  der  Unsiclierlicit  der  Uechimng;  diu  Interpolation  aus  der  obigen  Integral- 
tafel bestätigt  ebenfalls  das  gefundene  IJesiiltat. 

Soll  das  l)opi)elintegral  für  das  Datum  1873  Jan.  21  bestimmt  werden,  so 
wird  man  hierzu  die  erste  Formel  G',,)  (pag.  59)  verwenden  können  inul  n=  —  o.io 
zu  setzen  haben.     Die  Rechnung  stellt  sich  wie  folgt: 

(i                                  0246 
log/(«  +  jw]              2.104214              2.70359  i„8587  o„384 

log  Qi^[n) 8.946125 7»6i935  6.7095  5^901 


d 

I 

3 

5 

7 

f^-a  +  iw) 

—  1502.765 

—   15-565 

+   37- 790 

—   10.565 

\ogff(a  +  iio] 

3«  176891 

i«i92i5 

1-5774 

•«024 

log  Q^"  [n] 

8„9 12045 

8.17612 

7n49i7 

6.830 

"f[a-\-iid]  —  198653.750  ^/[a-'riio)  -\-  26581.170 

Qi'^  {»)/    [a  +  tto]  4-  11.229  Qi^  {")/'  {a-\-iwj  +  122.726 

Q2M'*)/"  («  +  «»»)  —  2.103  Q2 ■'(«)/■"('?  +  «»)  —  0.233 

Q.i^[n)f"{a-\-iiv)  —  0.037  Q2*  («)./"  [a-\-itc]  —  0.117 

Q-i'{n)f"{a-\-iw)  o  Q2'' {»■]/""  [a  +  iw]  —  0.007 


Iß 


Sg      —  198644.661                             .                                                                                S„      4-      26703.539 

)iSt^  —  2670.354 

1873  Jan.  21 

'fij)dP  =  —  201315.01 


welches  Resultat  durch  die  obige  Integraltafel  leicht  bestätigt  werden  kann. 

Für  1873  Jan.  g  muss    die    zweite   Formel   G„)    (pag.  59)    in   Anwendung   ge- 
bracht werden  und  es  ist  m  =  -\-  o.io  zu  setzen: 

d  02  468 

f  {a-\-[{  +  ^]tc)    -f   1004.840  +  495-075   —  91 -730  +  4-565   +  8-465 
log/'*(«-f-[i-t-|]w)           3.002097       2.694671  i„9625       0.6594       0.9276 

log  P2''  im] 8„56427i        7-915576         7n2504       6.5973       5„9533 


d 

1 

3 

5 

7 

/"{a+ii  +  Dw) 

3«244386 

1.3128 

1.5911 

»«1452 

log  P./ im) 

8.636822 

7„48oo 

6.5877 

5„7862 

"/(a-|-[!-|-J]«))  =—  211912.555                                    {fia+ii  +  i]^-)  =-1-26517.610 

P2»('")/       {a  +  [i+i]ic]  —           36.844  P2' {»>]/•    {a+[i  +  i]w]  =—  76.069 

-P2^  (»')/"     (<i+[i+i]u:]  +            4.076  P2^{'>i)f"'{ti  +  [i  +  i]tq  =—  0.062 

Pi*[m]f"     fa  +  [i4-i]jo)  -t-             0.163  P25(„i)/v   („4.  [i  +  ^l,Pl  =4-  o.ois 

P2«[m)f"    {a  +  [i+i]w]  +             0.002  Pi'{m]f™{a  +  [i+ilir)  =+  o.ooi 

P28  (m)/v.n  („4.  [j  4.  i] «,)  -              0.001                                                                      ^^         4-  26441.495 

Sy  —  21 1945. 159 


2644.149 


// 


1873  Jan.  9 
filjdp        =  —    209301.01 


Die  directe  Interpolation  bestätigt  dieses  Resultat. 
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Weitere  Beispiele  zur  Erläuterung  der  Anwendung  der  Q-  und  P-Tafeln  zur 
Berechnung  der  Doppelintegrale  erscheinen  ^^•nhl  nicht  nöthig  und  ich  gehe  daher 
auf  die  Anwendung  der  Formeln  über,  welche  zur  Bestimmung  der  Anfangsconstante 
der  2'"'  summirten  Keihe  dienen,  nachdem  über  die  Anfangsconstante  der  i'*""  sum- 
mirten  Reihe  bereits  früher  Beispiele  durcligeführt  wurden.  Der  Kechiumg  lege  ich 
das  schon  auf  pag.  47  angesetzte  Beispiel  zu  Grunde.  Es  soll  die  Anfangsconstante 
der  2'*'"  summirten  Reihe  für  verschiedene  Zeitgrenzen  so  bestimmt  werden,  dass  das 
Integral  für  diese  Datum  (untere  Grenzen)   verschwindet. 

Als  erstes  Beispiel  wähle  ich  für  die  untere  Grenze  das  Datum  1873  Dec.  31 
uiul  knüpfe  daran  die  Bedingung,  dass  das  Doppelintegral  für  diese  Grenze  ver- 
schwindet. Die  Foi-mel  An)  (pag.  53)  gibt  für  '/(«),  welcher  Werth  auf  die  Zeile 
1874  Jan.  20  zu  setzen  ist: 

''       [2/"  ia-w]    + 


5760 
967680 


+  -^    \\f"[a-^r\ 


=  —  0.1532. 1 

./"  (" 

=  —  0.0028.8 

\f"  («) 

=  —  0.0001,1 

'/(«)   =  —  o'.'i562  ; 
soll  aber  das  Doppelintegral  für   1874  Jan.  20  verschwinden,   so  gibt  die  Formel  5„) 
(pag.  53)  für  "/[u],    welcher  Werth  wieder  auf  die  Zeile    1874   Jan.  20  zu  setzen  ist: 

^  f     («)    =   +  o'.'o886.6 


+      240    -^^  ('"    =  +  0-0005,8 
f"'{a)    =  -\-  0.0000,1 


60480 


"f[a)    =  +  o'.'o892     . 

Setzt  man  nun  die  so  ermittelten  Anfangsconstanten  als  Anfangswerth  in  die 
zweite  summirte  Keihe  und  ebenso  die  zugehörigen  auf  pag.  47  ermittelten  Werthe  für 
die  erste  summirte  Ueilie.  bildet  das  Summationsschema  für  jeden  Fall  und  berechnet 
dann  nach  den  Formeln  An)  und  B„]  (pag.  53)  den  Werth  der  Integrale  für  die  zwei 
Grenzen,  so  wird  man  sich  leicht  überzeugen,  dass  in  der  That  die  Werthe  dieser  Inte- 
grale für  die  angesetzten  Grenzen  Null  werden,  welche  Controle  für  die  Richtigkeit  der 
Bestimmung  deV  Anfangsconstanten  stets  vorgenommen  werden  kann.  Man  wird 
für  den  ersten  Fall  (1873  Dec.  31).  indem  ich  nur  die  Argumentwerthe  und  die  da- 
durch gebildete  Summationsreihe  anführe  und  mich  wegen  der  Differenzwerthe  auf 
die  pag.  47  mitgetheilten  Zahlen  beziehe,  und.  um  überdies  die  Stellung  der  An- 
fangsconstanten hervorzuheben,   dieselben  in  eckige  Klammern  setze,   erhalten : 

"f  'f  f 

1873  Nov.      I     —  3"6i39  —  5"87i4 

-I-  3-5674 
n      Dec.    II     —  0.0465  —  3-6771 

[—  0.1097] 
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■/  /  / 

1874  J'i"-    20  [—  0.1562]  —  1.063g 

—  1.1736 
»      Mär/      I     —   1-3298  +    1.6877 

Miiii   liiidil   (hiiiii  (hiicli   AiMvi'iidimj^  ilcv  )'\]viiicl  A,]   (paf<.   35;   l'ür   das   einfachf  In- 
tegral für  die  (jirenze    1873   ])(>(■.    31  : 

•/[ct  +  [i+^]w)    =  —  0.1097 

+  -~~f'  («+K+il<'    =  +  ü.  1088. 8 
-l—  /"'{((+ [i  +  ^]t^]    =  +  o.ooo8,,3 


5760 

367 
96768 


+  £Lf'  («+[^+^i«^i    =  +  °°oo°'3 


1873  Dec.  31 


ff[l)dl  =        o'oooo  ; 

für  das  Doppelintegral  nach  An)    (pag.  53)  : 

'/    [ii+\i+\]w]       =  —  o'.'ioi3.5 

^Z"  («-f-[«  +  ^]'*)       =  +  0.0987.7 

+  -^-Z"  («+[''  +  il«')        =--  +  0.0024.6 
-  ^ /"  («  +  [i+\]  "'         =  +  o-oooi,i 

,,  1873  Dec.  31 

fff{l]dP  =         o'.'oooo       . 

so    dass    in    der   That    die    Anfaiigswerthe     der    snmmirten     Keihen    als    richtig    er- 
wiesen sind. 

Für    das    Datum    1874  Jan.   20   wird    mit   Rücksicht   auf  die    obigen   Werthe 
(pag.  47  u.   63)   das  folgende  Summationsschema  sich  ergehen: 

'/  '/  f 

1872  Novhr.      I     —   5'.'io83  —  5'.'87i4 

+  4''4373 
»     Decbr.   11     —  0.6710  .    —  3-677' 

[+  0.7602] 
1874  Jan.        20    L+  0.0892]  —    1-0639 

—  0.3037 
»      März        1      —  0.2145  +   1.6877 

Mittelst  der  Formel  B,   pag.  35  findet  man: 

lfia-\-iu-)  =  +  o'.'2282.5 

—  —1—f     [a-\-iv)      =  —  0.2235.3 
-\ ^— /'"'.«  +  »»•'       =  —  0.0044.4 


,    „     p    \a-\-iw  ^=  —  0.0002.4 

60480  j      •     •  '  ^ 

H — /"!.^„'     /'"  'a  +  i  w)  =  —  0.0000.3 

'^  3628800^            '        '  -' 


ff  II)  dl 


o.  0000 
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uikI  durch  Anwendung  der  Formel  ß„)  (pag.  53)  : 

'/(«  +  «'")         =  +  o'.'o892,o 
-{ T^— /    («  +  «w')        =  —  0.0886,6 

^J^/"  («  +  '«')       =  —  0.0003,8 


,//^ 


873  J:in.  20 

'/(/)  dP  =        o'.'oooo 


Als  Heispiel  der  Anwendung  der  Formeln  J/„)  fpag.  59)  endlich  .soll  die  An- 
fangsconstante  so  bestimmt  werden,  dass  das  einfache  und  doppelte  Integral  für  die 
Grenze  1874  Jan.  10  verschwindet;  die  Bestimmung  der  Anfang.sconstante  y  (« — i?r) 
ist  bereits  dieser  Bedingung  gemäss  auf  pag.  48  durchgeführt  und  es  erübrigt  nur 
die  Bestimmung  von  "f  («).  Man  erhält  hicifür  nach  //,,)  (pag.  59),  indem  man 
beachtet,  dass  beide  FoiTneln  mit  gleicher  Berechtigung  in  An\vendung  gezogen  «erden 
können,   zuerst,   wenn  man  n  ^  —  0.25  setzt: 

d  023 

l«g/''(«)  o„o2690i         9-14114         »«2923 

log  C!-,'' (w)         9.059121         7„6o248         6.6984 

«?  1357 

f^[a)  +  2.68240       —  0.29030       -f-  0.07710      —  0.03880 
log /''{«)  0.428524  9»46285  8.8871  8„589 

logQ2''(»)  8„862827  8. 13271  7n45oi  6.789 


a/W/     (a)    .=:  -  o:'i2i9,i  'fiu  —  },ic]+^f     (a)   =  —  o'.'i227,5    pag.  48., 

Q^^n)f"  («)    ==  —  0.0005,5  QiHn)ß     («)   =  —  o.i955:9 

Q-i\n)f"[a)    =   —   0.0000,1  Q-y^  {»;/"' {a)    =   —   0.0039,4 

>Sg  =  —  o'.'i2  24,7  Q-iH»)/"  [a]    =  —  0.0002,2 

nS^=  +  0.0806,3  Q2'  W /'•"(«)    ^  —  o-oooo,2 

"f{a)  =  +  o'.'o4i8  \  =  —  0.3225.2 

Durch  Benützung  der  zweiten  Formel   {m  =  +  0.25)   findet  sich: 

d  024 

/*(«  —  {w]  —  2.37050  +  0.27865       —  0.05695 

log  _f{a—{w)         o„374840  9-445o6             8„7555 

log  P/  (ot) 8,tOi7729  7.70848             7»0783 

d                           1  -':  3                        5 

log /*(«— tjü)         0.417173  q„44793             8.8733 

log  P/  (w)  8.716699  7„52542 6.6274 

OppuUer,  Bahnbestimmungen.  H.  *                                                                     •* 
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A"W/    («-!'")     =  -f    o'.'o246,9  y    [a-lw]  =  +  o'.'4092,o  (p,  48) 

A^  (»')/"  ["' — i'")     =  +  0.0014.2  P.^[m)f'    [a  —  \w)  =  4-  0.1361,0 

P>*  [m]/"  la — Iw)     =  -\-  0.0000,7  P2^[m)f"^  [a  —  \w)  =  +  0.0009,4 

S,,    =  +  o'.'o26i,8  P-r'im]/'  {a—Uc)  =  +  0.0000,3 


»i-Su    =  +  0.1365,7  ^S'„     =  +  o:'5462,7 


"/{a—lw)     =  —  o'.'i62  7,5 
■i 


^  'f  a  —  ^2v)     =  +  0.2046,0 


"f{a)    =  +  o'.'o4i8  , 
mit  dorn  olii^rn  W(U-the  vfillifj;  ülun-eiiistiinmeiid. 

Das  .Simiiiiationsschema  wird  also,   mit   Wi'f^lassuiif^  der  Differeiizwertlie : 

"f 

1873  Nov.    I  —  4'.'4537 

»      Dec.   1 1       —  0.3674 

1874  Jan.    20       [+  0.0418] 
»     Miivz   I  —  0.6129 

■  {('Stimmt  man  nun  nach  den  Formeln  G,)  und  G,,)  fpag'.  42,  59)  die  Wertlie  der 
Integrale  für  1874  Jan.  10,  so  überzeugt  man  sich  leicht,  dass  das  einfache  und 
doppelte  Integral  in  der  That  für  die  angesetzte  Grenze  verschwindet. 


/ 

/ 

-  5''87i4 

+  4''o863 

—  3-677' 

[+  0.4092] 

—   1.0639 

—  0.6547 

+    1.6877 

A  n  h  a  n  g. 


Es  wird  sich  bei  der  Ermittelung  der  speciellen  Störungswerthe  häufig  der 
Fall  ereignen,  dass  man  den  Werth  eines  einfachen  oder  doppelten  Integrales  kennen 
muss,  der  die  Grenzen  der  durch  die  vorausgehenden  Rechnungen  erhaltenen  Stö- 
nmgswerthe  überschreitet;  es  ist  klar,  dass  eine  genaue  Annahme  in  diesem  Falle 
nicht  gemacht  werden  kann,  doch  genügen  in  den  meisten  Fällen  ganz  beiläufige 
Näherungen.  Wie  die  letzteren  erhalten  werden  können,  ist  der  Gegenstand  der 
folgenden  Auseinandersetzinigen. 

Sei  y*  (»?)  irgend  ein  Differenzwerth  der  d*''^  Differenzreihe,  'so  wird  der  diesem 
Werthe  in  der  Richtung  der  Fortschreitung  folgende  Werth  sein: 

d  d  d+i  d+2  1I+3 

fim  +  i]=f{m)  +f{m—^)  +f{m-i)  +/ (,«_|)  +  . . .  . , 

welcher  Ausdruck  völlig  bekannte  DifFerenzwerthe  enthält,  und  eine  genügende  An- 
näherung erreichen  lässt.  da  ja  vorausgesetzt  wird,  dass  die  Berechnung  der  vorge- 
legten Funktion  innerhalb  hinreichend  enger  Intervalle  ausgeführt,  oder  allgemein, 
dass  die  Funktion  nach  Potenzen  des  Argumentes  entwickelt  ist. 

Wollte  man  die  Rechnung  rückwärts  fortsetzen,  so  wird  man.  sich  auf  be- 
kannte DifFerenzwerthe  beschränkend,   haben: 

ä  d  rf+i  d+2  d+3 

f{m  —  i)=f  (w)  — /  (/«  -1-^1-1-/  im  +  I )  -/  im  +r    ^    .... 
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Indem  man  auf  das  Intervall  /  (wir  2;,  wu  das  Zeichen  je  nach  der  Richtung-  des 
Fortschreitens  zu  nehmen  ist,   übergeht,   hat  man  vorerst  für  das  obere  Zeichen: 

d  d  d+i  d+3  d+j 

f{m-\-2)  =f{m+i]+f[m  +  l)  +f[m)-{-f{m-l)    ... 

wo  jetzt  rechter  Hand  noch  unbekannte  Uifferenzwerthe  vorkommen.  Man  beachtet, 
dass  ist: 

d  d  rf+i  d+^  d+3 

f[m+i)=^f[m)  +f{m-l)  +/ (m- i)  +f(m-^  +   .... 

d+i  rf+i  rf+2  d+3 

d  +  2  <i  +  3  rf  +  3 

/  W         ==  /  im-  1)  +/  [m-l)+   .... 

d+l  d+3 

f{m-i)  =  f{m-l)  +   .... 

und  findet  daher  leicht: 

f{?n  +  2)  =/'(/«)  +  2/  (m-  ],  +  3./&—  0  +  4/&-I)  +  ■  • . 
und  für  die  Fortsetzung  der  Fnnktionswerthe  nach  rückwärts: 

d  d  rf+i  d+2  d+s 

/  (m— 2)  =/  [m)  —  2/  (m  +  l)  +  3/  [m+i]  ~  4/  (w+  .|)  +  . . . 
oder  allgemein  zum  Uebergang  auf  einen  beliebigen  Differenzwerth : 

./  {m±n]  =f[m]  ±m/(to_^|)  +  -^-^/(m=p  1)  ±       T.2.3       /(^^+  i^  +  ■••      '•) 

welches  Resultat  übrigens  sofort  ans  der  Newton' sehen  Interijolationsformid  erhalten 
werden  kann.  Mit  Hilfe  dieser  Formel  wird  man  sicli  also  ohne  iSchwicrigkeit  die 
im  DifFerenzschema  noch  fehlenden  Differenz werthe  direct  bilden  können.  Ich  ziehe 
dieses  Verfahren  dem  sonst  üblichen  vor,  die  Differenzen  mit  Rücksicht  auf  den 
Gang  der  Funktion  im  Voraus  zu  bilden. 

Ein  specieller  Fall,  der  bei  der  Methode  der  Variation  der  Constanten  in  Be- 
tracht kommt,  liisst  sich  direct  noch  etwas  einfacher  erledigen,  indem  man  unmittel- 
bar zur  Kenntniss  des  geforderten  Integralwerthes  gelangt. 

Es  sei  die  Rechnung  bis  zu  dem  Intervalle  {a-\-ii6)  vorgeschritten  und  es 
wird  das  einfache  Integral  der  vorgelegten  Funktion  für  das  i\.rgumenl  [a -\- {i-\- i\iv] 
gefordert.     Man  hat  hierfür  zunächst  die  Formel : 

j'f[l)  dl  =  w  I  /(«+  [e+  x]w)  -  ^/'  («-f  K-f-  I]  w]  -h  -^■^/'"  («+[*■+,]«;)  -  ....    | 

Lässt  man,  was  völlig  gestattet  ist,  in  diesem  Falle  die  aus  den  dritten  Differenzen 
resultirende  Correction  des  Integrales  weg  und  beachtet,  dass  ist,  indem  wir  mit  im 
DifFerenzschema  wirklich  vorkommenden  Grössen  zu  thun  haben : 

;/ («4- [*■+!]?«)  =  i/(«  +  l*  +  i]«')   +  k'f[a-\-[i^\]io] 

so    erhält    man    leicht   nach    (i),    As.  'f  [a -[-[{-{- ^]w]    schon    durch    die    Summation 

9» 
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selbst  gegeben  ist,   die  vorkommenden  Fniiktionswerthe  durch  bekannte  Zahlen  aus- 
drückend : 

'f{a+[i  +  i]w]^'/[a+[i+^]w)    -\-f[a  +  {w)    +/■(«+ 1»  —  |)  «,)   -f- 

+  f"{a+[i—i]w)  +.... 
p[a+\l  +  {]w)  =/■(«+ |t-|-]w)  -\-f"[a  +  [{-i]w)  -\-/n'{a  +  [i—l]wi  +  .... 
./'(«+ I  *■+ 11  w)  =./■(«+ l'"-ilw)  +  2f{a+{i-i]w]+iß"{a+[i-^]ic)  +.... 
Setzt  man  diese  Werthe  in  die  obige  Integralformel  ein,   so  findet  man  : 

l'f{l]  dl  =  w  .{  /(«+  [i+  },]  w)  +  1/  {a-\-iwj  }  + 

+  ^  {  'o/'  («  +  [i  -h  «')  +  9/"  {"■  +  [i-  <  1 '"')  +  8/"'  («  +  \i-l]  IV)  + 

+  7/'M«  +  [«-2:i«')  +•••■}  (2) 

Würde    man    dieses  Verfahren   für   die    Fortsetzung   der   Rechnung   nach    rückwärts 
benützen,   so  erhielte  man : 

a+(i— i)?ü 

J'f{l)  dl  =  w  I  /  («  +  [i-^-]  10)  -    •  /  [a  +  itc]   J 

+  vj\  '°/'  ("+  t'  +  ^J  *")  -  9/"  («+[*■+  il «')  +  8/"'  [a  +  [i  +  \]  10)  — 

-  7/'M«+K+ 2]  *6')  +....}  (3) 

welche  Formeln  in    der  Anwendung  wegen    der   einfachen  Zahlencoefficienten    Vor- 
theile  bieten. 


Ermittluug  der  speciellen  Störungen. 


§  1.    Allgemeines  uud  Entwicklung  der  Grundgloicliinigen. 

Die  Methoden  der  Bahnbestimmimg,  die  im  ersten  Bande  vorgetragen  wurden, 
haben  die  störende  Wirkung  der  IMancten  auf  die  IJewogiuig  des  in  Betracht 
kommenden  Himmelskörpers  nieht  berücksichtigt;  der  Einfluss  dieser  letzteren  wird 
jedoch,  wenn  man  die  Bewegung  desselben  durcli  eine  längere  Zeit  verfolgt,  sehr 
merklich,  und  kann  dann  ohne  Nachtheil  für  die  Genauigkeit  der  Bahnbestimmung 
nicht  übergangen  werden.  Die  Berechnung  dieser  störenden  Einwirkung  kann  aber, 
wie  es  in  der  Einleitung  zum  ersten  Bande  angedeutet  wurde,  nach  zwei  wesent- 
lich verschiedenen  Formen  durchgeführt  werden ,  indem  man  einerseits  von  einem 
Punkte  der  Bahn  ausgehend,  an  dem  der  Ort  und  die  Bewegung  (gleiche  Tangente) 
in  der  gestörten  und  ungestörten  Bahn  identisch  sind,  die  Störungen  Schritt  für 
Schritt  verfolgt  und  deren  Anwachsen  successive  berechnet;  man  nennt  diese  Art 
der  Berechnung  die  Methode  der  speciellen  Störungen ,  und  diejenigen  Elemente, 
die  für  einen  gegebenen  Augenblick  den  Ort  und  die  Bewegung  des  Himmels- 
körpers identisch  mit  der  gestörten  finden  lassen,  die  osculirenden  Elemente.  An- 
dererseits kann  man  aber  die  Zeit  unbestimmt  lassen,  indem  man  die  in  Betracht 
kommenden  Störungswerthe  als  Funktionen  der  unbestimmt  gelassenen  Zeit  dar- 
stellt. Die  Ermittlung  der  C'ocfficienten  dieser  Finiktionen  stösst  aber  in  der  Regel, 
wenn  die  Excentrici täten  und  Neigungen  der  Bahnen  nicht  klein  sind,  auf  ganz 
erhebliche  Schwierigkeiten  und  deren  Erniitthmg  ist  nach  den  bisherigen  Methoden 
sehr  zeitraubend  luid  kann  bisweilen  in  Folge  des  Anwachsens  der  Kechnungs- 
operationen  zu  einem  übermässigen  Umfange,  als  nahezu  unausführbar  bezeichnet 
werden.  Jedoch  bietet  diese  Methode  in  ihrer  Anwendung  auf  die  grossen  Planeten, 
wo  es  sich  darum  handelt,  die  Störungen  durch  Jahrhunderte  zu  verfolgen^  ganz 
wesentliche  Vortheile  und  gewährt  manchen  Einblick  in  den  Mechanismus  des 
Sonnensystems,  der  bei  der  Anwendung  der  speciellen  Störungen  nicht  möglich 
wäre.  Da  aber  für  die  nächsten  Zwecke  des  vorliegenden  Lehrbuches  die  Aus- 
einandersetzung der  speciellen  Stönmgen  genügt ,  so  werde  ich  mich  hier  auf  die- 
selbe bescluänken. 
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Auf  ])iif,'.   i(>  des  ersten   Maiides  wurden   die   Kräfte  ,    mit    der    die  8onne    und 
der  in   lietracht  kommende  Ilimmclsköriter  auf  einander  wirken,   gefunden: 


wobei  gesetzt  ist : 

r^  =  Z'^  _(-  y2  _)_  ^2  ^ 

übordiess  stellt  m  die  Masse  des  Himmelskörpers  in  Einheiten  der  Sonnenmasse  und  k 
die  bekjiniite  Constante  des  Sonnensystems  vor. 

Tritt  nun  ein  dritter  Körper  hinzu,  dessen  Koordinaten  Xi,  yj ,  s,  sind ,  und 
dessen  Masse  w,  in  Einheiten  der  Sonnenmasse  ist,  so  wird  die  Wirkung  dieses 
störenden  Planeten  in  der  Entfernung  q  und  in  der  Zeiteinheit  sein: 

~^   ' 
wobei  (j  berecluiet  wird  nach : 

qI  =  (a:,  —  x]-i  +  (y,  —  y)2  +  (-,  _  z)2. 

Zerlegt  man  die  eben  hingeschriebene  Gesajnmtwirkung  nach  den  Coordinaten- 
Achsen  und  bedenkt,  dass  die  ('osinus  der  Winkel,  welche  die  Linie  q  mit  den  drei 
Achsen  einschliesst,  der  Reihe  nach  durch : 

Xj—x      y\—y     =L^^~ 

dargestellt  werden,  so  erhält  man  die  Kräfte,  die  der  störende  Planet  auf  den  ge- 
störten Himmelskörper  direct  ausübt,   für  die  drei  Achsen 


Doch  nniss  noch  eine  weitere  indirecte  Einwirkung  berücksichtigt  werden ;  da  die 
lieweginig  auf  den  Mittelpunkt  der  Sonne  als  Anfangspunkt  der  C'oordinaten  bezogen 
wird,  so  muss  man  noch  die  Kräfte  in  Eechnung  ziehen,  welche  der  störende  Planet 
auf  die  Soinie  ausübt,  bezeichnet  man  mit  r^  die  heliocentrische  Entfernung  des- 
selben,  also  seinen  Radiusvector,  so  ist: 

r,2  =  ar,2+  y,-'  -\- z(^  , 

und  die  die  Sonne  bewegenden  Kräfte  sind: 

die  naturgemäss  von  den  obigen  in  Abzug  gebracht  werden  müssen,  um  die  relative 
Bewegung  gegen  das  Sonnencentrum  zn  erhalten ;  hiermit  wird  also  als  das  Re- 
sultat der  Einwirkung  des  störenden  Planeten  zu  setzen  sein : 
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F=Z-2w, 
Z  =  W  m. 

.'/i  — 2/           .Vi 
(       (,.3               ;-,3 

1        (,3                 ,-,3 

Würde  man  Aveitere  störende  Planeten  herücksiehtif^en ,  so  ist  es  klar,  dass  ganz 
ähnliche  Ansdrücke  für  die  Kräfte  entstehen ,  die  sich  nur  dadurch  unterscheiden, 
dass  die  entsprechend  ahgeänderten  Massen  und  (Koordinaten  in  Rechnunj^  zu  ziclien 
sind  ;   man  wird  also  erhalten  : 

X  =  mm,  ['-1^  -  ^'A   +  m  m,    ('%"  -  -*||  +  /L-2  m,  |^^  _  ^l  +  .. . 

=  2  mm,  l^i^-iil 
(      e'  r,3f 


2'X'^Wi 


(~ 


und   da : 

-^  —  A„  +  A 

-^  =  y  4- 1' 

ilfi        -*<-  -r  ' 
^  =  ^o  +  ^ 
ist,   so  erhält  man  als  Gnmdgleichungen  der  gesamraten  Störungstheorie : 


dfi 


welche  man  jedoch,  in  Anhetracht.  dass  die  Massen  derjenigen  Himmelskörper,  auf 
die  die  Störungsrechnnng  nach  der  hier  vorgetragenen  Methode  zur  Anwendung 
kommt,  stets  der  Null  gleichgesetzt  werden  dürfen,  in  der  folgenden  einfacheren 
Form  schreiben  kann : 

-dP  +  ^   7^'  -  -  ^'  '"'  (    e^        »-,3  / 


—   n   — 

Vergleicht  iiiiiii  diese  Giundf^leichungeii  der  Störungstheorie  mit  jenen ,  w<dche  für 
das  l'rohleni  zweier  Körper  gelten  (Hand  I  pag.  40  (i)),  so  findet  man  linker  Hand 
vom  Gleichheitszeichen  eine  völlige  Uebcreinstimmnng ,  rechter  Hand  aber  steht 
anstatt  der  Null  die  Summe  der  störenden  Kräfte.  Je  kleiner  aber  die  störenden 
Massen  W|  sind,  um  so  mehr  wird  sich  der  Ausdruck  rechter  Hand  der  Null  an- 
nähern, und  da  die  Massen  der  Planeten  in  Thcilen  der  Sonnenmasse  genommen 
kleine  Grössen  sind,  so  w-ird  diese  Ueberlegung  sofort  den  Schluss  erlauben,  dass 
in  der  That  in  der  ersten  Amiäherung  die  Störungen  vernachlässigt  werden  können, 
ohne  dass  das  erlangte  Resultat  allzusehr  von  der  Wahrheit  abweichen  würde.  Man 
wird  jedoch  hierbei  noch  in  Erwägung  ziehen  müssen,  dass  die  Ausdrücke  rechter 
Hand  selbst  bei  der  Kleinheit  der  Massen  bedeutende  Werthe  erlangen  können, 
wenn  die  Nenner  ^  inid  f^  sehr  klein  werden ;  die  Kleinheit  von  ?j  hat  vorerst  keine 
Bedeutung  in  unserem  Sonnensystem,  Avohl  aber  kann  besonders  für  Kometenbahnen 
unter  Umständen  (j  ganz  ausserordentlich  klein  werden;  in  der  That  findet  man 
Beispiele,  wo  Kometenbahnen  durch  die  störende  Einwirkung  der  Planeten  total 
g(nindert  wurden ;  es  ist  sogar  einigermassen  wahrscheinlich ,  dass  die  Kometen 
von  kurzer  Umlaufszeit  ihre  stark  von  der  Parabel  abweichenden  Bahnen  hier- 
durch erhalten  haben.  Die  für  die  Kometen  gemachte  Bemerkung  gilt  ebenfalls 
für  die  Trabanten,  bei  denen  in  Folge  der  Kleinheit  von  q  nicht  einmal  die  Dif- 
ferentialgleichung für  die  ungestörte  BcAvegung  um  die  Sonne  eine  Näherung  ab- 
geben würde,  und  man  bei  Weitem  brauchbarere  Näherungen  erhält,  wenn  man  die 
Gleichungen  so  umsetzt,  dass  die  Sonne  als  störender  Körper  auftritt,  dessen  Ein- 
fluss  in  der  ersten  Näherung  übergangen  werden  kann. 

Die  Gleichungen  i  (pag.  71)  lassen  sofort  erkennen,  dass  man  dieselben  in  zwei 
wesentlich  verschiedenen  Formen  für  die  Rechnung  benützen  kann;  einerseits  wird 
man  die  Störungen  in  den  ('oordinateu  selbst  berechnen  können,  wobei  die  Wahl 
der  Coordinaten  noch  dem  Ermessen  überlassen  bleibt,  andererseits  weiss  man,  dass 
die  obigen  drei  Diiferentialgleichungen  zweiter  Ordnung,  falls  keine  Störungen  vor- 
handen sind,  sechs  Constanten,  die  Elemente,  enthalten,  durch  deren  entsprechende 
Variation  offenbar  erreicht  werden  kann,  dass  den  Störungsgleichungen  genügt  wird. 
Ik'ide  Arten  der  Lösung  sollen  im  Folgenden  auseinandergesetzt  und  vorerst  die 
Störung  in  den  (Koordinaten  entwickelt  werden,  wobei  die  zwei  Hauptmethodeu  in 
Betracht  kommen,  je  nachdem  man  die  rechtwinkligen  oder  die  polaren  Coordinaten 
wählt. 


A).  Encke's  Methode  der  Berechnung  der  speciellen  Störungen. 

§  2.    Transforniatioii  der  Gruiulgleiehuiigen. 

Encke's  Methode  der  Stürungsrechnung  beruht  auf  der  unmittelbaren  Ver- 
wendung der  obigen  Störungsgleichungen;  dieselbe  wurde  durch  Encke  unabhängig 
von    Bond    aufgefunden;     wiewohl    Bond    in    der    Auffindung    der    Methode    das 


73 


Prioritätsrecht  unbezweifelt  in  Anspruch  nehmen  kann,  so  geben  doch  die  lichtvolle 
Darstellung  der  Methode,  die  vorgenommenen  zweckentsprechenden  Transformationen 
und  die  glückliche  Anwendung  E  n  c  k  e  das  unbestrittene  Verdienst ,  dieselbe  der 
Praxis  zugeführt  zu  haben  ;  man  kann  daher  diese  Methode  in  der  gegenwärtigen 
Form  wohl  an  Encke's  Namen  knüpfen. 

Encke's  Methode  ermittelt  die  Störungen  in  den  rechtwinkligen  Coordi- 
naten.  Bezeichnet  man  die  ungestörten,  auf  ein  fixes  in  den  Sonnenmittelpunkt  als 
Anfangspunkt  gelegtes  Coordinatensystem  bezogenen,  Coordinaten  mit  x^^,  y/„ ,  s^, 
die  Störungen  in  den  einzelnen  (Koordinaten  mit  ^,  </,  l,  so  sind  die  thatsäclilich 
stattfindenden,   also  gestörten,   Coordinaten  .r,   y,   ii  dargestellt  durch  : 

••^  =  «0  +  ^ 

y  =  «/o  +  'y 

*  =  2o  +  ? 
Die  zweimalige  Differentiation  dieser  Gleichungen  nach  der  Zeit  giebt : 


2] 


d^X 

d-'x^            diS 

dfi 

dfi             dP 

dhj 
dti 

dt^    ~    dti 

(fiz 

d-izo          dH 

dt' 

dfi           dp 

Hezeidmet  man  mit  r,,  den  ungestörten  Radiusvector,   so  ist 


'•(.^  =  ^i?  +  »/u'^  +  ^0 


-„2 


und    nach    liand   I  ])ag. 
gleichungen  : 


40    bat    man  für  die  ungestörte  Bewegung   die  Differential- 


d^xo 


dfi 
d  t- 


=  —  li^  (i  +  m] 


^••^  (•  +  '«)  ^ 


»V 


rf<2 


=  —    ^-2   (1    +  W'l 


Substitiiirt  man  diese  Werthe  in  die  Gleichungen  (2)  und  führt  in  densellien 
für  die  zweiten  Differentialquotienten  der  gestörten  Coordinaten  die  auf  pag.  71 
gefundenen  Gleichungen  ein,  so  findet  man  sofort  die  Encke' sehen  Grund- 
gleichnngen : 


+  ^-M'  +w') 


/_ao. ^\ 


l'o^ 


'i 


_^}  +  ,M,+,«^{^ 


(•3/    ) 


3) 


Die  Berechnung  der  ersten  Glieder  rechts  vom  Gleichheitszeichen  bietet  im 
Allgemeinen  wenig  Schwierigkeit,  doch  sowohl  in  diesen  Gliedem,  als  auch  in  den 
zweiten  sind  die  Störnngswerthe  §,    ij,    'C,   also  jene  Werthe  selbst  enthalten,    die  man 

Oppolzer.   Bahnbestiminuugfn.  IJ.  10 
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zu  bestimmen  sucht;  doch  ist  es  wesentlich  zu  bemerken,  dass  in  den  ersten  Glie- 
dern wepfcn  des  Factors  ?>?|  die  Substitution  .r,, ,  y,, ,  z^,  für  .r,  y.  z  erlaubt  erscheint, 
ohne  dass  man  mehr  als  Glieder  zwcnter  Ordninig  vernachlässigt.  Man  kann  dem- 
nach diese  erst(!ii  Glieder,  wenn  man  die  Störungswerthe  zweiter  Ordnung  über- 
gelien  will,  direet  berechnen,  und  bezeichnet  dieselben  deshalb  als  die  directen 
(ilieder ;  s])iiter  wird  aber  gezeigt  Averden ,  wie  man  in  diesen  dircjcten  Gliedern 
auch  die  Störnngswcrthe  zweiter  nnd  höherer  Ordnung  ohne  Mühe  aufnehmen  kann. 
Eine  wesentliche  Schwierigkeit  bieten  aber  die  zweiten  Glieder ;  vorerst  stehen 
dieselben  in  einer  Form,  die  eine  genaue  Herechnnng  ohne  Anwendung  s{;hr  grosser 
Tafeln  nicht  gestattet,  und  ferner  bedarf  man  zu  ihrer  Ermittlung  einer  verhältniss- 
mässig  genauen  Kenntniss  der  Störungswerthe  ;  da  diese  Glieder  in  Folge  des  letz- 
teren T'mstand  es  nur  durch  eine  indirecte  Rechnung  erlangt  werden  können,  bezeichnet 
man  dieselben  als  die  indirecten  Glieder. 

Der  erstere  oben  angeführte  Nachtheil    kann   leicht   genug   behoben  werden: 
man  kann  nämlich  leicht  finden,   dass  ist : 


^0 

X 

y 

4; 


und  es    ist    dadurch    zunächst    der  ^'(^•theil  erreicht,    dass  für  alle   drei  Coordinaten 
das    schwierig    zu    berechnende    Glied    auf   den    allen    drei  gemeinsamen    Ausdriick : 

I 1— ,   red)icirt  erscheint. 

Es  ist  offenbar: 

r-  =  (.To  -\-^Y'+  <!/,  +  <y)-^  +  f^o  +  ':■'■ 
also  auch  : 

r-  =  r„i  -t-  i2.ro  -f-  $^J  ^  -f  (2  y„  -|-  /^^  ,,  -f-  (2^0  -f-  0  :  . 
und  man  wird  daher  schreiben  können  : 

5  =  •  +  ^{{^0  -f-  i?)  I  +  fyo  +  ^ '/; '/  +  (~o  +  k;  ^  j  =  I  +  2"/, 

wobei  q  eine  Grösse  von  der  Ordnung  der  Störungen    sein    wird    und    bestimmt  ei-- 
scheint  durch  die  Relation : 

(^0  +  i  g)  g  +  :.Vu  +  l '.-) ';  -K-u  +  ^  a  C  ., 

es  wird  also  : 

sein,   oder  wenn  man  nach  Potenzen  von  </  entwickelt,   so  findet  sich  sofort: 
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Setzt  man  demnach  : 


/=3     I- 


5-7 


i  1 q  +  -    q'^ 


5-7-9 

2-3-4 


y3  + 


l 


SO  wird  sich  f  leicht  mit  Hilfe  des  Argumentes  q  berechnen  lassen.  Indem  ich 
vorerst  nicht  darauf  eingehe,  wie  die  Berechnung  dieser  Tafel  durchgeführt  werden 
kann ,  bemerke  ich  nur ,  dass  die  Tafel  XI  mit  dem  Werthe  q  als  Argument 
log  /  unmittelbar  ergibt;  als  (jrenzwerthe  für  q  sind  — 0.03  und  -f- 0.03  ange- 
nommen, was  für  alle  Fälle,  die  bei  dieser  Methode  eintreten  können,  mehr  als  aus- 
reichend ist.  Die  Tafel  selbst  bedarf  wohl  kaum  einer  näheren  Erläuterung;  die- 
selbe ist  auf  6  Decimalen  beschränkt,  da  diese  Genauigkeit  selbst  bei  den  umfassend- 
sten Störungsrechnungen  genügend  erscheint. 

Man  kann  daher  mit  Rücksicht  auf  (4)   schreiben : 

[f<iy  —  'i) 

setzt  man  diese  Ausdrücke  in  die  Gleichungen  (3)  (pag.  73)  ein  und  nimmt,  da  die 
Massen  der  nimmelskörj)er,  die  dieser  Kechnungsmethode  unterworfen  werden,  stets 
unmerklich  sind, 

m  =  o 

an,  so  erhalten  die  Gleichungen  die   folgende  Gestalt: 


xa 

X                 I 

ro» 

7-3"  —  ro3 

.'/c> 

)-3         rn 

'0 

Z                    I 

nv»" 

73^""^? 

dfi 
dK 


dt 


%  =  k-^2m, 


--^    + 


ro" 
A2 


fi'^-^ 


\ 


Ehe  ich  diese  Gleichungen  weiter  für  die  praktische  Anwendung  verwerthe, 
will  ich  dieselben  auf  jene  einfachere  Fonn  bringen,  die  dieselben  annehmen,  wenn 
mau  iHir  die  ersten  Potenzen  der  Störungen  mitnehmen  will ;  man  hat  dann  offenbar : 


^o)-^ 


Q-i  =  [x^  —  a:„)2  -f-  (y,  —1/0)2  -f  (-, 


!M  —!/o 


8) 


^— A-m,  |— p^        n3J+ro3J3  5^~       -( 

In  vielen  Fällen  wird  man  mit  diesen  Gleichungen,  die  also  der  /-Tafel  nicht 
bedürfen,  eine  genügende  Genauigkeit  erhalten;  doch  ist  die  Abkürzung  der  Rech- 
nung nicht  allzu  bedeutend  und  es  wird  sich   daher   wohl   empfehlen    in    der  Regel 

10» 
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von  den  strengen  Gleichungen  (7)  Gebrauch  zu  machen.  Uebrigens  lassen  sich  für 
den  Fall,  dass  iumu  nur  die  ersten  Potenzen  der  störenden  Massen  berücksichtigen 
will,  wesentlich  bei|U('inere  llechiningsfonncn  angeben,  auf  die  später  eingegangen  wird. 
Ich  werde  nun  zeigen ,  wie  man  ohne  grosse  Schwierigkeit  die  Werthe  der 
/'-Tafel  herstellen  kann.  An  sich  würde  schon  die  Anwendung  der  in  (6)  ange- 
gebenen Reihe  nicht  unbequem  sein,  doch  würde  man,  um  die  letzte  Stelle  in  der 
Tafel  XI  sicher  zu  stellen,  einer  zehnstelligen  Rechnung  bedürfen  ,  welche  wegen  der 
dabei  nothwcndigcii  Interpolationen  ziemlich  beschwerlich  eausfallen  würde;  ich  werde 
deniiuich  die  Kechnungsoperationen  so  transformiren,  dass  man  in  der  zehnstelligen 
Tafel  jede  Interpidation  vermeidet.  Vorerst  will  ich  aber  für  f  die  geschlossene  Form 
hinschreiben,   die  iintor  Umständen  mit  Vortheil  benützt  werden  kann. 


Man  erhält  zunächst; 


y=  i— (I  +  2?)    i 


7 

schreibt  man  nun,   um  die  Form  {{  zu  vermeiden,    die   für  unendlich  kleine  Werthe 
von  q  eintritt : 


so  erhält  man : 


2J  ^  (Vi   -\-  2q—  \)  (Vi    -|-  2q  -\-  \] 

3 

t  f I  —  (i  +  ^y)    '■'  1 


\\  -\-   ^q  -  \         I  +  |/i    +   2j  ' 

führt  man  nun  die,   mit  Rücksicht  auf 


{i-(.  -f  2j)-U:{Vi4-2?-.}  =  ,-;=^+— ^—  -F 


\\    +   1(1  1+2'/  (I  +  2?)^ 

geschlossen  mögliche  Division  aus,   und  setzt  der  Kürze  halber : 

I 

«  =  -7 ; 

]/>4-2? 

so  ist: 

'^2  _I_  f/3  _l_  «4 


/  = 


I   +« 

womit  die  verlangte  Form  erreicht  ist,  welche  in  der  That  eine  bequeme  und  sichere 
Rechnung  gestattet,  aber  für  die  Anwendung  zelinstelliger  Tafeln  beschwerlich  wäre. 
Der  obigen  Reihe  füry  kann  man  aber  sofort  eine  stärkere  Convergenz  ertheilen, 
wenn  man  die  folgende  Transformation  benützt: 

/^-(.  4-2g)-S   '-C  +  -^)^   . 

Die  Entwicklung  gibt : 


L  -^  { ,   A.   ■,  „\-\     \     .      1      l„_i:i,.2     I      '•'•3    „,  l-'-S-S   ...     ,       II-3-5  7 


. +  ,,)-5    I    .+^y_i±,,.  +  1^^3_i;l^,^.+ 


3  ^  I  ■=-■  2-3   -»      '     2  3-4   ^  2-3  ^-S  ''  2-3-4-5-6 


setzt  man  also  für  den  Klaramerausdruck : 

(l   -f-  q]^  -t-  11 

so  wird  7^  gefunden  durch  die  Vergleichung  der  beiden   Werthe  und  es  ist: 
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24  ^       '     i6  ^  128  ^       ^  768  ^  1024  ^     ^^  2048  ^ 

schreibt  mau  also : 


(?)  "" 


so  wird : 

/ 
3 


oder  unter  Anwendung  der  logarithmischen  Reihe: 

log/=  log3  -  flog  (i  +2q)  +  |log  (l  +  yj  +  Müd  {(q)  —l  (p)2  +  i  [q]'  -■■}. 

Das  letzte  Glied  kann  selbst  für  die  Grenzwerthe  von  (/  mit  Hilfe  7  stelliger 
Tafeln  auf  1 1  Decimalstellen  genau  bestimmt  werden,  und  es  erscheint  demnach  die 
Berechnung  der  Werthe  für  log^"  mit  Hilfe  zehnstelliger  Tafeln  ohne  jede  Inter- 
polation   in    den  letzteren  hergestellt. 

Die  hinten  angehängte  ^-Ta fei  ist  nach  dieser  Formel  durch  Herrn  F.  Anton 
mit  grosser  Sorgfalt  lostellig  berechnet  und  ist  daher  völlig  auf  eine  halbe  Einheit 
der  letzten  Stelle  richtig.  Für  einen  Fall  (y  =  -|- 0.0251)  musste,  um  die  sichere 
Richtigstelhnig  der  letzten  Decimale  zu  erhalten,  der  Logarithmus  1 2  stellig  berechnet 
werden.  In  Nummer  2130  der  astronomischen  Nachrichten  habe  ich  die  Fehler  der 
Encke' sehen  7  stelligen  Tafel,  die  sich  nach  dieser  Rechnung  ergaben,  mitgetheilt ; 
die  daselbst  angeführten  Correctionen  können  daher  benützt  werden,  falls  das  Be- 
dürfniss  nach  einer  völlig  correcten  7  stelligen  Tafel  eintreten  sollte. 

Ich  werde  nun  zeigen,  wie  man  die  Gleichungen  (7)  (pag.  75)  der  Störungs- 
rechnung zu  (irunde  legen  kann  und  setze  vorerst  voraus,  dass  die  Storungsrechnung 
bereits  im  Gange  ist;  die  Vorschriften,  die  man  beim  Beginne  derselben  zu  befolgen 
hat,  werde  ich  später  vornehmen. 

Die  Störungsrechnung  selbst  gibt  die  zweiten  DifFerentialquotienten  der 
Störungswerthe ;  wendet  man  auf  die  durch  die  Rechnung  für  gewisse  fixe  Zeit- 
intervalle festgestellten  Werthe  die  doj)pelte  Summation  an,  wie  dies  bei  der  mecha- 
nischen Quadratur  ausführlich  erläutert  wurde,  so  gelangt  man  durch  diese  zu  ge- 
näherten Integrahverthen,  die  für  die  Zeit  der  Störungsrechnung  durch  Correktionen, 
die  von  dem  Argumentw-erthen  und  deren  geraden  Differenzen  abhängen,  strenge  er- 
halten werden  können.  Man  hat  nämlich  mit  Uebergehung  von  Gliedern,  die  wohl 
nie  merkbares  bewirken  können  nach  .ß,,)    (pag.   53),    to   der  Einheit  gleichsetzend: 

o+i'w 

ff/ix)  dx^  =  "f{a+tw)  +  ^J{a  +  iw]  -  ^/"  ia  +  itv)  +  . .  .  ; 

wäre  der  letzte  Werth  des  2''"  Differentialquotienten /^a-f- («' — i)iv)  gefunden  wor- 
den, so  findet  man,  wenn  man  die  Summinnig  ausführt,  streng  "f[a-\-iw);  ebenso 
würde,  wenn  die  Rechnung  nach  rückwärts  fortgesetzt  bis  zw  f[a — [i — i)to)  ge- 
langt wäre,   "fa  —  iw]   erhalten  werden.      Das  Resultat  dieser   Betrachtungen    führt 
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t 

uns  VM  (l(Mii  ScliliiMsc.  (lass  für  das  iiiiclistL'  liitorvall ,  für  welches  die  iStöriings- 
lechntiiifi  noch  nicht  fortf^cführt  erscheint,  durch  die  mechanische  Doppel-Quadratur 
der  dop])oll  suniinirtc  Werth  hekannt  ist;  man  hat  demnach  durch  die  Hilfsmittel 
der  mechanischen  Quadratur  hereits  einen  Näherungswcrth  für  i,  *^,  ü,  der  in  die 
Formeln  (7)  eingesetzt  einen  schon  sehr  genäherten  Werth  für  den  zu  berechnenden 
zweiten  DifFerentialquotienten  abgeben  wird  ;  ist  einmal  dieser  Werth  ermittelt,  so  wird 
man  denscUx^n  benützen,  um  einen  der  Wahrheit  näher  kommenden  Integralwerth 
der  Rechnung  zu  Grunde  zu  legen  und  die  Operationen  so  lange  fortsetzen,  bis 
keine  Aenderung  der  berechneten  Wertlie  eintritt.  Dieses  Verfaliren  wäre  aber  sehr 
zeitraubend  und  beschwerlich,  und  man  sieht  sofort  ein,  dass  man  das  Ziel  weit 
rascher  erreichen  kann,  wenn  man  nach  dem  Gange  der  Funktion  ,  etwa  mit  Hilfe 
der  auf  ])ag.  67  entwickelten  Formeln,  den  zu  erwartenden  zweiten  Differential- 
(juütienten  extrapolirt  und  den  so  erhaltenen  Werth  sofort  zur  Correktion  des  düpjjelt 
summirten  Werthes  benützt.  In  der  That  erreicht  man  dadurch  meist  schon  im  ersten 
Versuche  eine  so  bedeutende  Annäherung,  dass  die  zweite  Rechnung  bereits  die 
genauen  Werthe  ergibt,  ein  Verfahren,  welches  von  Encke  für  diesen  Fall  in  Vor- 
schlag gebracht  und  vielfach  angewendet  wurde.  Dieses  Rechnungsverfahren  ver- 
meidet jedoch  nicht  völlig  die  indirecte  Rechnung,  indem  die  Erfahrung  lehrt,  dass  es, 
wenn  die  Stönnigen  nur  halbwegs  anwachsen,  eben  unmöglich  wird,  den  zu  erwar- 
tenden Werth  mit  einem  solchen  Grade  der  Sicherheit  zu  bestimmen,  dass  die  Wieder- 
holung der  Rechnung  mit  dem  verbesserten  Werthe  immer  vermieden  werden  komite. 
Es  lässt  sich  jedoch  eine  Vorschrift  angeben,   die  auch  diesen  Mangel  behebt. 

Das  Glied  —  ^hsß^  ("■  +  *  H  f^ig*  "^  ^^^^r  Regel  wenig  merkbares  hinzu,  tind 
man  kann  den  Werth  des  Integrales  ohne  Mitnahme  dieses  Gliedes  als  genügend 
genau  ansehen ;  man  kann  dieses  Glied  also  entweder  ganz  übergehen ,  oder  das- 
selbe, was  vorzuziehen  ist,  überschlagswcise  nach  dem  Gange  der  Funktion  in 
^Rechnung  ziehen ;  bei  der  Kleinheit  des  Factors,  mit  dem  der  zweite  DifFerenzwerth 
zu  multipliciren  ist,  wird  die  Unsicherheit  über  den  Gang  der  Funktion,  die  noth- 
weudigerweise  die  Extrapolation  mit  sich  bringt,   von  keiner  Erheblichkeit  sein  und 

man    kann    daher    die    Behauptung   aufstellen ,    dass    das    Glied avs/"  l*  +  *  '") 

schon  vor  Beginn  der  Rechnung  des  diesbezüglichen  Störungsintervalles  als  genügend 
genau  bekannt  angesehen  werden  kann. 

Gibt  man  den  Gleichungen  (7)  (pag.  75)  durch  Einführen  einiger  Abkür- 
zungen eine  concisere  Form,   indem  man  setzt: 


9) 


so  wird  geschrieben  werden  können 
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dt 

d-2C 


I[X)+hfq.T 


|  +  Ä.;  =  :s(y;  +  h/qy 


in  diesen  Aiisdviicken  kann  man  dio  Wevtho  für  die  gestörten  Coordinaten  des  Pla- 
neten als  bekannt  voraussetzen  nacli  den  obigen  Anseinandersetznngen;  denn  es 
fjenügt  für  dieselben  die  Störinigen  nur  boiläufifir  zu  kennen ,  da  die  Coordinaten 
selbst  durelians  mit  Grössen  von  der  Ordnung  der  Störungen  multi|dicirt  erscheinen. 
Man  wird  also  mit  Rücksicht  auf"  den,  Gang  der  Funktionswerthe  und  auf  die  Re- 
geln der  mechanischen  Integration  leicht  genügende  Annälierinigen  für  dieselben 
erhalten,   die  keiner  Verbesserung  bedürfen.     Setzt  man  nmi : 

Sir)  =  %r)  («  +  iy)  +  tV  'S  ( X)  -  ^Uf'U)  i"  +  '■ " ;     \ 


^(y)' 

%) 


•■/(,)  [a  +  iw)  +  ^\  -  (Z)  -  ^f%)  {a.  +  iw) 


welche  Werthe  als  völlig  bekannt  angesehen  werden  dürfen,  so  ist  mit  Rücksicht 
auf  die  obige  (pag.  77;  für  die  mechanische  Integration  angesetzte  Formel,  wenn  man 
diesidbe  auf  alle  drei  (Koordinaten  anwendet  und  statt  des  Doppelintegrales  bezie- 
hungsweise die  Werthe  5,   >y  und  L  schreibt : 


man   findet  also: 


13) 


nun  ist  aber  mit  Rücksicht  auf  (3)    (pag.  74): 

»•„2  q  =  {■r,,  +  i  i)  S  +  (yu  +  i  '/)  '/  +  (So  +  i  'Q  'i  ;  m)  . 

wo  wieder  die  in  den  runden  Klammern  stehenden  Werthe  mit  Rücksicht  auf  den 
Factor  von  der  Ordnung  der  Störungen  als  hinreichend  genau  bekannt  angesehen 
werden  können,  indem  die  Werthe  J  ^.  ^  »y  und  },  'C  durch  Extrapolation  hierfür  mit 
genügender  Schärfe  zu  erhalten  sind.  Führt  man  nun  für  i.  ly  und  .'  in  (14) 
die  Werthe  aus    (13)   ein  und  schrt-ibt  der  Kürze  wegen: 

xo+ii 


■'■O-C+Tä'" 

.'/0+  i'! 
'u-'I+t's'') 

zq  +  i : 
'•ü-l'-l-,"j/') 
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wi'lclic   Wcvllic   ;i1mi   wieder  direet   erlialtoii   werden,    so   wird: 


I  —  — /(«j-  +  Ai/  +  o:) 

wniTiil  der  Worth  von  g  sofort  direct  gegeben  ist,  sobald  der  Werlh  von  /  bekannt 
ist ;  di(>se  scheinbar  indirecte  Rechnung  wird  aber  durch  den  vcrhältnissmässig  ein- 
fachen Ciang  (b>r  /-Funktion  so  erleichtert,  dass  aus  diesem  Umstände  kein  Nacli- 
theil  für  die  directe  liechnung  erwächst.      Da    überdicss    der  Nenner   oder    vielmehr 

der    Logarithmus   des   Nenners    in    (i6)    in  Folge    des    kleinen    Factors    -  selbst  l)ei 

sehr  stark  anwachsenden  Störungen  einen  fast  linearen  Gang  zeigt,  so  scheint  es 
zweckmässig  zur  Hestiramung  des  Werthes  von  /  nicht  den  Gang  der  vorausgehen- 
den Werthreihe  für  f  zu  benützen,  sondern  einfach  den  Werth  des  Nenners  zu 
extrapoliren.  und  den  so  erlangten  Nälierungswerth  von  q  als  Argument  fiir  die  f- 
Tafel  zu  benutzen.  In  dem  weiter  unten  folgenden  Beispiele  wird  man  sich  leicht 
überzeugen,  dass  auch  diese  Operation  in  der  That  als  direct  bezeichnet  werden 
kann ,  indem  eine  Verbesserung  und  Wiederholung  der  Rechnung  niemals  nöthig 
erscheint. 

Indem  der  Werth  von  y  hiermit  also  durch    ein  directes  Verfahren  bestimmt 
erscheint,   erhält  man  durch  die  Verbindung  der  Gleichungen  (lo)  und  (13)  (pag  79)  : 

g  =  ^  (X)  +  hfq.  -  ^,    j  .9,,,  +  tV  hfq  .r    j 

S  =  -  (V)  +  /./,,-  --^^p    I   A',,)  +  A  hfqy    \ 

oder  iiuleni  man  setzt : 


so  wird  : 


'''-^  '^^ 


.8) 


womit  die  als  diiect  zu  bezeichnende  Berechnung  des  geforderten  zweiten  Diffe- 
rentiabjuotienten  erreicht  ist. 

Die  vorausgehenden  Vorschriften  sind  aber   nur   verwendbar,    wenn   die  Stö- 

o 

rungsrechnung  bereits  im  Gange  ist  und  bedürfen  einer  Modification,  wenn  man, 
von  bestimmten  osculirenden  Elementen  ausgehend,  die  Rechnung  beginnt.  Es  sind 
nämlich  in  diesem  Falle  die  doppelt  summirten  Werthe  'y(ö-|-?«r)  unbekannt,  die 
der  obigen  Rechnung  als  Grundlage  gedient  haben.  Der  Umstand  aber,  dass  die 
indirecten  Glieder  wegen  des  kleinen  Factors  //  anfänglich  einen  sehr  geringen  Ein- 
fluss  üben,  gestattet  auch  hier,   die  nothwendigeu  Näherungen  rasch  durchzuführen. 
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Hierbei  mag  bemerkt  werden,  dass  //'  mit  der  Grösse  des  gewählten  Zeitintervalles 
anwächst,  weshalb  letzteres  nicht  allzn  gross  angenommen  werden  darf.  Ueber  die 
Grösse  des  anznwendenden  Intervalles  entscheiden  die  speciellen  Umstände  nnd  es 
können  hierüber  keine  allgemeinen  Vorschriften  gegeben  werden ;  4otägige  Inter- 
valle sind  im  Allgemeinen  bei  der  Uerechnnng  der  speciellen  Störungen  der  kleinen 
Planeten  ausreichend,  wiewohl  bei  starker  Annäherung  an  Jupiter  dieses  Intervall 
fast  zu  gross  erscheint;  im  Allgemeinen  wirkt  entscheidend  für  die  Wahl  des  Inter- 
valles die  Masse  des  störenden  Körpers,  die  Grösse  der  Annäherung  und  die  Be- 
wegung des  gestörten  Körpers.  Es  kann  daher  z.  15.  bei  Kometen  oft  erwünscht 
sein,  das  Intervall  im  Verlaufe  der  Rechnung  abzuändern,  wobei  jedoch  stets 
gehörig  auf  die  riclitige  Bestimmung  der  Integrationsconstanten  zu  achten  ist. 
Man  wird  das  Intervall  demnach  stets  so  zu  wählen  haben,  dass  sich  die  Stö- 
rungen hinreichend  regelmässig  gestalten  und  demnach  die  Sicherheit  der  mecha- 
nischen (iuadraturen  nicht  in  Frage  stellen.  Man  wird  also  bei  Beginn  der  Rechnung 
vorerst  die  indirecteu  Glieder  der  Null  gleich  setzen,  und  indem  man  zweckmässig 
die  ( )sculationsepoche  so  wählt,  dass  dieselbe  in  die  Mitte  eines  Intervalles  fällt, 
zwei  Orte  vor  und  zwei  Orte  nach  der  Osculationsepoche  rechnen.  Für  diese  Zeit 
wird  man,  ohne  Erhebliches  zu  übergehen,  in  der  Rechnung  der  Werthe  .^  (X), 
.^  (!'),  .^  (Z)  die  ungestörten  (Koordinaten  anwenden  dürfen,  da  die  Störungen 
zweiter  Ordnung  in  derThat  ganz  unbedcnilend  sind,  liuleni  man  diese  Werthe  vor- 
erst mit  den  gesuchten  zweiten  l)ifferential(|uiiti(Hten  identificirt.  wird  man  die  so 
erhaltene  Werthreihe  benützen,  um  die  Anfangscon stauten  für  die  erste  und  zweite 
Summation    (vergl.  ])ag.    35,    53)    nach  den   Formeln: 

'f{a~^ic)   =  -  ^^f  [a-l  w)   +  ^J'"  (a-^2v]   -    ... 

zu  bestimmen,  und  die  Summirung  auf  einem  gesonderten  Blatte  durchführen;  da- 
durch gelangt  man  zur  Kenntniss  der  Werthe  der  zweiten  sumniirten  Reihe,  die 
nach  den  obigen  Vorschriften  zur  genaueren  Bestimmung  der  diesbezüglichen  IJiffe- 
rentialquotienten  verwendet  werden ;  man  erhält  in  der  Regel  schon  dadurch 
hinreichend  genaue  Werthe  für  dieselben ;  inde.ss  kann  man ,  wenn  man  befürchten 
sollte,  das.s  diese  Werthe  keine  völlig  genügenden  Annäherungen  ergeben,  die  Rech- 
nung nochmals  mit  den 'so  gefundenen  Werthen  wiederholen.  In  dem  unten  fol- 
genden Beispiele  werden  diese  Vorschriften  ausfiihrlich  besprochen  und  ich  begnüge 
mich  hier  deshalb  mit  diesen  Aiuleutungen;  ist  aber  einmal  die  Rechnung  im 
Gange,  dann  kann  man  sicli  an  die  oben  auseinander  gesetzten  Vorschriften  gleich- 
mässiij  halten. 


<1  p  j(  u  1  z  f'V  ,  Balinliestiiinniuigeu.  li.  II 
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§  3.    Die  Besliiiinuiiig  <lor  Coordiiiaten. 

Die  F.orochniinff  dov  ("ooidinatcn  dor  störenden  l^laneten  kiinn  meist  f^anz 
Tnn»anfj;en  weiden,  da  man  dieselben  f);esammelt.  in  den  Publicationen  d(n-  astrono- 
misclien  Gesellseliaft  Mand  I  und  VI  findet;  da  dieselben  in  dieser  Sammlnng  in 
bcslinniilcii  /citinlcrvallen  fortlaufend  mitf);etheilt  sind,  so  wird  es  zweckmässig 
erscheinen,  sicli  bei  der  .Storungsrechnuno;  an  diese  Intervalle  zu  halten,  um  jede 
Interpolation  zu  vermeiden.  Jener  Theil  der  Störungen,  der  von  dem  Eiiiflusse  des 
störenden  Planeten  auf  die  Sonne  hemihrt,  ist  in  die  Sammlung  ebenfalls  aufge- 
nommen, wobei  die  daselbst  angeführten  Massen  benützt  sind,  die  mau  dann  für  die 
anderweitigen  Rechnungen  anzuwenden  hat.  Die  ("oordinaten  sind  auf  bestimmte 
Aeqiiinoctien  bezogen ;  es  ist  daher  angemessen,  auch  diese  der  Rechnung  zu  (ivunde 
zu  legen. 

Es  ■^^'^rd  daher  von  Zeit  zu  Zeit  die  Nothwendigkeit  hervortreten,  die  Stö- 
rungen auf  ein  anderes  Aequinoctium  zu  übertragen  ;  indem  ich  aber  diese  Trans- 
fontiation  auf  den  Schluss  dieses  Paragraphen  verschiebe,  will  ich  hier  die  Methode 
auseinandersetzen,  wie  man  mit  Ililfo  der  astronomischen  Ephemeriden ,  speciell 
unter  r.erücksichtigung  der  Einrichtungen  des  berliner  Jahrbuches,  sich  die  Ooordi- 
naten  des  störenden  Planeten  verschaffen  kann,  da  wohl  hier  und  da  das  Hedürfniss 
eintreten  kann,   von  den  Angaben,   die  oben  citirt  wurden,   abzuweichen. 

Die  älteren  Bände  des  Berliner  Jahrbuches  geben  bis  zum  Jahrgange  1867 
inehisive  die  lieliocentrischen  Längen  A',  Breiten  //  und  Entfernungen  ?-,  der  grossen 
riaiicIcH  meist  in  so  engen  Intervallen,  dass  die  Interpolation  für  ein  beliebiges 
Datum  ohne  Mühe  ausgeführt  Werden  kann;  die  polaren  C^oordinaten  beziehen  sich 
dabei  auf  das  wahre  Aequinoctium.  In  den  anderen  astronomischen  Ephemeriden 
finden  sich  die  lieliocentrischen  Orte  der  grossen  Planeten  in  ähnlicher  Weise  mit- 
getheilt  und  man  hat  dieselben  vorerst  auf  das  der  Rechnung  zu  Grunde  liegende 
fixe  mittlere  Aequinoctium  zu  beziehen;  dieses  geschieht  nach  den  \'orschriften. 
die  im  ersten  Bande  pag.  88  auseinandergesetzt  sind;  ich  will  daher  hier  die  End- 
formeln nur  übersichtlich  sammeln. 

Ist  N  die  für  das  betreffende  Datum  geltende  Nutation,  die  ebenfalls  in  den 
Ephemeriden  Aufnahme  findet,  ist  <,  die  Zeit  des  betreffenden  Datums,  ff,  die  Zeit 
(hn-  fixen  Epoche,  auf  welche  sich  das  gewählte  fixe  mittlere  Aequinoctium  be- 
zi(>ht ,  und  setzt  man  die  Differenz  f^  —  f«  =  t  in  Einheiten  des  tropischen  Jahres 
an,  so  ist  die  heliocentrische  Tiänge  ?.„'  und  lireite  p',,'  in  Bezug  auf  dasselbe  Aequi- 
noctium bestimmt  durch  : 

i;  =  X'  —  N—  tII  +  ;c  tang  /?'  cos  (A'  —  71)  } 
li„'  =  ß'  -\-T  n-  sin  (;;  —  II]  , 
wobei  für  die  constanten  Werthe  anzunehmen  ist : 

JI  =  173"  o'  12"  +  32'.'847  {  ^  [/,  +  i„]  -  1850  } 
/r  =  o'.'47Q5  —  o"ooo  0062  { J  [/,  -|-  Q  —  1850  } 
/  =  5o"234t>5  +  o-ooo  2258  {4  LA  +  <o]  —  1850}  ; 
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man  wird  hierltei  die   Glieder  zweiter  Ordnung  strenge   berücksichtigen,    wenn  man 

für  ;;  und  /)"  in  den  letzten  Gliedern  rechter  Hand  die  für  die  Zeit  *-L^-h  geltenden 

Werthe  einsetzt;  für  die  Verhältnisse,  wie  dieselben  durch  die  Planeten  geboten 
werden,   genügt  es  aber,   für  ?J  den  Wertli 

1  r  ir  li  tft 

A    50   23 

einzusetzen  und  für  ß'  den  unveränderten  Werth  anzunehmen. 

Sind  einmal  diese  Grössen  berechnet,  so  finden  sich  die  rechtwinkcdigen  Co- 
ordinaten  nach  den  Formeln : 

^"i  =  J"i  cos  Aq'  cos  (i^ 

iji  =  ri  sin  Ag'  cos  /y,/ 

z^  =  r,  sin  /^'  ; 
bei  dieser  Rechnung  wird  man  zweckmässig  sofort  auch   den  störenden  Einfluss  des 
Planeten  auf  die  .Sonne  bestimmen  und  somit  zu  rechnen  haben: 

wobei  unter  k  die  ('onstante  des  Sonnensystems,  unter  w  das  der  Störungsrechnung 
zu  Grunde  liegende  Zeitintervall  in  Einheiten  des  mittleren  Sonnentages  und  unter 
»ij   die  Masse  des  störenden  l'lancten  in  Einheiten  der  Sonnenmassc  verstanden  ist. 

Die  Massen  der  grossen  Planeten  und  die  Producte  (kic)'^  m^  finden  sich  unter 
Annahme  des  Werthes  w  ^^  40  in  der  Tafel  XII  aufgenommen  und  hierbei  ist  vor- 
ausgesetzt ,   dass  Alles   in  Einheiten  der   siebenten  Decimale   ausgedrückt    erscheint. 

Die  berliner  Jaluliücher  für  1 868,  1 869  und  1 8 70  geben  direct  die  rechtwinkeligen 
Coordinaten  und  di('  störenden  KräftCj  soweit  dieselben  von  dem  Orte  des  gestörten 
Planeten  unabhängig  sind.  \'om  Jahre  1871  an  finden  sich  Angaben  für  die  he- 
liocentrischen  Orte,  die  unmittelbar  die  Grössen  r^ ,  A^'  und  ß^'  finden  lassen.  Der 
Logarithmus  von  r^  und  die  Grösse  ß^'  finden  sich  direct  unter  den  Columnen 
» log  li  cc  und  i>  Breite « ,  Ao'  findet  sich ,  wenn  man  zu  den  Werthen  » Länge  in  der 
Hahn«  die  Grösse  «Reduction  auf  die  Ecliptik«  mit  dem  angesetzten  Zeichen  ad- 
dirt.  Es  ist  natürlich  klar,  dass  man  sich  an  die  im  JSerliner  Jahrbiiche  gewählten 
Ejiochen  und  Aeciuinocticn  halten  wird ,  um  die  sonst  nöthigen ,  immerhin  zeit- 
raubenden,  Interpolationen  und  Keductionen  zu  vermeiden. 

Was  mm  die  Perechnung  der  ungestörten  Coordinaten  x^,  ;/(,,  ::^  und  ?„  des 
gestörten  Planeten  anlangt,  so  wird  man  vorerst  die  der  Rechnung  zu  Grunde 
liegenden  Elemente  auf  das  mittlere  fixe  Acquinoctiura  der  (Joordinaten  des  stören- 
den Planeten  beziehen  und  hierzu  allenfalls  die  Formeln,  die  im  ersten  Bande  ent- 
wickelt sind   (1  pag.  81  u.  ff.),   benützen. 

Mit  diesen  Elementen  rechnet  man  nun  vorerst   (vergl.  I  pag.  17): 
sin  a  sin  A  = 
sin  a  cos  A  = 


cos  a 

sin  h  sin  B  = 

sin  „7 

C=o 

—  sin  Q  sin  i 

sin  li  cos  B  = 

cos  Q  cos  { 

sin  c  — 

10  =  jt  —  Q  , 

„          .sin  w 

e    =  —. — T, 
sin  I 

A'  =  A  +  w 

B'  =  B  +  10 

C  =  10 

n 


I    |);iK.  47- 


84 


«(■ilcr  für  dir  ciuy.oliirn  Iiitorvallc : 

M=  Mo  +  /t  t 
M=  E—  e"  sin  E 

r„  sin  v„  =  a  cos  rp  sin  E  \  |   ^^.^^    ^^ 

?•„  cos  v„  =  a  (cos  E  —  e)      ■  ) 

■•^0  =  U  sin  a  sin  (^'  +  «„)  | 

yu  =  '■()  sin  h  sin  (ß'  +  ?;„)  ^  ' 

~(]  =  'o  ''in  c  sin  (6"  +  «„) 

Iti  _  ro^  {  .  +  yV  /'  } 

h 


h'  = 


l+^\h 


wobei  log  (»A'/i,-)- =  9.675 283  (das  Intervall  lo  zu  40  Tagen  vorausgesetzt)  ist,  und  erhält  so 
alle  (Joordinatcn,  die  für  die  Störungsrechuung  nüthig  sind.  Der  Umstand,  dass  es  von 
10  zu  10  Jahren  nöthig  ist,  das  mittlere  Aequinoctium  abzuändern,  um  die  Angaben 
des  Berliner  Jahrbuches  ausnützen  zu  können,   stellt  schliesslich  noch  die  Aufgabe,  die 

Störungen   t ,    1; ,   t  in    den  Coordinaten  und  deren  Geschwindigkeiten   "37  5  -57  j    ^ 

von  einem  mittleren  Aequinoctium  auf  ein  anderes  zu  übertragen.  Um  diese  Auf- 
gabe vorzunehmen,  wird  man,  da  wohl  ausschliesslich  Ekliptikalcoordinaten  bei 
diesen  Rechnungen  angewendet  werden ,  die  im  ersten  JJande  pag.  84  angeführten 
Formeln  als  Ausgangspunkt  benutzen  können. 

Bezeichnet  man  mit  x,  y,  z  die  Coordinaten  in  Bezug  auf  das  Ausgangs- 
Aequinoctium,  mit  a;, ,  y^,  z^  die  auf  das  neue  Aequinoctium  bezogenen  Coordinaten, 
so  hat  man ,  wenn  als  Ausgangspunkt  der  Zählung  die  Knotenlinie  zwischen  den 
beiden  in  Betracht  kommenden  Ekliptiken  angenommen  wird,   die  Relationen: 

X  =  cos  ß  cos  {X  —  TI)  \  ' 

y  =  cos  ji  sin  [l  —  71)  \  i) 

z  =  sin  (i  I 

.7-,  =  cos  (/>'  -f-  d  ß]  cos  ,1  -{-  dl—  n—1) 
y,  =  cos  [ß  +  d  ß)  sin  [l  +  d  ).  —  n  —  /) 
2i  =  sin  (ß  +  d  ß)  ) 

Xi  =  X  \ 

y^=y  cos  7t  +  z  sin  71  >  3) 

^1  =  —  y  sin  71  -f-  z  cos  -/.  ) 

Wählt  man,  wie  es  in  der  Störungsrechnung  geschieht,  die  Richtung  nach 
dem  jeweiligen  mittleren  Frühjahrspunkte  als  die  positive  X-.Vchse,  so  erhält  man 
leicht  aus  (i)  und  (2),  wenn  man  die  so  gezählten  Coordinaten  durch  den  Ex- 
ponentialindex  «on  unterscheidet: 


8,S     — 


x  =  a;"  cos  JT  +  2/"  sin  JT 
y  ^  y«  cos  JI  —  a;"  sin  /T 

.r,  ==  r,"  cos  [Tl  -\-  T]  +2/,"  sin  (77  +  /) 
y,  =  y,o  cos  (JT  +  /)  —  .Tl"  sin    n  +  ^) 


werden  diese  Werthe  in   (3)  substitiiirt,   so  erhält  man  fürz, ",  y,",  s,"  die  Ausdrücke: 

ariO  =  a:0{cosncos(JT+/)  +  sinJIsin  {JT+/]  cos/r}  +  y"{sin  JIcos(/r+^)  — 

—  cos 77 sin  [77 -f- 1]  cos  w]  —  s" sin n sin  (77  +  /) 

yin  =  ;K0{(.osJ7sin(77^/;i  —  sinHcos  (77+/)  cos.t }  +  yflsinT?  sin  (71+/)  + 

+  cos  77  cos  (77  +  /)  cos  /c}  +  z"  sin  -w  cos  (71+  /) 

«j  0  =;  ^0  sin  77  sin  ;r  —  y"  cos  77  sin  jt  + ;:"  cos  7t. 

Setzt  man  also : 

Xx  =  —  2{  sin-i  J  /  +  sin  77  sin    H  +  I)  sin'''  ^  a  } 
Yx  =  —  sin  /  +  2  cos  77  sin  (77  +  l^  sin^  .^  ,t 
Zjc  ^  —  sin  71  sin  (77  +  l, 

Xy  =  sin  /  +  2  sin  77  cos  (77  +  /)  sin  2  i_ 


sin-" 


7t 


Yy  =  —  2  {  sin2  l  /  +  cos  77  cos  (77  +  /)  sin2  \ 
Z,.  =  sin  ij;  cos  (77  +  /) 


r} 


4) 


X_  =  sin  77  sin  -jt 
Yj  ^  —  cos  77  sin  /r 
Z.  =:  —  2  sin'''  ^  Tt  , 

so  sind  di(!  allg'cmcincn  Transformationsformeln ,  mit  denen  man  die  letzten  Sum- 
raations-,  Ar^iment-  und  Diffcrenzwcrthe  der  .Störungstafeln  zu  übertragen  hat, 
wenn  mau  das  Aequinoctium  ändern  will,   bestimmt  durch: 


yO-^X,j-xO+  Yy.y<^  +  Zy-z<> 


•'1 

r,"  =  3«  +  X;  •  x"  +  Y.  -y"  -{-  Z.  -2".  J 

Die  nachstehende  Tafel  gibt  von  10  zu  10  Jahren  für  das  gegenwärtige  Jahr- 
hundert die  Logarithmen  der  nach  obigen  Formeln  streng  berechneten  ( !oefficienten 
für  die  Uebertragiing  auf  das  nächstfolgende  Jahrzehnt ;  um  keinen  Zweifel  über  die 
Charakteristik  zu  lassen,   ist  dieselbe  vollständig  angesetzt: 


log  A' 


log  Z. 


log  r,  log  Z,  log  X,j  log  Y,j  log  Z,,  log  X._  log  r, 

i8oo4„47i9— 10  7„386490  — 10  4„4728  — 10  7.386490— lo  4„4720  —  io  5„363o5— 10  4.4810—10  5.36291  — 10  o„43 
i8io  4„4720  — 10  7„3865io— 10  4,14674- 10  7.386510— 10  4„4720— 10  5„363o8  — 10  4.4756-10  5.36294—10  o„43 
i820  4„4720— 10  7„386529— 10  4„46i9  — 10  7.386529— 10  4„472i  — 10  5„363ii  — 10  4.4702  —  10  5.36297—10  o„43 
18304,14721  — 10  7„386549  — io4„4563  — 10  7.386549— 10  4„472i  — 10  5„36314— 10  4.4647— 1°  5- 36300— 10  o„43 
1840  4„472i  — 10  7,1386568  —  10  4„45o6  — 10  7.386568  —  10  4„472I  — 10  5„36317  — 10  4.4591  —  10  5.36303—10  o„43 
i850  4„472i  — 10  7„386588  — 10  4„4448  — 10  7.386588  — 10  4„4722  — 10  5„36320  — 10  4.4535  —  105.36307—10  o„43 
i86o4„4722— 10  7„3866o7— I0  4„439o— 10  7.386607  — 10  4„4722— 10  5„36323  — 10  4.4478  —  10  5.36310-10  o„43 
i870  4„4722— 10  7„386627— io4„433i  — >o  7-386627-10  4„4723  — 105,1363 25  — 10  4.4420-105.36313-10  o„43 
i880  4„4723  — 10  7„386646— I04„427i  — 10  7.386646 - 10  4„4723— 10  5„36328— 10  4.4362  — 10  5.36316— 10  o„43 
i890  4„4723  — 10  7„386666— io4„42ii  — 10  7.386666— 10  4„4723  — 10  5„3633o  — 10  4.4303  —  10  5  36318  —  10  o„43 
i9oo4„4723  — io7„386685— io4„4i49— 10  7. 386685  — 10 4„4724— 10  s„36332— 10  4.4243—10  5.36320  —  10  o„43 


— 10 

— 10 

-10 

— 10 

10 

10 

— 10 

— 10 

— 10 
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Dil  iii;ni  ahcr  wolil  ;mcli  hiiulifj;  den  IJebergiiiif^  in  ilcr  iim^ckehrten  Richtuiif^ 
oder  iuicli  in  anderen  Intervallen  v.u  inaclien  liat,  so  dürfte  es  sicli  empfclileii,  ähn- 
li(  li  wie  (lies  bei  den  l'racessionsconstanten  geschehen  ist,  die  Entwickelung  der  dies- 
beziigliclicn  Glieder  nach  l'otiüizen    der  Zeit  vorzunehmen. 

Bleibt  man  bei  den  Gliedern  2'"'  Ordnung  inclusive  stehen,  so  erhält  man 
leicht  aus  4)  : 

^.x  =  -H''-il^sinJI)2 
Yx  =  —  /  +  I  /r  cos  n.  TV  sin  77 
Z^.  =  —  7t  sin  H  —  I7C  cos  JT 


Xy  =  l  -{-  \7t  COS  n. 71:  sin  TT 


Yy 

=  —  {P  —  ^{7tcosn)'i 

h 

=  ;icos  JI  —  1 7t  sinn 

^. 

=  7t  sin  n 

^z 

=z  —  7t  cos  n 

^z 

=  —  |7F2. 

6) 


Die  in  diesen  Ausdrücken  erscheinenden  Präcessionsconstanten  haben  die  Form : 


n  =  n,  +  a  [i,  - 1850)  +  ß  [t,  —t,) 


7) 


wobei  die  numerischen  Werthe  sich  aus  der  Vergleichung  mit  I  pag.  81  wie  folgt, 
ergeben  : 

A  =  +  5o"23465  +  o"ooo  22576  {(^ — 1850)         A'  =  +  o"ooo  11288    \ 
/  =  +    o"47g50  —  o"ooo  00624  (4 — 1850)         /  =  —  o"ooo  00312     \        8) 
n„  =  i73"o'  12",   «  =  +  32"847,   ß  =  —  8" 694  ) 

Vor  Allem  wird  es  in'jthig  sein,  die  Glieder  von  der  Form  7t  sin  TI  und  71  cos  11 
näher  zu  entwickeln.  Es  ist  klar,  dass  hierzu  die  Hand  I  pag.  77  gegebenen  Aus- 
drücke nicht  unmittelbar  verwerthet  werden  dürfen,  weil  dieselben  sich  vorerst  auf 
die  fixe  Ausgangsepoche  1850  beziehen  und  überdies  die  durch  die  allgemeine  l'rä- 
cession  bewirkte  Aenderung  in  der  Zähhuig  von  TI  nicht  enthalten. 

Man  findet  aus  7)   zunächst : 

7FsiniI=  {;'sinJT||  +  yacosJIo  ('0 — 1850)}  (<i — <q)  +  {y'sinTT,,  +  yß cos  11,,  -\- 

_|_  «/cosTTy  (<„— 1850)  }  [h  —  t„]- 

TTCOs/T  ^  {/cos/I„  —  yasinü^  {f„ — 1850)  }  (/, — Q  4-  {/'cos /Tg  —  yßsinü^  — 

—  ay'  sin  JIo  {f,—i8^o)  }  (<i— <o)^; 

führt  man  hierin  die  Werthe  aus  8)  ein.  und  lilsst  diejenigen  Glieder,  welche 
Produkte  (4 — 1850)^  in  [t^ — t^)  und  (<q — 1850)  in  (^i — ^n)'-'  ergeben,  weg,  so  erhält 
man  Ausdrücke  von  der  Form : 


Ttsinn  =  {zo  +  K,  7„— 1850)  }  [ti—to)  +  y-ü  [h—toV  \ 

Ttcosn  =  (Co  +  ti  (<„-i850)  }  (<,— g  +  Cu'  [ti-t,]^  j 


9) 
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wobei   zu  Folge    der   obigen  Ausdrücke   die    constanten   Grössen    die   folgenden  nu- 
merischen Werthe  haben; 

At   =  +  o"o584i  ■/,  =  —  o'ooo  07655 

^0   '^  —  o  47593  ^1  =  —  o'ooo  0031 1 

Xq  =  +  o'oooo  1967 
C»'  =  +  o"oooo  0556 
Es  w'wA  sieh  also,   wenn  man  : 

A  =  Ao  +  2/;;/o-i85o) 
schreibt,   ans  6)   ergeben: 

Y.^=—[l^  +  2K'  (/o~i85o) }  if^~Q  +  { I  x„;-„-A' }  [t,-f,p 

^x  =  —  {-A,  +  y-i    (<o— 1850) }  {fi—t,)  —  {   y.„+i„-:„ }  (/,  -f,yi 

Xy  =     {4  -f-  2I'  (^„-1850) }  (/,-4,)  +  {I  x„;-„+/; }  (/,-^„)i 

5^2/ =  -  H  V  +  cv}  (<,-^o)'^ 

Zy  =     {;■„  +  c,  (<„-i85o)}  «,-0  +  {;v— /.o>f„)  (/,-'„;^ 

^z  =     {yn  +  •/,  (^„-1850) }  (/,— A,i  +  x;  (/, -^„12 

^z  =  -  {Co  +  Ci  (/0-1850)}  (/,-^„)  4-  ;v  (^,— g-' 

oder  numerisch  und  in  Einheiten  der  /ehnten  Decimale : 

^x  =  —  296.57    ißi—fuY^ 

Yx  =  {-  2435445  -  10.95  (<„— 1850)}  (üi-g  —  5.48  (/,— /„)2 

Zx={        -  2832  +    3-71   (^0—1850))  (^-g  +  4-66  (f,-f„yi 

^y  =  {+  2435445  +  10.95  (^,—,850)}  (i!,-g  +  5.47  ((',— g2 

Yj,   =  -  296.60  {f,~t,;^ 

Zy   =  {—  23074  —  0.15  (<o-i85o)}  {ti—to)  -  0.69  [ti-Q-^ 

x_  =  { +   2832  -  3.71  '7o— 1850) }  (<,-g  +  0.95  [t-t,r^ 

Yz    =  {+  23074  +  0.15    (/0-185O)}   [t,—t,)    +  0.27    (/,-g2 

Z.  =  —  0.03  [f,-t,:-K 

Zu  den  voranstehenden  Formeln  wäre  zu  bemerken,  dass  man  bei  der  l'eber- 
tragiing  auf  ein  anderes  Aequinoctium  in  der  Siimmationstafel  der  Störungen  in  den 
drei  Coordinaten  sowohl  die  snmmirten  Werthe,  als  auch  die  Funktions-  und  DifFe- 
renzwerthe,  wie  sie  vor  der  Uebertragung  statt  haben,  entsprechend  transfnrmiren 
muss.  Hierbei  wird  man  die  zusammengehörigen  Werthe  der  zweiten  summirten 
Reilie  als  x-,  y-,  s-Coordinaten  auffassen,  ebenso  die  zusammengehörigen  Werthe 
der  ersten  summirten  Reihe  u.  s.  f.  inid  für  jedes  System  dieser  zusammengehörigen 
Werthe  die  Transformation  ausführen.  Die  Aenderungen  in  den  DifFerenzwerthen 
werden  in  der  Regel  so  klein  sein,  dass  es  kaum  nötbig  sein  wird,  auf  diese  Aen- 
dennigeu  Rücksicht  zu  nehmen. 

Schliesslich  ist  in  diesem  Paragraphen  nocli  zu  erwalnien.  wie  man  die  Stö- 
ruugswerthe  ^,    »y ,   ü'   bei    Ableitung    einer    üppositionsephemeride  verwerthen  kann. 
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^,  II,  L.  sind  auf  die  I'lkliptik  l)('/.()^^•('n  ,  wiiliicnd  die  Miilicincridc  sicli  «^i'wöliiilicli  aiit' 
den  .\(:(|iiat()r  lic/iclit.  liii  den  Ucberfi;aiiir  auf  die  letztere  El)t!iie  zu  bewerkstelliifon, 
hat  man,  wenn  t  die  Scliicfc  der  l"'kli])tik  bezeiclmct  nnd  i",  if,  '^'  die  neuen 
\Vt'rtli('    vinstcllcn,    nacli    I    (l>ag'.   12]    die   Formeln: 

s^'  =  ^- 

)f  =  ij  cos« — 'C  sint 

'C  =  /y  sin  t  -\-'C  cos  £  ; 

diese  Wertlie  wird  man  an  die  ungestörten  äquatorealen  Coordinaten  r,,',  y^',  r,,' 
<les  l'laneten  aulirini^en.  nni  die  gestörten,  der  Ephenieridenrechnung  zu  Grunde  zu 
legenden  iuiuatorcalen  Coordinaten  x ,    ij\   z    zn  erhalten;   diese  sind   jetzt: 

X    —  a^u    -\-  ^ 

y  =  yo'  +  '/ 

z  =  s«'  +  r. 

Man  wird  eine  Reihe  von  Werthen  für '^j  /y ,  C  für  die  Nähe  der  ()])po- 
sition  nach  den  Formeln  An)  und  B„]  (pag.  53)  rechnen,  imd  aus  der  so  erhal- 
tenen Integraltafel  die  für  die  Epochen  der  Ephemeride  geltenden  speciellen  Werthe 
entlehnen;  es  isf  klar,  dass  die  IJerechnung  der  ('om'dinaten  wohl  niemals  genauer, 
als  auf  Einheiten  der  y'*""  Deciraale  ausgeführt  zn  wc^rden  braucht. 


§.  4.    Uebergang  auf  osoiilirende  Elemente  bei  Encke's  Methode. 

Die  Störungswerthe  wachsen  mit  der  Zeit  fortwährend  an  und  häufig  genug 
tritt  der  l^'all  ein,  dass  die  Fortführung  der  Störungsrecluiiuig  wegen  der  Grösse 
(hn-  Störungen  inid  wegen  des  unregclmässigen  Ganges  derselben  nach  den  obigen 
Vorscliriften  sehr  beschwerlich  und  die  Genauigkeit  der  Rechnung  fraglich  wird. 
Das  unten  folgende  lieispicl  zeigt  diesen  Uebelstand  sehr  auffällig ,  mid  die 
Reclmung  ist  eigentlich  A\eiter  fortgesetzt,  als  es  für  die  Sicherheit  derselben  wüu- 
schenswerth  erscheint.  Es  sollte  aber  gezeigt  werden,  was  die  verschiedenen  Me- 
thoden leisten,  und  das  gewählte  Beispiel  zeigt  ganz  auffällig  die  ^^ortheile  der  Me- 
thode der  Berechnung  der  Störungen  nach  den  Hansen' sehen  Coordinaten,  wenn 
die  Störvnigen  sehr  anwachsen;  in  der  That  ist  der  Uebergang  auf  osculirende  Ele- 
mente nach  der  letzteren  Methode  ganz  überflüssig  und  ist  mir  ausgeführt,  um  ver- 
gleichende Resultate  zu  erlangen. 

Wünscht  man  also  aus  irgend  einem  Grunde  die  Störungen  auf  die  Elemente 
zu  übertragen,  so  tritt  die  Nothwendigkeit  auf,  hierfür  geeignete  Formeln  zu  be- 
sitzen. Für  die  Genauigkeit  der  Rechnung  ist  es  wünschenswerth,  sofort  den  Ueber- 
schuss  der  gestörten  Elemente  über  die  xuigestörten  zu  bestimmen.  Die  Formeln 
werden  bei  dieser  F\)rdernng  zwar  etwas  \or« ickelter,   die  grössere  Mühe  aber  kommt 
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gegen  die  erzielte  Genaviigkeitsziiiiahme  kaum  in  Betracht ;  doch  soll ,  um  zweck- 
mässige Controlen  zu  erhalten ,  später  ebenfalls  die  Methode  entwickelt  werden, 
inimittelbar  ans  den  gestörten  Coordinaten  und  den  gestörten  Geschwindigkeiten  die 
Elemente  zu  bestimmen. 

Vorerst  soll  vorausgesetzt  sein ,  dass  in  geeigneter  Weise  die  Störungen  des 
Radiusvector ,  des  ersten  DifFerentialquotienten  desselben  nach  der  Zeit,  und  die 
Störung  des  Werthes  der  Quadratwurzel  des  Parameters  bekannt  seien;  es  soll  also, 
wenn  die  inigestörten  Grössen  durch  einen  angehängten  Nullindex  dargestellt  sind, 
bezeichnet  werden : 

r    —  ro    =  z/(r) 

dr^  dr^  ^  idr\ 

dt  dt  \dt) 

Avis  z/  (V/> )  leitet  sich  leicht  der  Unterschied  der  Parameter  z/  [p)  ab ;  denn  multi- 
plicirt  man  in  der  letzten  Gleichung  beiderseits  mit  Vp  +  Vp(,.    so  erhält  man  leicht: 

p  -p,  =  J  ip)   =  {  2  Vp,    +  J  [Vp]  }J{p).  I ) 

Die  bekannte  Polargleichung  für  r  gibt : 

e  cos  V  ^ I , 

und  die  Differentiation  dieses  Ausdruckes  unter  Berücksichtigung,  dass : 

dv  k       ,—  s 

-Tt-'W^^^  '' 

ist,   lässt  finden: 


-"-=?(«)■  " 


Die  letzteren  beiden  Gleichungen  geben  die  Hilfsmittel  an  die  Hand,  die 
Excentricität  und  die  wahre  Anomalie  zu  finden,  und  können  leicht  auf  Formen 
überführt  werden,  welche  die  Unterschiede  der  gestörten  gegen  die  ungestörten 
Werthe  finden  lassen;   man  wird  haben: 


e  sin  0  = 


wobei  man  für    '-^r-  zu  setzen  haben  wird ; 

dt 


drn  •  k 

—  =e„sm.o^ 


Setzt  man  weiter: 


|i^^  (y^)  +  y^^  ('j^)}  =  ,  sin  G 

~[j(p)-'f^-^  {r)  }  =  ^  cos  G 

OppolzfM-,  Biihnbestimmungen.   II-  '2 
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so  wird  : 

e  sin  K  =  Co  sin  r„  +  g  sin  G 
e  cos  t)  =  Cf,  cos  «Jfl  -|-  g  cos  G 

woraus  man  sofort  ableitet : 

esin(»  — Uo)=  «7  sin  ( 6^  —  n,,)  , 

4) 
e  cos  [v  —  «0)  =  «0  +  y  CO**  (<^  — »0)    ; 

nun  hat  man  ziir  Bestimmung  des  Unterschiedes  der  wahren  Anomalien  die  Gleichung : 

.          /             \              ö  sin!*?  — Wo)  ,, 

tang  »  —  »0    =  — T TT' ;  •  5 

Der  Quadrant,  in  welchem  v — üq  zu  nehmen  ist,  kann  wohl  nie  zweifelhaft 
sein,  da  v  —  «„  im  Allgemeinen  nur  ein  sehr  massiger  Bogen  sein  kann;  sollte  aber 
jemals  bei  sehr  kleiner  Excentricität  ein  Zweifel  in  dieser  Richtung  auftreten,  so 
wird  man  zu  beachten  haben,  dass  sin  [v  —  v^]  das  Zeichen  des  Zählers,  cos  [v  —  v^] 
das  Zeichen  des  Nenners  hat. 

Multiplicirt  man  in  4)  die  erste  Gleichung  mit  sin  \  [v  —  »0)  ,  die  zweite  mit 
cos  ^  (» —  t'u)   und  addirt,   so  findet  sich: 

J[e]==e-e,=  .>/ 00s  {  <;--j  (.  +  .0)  } 
^  '  "  cos  i  (ü  —  «0) 

wodTirch  der  Unterschied  der  Excentricitäten  ermittelt  erscheint ;  später  bedarf  man 
noch  des  Unterschiedes  der  Quadrate  der  Excentricitäten;  man  findet  ähnlich  wie 
in  der  Gleichung   i)  : 

J[e^)=e-^-e^  =  {2e,+J[e))J[e). 

Da  in  den-  elliptischen  Elementen  anstatt  der  Excentricität  gewöhnlich  der  Ex- 
centricitätswinkel  aufgeführt  erscheint,  so  ist  es  angemessen,  ebenfalls  die  Bestimmung 
von  (p  —  f/i(|  auszuführen.  Man  wird  zu  dem  Ende  aus  e,,  und  J  [c]  den  Wertli  von 
e  =  sinfjp    mit    einer  genügenden  Annäherung  berechnen  und  hat  dann: 

sin  4  m  —  fPo    = T-, — r     <      • 

2  *  »^  '  "  2  00s  \[<p  +  l)Po) 

Der  durch  (5)  ermittelte  Unterschied  der  wahren  Anomalien  kann  dazu  benützt 
werden,  den  Unterschied  der  mittleren  Anomalien  zu  bestimmen,  da  die  mittlere  Ano- 
malie gewöhnlich  als  Element  angesetzt  wird.  Bei  der  Kleinheit  der  Excentricität 
der  Planetenbahnen  wird  man  kaum  wesentlich  an  Sicherheit  der  Rechnung  ein- 
büssen,   wenn  man  M  mit  Hilfe  der  bekannten  Formeln : 


sin  \  (v — E)  =   |/—  sin  -^^  sin  ü 


M=  E—esinE  ) 

bestimmt  und  durch  Vergleichung  mit  M^  den  Werth  M — M^  ermittelt.  Es  scheint 
aber  der  vorgesetzten  Lösung  des  Problems  angemessen,  auch  hier  die  kleine  Mehr- 
arbeit nicht  zu  scheuen  und  die  Formeln  direct  auf  die  Unterschiede  zurückzuführen. 
Setzt  mau: 
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sin  V  cos  cp  =  sin  «q  cos  rpo  -\--  (ff) 
cos  V  -\-  e    ^  cos  ÜQ  +  6,5     +  (y) 

+  (?)  , 


I  +  e  C08  V  I  +  «u  cos  ro 

so  ergibt  sich  leicht,   wenn  man  beachtet,   dass  geschrieben  werden  kann : 

(ff)  =  2  sin  ^  (»  —  »„)  cos  I  («1  +  «„)  cos  </>  —  2  sin  ^  (f/)  —  g)^)  sin  ^  (y)  +  (p^,)  sin  »0 
(y)  =  ^  (e)  —  2  sin  {  [v  —  ■«„)  sin  ^  [v  +  «o)  8) 


nun  ist  aber: 


•r,        sin  r  cos  qp 
sin  E  =  — ; i 

i  -\-  e  cos  u 

T^  COS  V  4-  e 

cos  £  =    ; , 

1  +  «  cos  V 


demnach  wird : 

sin  £  =  sin  £'0  +  [q)  sin  f«  cos  f/)„  +  [ff)   j  ^  +  (?) ! 

cos  £  =  cos  Ea  +  !  e)  { cos  p„  +  e„ }  +  (y)   j  ^  +  (?)  | 
lieachtet  man  aber,   dass  ist  nach   (7): 


—  +(?)=  -■ 
Po  *^'  P 


und  dass  geschrieben  werden  kann : 

sin»o  cosyo  ^  sin£o  ^ 

COSDo  +  Co  =  cos£o 
und  setzt : 

11)  =  P^  Ig)  =  M.  A^  _  ASpL 

so  kann  man  auch  schreiben   [l]  = —  g  cos  G  und  setzt  überdies ; 

[l]  sin  £0  +  i<^)  -^  =  ^'  ^"1  ^ 
r 


so  findet  sich  leicht : 


(A)cos£n+  (y)  -J^=/cos(?' 


tang  £  — £oi  =      1     ,       ,^,,     PI 
s  ■  "  •  +  y  cos  (6 — Ea) 


9) 


Aus  der  Vergleichung  der  Ausdrücke: 

M  =  E   —  e   sin  E 
M^  =  £0  —  «0  siii  -^0 
folgt  sofort: 

ilf_Mo  =  £-£o  — 2eosin|(£— £0)  cos|-(£+JE;„)  -  sin£^(e),        11) 

so  dass  die  Gleichungen   (8),    (9),    (10)   und   (11)   die  Resultate  aus  6)   ersetzen. 

12* 
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Es  erübrigt  nun,   um  die  Dimensionen  des  Kegelschnittes  völlig  zvi  bestimmen, 
die  Ermittelung  des  l'nterschiedes  der  grossen  Iliilbaclisen.      Es  ist: 

oder: 

■Jia)     «  — «0    '-fip)  +ao^{e-) 

Gewöhnlich    wird    aber    statt   a  die   tägliche   mittlere   siderische   liewegung  fi 
angesetzt.     Man  hat  hierfür  : 


,«  =  ."o  +  -ffi  =  fi  {('n  +  J  [('■]  }    -  =  ,"n  I  I  + 
es  ist  also,   wenn  man  eine  Reihenentwickelung  ausführt  und 


"0 


j 


2O0 

setzt, 


=  9 


die  in  den  Klammern  stehende  Reihe,  vom  zweiten  Gliede  angefangen ,  ist  nichts 
anderes,  als  der  Werth  von  — fq,  wobei  log/  aus  der  /-Tafel  (Tafel  XI)  zu  entlehnen 
ist,  die  bei  früheren  Entwickelungen  (pag.  75)  bereits  benützt  wurde;  man  hat  also 
zur  Berechnung  von  /t  die  Formeln : 

^  2  {po  —  "o-J[e-)i 

/'  — ,"0  =  —fq^h  ■ 

Die  Berechniuig  von  a  —  «o  oder  von  u  —  u„  kann  aber  auch  in  einer  anderen 
Weise  vorgenommen  werden,  die  zur  ("ontrole  benützt  werden  kann  und  später  in 
geeigneter  Weise  Verwendung  findet. 

Das  Quadrat  der  Geschwindigkeit  kann  nach  der  Gleichung  für  (/  (I  pag.  44) 
dargestellt  werden  durch : 

setzt  man  nun  den  Unterschied  der  Quadrate  in  der  gestörten  und  migestörten  Be- 
wegung als  bekannt  voraus  und  schreibt : 

so  wird : 

k^  V  '■  '"0  /  \ «  "0  /  ö  «0  rro        ' 

setzt  man  also  abkürzend  : 


-Jjg-)      I     2(r— ro) 
SO  wird: 


+  ^"      '"'    =  P  12) 


a  —  ao      ^p 


a«o 
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a  —  «0 Oq  P      

oo  I— "o-P  " 

endlich 

/*  — /'u  =  — /?A'o 


13) 


Die  ehen  entwickelten  Formeln  setzen  die  Kenntnis?  von  J  [r]  ,  ^  ("7")^ 
z/  {Vp)  und  iiberdiess,  wenn  man  zur  Hestimmung  von  u  —  m„  die  zweite  Methode 
benützen  will,  die  Kenntniss  von  J  [g"^]  voraus ,  sind  aber  übrigens  völlig  frei  von 
der  Methode,  die  der  Berechnung  der  Störungen  zu  Grunde  gelegt  wvn-de.  Die 
Ermittelung  der  eben  liingeschriebenen  Grössen  und  die  Bestimmmig  der  Bahnlage 
muss  aber  verschieden  durchgeführt  werden  je  nach  der  Methode  der  Störungsrech- 
nung.  und  es  wird  vorerst  vorausgesetzt,  dass  die  Störungen  nach  den  rechtwinkeligen 
Ekliptikalcoordinaten  berechnet  sind. 

Für  die  Zeit  der  gewählten  Osculationsepoche  sind  die  Störungen  der  CJoordi- 

naten  ^,   ij,   "Z  und    die  Störungen   in    den  Geschwindigkeiten   -fi  t  -rj ■,  -j-.    nach    der 

bei  Aer  mechanischen  Quadratur  auseinander  gesetzten  Methode  zu  bestimmen ;  die 
vorgelegte  Aufgabe  fordert  die  Kenntniss  der  Werthe  der  einfachen  und  ]3oppel- 
Integrale  für  die  Osculationsepoche.  und  ich  setze  zunächst  voraus,  dass  die  nume- 
rischen Werthe  gegeben  seien. 

Zur  Uestimminig  des  Knotens,  der  Neigung  der  Mahn  und  des  Parameters 
hat  man  die  bekannten  Gleichungen  (I  pag.  41   und  159): 

k  Yp  smisina  =  y  ^^-  z^      "  14) 

,  ,/—    .      .  ^  dz  dx 

k  Yp  sin  i  cos  Q  ^  ^  "j",  —  2   j^        ; 

beachtet  man,   dass  ist : 

1^  {.  dx dxt,     I     di 

«  —  3-0  -t-  S  ,  "rfl  —  ~dT  "•"  rf< 

dti  di/ü      ,    dv 

y  =  yo  +  ri,       -^^  =  —  +  -  ,5) 

1^  -  <l^  il-o   _,    'l^^ 

Z  —  Z^   -f    L    ,  dt   ~     dt      ^  dt 

und  schreibt : 


so  erfordert  die  Berechnung  dieser  Formeln  die  Kenntniss  der  Werthe  a^o,  y«'  ^o  ""'^ 
Li^  ^  JL?2.  ^   d.  i.   der  ungestörten  Coordinaten  und  G 
Für  die  Coordinaten  hat  man   (vergl.  I.  pag.  16)  : 


— ^,  -^    ^^,   d.  i.   der  ungestörten  Coordinaten  und  Geschwindigkeiten. 

dt   '     dt         dt    ^  " 
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^0  =  'n  [^^^  ''(I  cos  Qo  —  sin  u„  sin  Qq  cos  i„) 

Va  =  'o  (cos  Mfl  sin  Qq  +  sin  Mq  cos  Q„  cos  i^)  17) 

^(1  =  ''n  sin  ?^Q  sin  «n. 

Die  IJpreclinnng  dieser  Fonneln  gestaltet  sich  durch  Einfühning  einiger  Hilfswinkel 
etwas  bequemer ;   setzt  man   nämlich : 

sin  a  sin  A  =  cos  Qo 

sin  a  cos  A  =^  —  sin  Qo  cos  Iq 


«0 


sin  b  sin  B  =  sin 

sin  b  cos  ß  ^  cos  a.  cos  i,, 


18) 


so  erhält  man  statt   (17): 

Xff  =  Vf,  sin  a  sin  [A  -\-  ti,^) 

>Ji\  =  »'o  sin  ö  sin  (5  +  Mo)  19) 

2o  =  U  sin  '0  sin  ?%     ; 
DifFerentiirt  man  nun  nach  der  Zeit  und  beachtet,   dass 

Mo    =    »0     +     Wo    > 

also 

dufj  dvg 

~df  di      ' 

ist,   so  wird : 

-^"-  =  sin  a  sin  iA  +  «„)  -^  -f  ?•„  sin  «  cos  {A  +  m,j)  -^ 

^  =  sin  b  sin  {£  +  Mo)  4r  +  '■«  '"'  *  """^  '-^  +  ""'  "^ 

<i=0  •       •      •  drn      ,  .       .  dvn 

-j^  =  sm  tf,  sin  «0  -^  +  »0  sni  in  cos  m«  -^"-      , 

führt  man  für  —f~  und  -.  -  die  Werthe  ein   (vergl.  oben   (2)   und    3)    pag.  8q)  : 

dr^  .  k 

^  =  ^0  sxn  .0  ^^ 


-dr  =  ^^p>> 


so  >vird  : 


—jj-  =  sin  a  —=^  '  sin  {A  +  «o)  «0  sin  «'„  +  cos  (A  +  m,,    i'i  -f-  e„  cos  r«     ). 
"'  y;^u    l  ) 

-^  =  sin  ö  -=  I  sin  (ß  +  Mo)  eo  sin  i-«  +  cos  [B  +  «u    i  i  +  «,.  cos  »o)    !• 


-j—  ^  sm  ?o  — =  ^  sm  Mo  Cu  sm  »0  +  cos  «o  U  +  «u  cos  »ol     ? 


— =z  [sin  Mo  +  <?o  sin  Wy)  =  r  sin  f/        | 
— =:   (cos  Mo  +  Co  COS  Wo)  =  c  cos  ?7      I 
so  wird : 


20a 
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-~  =  c  sin  a  cos  [A  -\-  U) 


sin  b  cos  [B  -\-  IT] 


dt 


dzo  ■      ■  ,, 

——  =  c  sin  »0  cos  U 


21 


Die    Rechnung   für   c  und    U  lässt   sich    aber  einfacher   stellen ;    man    findet 
leicht,   wenn  man  statt  u„  setzt  üq  +  w„  und  entwickelt: 

y  sin  /'  =  sin  v,, 

y  cos  r  =  cos  v^  +  sin  r/j« 

f/  =  r  4-  Wo  2oh] 

yk 

Die  Gleichungen   (i8),    (ig),    (206)   und   (21)   leisten  also    die  Bestimmung  der 
zur  Berechnung  von   (löj   noth wendigen  Grössen.     Man  kann  demnach  schreiben: 


k  Yp  cos  i  =  k  Vpo  cos  i^  -\-  X 

k  Vj)  sin  i  sin  Q  =  k  Vpa  sin  {„  sin  Q„  -\-  Y 

k  Vp  sin  i  cos  Q  =  k   \  p^  sin  «'(,  cos  Qq  +  Z 

Setzt  man  iiberdiess : 

Y  =  m  sin  M 
-Z  =  m  cos  M  , 
so  erhält  man  leicht : 

k  Vp  sin  {  sin  (u  —  Q„)  =  m  sin  (Jf —  Qo) 

k  Vp  sin  «■  cos   (Q  —  Q,,)   =  k  FjOq  sin  ^  +  m  cos  (3/ — Qq) 

und  es  wird  demnach: 

m  sin  {M — Qq] 


221 


23) 


tang 


■  Qal  =  — ,~7- 


k  yj)o  sin  ('o  +  7P.  cog  (3/ —  Qq) 

wobei  also,  was  bei  sehr  kleinen  Neigungen  möglicher  Weise  beachtet  werden 
müsste  ,  die  Tangente  so  zu  betimmen  ist,  dass  sin  (Q — Qq)  ^^^  Zeichen  des  Zäh- 
lers,  cos  (q  —  Qd)  das  Zeichen  des  Nenners  erhält. 

Multiplicirt   man    die   Gleichungen   (23)    beziehungsweise    mit    sin  |    [Q^ — Qo) 

und  cos  ^  (q  —  Qo))    addirt  inid    setzt    das   Resultat  dieser  Operation  mit   der   ersten 

der  Gleichungen  {22)  an,   so  findet  sich: 

,  ,/-    .      .  ,  ,/—     •      •     ,  cos  {3/— ^  (Q  +  Qo)} 

k  Vp  sni  t  =  k  Vp,  sin  ,.,  +  ni       Ij.,^,^^) 

k  Vp  cos  i  =  k  Vpo  cos  «o  +  X  ; 
setzt  man  nun  weiter: 

C08{J/— 4  (Q+So)  }  •        AT 

m   ' ^k — ^  ,        =  «  sin  N 


cos  i  (Q  — 


X  =  n  cos  N 


so  findet  sich  leicht : 
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ra  sin  (iV — iß] 


taug  ii — L)   ^  -       ,_ 

*   ^  '  kypo  +  ncos[N—iu) 

Hiermit   erscheint    die   Lage    iler  Bahnebene   und    die   Grösse  z/   [Vp)  bestimmt ;  es 
erübrigt   aber    noch,    die  Lage    der    liahn   in    dieser  Ebene,    und  die  Grössen  J  (r) 

sowie    J  i-y^i  zu  bestimmen. 

Aus  den  Gleichungen  (vergl.  (17)  pag.  94)  : 

X  ^  r  cos  u  cos  Q  —  r  sin  u  sin  Q  cos  t 
y  =  r  cos  u  sin  Q-\-r  sin  u  cos  Q  cos  « 
z  =  >•  sin  ;<  sin  e 
findet  sich  leicht : 

7-  cos  u  =  X  cos  U  +  «/  sin  Q 
?•  sin  M  cos  i  =  y  cos  Q  —  a;  sin  Q  24) 

?•  sin  u  sin  «  :^  2     ; 

fühlt  man  in  diesen  Gleichungen  statt  x,  y,   z  die  AVerthe  (a;^  +s)>  (^0  +  »/),  («o+O 
ein  und  berücksichtigt  ausserdem,   dass  ist: 

cos  Q  =  cos  Qo  —  2  sin  \  (Q  +Qo)  sin  |  (ß  —  Qo) 
sin  Q.  =  sin  Qn  +  2  cos  -^  (Q  +  So)  sin  |  (Q —  Q,,) 
so  wird 

)•  cos  u  =  ?•(,    cos  M(,-|-  X'  1 

r  sin  <<  cos  i  =^  ?•(,  sin  ti^  cos  ^  +  Y'      l  25) 

r  sin  u  sin  «  ^  ?•(,  sin  «<o  sin  4  +  ^  ,     ) 
wobei  offenbar 

X'  =  —  2.rosin,V  (Q  +  ^o)  sin^  (Q— Qo)  +  ^cosQ  +  2  yi,cos|(ß  +  Qo)  sin|(Q  — «(,)  + 

+  (?  sin  Q 
F  =  —  2«/(,  sin|{Q+Q„;  sinKQ  — Qu)  +  »;cosQ  —  2a:uC0s4  (Q  +  Qo)  sin|  (Q— Q„)  — 

—  I  sin  Q 
angenommen  ist. 

Diese  Formeln  lassen  sich  durch  Einführung  der  folgenden  Hilfswinkel  etw  as 
zusammenziehen;   schreibt  man  nämlich  ; 

x^|  =  s  cos  S 
y^^  ^  s  sin  S 
^  =  0  cos  ^ 
iq  =  a  sin  .3'   , 
so   wird : 

X'  =  acos  (.2 — Q)  4-  2ssin-^-  (Q  — Qo)  sin  {S—}j  (Q  +  Qo)  ) 
Y'  =  ff  sin  (:?—  Q)  —  2  «sin  |  (Q  —  Qo'  cos  {  S—  \  {Q  +  Qo)  }  • 

Behandelt  man  die  Gleichungen   '25^   in   analoger  Weise,  wie  die  Gleichungen  ,22) 
(pag.  95)   und  setzt: 


so  wird  : 
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^  =  m'  sin  M 

Y'  ^  m'  cos  M' 

».'cosM/'-4(»  +  ,V}  _,,',üiiV' 
cos  i  [i—ta) 

X'  =  n  cos  N' 

n'  sin  f^V  —  mq) 


taiiar  [u  —  «„    =  — ; — -. — — ,„  1 

^     ^  "'  »•0  +  »i'cOS(iV'  — !(0)  I 

und  hiermit  i.st  aucli  w  bekannt,   denn  man  hat: 


2b) 


^7) 


10     =1  U    t) 

IH(,  =  Mo  —  »ü    ) 

daher : 

I 

W  — Wy  =  (?<— Mo)  —   [v—  «o) 
TC  —  7r„  =  (w  —  (,j„)  +  (Q  —  a„) 

Um  die  .Störungen  in  den  Elementen  zu  berechnen,   bedarf  es  nur  noch  der  Kennt- 
niss  des  Werthes : 

\(ÜI  '~di~'dt    - 
Differentiirt   man  die  (Jhnchung: 

,,2  =  ^2  _i_  y2  _|_  ,2 

nach  der  Zeit,   so  erhält  man: 

dr  dx    .        dl/    ,        dz 


r 


jt  ~^  dt  '^y  ti'^  ^  Tt 


andererseits  besteht  die  Gleichung : 

'»  1«?  ~  ^^  dt  "^  y»  dl    "^  -»  rfF  ' 
durch  Subtraction  und  eine  einfache  Transformation  erhält  man,   wenn 

n  I        I    c    di     ,     y.  dsn     ,      ,  .      .       ■   drj  dl/n     ,     ,        .    y.     d C    ,     y  d z„ 

D^{x,+ s^i  ^^^  +  §  -^^  +  iv^  +  >i>di  +  'ijt+  (-' '  +  ^>irt  +  ^-dr  ' 

gesetzt  wird,   sofort: 

und  indem  man  sich  erinnert,   dass  -^  berechnet  werden  kann  nach: 

at 

d  i'n  ^  t'o 

so  hat  man : 

Die  Grösse  [r  —  /q)   kann  aber  auch  in  anderer  Weise  leicht  erhalten  werden, 
und  man  kann  diesen  Werth  entweder  zur  Controle  benutzen,    oder   man  wird  sich 

Oppülzei,  Bahnbestiniiiiuii^'en.  II.  13 
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auf  (lipse  Methode  der  l^eiecliimiifj  bcschiäiikeii,    wenn  man  nielit  die  Formeln    (12) 

>ind   (13)    (])ag.  Q2,  93)   rcclnieii  will;  ich  werde  hier  ausserdem  die  licrechiunif^  von 

J  ((/■■ij   vorneiiinen,    welche  (Jlrössc  man   im  vorliegenden  Falle  ebenfalls  nöthig  hat. 

Es  ist: 

j-2  =  .r2  _^  yi  _|_  ,2 

■>\?  =  .^ü'  +  y.-  +  ~^'- 

Set/.t  man   also  : 

B  =  i  (2 A-„  +  i)  -f  »j  (2 y„  +  '/)  +  r  (22,,  +  r)  .  29) 

so  wird : 

um  hieraus  /•  —  /'n  zu  bestimraeu ,   kann  man  den    folgenden  Kettenbruch   benutzen: 

2  ro  + 


2  )-|i  +  .  .  .     , 

oder   einfaelier    da    ;•    mit    geuügeiuler    Genaviigkcit   aus    den    vorangehenden   Rech- 
nungen bekannt  ist : 

>■  — '0  =  ;rr7  ;  30) 

womit    eine    (,'ontrolc    der    zweiten    Fornael    (26)     (pag.    97)    erlangt    werden    kann ; 
weiter  ist: 

*'=(ii?r+(tr+(4?)'^ 

setzt  man  also : 

(it\     dt  "*"  rf</  "•"  rf<  r  rfc  "•"  dtj  "^  rf«  r  <'«       f' 
so  berechnet  sich  P  ivergl.  Formel   (12)    (pag.  92) )  nach: 


'  '0 
und  hiermit  erscheinen  alle  Formeln  entwickelt,   deren  man  zu  dem  Uebergange  auf 
üsculirende  Elemente  bedarf. 

Um  eine  scharfe  Controle  für  die  Kichtigkeit  der  Rechnung  zu  erlangen,  wird 
es  sich  empfehlen,  indem  man  die  Formeln  (18),  (19),  (20J)  und  (21)  auf  die  neuen 
osculirenden  Elemente  anwendet,  die  gestörten  Coordinaten  und  Geschwindigkeiten 
direct  abztileiten ,  welche  innerhalb  der  Unsicherheit  der  Rechnung  mit  den  der 
Rechnung  zu  Grunde  gelegten  Werthen  nach  (15)  (pag.  93)  stimmen  müssen.  Hier- 
bei könnte  allerdings  ein  kleiner  Fehler  in  der  Hestimmiuig  von  /t  sich  leicht  mit 
der  Unsicherheit  der  Rechnung  vermischen ;  man  wird  aber  in  der  Bestimmung 
dieses  Elementes  kaum  einen  Fehler  begehen  können ,  da  vorausgesetzt  ist ,  dass 
/( —  ,(*(,  nach  beiden  oben  angeführten  Methoden  bestimmt  wurde ,  also  zwei  nahezu 
unabhängige  Resultate  für  dasselbe  Element  vorliegen. 

Will    man    jedoch    die    gestörten    Elemente    unmittelbar    aus    den   gestörten 


dr 
dt 
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Coordinaten  luid  Geschwindigkeiten  ableiten,   so  wird  man  auf  eine  sclir  kurze  Rech 
niing  geführt. 

Man  bestimmt  vorerst  nach  (15)  (pag.  93)   die  Werthe  .r,    ;/,  z,  '^  ,  '''f  ,    '■"  , 
und  erhält  so  aus   (14)  (pag.  93)   die  Elemente  V/>,  i,  Q. 
Ans  den  Gleichungen  (24)    (pag   96)   erhält  man : 
r  cos  t(  ==  X  cos  Q  +  «/  sin  q 
r  sin  u  ^=  y  cos  Q  cos  i  —  x  sin  Q  cos  i  -\-  z  sin  i  ; 

hierdurch  gelangt  man  zur  Kenntniss  von  r  und  u,    und  man    kann  uai-hselicu  .    ob 
die  Gleichung: 

a;2  -\-if--{-  z'i  =  r2 
erfüllt  wird.      Hierauf  berechnet  man: 

t  —   r    r  '/<  +  ^  dt  +  ~  dtj    ' 
und    hat    zur    Bestimmung  von  y   (vergl.  (2]   und   (3)    (pag.  8y)  )   die  Gleichungen: 

sm  r/.  sni  »  =  '^^  (^) 

sin  (p  cos  »  =  i^  —  I   ; 
ans  (■  findet  sich  die  mittlere  Anomalie  nach 

tang  \  E  =  tang  \  v  tang  (45"  —|  ff) 

sin  I " 
und  ausserdem  ist : 

10  =  u  —  V  I 

n^co+ü,  }  ") 

so  dass  alle  Elemente  bis  auf^  die  grosse  Halbachse  bestimmt   sind ,    welch'    letztere 
sich  aber  leicht  aus  : 

_    p  _  y;_  \ 

'  "'  }  34) 

log  k"  =  3.550  0066  J 

berechnet. 

Wie  man  sieht,  ist  die  Rechnung  sehr  kurz  und  bequem,  doch  hat  man ,  da 
Fehler  in  der  Hestimmnng  von  ti  mit  der  Zeit  anwachsen,  den  Nachtheil,  dass,  um 
die  nöthigc  Genauigkeit  zu  erlangen,  grössere  Tafeln  zur  Berechiumg  benützt  werden 
müssen.  Es  erscheint  daher  zweckmässig,  statt  der  Formeln  (34)  die  oben  ange- 
führten Formeln  (29^  (30),  (31)  und  [32)  in  Verbindung  mit  (13)  zu  benützen.  Als 
(/Ontrole  für  die  Richtigkeit  der  Rechmmg  kann  man  wieder  die  Rückrechnung  der 
Coordinaten  und  Geschwindigkeiten  nach  den  Formeln  (18),  (19),  (20)  und  (21) 
initer  Zuziehung  der  neuen  Elemente  benützen ;  allerdings  entziehen  sich  sehr  kleine 
Fehler  in  der  Bestimmung  von  u  —  u„  nach  den  Formeln  (2g),  (30),  (31)  und  (32) 
der   Controle;    man   wird   demnach    diesen   Theil   der   Rechnung    einer    sorgfältigen 

Revision  unterwerfen. 
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Ich  wpide  mm  die  für  den  Uebergang  auf  osculivende  Elemente  nach  Encke's 
Methode  dor  Stöningsvochmiiig  erforderlichen  Formeln  liier  zusammentragen. 

Man  rechnet  sich  vorerst  mittelst  der  Formeln,  die  hei  der  mechanischen 
Quadratur  entwickcdt  wurden,   die;  Werthe   von : 

Hierbei  wird  es  zweckmässig  sein ,  für  die  Zeiteinheit  das  bei  der  Störungs- 
rechnung gewählte  Intervall  anzunehmen,  wodurch  die  sonst  nöthige  Division  der 
(ünfachen  Integrale,  die  die  Störungen  in  den  Geschwindigkeiten  crgt^ben,  durch  w 
zu  entfallen  hat;  um  diesen  Umstand  in  der  folgenden  llechninig  einfach  zu  be- 
rücksichtigen, wird  man  statt  der  Constante  des  Sonnensystems  k  überall  den  Werth 
v-k  zu  setzen  haben,  wobei  iv  das  der  Stönuigsrechninig  zu  Gnuide  liegende  Zeit- 
intervall in  mittleren  Sonnentagen  ausgedrückt  vortesUt. 

Dann  rechnet  man  zunächst  für  die  Zeit  der  neuen  ()scnlationse])oche  in  der 
bekannten  Weise  den  ungestörten  lladiusvector  r„ .  die  wahre  Anomalie  r,,  und  das 
Argmuent  der  Ureite  Wy  nach  u^  =  v,f  -\-  w^. 

Es  ist  dann : 

sin  a  sin  A  =       cos  Q^ 

sin  «^cos  -4  =  —  sin  Q  cos  /„ 

sin  I)  sin  B  =        sin  Qß 

sin  ö  cos  B  =      cos  Q,,  cos  ?o 


I) 


:/•„  =  Vn  sin  a  sin  [A  -f-  «o) 
v/„  =  »u  sin  h  sin  (B  +  ?<„) 
~,  =  ?-o  sin  /„  sin  ?/„ 


II) 


bestimmt  man  r  und    I^  nach : 


so  wird  : 


7  sin  r  =  sin  i\, 

y  cos  /'  =  cos  ('i,  -|-  sin  (/'„ 

[wlis  y 


III) 


dx(, 


--^  =:  e  sin  a  cos  [A  -\-  T^ 


dyo 


ff  =  c  sin  b  cos  [B  +  U) 

dSo  •  •  TT 

-jj-  =  fj  sni  «Q  cos  f/     . 


IV 


Jetzt  wird  man  sich  zu  entscheiden  haben .  ob  man  die  gestörten  Elemente 
direet,  oder  ob  man  nur  die  Störungen  derselben  bestimmen  will :  ich  sammle  zuerst 
jene  Formeln,  deren  man  für  die  letztere  ^lethode  bedarf. 
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.'  _  f  r  -1-  i^i  'i^  4-  t  ''"'^^  —  '  II  4- )/  '^  4-  )i  ^^ 
■  ={(yo+ry)  ^^^  +  ^;^j  -  j  (--,  +  .;    ,,,  +  t    ,,,  ] 

=  (^,.  ■^i)Tt  +  (2/n  + '/)  ,^,  +  (~o  +  g  ;,,  +  ^^  7^  +  '/  77  +  ■ 

~   (/<  \-   ,1t    ^  d/j   ^  ,/t\-  ,I(    ^  ,ltj  ^  f!t\-  ,lt    ^  ,1/1 


\ 


(Umii  wild 


Y=m  sin  3/ 
Z  =  m  cos  il/ 


tang  (Q— Qo)  = 


i  sin  (il/— Qu) 


»icosjlf — J(Q  +  Qoj}  •      »r 

cosi  (U — üi]] 

X  =  ??.  cos  N 

, .  '    .  .                   «sin  (A'' — «■  * 
tiing  (/— z„)  =  


(«<•  /•)  y^u  +  «  cos  [N—  (o) 
^  /-w--)  n_      cos{.y— ^(»'+*ol} 

^  -'i''  ~  [wh]  ■         cosi(j-g 
^  (/>)  =  {2 ]/?o  +  ^  iVv) }  ^  'Vp) 

weiter  wird  mau  zu  rechnen  haben  : 

3-„  ==  s  cos  iS 
2/0  =  s  sin  Ä 

§  =  a  cos  ^ 

ij  =  a  sin  ^ 

A"  =  a  cos  (JS'  —  Q)  +  2  Ä  sin  \  (Q  —  »o)  sin  {S—  -^-  (Q  +  Q,,) } 
1"  =  (j  sin  (:J  —  Q)  -  2  s  sin  |  (q  —  Qa]  cos  { Ä"—  |  (Q  +  S,,^  } 

'C  =  m'  sin  ilf 

F  =  w'  cos  Jf ' 

cosA  (i  —  j'o) 

X'  =  n  cos  iV' 

.  H'sin(A"  — "u) 

tang    ?/.  —  M(|l  =  — ; — ,  „  „  ,  .T, — --; 


J  [r]  =  r  —  ra 
Um  J  ('v-j  zu  tiuilen.    luit  man 


n'  cos  { N' —  j  [u  +  uq]  f 
cos  5  («  —  Uq) 

r  =  r„  +  J  (r) 


VI) 


VII) 
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dfu  {ivk)eu 


dt 


sm  Cy 


(^)  = 


MIl) 


l''ih   die  l'vmittelung  der  Excentricität  und  dov  walircii  Anomalie  ist 


I  \  ff  sin  [G  —  Vq) 


J  [e]  =e  —  Co 


geoa{G  —  i{v  +  Vu)} 


-vu) 


sin  (p  ^  e„  -\-  ^  [e) 

J  (e2)  =  {  2  Co  +  -^  (e)  }  ^  (e) 
sm  J    (/)  —  f/>u  I  ^= n — i ;  j 


IX) 


dann  ist : 


W  —  Wo   =    (M  —  «OJ    —    (,»  —  »oJ  I 

?r— 3Tu  =  (w— Wo)  +  (a  — Qo)  j 

Um  den  Unterschied  der  mittleren  Anomalien  z\i  finden,   hat  man : 

1  tf)  =  2  sin  \  {■!)  — 1\)  eos  \  [v  -f-  *'o /  cos  </i  —  2  sin  ^  (fjf'  —  (/»o)  sin  4  ('/'  +  '/o)  *'"!  *'ii 
(y)  =  ^  (e)  —  2  sin  J-  (vi  —  ?'„)  sin  J  (»  +  ?>„) 


X) 


W  =  —  -  9  cos  6? 


(Z)  sin  E,  +  ia)~  =  <J  sin  G' 
Wcos£o  +  (7)  ^,  =/cnsG' 


tang  (£—£„) 


iy'sin(fe"-.g,) 


iW-i»/;,  =  (£-£„)  -  ^,sin4-(£-£o)cos^|(i?  +  £o)- 
/.  — i«  =  (3/— Mo)  +  (/r  — TTo). 


^(e) 


sin  £ 


/■XI) 


Zur  Ijestimmung  des  letzten  noch  imbekannten  Elementes  «  kann  man  zur 
Controle  den  Werth  von  q  als  Argument  für  die  Ermittelung  \(tn  _/  aus  der  /-Tafel 
(Tafel  XI)   in  ZAveifacher  Weise  berechnen ;  man  hat  sowohl  : 


als  auch  mittelst : 


q  = 


Ä^ 


_  J\i>]  +  a^J[e'-] 


2  {;'u— Ol)-' (<•-}} 


r'ü  {r+ro) 
''         2(1 -aoP)    ' 


XII«) 
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welche  beiden  Werthe  von  q  innerhalb  der  Unsicherheit  der  Rechnung  übereinstimmen 
müssen.  Hat  man  mit  q  als  Argument  den  Wcrth  von  _/  aus  der  Tafel  XI  entnom- 
men,  so  ist  schliesslich : 

/t  — ;«o  =  — /y,"«  •  XII  b) 

Zur  Controle  für  die  Richtigkeit  der  Rechnung  wird  man  dio  Formeln  I  bis 
IV)  (pag.  looj  auf  die  gestörten  Elemente  anwenden;  man  erhält  dadurch  die  ge- 
störten Courdinaten  luid  Geschwindigkeiten,  die  den  folgenden  Relationen  inner- 
halb der  Unsicherheit  der  Rechnung  genügen  müssen: 

dx 
dt 


.r  =  .ry  -f-  i;  , 
y  ^  2/0  +  '/  , 


dxp  rf| 

dt    ~^    dt 


(ly 

dt 
dz 
dt 


dl/0     ,  dt} 

dt    ~^  dt 

dzo  </C 

dt    "*"  dt     ■ 


XIIIl 


Der  Uebergang  von  q  auf  /t  —  /.i^  rauss  einer  besonderen  Revision  unterzogen 
werden . 

Will  man  die  Elemente  aber  unmittelbar  ableiten,  so  bestimmt  man  sich  nach 
Durchrechnung  der  Formeln  I)  bis  IV)  (pag.  loo)  mittelst  der  Fonneln  XIII  die  ge- 
störten Coordinaten  und  Geschwindigkeiten  und  hat  dann  zunächst  zur  Bestimmung 
des  Knotens  Q,   der  Neigung  i  und  des  Parameters  p  die  Gleichungen : 


-/ —  .  I       /        dl/  dx  \ 

yp^o^^^  -i^x'^iij-yitf 

./ —   .       .     .       ,  1        f        dz  d»  \ 

Vp  sm  t  sm  Q=^-^^y—-Zj^f 


V) 


Vp  sin  i  cos  Q 


i_  f       dz 

>k)  \^  dt 


dx  \ 

''dl  f 


Der  Radiusvector  r  und  das  Argument  der  Breite  u  ergibt  sich  aus : 
r  cos  u  =  X  cos  Q  -f-  y  sin  Q  ] 

r  sin  u  ^  y  cos  Q  cos  i  —  x  sin  Q  cos  i  -{-  z  sin  i       J 

zur  Controle  ist: 

fi  =  x'!-  -f  iß  +  z^  . 
Die  Excentricität  sin  (p  und  die  wahre  Anomalie  v  findet  sich  aus  : 

^  \ 
dt    j 


VI) 


sin  fjp  sui  0 


^x 


[wk]  r 


dt  +y-^  + 


sm  (p  cos  t)  =  -^ 


VII) 


die  mittlere  Anomalie  aus : 

tang4-£  =  tang  ^  v  ■  cotg  (45"  +  {(f) 


VIII) 


der  Abstand  des  Perihels  vom  Knoten  w  und  die  Länge  des  Ferihels  /r  nach : 

TT  =  lü  +  a  \ 

die  grosse  Halbachse  und  die  tägliche  mittlere  sideiische  Bewegung  endlich  aus: 
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_     1'  —     *"  I 

"•-^^^        ''-     „3     •  X) 

luf<   Ic'  =  3.550  0066      .  ) 

Als  C'oiitiole  ledniet  man  die  Coordhuitcu  und  G('sclnviiidij<kcit»'ii  nach  den 
Foiiiioln  1)  bis  IV)  (pag.  100'  unter  Anwciidiiufi;  der  gestörten  Elemente.  Die  Ucbcr- 
einstiinmung  mit  den  yVusgangswerthen  nuiss  völlig  innerhalb  der  Unsicherheit  der 
Rechnung  liegen,  l'm  /<  schärfer  zu  erhalten  als  es  nach  der  obigen  Fonnel  möglich 
ist,  rechne  man  überdies: 


[w 


'*'>    ^  —  dl  \-    dt    ^  dt  \^  dt   \  -   dt    ^  dt    \^  dt    \-    dt    ^ 


B  =  ^[2  .r„  +  i")  +  >i  (2  y„  +  »,)  +  r  [2z,  + 
iB  UnP 


wubei  /  mit  y  als  Argument  aus  der /-Tafel   (Tafel  XI)  zu  entnehmen  ist. 


XI) 


§.  5.    KechnuugNbeispiel  zu  Cncke's  Methode. 

Es  sollen ,  um  die  vorstehenden  Entwickelungen  durch  ein  Heispiel  zu  er- 
läutern ,  die  Störungen  ermittelt  werden ,  die  der  Planet  @  Erato  durch  die  An- 
ziehung der  Planeten  Jupiter  und  .Saturn  erleidet.  Die  Berücksichtigung  der  an- 
deren grossen  Planeten  erscheint  im  Allgemeinen  bei  den  kleinen  Planeten  nicht 
geboten,  doch  werden  die  Wirkungen  der  Planeten  Mars  und  Erde  wohl  hier  und 
da  eine  merkliche  Störung  veranlassen.  Es  wird  aber  Niemandem ,  der  die  folgen- 
den Vorschriften  einem  genauen  Studium  unterzieht,  Schwierigkeiten  verursachen, 
dieselben  auf  eine  beliebige  Anzahl  von  Planeten  zu  erweitern. 

Vorerst  wird  man  sich  hinreichend  genäherte  osculirende  Elemente  für  den 
gestörten  Planeten  zu  verschaffen  haben ;  im  Falle,  dass  keine  genäherten  Störungs- 
werthe  bereits  vorliegen,  wird  man  die  Elemente  ohne  Rücksicht  auf  Störungen  aus 
den  Beobachtungen  ableiten;  allerdings  wird  dann  wol  stets  die  Nothwendigkeit 
hervortreten,  die  aus  diesen  Elementen  abgeleiteten  Störungswerthe  einer  Neurech- 
nung zu  unterziehen,  der  man  dann  die  Elemente  zu  Grmide  legt,  die  man  mit 
Hilfe  der  eben  genannten  genähert  richtigen  Störungswerthe  gefunden  hat. 

Es  wird  sich  aber  in  diesen  Fällen  empfehlen  füi'  die  erste  Rechnung  der  Stö- 
rungen nur  die  ersten  Potenzen  der  Massen  zu  berücksichtigen  und  von  den  diesem 
Falle  angepassten  Formen,  die  weiter  unten  empfohlen  werden,  Gebranch  zu  machen. 

Für  Erato  lege  ich  die  folgenden  osculirenden  Elemente  zu  Giimde,  die  sich 
bereits  sehr  nahe  den  Beobachtungen  mit  Rücksicht  auf  die  Stönnigen  anschliessen ; 
dieselben  sind : 
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@  Erato 
Epoche  und  OsculHtiou  1.S74  Decbr.  26,0  mittl.  Zeit  Berlin, 
mittl.  Aetj.  1870.0 
L  =  219"  8'  6.8 
il/=  180  40  48.9 
n  =.  38  27  17.9 
Q  =  125  42  39-7 
i  =  2  12  23.9 
f/)    =       9  59   14.9 

^t       =z     640"  89605 

lofra  =  0.4954793  , 

Diese  Elemente  sollen  nun  henü(/t  weiden,  mn  die  Störungswerthe  von  der 
Zeit  der  OsciiUilionseiKicIic  an  n.ieli  rückwärts  his  1R71  .luni  5  zu  ermitteln;  ich 
habe  das  lieis])i(']  auf  eine  Uückrecliniing  angewendet,  weil  die  .Vnwendung  auf  den 
Fall  der  Kcchmnig  nach  vorwärts  etwas  leichter  i.st.  und  ohne  Missverständniss  aus- 
geführt werden  kann. 

Für  die  in  lletracht  kdiumendc  Zeit  gibt  das  lierliner  Jahrbuch  die  Coordi- 
naten  der  störenden  Planeten  bezogen  auf  das  fixe  .Vequinoctium  1870.0,  auf  wel- 
ches sich  auch  bereits  die  oben  angeführten  Elemente  beziehen;  wäre  dieses  nicht 
der  F'all ,  so  niüssten  dieselben  mit  Hilfe  der  bekannten  Formeln  (I  pag.  81  auf 
dieses  Acqninoctinm  übertragen  werden. 

Wollte  man  beispielsweise  die  Störungsrechnimg  nach  vorwärts  führen ,  so 
raüssten,  da  die  Coordmaten  der  störenden  Planeten  von  1875,0  bis  1885,0  sich  auf 
das  mittlere  Aequinoctinm  1880.0  beziehen,  auch  die  Elemente  des  gestörten  Pla- 
neten auf  diese.s  Aequinoctinm  reducirt  werden.  Man  würde  mit  Hilfe  der  oben 
erwähnten  Formehi  als  Correctionen  der  obigen  Elemente  für  die  Lcbertragung  von 
1870,0  auf  1880,0  finden: 

J L  =  J  j(  =  4-8'  22"47 
.JQ.  =  -\-  6'  50"  7  2 
-li   =—        3"24- 

Die  erste  Aufgabe  besteht  nun  darin,  das  Intervall  für  die  Störungsrechnung 
passend  zu  wählen.  Die  Erfahrung  lehrt,  dass  man  für  kleine  Planeten  in  der  Kegel 
Jallzugrosse  Annäherung  an  Jupiter  ausgenommen  mit  einem  Intervalle  von  40  Ta- 
gen ausreicht.  Avelches  auch  hier  gewählt  wird.  Man  legt  weiter  zweckmässig  die 
Osculationsepoche  in  die  Mitte  eines  solchen  Intervalles ;  es  werden  daher  für  die 
Störungsrechnung  als  Epochen  zu  gelten  haben : 

....    1875  Feber  24.    1875  Januar  15.    1874  Decbr.  6.    1874  Octbr.  27    .... 

womit  man  auf  Epochen  geführt  wird ,  für  welche  die  Publikationen  der  astrono- 
mischen Gesellschaft  und  das  Berliner  Jahrbuch  in  den  neueren  Jahrgängen  die 
(Koordinaten  der  störenden  Planeten  geben.      Es    könnte   jedoch    der  Fall   eintreten. 

üppolzer,  Bahiibestimramigeii.  II.  i* 


lor, 


ilass  in  Folge  tlcr  gegebenen  Osculationsepoche  eine  derartige  Wahl  iiiclil.  Kiöglicli 
ist;  mau  wird  in  diesen  Fällen  aher  dennoch  trachten,  die  bereits  gewählten  Epochen 
festzuhalten  und  durch  geeignete  15estiininung  der  Integrationsconstanten  "f{a  und 
'f[a — Iw]  der  IJcdingnng  geniigen,  dass  die  einfachen  und  dopijelten  Integrale  für 
die  Osculationsepoche  verschwinden ;  hierfür  bieten  die  Formeln  II  pag.  59  die  ge- 
eigneten ililfsmittcl.  Da  dieser  Fall  aber  selten  eintreten  wird,  so  begnüge  ich  mich 
mit  diesem  Hinweise  und  werde  auf  diesen  Umstand  in  der  Folge  nicht  weiter  llück- 
sicht  nehmen. 

Die  Rechnung  legt  man  sich,  so  lange  nicht  mehr  als  2  störende  IManetcn 
berücksichtigt  werden,  zweckmässig  so  an,  dass  auf  einem  lUatte  hauptsächlich  die 
von  dem  gestörten,  auf  einem  anderen  die  von  dem  störenden  Planeten  abhängigen 
Grössen  Aufnahme  finden;  ausserdem  wird  man  für  die  .Summation  in  den  Coordi- 
naten  für  jede  (Koordinate  gesondert  ein  151att  anlegen.  Ich  werde  diese  Blätter  der 
Reihe  nach  mit  Ulatt  A,  B,  X,  F,  Z  bezeichnen ;  die  diesbezüglichen  Rechnungen 
sind  in  dein  folgenden  Beispiele  in  extenso  aufgenommen. 

Zuerst  Avird  man  sich  auf  einem  besonderen  Blatte  nach  den  Formeln  pag.  83 
die  Constanten  für  die  Ermittelung  der  ungestörten  Coordinaten  und  damit  schon  in 
dem  eigentlichen  Kechimngsschema  zunächst  die  von  den  Störungen  iniabhängigen 
Grössen  rechnen ;  die  Rechnung  selbst  führe  ich  für  den  gestörten  Planeten  und 
für  Jupiter  6  stellig,  für  »Saturn  5  stellig;  im  Allgemeinen  wird  aber  eine  5  stellige, 
beziehungsweise  4  stellige  Rechnung  genügen. 

Zur  Ermittelung  der  Constanten  hat  man  ein  für  allemal  gesondert  die  For- 
meln zu  rechnen  : 


sin  a  sin  A  =^  cos  ü 

sin  a  cos  ^  ;=  —  sin  Q  sin  i 


sin  l>  sin  B  =  sin  Ü 

sin  b  cos  B  =  cos  U  cos  / 

„         .sin  w 
sin  1 


6'=0 
sine  =  sin« 


A'  =  A  -\-  CO 
B'  =  B  -\-  o, 

C   =  C  +  o,  =  10  . 
Im  vorliegenden  Beispiele  findet  sich : 
sinr/),,  =  9.239  131 
löge"  =  4.553  556 
sin  Q   ==  g.gog  540 
cos»    ^  9-999  678 
cosQ    =  9„766  188 
cos  Q  cos«  ^  9,1765  866 
sin  iJ  cos  i  =  g„9og  2 1 8 
6'^w  =  272"44'3S"2 
sine  =  sin?  =  8.585  501 


cos</>  =  9.993  368 

acos(p  =  0.488  847 

A  =  2i5°43' 52"4 

cos^  =  9„gog  430 

sin«   =  g.ggg  788 

B  =  i25°4i'27"3 
sinjß  ^=  9.90g  650 
sin  J   =  g.ggg  8go 
A:  =  128"  2  8' 30"  6 
B' ^     38"26'    5"5 
C  =272"44'38"2 


i  ü7     . 

Mit  diesen  Constanten  lassen  sich  sofort  für  iiUe  Intervalle  der  ganzen  Störuiii^s- 
reclniung  die  uiii<estörtcn   Coordinaten  .r,,,    t/^,   z„  iiacli   den  Formeln: 

x„  =  ?'||Sinrtsin  \A'  -\-  v^j 
y„  =  }•„  sin  6  sin  {B'  +  »„) 

berechnen;   im  vorliegenden  Falle  liat  man  also: 

^n  =  »'()  9-999  788  sin  u-,,  +  i28"28'3o"6; 
yo  =  »0  9-999  890  sin  (p„  .+  38''26'  5"5') 
So  =r„   8.585  501  sin  («„  +  272"44'38"2). 

Die  hierl)ei  noch  niithigen  Grössen  r,,  nnd  /'u  erhält  man  durch  das  für  jedes 
einzelne  Störungsintervall  zu  rcclineiide  Foiinelsystem : 


M=  Mo  +  u( 
M=E—e"  smE 
»0  sin »0  =  « cos  fp  sin E 

»osin  r,,  ^=  a  (cosE — e] 


11) 


ausserdem  lassen  sich  nnnmeliv  auch  nocli  die  von  den  Störungswerthen  ebenfalls 
unabhängigen   Grössen : 

/,  =  ^!^  .      Ri  =  ,.„^  'I  -I-   '   //)  und  //'  =         '',  ■ 

für  den  ganzen  l'mfang  der  Störungsrechnung  auf  einmal  durchrechnen,  und  es  ist 
hierbei  unter  \ Orausset/.ung  eines  4otägigen  Intervalles  log  (w;X- -  ^  Q.675  283  zu 
nehmen . 

Dil'  diesbezügliclie  liechnuug  ist  ihrem  ganzen  Umfiinge  nach  auf  den  blät- 
tern A^  und  A2  ilurcligcfiihrt.  Ausserdem  sind  auf  den  yl-l'dätteru  die  Coordinaten 
der  störeiulen  Flaneten  nach  den  IMiblikationen  der  astronomischen  Gesellschaft,  und 
auf  den  .ß-Fdättern  die  Grössen  A'^-  1^2-  Z-i ,  welche  die  M'irkung  des  störenden 
Planeten  auf  die  Sonne  darstellen,  autgenommen;  diese  Grössen  sind  gleichfalls  den 
eben   citirten   Fiddikationen   entnommen.      Da    an    der  genannten   Stelle   für  Juj)iter 

und  Saturn  nach  lies  sei  beziehungsweise  die  Massen —  und ■^-    ange- 

"  1047.879  3501.6  '^ 

nommen  sind,   so  wurde  für  die  vorliegende  llechiuiug  ebenfalls  diese  Massenannahme 

gewählt. 

Wollte  man  für  die  Massen  eine  andere  ,\nnahme  machen,  so  hätte  man  vor- 
erst die  Grössen  X-i.    Y^.  Z,  mit  dem  Factor  —    zu    multinliciren .    wo   m,,   die   ge- 

-=  -  -  IUI,  u  . 

wählte  neue  Masseuannahme.  ?»/,  die  den  obigen  Fublikationen  zu  Grunde  liegende 
Massenannahme  wäre.  Damit  ersclieiuen  nun  alle  Rcclinuugen.  so  weit  dieselben 
ohne  Keuntniss  der  Stiirnngswerthe  durchführbar  sin<l.    beendet. 

14* 


los 


Nun  werden  die  directeii  Glieder  für  die  zwei  der  Osculationsepoche  unmittel- 
bar voranf^eheudeu  und  die  zwei  unmittelbar  folfjjenden  Epochen  berechnet;  allerdings 
bedarf  es  hierzu  der  Kenntniss  der  Werthe  i',  ;y,  L;  diese  Stönmfrswerthe  sind  aber 
in  der  Nähe  der  Osculationsepoche  so  klein,  dass  dieselben  keinen  sehr  merkbaren 
Einfluss  auf  das  Resultat  ausüben  können.  Die  diesbezüglichen  Rechnungen  sind 
auf  dem  lUatte  B  ausgeführt,  wobei  die  Logarithmen  der  Grössen  Xi — x,  y, — y,  r, — z 
leicht  sofort  hingeschrieben  werden  können,  da  die  Coordinaten  des  störenden  und 
«les   gestörten    Planeten    auf  dem  lUatte  A  unmittelbar  über  einander  stehen. 

Die  Rechnung  ist  für  jeden  störenden  l'laneten  gesondert  dm-chzuführen  und 
beruht  auf  folgendem  Formelsystem : 


Q cos^ cos  0  ^  Xi  —  X 

(j  cos  3  sin  0  -^  y^  —  ij 

sin  !}  ^  z^  —  z 

X,  =  (?<'/i-)2  w, 

x^—x 

(.3 

Yi  =    n-l-y-  w?| 

<i3 

Z,  =   w/i-ttt,    "'     " 

(X)  =  X,  -f-  X.2 
[Y]=  Y,  +  Y, 

[Z]  =z,  +  z., 

^[X)  =  [X)^+  (X)t,+ 

2[Y)  =  (r:ii4.+  (y)-b  + 

2[Z]  =  [Z)^+  [Z]^,+ 


IUI 


die  Werthe  für  die  Factoren  (?cA)2?w,  sind  der  Tafel  XII  zu  entlehnen,  dabei  ist  zu 
beachten,  dass  w  =  40  Tagen  angcniommen  ist  und  dass  die  Störungswerthe  in  Ein- 
heiten der  7'""  Decimale  erhalten  werden. 

Um  nun  zur  Kenntniss  der  indirecton  Glieder  zu  gelangen ,  betrachtet  man 
vorerst  die  directen  Glieder  als  den  \i)llständigen  Ausdnick  der  zweiten  Differential- 
quotienten der  Stönnigswerthe  und  bildet  die  erste  und  zweite  summirte  Reihe. 
Da  diese  Rechnung  blos  eine  vorläufige  Hestimmiuig  für  die  Störungswerthe  ergeben 
soll,  so  wird  dieselbe  als  Nebenrechnung  auf  einem  gesonderten  lUatte  dinchgeführt. 
Man  hat  zur  Hestinminng  der  Anfangsconstanten,  da  das  einfache  und  das  Doppel- 
integral für  die  Epoche   1S74  Dec.   26.0  verschwinden  soll  nach  II  pag.  53: 


]f[a—Wj  = 

"f  u—W     = 


hf'i"-W!  +  7^/- :«->:- 


24 


_I_7_ 
5760-' 


-/(«  +^  b/"  «1  +f" «— wi  !  + 
24-' '      5760  ( •'     >  ' .'        '  ) 


IV 


welche  Bestimmung   für   jede    der    einzelnen   Coordinaten  auszuführen   ist.      Man  er- 
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liält  so.  indem  man  die  Werthe  mit  der  fortschreitenden  Zeit  ansetzt,  und  ebenso 
die  Differenzwerthe  und  Snmmenwerthe  bildet,  mit  Benützung  der  auf  dem  Rlatte  B 
erlangten  Werthe  von  2(X).   2[Y\,  2[Z]: 


/■'■■ 

/■*■             ./■■              / 

'f                 "f 

Sir) 

1874  Oct. 

27 

—710.99 

—  667.89 

—727.13 

4-64.88 

+643.56 

Dec. 

6 

—  3.69                  —646.11 

i—  24.33I 

—    78.16 

— 0.63 

+61.19 

- 

2-5-5] 

1875  Jan. 

15 

—3  42                  —584-92 

-   26.88 

—    75-61 

it-56-87 

-587-47 

Feb. 

24 

—528.05 

-614-35 

-658.34 

1874  Oct. 

27 

+281.64 

+268.47 

+291.96 

—21.95 

— 2 

58.66 

Dec. 

6 

—  2.56                  +259.69 

[+     9-8il 

+    31-46 

-»-1-83 

—24-5' 

[+ 

1.03I 

1875  Jan. 

15 

—0.73                  +235.18 

+   10.84 

+    30-44 

—  25.24 

+2 

36.21 

Feb. 

24 

+209.94 

+247.05 

+264.53 

1874  Oct. 

27 

—   10.01 

—   10.05 

—    10.88 

+  0.31 

+ 

9.67 

Dec. 

6 

+0.38                  —     9.70 

L-    0.38] 

—       I.I9 

—0.14 

+  0.69 

[- 

0.03] 

1875  Jan. 

15 

+U.19                 —     9.01 

—    0.41 

—       1.16 

+  0.88 

— 

9.04 

Feb. 

24 

-     8.13 

—     9-45 

—     10.13 

Ich  habe  die  Anfangsconstanten ,  um  ihre  Stellung  und  ihren  Werth  beson- 
ders herx'ortreten  zu  lassen,  in  dem  voranstehenden  Schema  in  eckige  Klammern  ein- 
geschlossen.     Nunmehr   rechnet  man  die  Werthe  vergl.  II  pag.  79: 


240  •'  Ix]''       ' 

240  ''iy)^     '        ' 

240  "'  (2)   ^         '  ' 


welche  Werthe  ich  rechts  neben  die  doppelt  summirten  Werthe  oben  angesetzt  habe, 
und  deren  Logarithmen  auf  dem  Ulatte  A  Aufnahme  finden  könnten;  um  aber  die 
Kechnung  möglichst  scharf  zu  gestalten,  werden  mit  diesen  AVertlien  die  indirecten 
(jlitidcr  auf  dem  Xebenblatte  nur  provisorisch  berechnet  und  nachher  die  damit  ver- 
besserten AVerthe  erst  in  das  eigentliche  Rechnungsschema  eingetragen.  Nun  sind 
die  Formeln   15    und  16'    'pag.  79.  80)   heranzuziehen,   dieselben  lauten: 
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a 
b 


Xp  +  jS 

m 

■Vu  +  in 

gp  +  K 
Ei 


VI) 


__       a  S(j.y  +  I'  %)  +^  *(:) 
I  —  -i\hf{ax  +  Äi/  +  c: 


\vol)ei  jetzt  iiocli  die  Grössen  ^.  /y ,  !,'  der  Null  f^leich  f^esetzt  und  die  Grössen 
x.  y,  z  mit  .r,,,  »/„,  ^n  identificirt  sind.  Als  Arfj;unient  für  die  Ermittelung  des  Wer- 
tlies  von  f  kann  in  dieser  ersten  Annäherung  hinreichend  genau : 


genommen  werden. 


Aunmenr  er 


hält 


dfi 

di>] 

dfi 


=  ^{X)   +//   fqx  —  S,,t 


VII) 


wohei  wieder  x,  y,  z  mit  t^,  y^,  ~o  identificirt  sind.  Die  Rechnung  auf  dem  Neben- 
hliitte,  die  ohne  Nachtheil  vierstellig  geführt  werden  könnte,  gestaltet  sich  demnach 
unter  Zuziehung  der  auf  den  Blättern  A  und  B  erhaltenen  Werthe   folgendermassen : 


log  X  =  log  (>„+'  §)  =  log  .r„  ■- 
log  y  =  log  [y,,+{  ij)  =  log  y„  -. 

log  Z    =  log     Z,,  -\-\^)    =   log  Zp    ■- 

log« 
log  h 
logr 
log  S(:r\ 

'      log  S^„, 
log  'S',., 

a  ■  *S'(.rJ        + 

Zähler    + 


Febr.  24 
o„4007 1 5 

o„424995 
g. 141641 


Jan.  15 

o„438994 
o„  38 5 696 
9„ 148099 


9„272327  9«309028 

9„2966o7  9«255730 

8.013253  8.018133 

2„8i8450  i«878579 

2.422475  1.483445 

I  „005609  o„o64458 


123.25 

52.37 

0.10 

70.78 


+ 


15.40 
5.48 

O.Ol 

9.91 


Dec.  6 
o„470322 
o„337869 
9»  150349 

9«3402i8 
9»207765 
8.020245 
1^892985 

1-497759 

o„045547 

+  i7-'i 

—  5.08 

—  O.Ol 

+  12.02 


Oct.  27. 

o„49564i 
o„27939i 
9.147436 

9„366839 

9«! 50589 
8.019634 
i„86i6i2 
2.465323 
I  „036629 

4-169.22 

—  41.30 

—  O.II 

+  127.81 


rt -r +0.471023  +0.559786   +0.646457  +0.748585 

/'•y +0.526747  +0.437951    +0.351264  +0.269141 

r-r  +0.001429  +0.001466    +O.001481  +0.001473 

ir  +0.999199  +0.999203  +0.999202  +0.999199 


Febr.  24 

Jan.  t  ? 

Dec.  6 

Oct.  27 

1o^  W 

9.999652 

9-999653 

9.999653 

9.999652 

AÄ 

6.904042 

6.901672 

6.901465 

6.903465 

./ 

O.477113 

0.477120 

0.477120 

0.477107 

log  (i— iV) 

7.380807 

7-378445 

7.378238 

7.380181 

lügiV 

9-998955 

9.998961 

g. 998961 

9-998957 

lug  Zähler 

1. 84991  I 

0.996074 

1.079904 

2.106565 

logy 

1.850956 

O.997113 

1.080943 

2.107608 

loK./'y   2.308069   1.474233   1-558063   2.584715 


fqr 

2.728784 

i«9i3227 

2. 128385 

3„o8o356 

f'iii 

2„7 53064 

»»859929 

•«895932 

2„864io6 

f<r~ 

1.469710 

0.622332 

0.708308 

'«733151 

.\(1.1. 

Suhirts 

iider   j 

-  1"K: 

9-360447 
0.166460 
0. 128231 

8-919337 
0.152368 
0.106114 

0-563293 
0. 146062 
0.090942 

9.816105 
0.145887 
0.079590 

f'I^ 

-~  ^M 

2.089231 

o„7979i6 

i„456278 

2„6777i7 

f'jy- 

—  ^ii/) 

2„9J9524 

2„OI2297 

2 „04 1994 

3«oo9994 

f<r~- 

—  S(^f 

•-59794I 

0.728446 

0.799250 

1.812741 

h 

7.982875 

7.980507 

7.980300 

7.982254 

j 

2{X] 

+  1.18 

—  0.06 

—  0.27 

—  4-57 

j 

I{Y) 

—  7-99 

—  0.98 

—  1.05 

—  9.82 

j 

^{Z] 

+  0.38 

+  0.05 

+  0.06 

—  0.06 

Vereinigt  man  diese  indirecten  Glieder  J^{X],  J2  (F),  J  ^  [Z]  mit  den 
directen,  so  erhält  man  neue  Werthe  für  die  Diffcrentialqiiotienten.  die  sich  so 
wenig  von  der  Wahrheit  entfernen ,  dass  man  dieselhen  der  definitiven  Störungs- 
rechnuiig  zu  Grunde  legen  kann.  Man  erhält  so,  wenn  man  neuerdings  die  An- 
fangsconstantcn  bestimmt,  für  die  letzte  auf  einem  Nebciiblatte  auszuführende 
Operation  : 


/■" 

/"      /'       f        y 

■/ 

S[.] 

1874  Oct. 

27 

—715-56 
+69.18           +643.83 

—668.16 

—  727-36 

»  Dec. 

6 

+  4-49 

-7.78         -646.38 

+61.40          [—  2.55] 

L-  24.33] 

—  78.14 

1875  Jan. 

15 

—3.29         —584.98 

+  58.11           -587-53 

—  26.88 

—  75-62 

»  Febr. 

24 

-526.87 

— 614.41 

-658.42 

/'"         /"              ./■' 

/ 

■/ 

'/ 

%) 

1S74  Oct. 

^7 

+ 
-13. .8 

271.82 

„. 

57.64 

+  267.45 

4-290.98 

»      J)ec. 

6 

-  11.26                  + 
+  3-45                 —24.44 

258.64 

+ 

1.03I 

f+      9-841 

+    31.53 

1875   .lau. 

1  s 

-    7-81                   + 
—  32.23 

234.20 

+  ■ 

235-23 

+    IÜ.78 

4-  30.40 

u      Felir. 

-^4 

+ 

201.93 

-(-246.10 

+  263  59 

S,) 

1874  Oct. 

27 

—   0.23 

g.39 

+ 

g.6i 

—      9.99 

—   10.82 

»      Dec. 

6 

+  0.93                   - 
—  0.40                 +    0.68 

9.64 

L- 

0.03] 

1-      0.38] 

—      1.19 

1875   .lau. 

i8 

+  0.33                  — 

+      I.2I 

8.96 

8.99 

—      0.41 

—      116 

-      Ki-br. 

-'4 

— 

7-75 

—      0-40 

—    10.08 

Nun  hofJ^imit  die  definitive  Rechnun]tj  iiaeli  den  Formeln  VI  ,  da  die  aus  111; 
resultirenden  Wcrthe  der  directen  Glieder  für  diese  ersten  vier  Störungsintervalle 
keiner  Verbesserung  bedürfen,  indem  die  Störungen  rücksichtlich  dieser  Glieder 
nahezu  unmerklich  sind.  Die  für  diese  vier  Orte  in  den  Tafeln  A,  B,  X,  Y,  Z, 
enthaltenen  Grössen  werden  daher  ohne  weitere  Firkliirung  verständlich  sein  und  ich 
will  denniach  nur  noch  zeigen,  wie  die  Rechnung  für  den  nächsten  Ort.  Sept.  17 
durchgeführt  werden  muss. 

Vorerst  geben  die  Tafeln  X,  Y,  Z  für  Sept.  17  die  doppelt  summirten 
VVerthe : 

—  2027.57       4-  796.88       —  28.99  ; 

nach  dem  (iange  der  Funktion  wird  man  für  die  am  1 7 .  Septbr.  zu  erwartenden 
Funktionswerthe : 

—  798  ,  -I-   271  —  8 

in  Einheiten  der  siebenten  Stelle  annehmen  können  und  nun  mittelst  der  Formeln: 

I  =  7t.')  {«+«"'■  +  ~/(x) («+«■«<') 
>i  =  "fw  («  +  «"■«'  +  r^  ./i//i  («  +  »«^' 
~  =  '.'/(s)  («+*'<«]  +  ii  f(z)  i« -!-«"■ 

hinreichend  genäherte  Werthe  für  i'.  r;.  L'  erhalten,  welche,  auf  die  fünfte  Decimale 
abgekürzt,  an  der  entsprechenden  Stelle  in  dem  liogen  A  eingetragen  werden.  Die- 
selben werden  sein: 

—  21  ,  -f8  ,  o. 

und  man  sieht  sofort,  dass  selbst  ganz  rohe  Annahmen  über  die  Funktionswerthe 
J(x)[a+  ii<-'  ■  flu)  a  +  iiv].  f(-)[a-\-iw)  mehr  als  genügend  genaue  Annäherungen  für 
I,  »/,  t  ergeben  werden. 
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Man  gelangt  jetzt  nach  Durchführung  der  Rechnung  mittelst  der  Formeln  III) 
(pag.  io8)  zu  den  definitiven  Werthen  für  IJ  (X],  ^  F),  ^  (Z;,  und  bildet  nun 
nach  V  (])ag.  logj  die  Werthe  <S(.c|,   »S'i^j.  iS',^,,   die  bis  auf  die  geringfügigen,  anfänglich 

ganz  \iiierheblichen  ,   durch f'ia-^-ite)    veranlassten.    Correctionen  direct  be- 

rechnet  werden  können ;  man  kann  diese  Correctionen  in  der  Nähe  der  üsculations- 
epoche  ganz  übergehen,  später  wird  man  dieselben,  da  durch  die  Berechnung  mehrer 
Werthe  der  Gang  der  Funktion  nahezu  bekannt  ist,  leicht  mit  hinreichender  Ge- 
nauigkeit berücksichtigen  können;  doch  werden  diese  Correctionsglieder ,  die 
übrigens  Encke  ganz  übergeht,   selten    sehr  merkbar  werden. 

Die  so  resultirenden  Werthe  für  iSV».  ^ti/i,  ^'(i)  siud  in  den  Sumraationsbögen 
rechts  angesetzt  und  ohne  weitere  Aeiiderung  der  definitiven  Kcchnung  zu  Grunde 
gelegt.  Dabei  mag  bemerkt  werden,  dass  diese  Werthe  Si^x],  '^(i/)-  »^ui  S^gen  die 
sich  aus  den  thatsächlichen  Differenzwerthen  ergebenden  etwas  verschieden  sein 
können,  da  bei  deren  IJildung  eben  die  zweiten  Differenzen  bloss  näherungsweise 
berücksichtigt  werden  konnten. 

Die  Rechnung  gestaltet  sich  nunmehr  ganz  direct.  uiul  nur  für  die  Ermitte- 
hmg  von  f  wird  man  einen  vorläufigen  Werth  von  y  annehmen  müssen.  Der  Gang 
der  äusserst  regelmässig  verlaufenden  Funktion  log  N  (Logarithmus  des  Nenners) 
wird  in  Verbindung  mit  dem  völlig  bekannten  Werthe  des  Zählers  für  </  stets  ohne 
]Vlühe  eine  hinreichende  Annäherung  ergeben .  um  /  gleichsam  als  directeu  Werth 
betrachten  zu  können.  Zu  bemerken  ist,  dass  der  Werth  von  </  hierbei  in  Einheiten 
der  siebenten  Stelle  gegeben  erscheint   nach  den  oben   gemachten  ^  oraussetzungen. 

In  dieser  Weise  wird  die  Rechnung  fortgeführt .  und  ich  habe  in  dem  unten 
folgenden  Kechnungsbeispiele  alle  Zahlen  der  Rcclinung  innerhalb  des  ganzen  Ver- 
laufes derselben  aufgenommen,  so  dass  für  den  Anfänger  ein  hinreichend  aus- 
führliches Normalbeispiel  vorliegt,  nach  welchem  er  sich  in  die  Methode  einführen 
kann .  bevor  an  eine  selbstständige  Rechnung  geschritten  wird.  Hei  der  Bezeich- 
nung der  Ilorizontalcolumne  ist  im  Allgemeinen  kein  Unterschied  gemacht,  ob  die 
Funktion  selbst  oder  deren  Logarithmus  Aufnahme  gefunden  hat.  da  hieraus  wohl 
kein  Irrthum  zu  befürchten  ist.  Zu  den  angesetzten  Additions-  und  Subtractions- 
logarithmen  wäre  zu  bemerken,  dass  dieselben  den  zweckmässigen  sechsstelligen 
Tafeln  von  Bremiker  entlehnt  sind. 

Die  Vermeidung  zufälliger  Rechnungsfehler  erscheint  durch  den  regelmässigen 
Gang  der  Differenzen  bestätigt,  und  diese  Prüfung  muss  stets  sorgsam  durchgeführt 
werden.  Hierbei  werden  grosse  Fehler  im  Allgemeinen  sofort  erkannt  und  korrigirt  wer- 
den können,  kleine  Fehler  werden  sich  meist  erst  bemerkbar  macheu.  wenn  die  Rech- 
nung um  einige  Intervalle  weiter  fortgeschritten  ist.  Tritt  die  Nothwendigkeit  einer 
^'erbesserung  ein.  so  wird  im  Allgemehien .  so  lange  der  Fehler  nicht  allzu  erheb- 
lich ist.  die  Neurechnung  der  directeu  GUeder  selten  nöthig  werden;  die  indirecten 
Glieder  dagegen  müssen  von  der  Fehlerstelle  an  wohl  stets  neu  gerechnet  werden, 
wenn  man   das  Resultat  nicht  allzusehr  schädigen  will.      Dieser  Umstand  macht  die 

«Jppolzer,   HahnbestiiiiraungHii,  II.  *   15 
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StörunKsrcchimiig  für  den  Anfaiijjpr.  der  mich  nidit  dir  hinreichende  Sicherheit  im 
numerisi-.heti  Rechnen  erlanfj;t  hat,  sehr  beschwerlich,  ein  Uehelstand.  der  hei  der  Stö- 
nin^srechnnng  nach  der  X'ariation  der  (Jonstanten  fast  ganz  vermieden  wird.  Es  ist 
deshalb,  falls  nicht  andere  Umstände  massgebend  sind,  für  eine  erste  fStörtingsrech- 
nung  die  Methode  der  Variation  der  Constanten  zu  wählen  und  die  Berechnung  der 
Störungen  der  C-'oordinaten  erst  dann  vorzunehmen,  wenn  man  eine  hinreichende 
Sicherheit  in  den  logarithraischen  Kechnungsoperationen  erlangt  hat. 

Ich  stelle  hier  zum  Schlüsse  die  zur  Kechnung  nöthigen  Formeln  übersicht- 
lich ohne  weitere  Erklärung  zusammen ,  da  eine  solche  Zusammenstellung  hei  der 
Kechnung  als  Gedächtnisshilfe  nicht  ganz  ohne  Werth  ist: 

I. 

sin  rp  ^  e  < 

sin  qp  „ 

^ — TT  =  e 
8in  1 

sin  a  sin  A  =  cos  Q  sin  b  sin  B  =  sin  Q  C  =  o 

sin  a  cos  A  =  —sin  ^  cos  i        sin  b  cos  B  =  cos  Q  cos  i        sin  c  =  sin  ;' 

w  ==  TT  —  Q  ,  A'  =^  A  -\-  oj 

B'  =  B  +  M 
C  =  C-\-  10  =  w. 

II. 

M=  M„  +  ,tt 
M=  E—  c"  sin  E 

»•„  sin  ÜQ  =  o  cos  yi  sin  E 
Vü  cos  y,,  =  a  (cos  E — e 

•^u  =  >'o  ''in  «  sin  (A'  +  »qJ 
yu  —  >u  sin  b  sin  (.ß'  +  «(,) 
^u  =  ^(\  sin  c  sin  [C  -\-  «(,) 

h  =  — ^~  ,  log  (10/^,2=9.675283  (Intervall  40  Tage, 


III. 

?  =  "/(.r)  a  +  iw^  +  -^^  /i^)  \a  -f-  ito)  —.  .. 
»J  =  '%<  ["■  +  •'■"'   +  ^  /li/i  «  + « «•)  —  • .  • 
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a-  =  2-0  +  f 

y  =  yo  +  >i 

(f  cos  if-  cos  Ö  =  .r,  —  « 

ß  cos  d-  sin  ö  =  (/,  —  y 

t»  sin  5-  ^  2|  —  z 


Xj  =  (wÄ)2  »2, 


Xi  — X 


O' 


y,  =  (m,a-12,»,  iLz:^ 


l'cber  die  Werthe  von   lwk]'^m^   siehe  Tafel  XII. 

(X)  =  X,  +  X^ 

(Y)  =  y,  +  Y, 

[Z]  =  Z,   +  Z-, 

Xj ,    Y-i-   Z-i  aus  den  Epheraeriden  oder  den  Publicationen  der  astronomischen 
Cresellschaft  zu  entnehmen,   oder  zu  berechnen  nach : 

X.2  =  (wA)2  »j,  ^Ij 

Zi  =  [wk]-  m^  "fj     . 
i(X)  =  (X)^+  (X)^+  ... 

j(y)  =  fy)2^+(rb-t-  ... 

I  !Z\  =  fZ;si+  (^S  +  ... 
IV. 

.V,.,  =  -y;,,  («  +  /«•)  +  ^  :^  ,xi  -  .^/^^  («+*«;;■ 

Ä^-,  =  ■;/;.,  («+«»'''  +  ^  -  :^  -  t^/,",  («+''H 

:ro  +  H 


b 

c 

^= 

yo+i"? 

=0  +  4: 

a  &'(i)  +  ^  ^(y)  +  c  S(z) 

I f  ax  +  hy  +  cz) 

f  mit  dem  Argumente  q  aus  Tafel  XI. 

15* 
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Für  die  Anfangsconstanten  der  Integration  hat  man: 

uf  la  -«;)=+   ^^  /  («)  -  ^  j  2  /"  '«1  +/■■  ^«-  «;)  j  + 


Ausführliches  Beispiel 

zu 

Kiielie's     3Xethode 

der 

Stöniiigsreclniuiis. 
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1  tiiliini 

1875 

1874 

l'obr.  24 

Jan.  15 

VXse.  6 

Oct.  27 

Sept.  17 

Ang.  8 

]        Juni  29 

Mai  2o 

1    April  10 

M 

E 

sin  E 

cos  E 

Subtract. 

cos  E — e 

'•o  sin  r„ 

sin      ( 

cos      j 

Cocoac,] 

'■(1 

'0 

I9i"2i'42"7 
l89"4l'2i"8 

9„226l02 

9«99376o 
0.070386 
o„o64i46 
9„7 14949 
9«99S6oS 

o„5S9625 
I88"8'i6"5 

-5%'i4"9 
0.564020 

I84"l4'26"8 

i83"36'5i"7 
8„79962i 
9«999i36 
0.069586 
o„o68722 
9„288468 

9«99939" 

o„5642oi 
i83''2'   i"6 
~5"5'38"6 
0. 564810 

177"  7'ii"o 
I77"32'43"i 
8.631742 
9„9996oi 
0.069518 
o„o69i  19 
9. 120589 

9„9997i9 

o„564598 
i77"56'23"o 
—5"  6'  3"2 

u. 564879 

i69"59'55"i 
I7i"28'i9"9 
9.171110 
9„995"72 
0.070175 
o„o65347 
9.659957 

9„996599 

o„56o826 

I72"50'i9"8 

—  5"  7'29"o 

0.564227 

i62"52'39"3 

i65"23'   5"7 

9.401959 

9„9857i5 
0.071599 

o„o573i4 
9.890806 

9,.989938 

o„S52793 
l67°42'5o"8 

-S"  9'56"8 
0.562855 

15S''45'23"4 
I59"i6'23"9 
9.548894 
9,.9  70941 
0.073877 
o„0448i8 
0.037741 

9„979535 

o„540297 
i62"32'54"o 
-5°i3'28"i 

0. 560762 

148"38'  7"6 

153°  7'37"S 
9.655151 
9„95o37o 
0.077160 
o„o2  753o 
0.143998 
9„965o6o 

o„523oo9 
I57''i9'25"9 
-5"i8'  4"9 

0-557949 

.4."3o;5>"7 

146"56     8"7 

9.736858 

9„923275 
0.081688 
o„oo4963 
0.225705 

9^946025 

o„ 5 00442 

152"     l'2l"o 

-5"23'5o"6 
0.554417 

i34''2  3'3S"9 
i4o"4i'i9"j 
9. 801770 
9„88858i 
0.087837 
9„9764i8 
0.290617 

9«92i733 

0„47i897 
|i46''37'3o"4 
— 5''3o'47"i 

0.550164 

A  +  vo 
li  +  '■(, 

C  +  ''0 

3i6''36'47"i 

226"34'22"0 

ioo"52'54''7 

3ii"3o'32"2 

22l"28'     7    '1 

95"46'39"8 

3o6"24'53"6 

2l6"22'28"5 

9o"4i'    i"2 

3oi"i8'5o"4 

21  i"i6'25"3 

85"34'58"o 

296"] 1 '2l"4 

206"  8'56"3 

8o"2  7'29"o 

291"  r24"6 

2oo"58'59"5 
75"i7'32"2 

28s"47'56"5 

i95"45'3i"4 

70"  4'  4"i 

28o"29'5i"6 

i9o"27'26"5 

64"45'59"2 

275"  6'   i"o 

18s"  3'35"9 
59"22'  8"6 

(\i  sin  « 

sin  U+''(i) 

.f ,  ( tj ! 

0.563808 

9„836907 

— 2.51602 

0 

0.564598 

.  9,1874396 

—2.74786 

0 

0.  564667 

9„905655 

—2.95340 

0 

0. 564015 

9„93i626 

—3.13070 

0 

0.562643 

9„9529S8 

—3-27794 

—            10 

0. 560550 

9„9 70083 

-3.39338 

—           21 

0.557737 

9,1983275 

-3-47546 

-            36 

0.554205 
9„992669 

—  3.52268 

-  57 

0.549952 
9„998277 

—  3-53369 

-  83 

0 
— 2.51602 
—  5.02505 

+  7.2581 

0 
—2.74786 

-513125 

+  7.1169 

0 

—  2-95340 

—  5.22245 
+6.9723 

0 
—  3.13070 
—5.29843 
+6.8243 

-            21 
-3.2781s 

—5-35895 
+6.6730 

—           43 
-3-39381 
-5.40385 
+6.5185 

—  73 
—3.47619 

—  5.43298 
+6.3608 

—          114 
—3.52382 
—5.44621 
+6.2000 

—          167 
-3-53516 

—5 -44350  ; 

+6.0363      ; 

Ciisin/; 
sin  ,.ß  +  C|j; 

y» 

n 

il 

y^{%) 

.Vi  (t>) 

0. 563910 

9„86io85 

—  2.66069 

0 

0. 564700 

9„820996 

—2.43050 

0 

0.564769 

9„773ioo 

—2.17705 

0 

0. 564117 

9„715274 
—  1.90279 

0 

0.562745 

9„644I49 
—  1 .61025 

+               4 

0.560652 

9„553997 

— I . 30211 

+               8 

0.557839 

9„4339o8 

-0.98118 

+            13 

0.554307 

9„258886 

— 0.65042 

+           20 

0-550054 

8„94546i 

—0.31298 

+            27 

0 
— 2.66069 
— 2. 11212 
— 6.7091 

0 
—2.43050 
—  1.84491 
— 6.870g 

0 

—  2.17705 

—  1-57230 

—  7.0294 

0 

—  1.90279 

—  1.29512 
—7.1844 

+              8 
— I .61017 
— I .01418 
—7.3359 

+             16 

—  1.30195 

— 0.73026 

—  7-4839 

+           27 
— 0.98091 
—0.44421 
—  7.6282 

+           40 
— 0.65002 
— 0.15686 
—7.7688 

+            54 
—0.31244 
+0.13095 
—7.9056 

,-osinc 
sin  (f'+('o) 

=l('2t.) 

.-l(t>) 

9.149521 

9.992120 

+0.13856 

0 

9.150311 

9.997-88 

+0.  14064 

0 

9. 150380 

9.999969 

+0.14137 

0 

9.149728 

9.998708 

+  0.14075 

0 

9.148356 

9.993950 

+0.13877 

0 

9. 146263 

9.985531 

+0.13545 

0 

9-143450 

9.973172 

+0.13080 

0 

9.139918 

9.956446 

+  0. 12484 

—              1 

9.135665 

9-934734 
+0. 11760 

—              1 

0 
+0.13856 
+0.12116 
—0.1794 

0 
+0. 14064 
+0. 12260 
— 0. 1710 

0 
+0.14137 
+0.12367 
— 0. 1626 

0 

+0.14075 
+0.12439 
—0.1541 

0 
+0.13877 
+0.12475 
—0.1455 

—              I 

+0.13544 
+0.12474 
— 0. 1368 

—              I 

+0.13079- 
+0.12437 
— 0. 1280 

—              1 
+0.12483 
+0.12362 
— 0. 1 192 

—              I 
+0.11759 
+0.12253 
— 0. 1104 

/) 

■r,|- 
,'/0  +  i '; 

=0  +  \  i 

X 

11 

a 
h 
c 

•Sc, 

1 .692060 

7.983^^3 
0.000348 
I . 128040 
1 . 128388 

1.694430 
7.980853 
0.000346 
I . 129620 
I . 129966 

1 .694637 
7 .980646 
0.000346 
1 . 129758 
1.130104 

I .692681 
7.982602 
0.000348 
1.128454 
1 . 128802 

1 .688565 
7.986718 
0 . 000  3  5 1 
1.125710 
1 . 126061 

1.682286 
7-992997 
0.000356 
1.121524 
I . 121880 

1.673847 
8.001436 
0.000363 
1.115898 
1.116261 

1 .663251 
8.012032 
0.000371 
1.108834 
1 . 109205 

1.650492 
8.024791 
0.000383 
1 . 100328 

1 . 1007  11 

o„4007 1 5 
o,,424995 
9.141641 

o„438994 
o„ 3 8 5696 
9.148099 

0„47O322 
o„337869 
9.150349 

o„49564i 
o„27939i 
9.148436 

o„5 15614 
o„2o68  8  3 
9.142296 

o„  5 30660 
o„i 14621 

9.131779 

0„541057 
9„99i69i 
9. 1 16608 

o„546943 
9„8 13060 
9.096319 

0,1548330 

9„495i42 
9.070370 

o„4007 1 5 

o„424995 
9.141641 

o„438994 
0,1385696 
9.148099 

o„470322 
o„3 37869 
9.150349 

o„49564i 
o„27939i 
9.148436 

o„5 15628 
o„2o6872 
9. 142296 

0„s3o687 
o„  114594 

9-131747 

o„54iio4 
9„99i62  9 
9.116575 

0„547014 
9„8 12927 
9.096319 

o„  548434 
9«494767 
9.070370 

9«i72327 
9„2966o7 
8.013253 

9„309028 

9„25  5730 
8.018133 

9„3402i8 

9„207765 

8.020245 

9„366839 
9,(150589 
8.019634 

9„38955  3 
9„o8o822 
8.016235 

9„4o878o 

8„99274i 
8.009899 

9„424796 
8„875430 
8 .000347 

9„437738 
8„703855 
7.987114 

9„4476i9 

8„ 3 944 31 
7.969659 

2„8i8503 
2.420929 
1 „003461 

i„878637 

1.482874 
o„o64458 

i„892873 
1.498724 
o„075547 

2„86i749 
2.463863 
i„o34227 

3«32o639 
2.914798 
i„474362 

3„62889i 
3.210457 
i„752356 

3„864I48 
3-428299 
1„943I48 

4„056488 
3.598452 

2„O72I40 

4„220722 
3-736151 

2„ 1462 8 3 

Jiy 
.f>r- 

Subtract. 

fiy—^vh 

Ä 

2„7 30009 

=„754289 
1.470935 

',,9' 3665 
1,1860367 
0.622770 

2„027662 

1,1895209 

0.  707689 

3„o8iooi 
2„8647  5i 
1-733796 

3„6io527 
3„3oi--i 
2-23-195 

3„977436 
3„56i343 
2.578496 

4„26o4i8 

3„7io943 
2.835889 

4„490133 
3„756o46 

3-039438 

4„68l65i 

3„627984 
3.203587 

9.354128 

0. 165580 

0.12-371 

8.924262 
0. 152069 
0. 106019 

9.561007 

0.146544 

0.091058 

9.817387 
0.145287 
0.079081 

9.977422 
0. 149290 
0.069168 

0.090340 
0. 160100 

0.060408 

0.17330S 
0. 182307 
0.052314 

9.800422 
0.229342 
0.044469 

9.815580 
0.250306 

0.036485 

2.084137 

2„919869 
I .598306 
-.982875 

o,,8o2899 
2„oi2436 
0.728789 
7.980507 

1 „45 3 8 80 
2„04i75  3 
0.798747 
7.980300 

2,(679136 
3„oioo38 
1.812877 
7.982254 

3„298o6l 
3«45io6i 
2.306363 

7.986367 

3„7i92  3i 
3„72i443 
2.638904 
7.992641 

4„03^455 
3,,89325o 
2.888203 
8.001073 

4„290555 
3„985388   ' 
3.083907 
8.01 1661 

4„4972  3i 
3„986457 
3.240072 
8.024408 
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• 

A2 

1874 

1873 

März  I 

Jan.  20 

Doc.  II 

Nov.  I 

5ept.  22 

Aug.  13 

Juli  4 

M-ii  25 

April  15 

i27''l6'2o"o 

120"  9'    4"2 

113"    l'48"4 

io5"54'32''s 

98"47'i6"7 

91V'  o"8 

84''32'45"o 

77"25'29"l 

7o''i8'i3''3 

I34"22'29"8 

I27"59    o"i 

I21°3o'    9'  1 

ii4"55'i4"7 

io8"i3'34"9 

I01°24'27"l 

94"' 7 '10"  1 

87"2I     3"9 

80"  5'32"8 

9.854171 

9.896631 

9-930754 

9-957555 

9- 977645 

9-991334 

9.998687 

9-999535 

9-993474 

9,1844696 

9„789i8o 

9„7i8ii6 

9,1624658 

9«495227 

9„296i96 

8„890074 

8.664791 

9-235677 

0.096211 

0. 107822 

0.124474 

0.1497 11 

0.191591 

0.273434 

0. 160665 

9.865413 

7.902250 

9„940907 

9„897002 

9„84»590 

9„774369 

9„6868i8 

9,1569630 

9„399796 

9»104544 

7,1137927 

0.343018 

0.385478 

0.419601 

0.446402 

0.466492 

0.480181 

0.487534 

0.488382 

0.482321 

9„89ii89 

9„852958 

9.886447 

9.920292 

9.948072 

9.970055 

9.986247 

9-996399 

0 . 000000 

o„436386 

o„39248i 

o„ 3 3 8069 

o„269848 

0„i 82297 

o„o65io9 

9,1895275 

9„6ooo2  3 

7,1633406 

141°  6'43"3 

I35"27'42"9 

i29"39',i"2 

123<'39'42"8 

117"27  49"4 

111"  i'59"4 

io4"2o'36"7 

97"22'   5"5 

90"  4'52"i 

— 5"39'  o'4 

— 5"48'3i"7 

—  5"59'28"4 

— 6"ii'53"4 

— 6"25'5o"o 

—  6"4l'22"7 

-6"58'3i"2 

—  7"i7'i3"4 

-7"37'22"8 

0.545197 

0.539523 

0.533154 

0. 526110 

0. 518420 

0.510126 

0.  501287 

0.491983 

0.482321 

269''35'i}"9 

263"56'i3"5 

258"    7'4i"8 

252"  8'13"4 

245"56  2o"o 

239"3o'3o"o 

232"49'  7"3 

225"5o'36"i 

2i8"33'22"7 

I79''32'48"8 

173"53'48"4 

168"    5'i6"7 

162"   5'48"3 

155"53'54"9 

149"2  8'  4"9 

142"46'42"2 

I  35"48'i  i"o 

128"30'57"6 

53"5i'2i"5 

48"l2'2l"l 

42"23'49'4 

36"24'2i"o 

30"l2'27"6 

23"46'37"6 

17"  5'i4"9 

10"  6  43"7 

2"49'3o"3 

0.544985 

0-539311 

0-532942 

0.525898 

0. 518208 

0.509914 

0.50107s 

0.491771 

0.482109 

9,1999989 

9„997  564 

9„99o6io 

9„978542 

9„96o524 

9„935358 

9,1901310 

9,1855784 

9ii794685 

—3-50731 

—  3-44251 

-3-33851 

—3-19477 

—  3.01115 

—2.78787 

—  2.52572 

— 2. 22615 

—  1  .89145 

—         116 

—          157 

-          206 

-         265 

—           334 

—         415 

—          509 

—          615 

—         733 

—         232 

—        '313 

—          411 

—         529 

—          668 

-          831 

—        1018 

—        1231 

—       1466 

—3.50963 

—3-44564 

—  3.34262 

— 3.20006 

-3.01783 

— 2.79618 

—  2-53590 

—2.23846 

— 1 .90611 

—5.42482 

—5.39020 

—  5-33967 

—5-27339 

—  5-19148 

—  5.09412 

—4.98153 

—4.85396 

—  4-71173 

+5.8697 

+  5.7003 

+  5.5281 

+  5-3533 

+  5-1760 

+4.9962 

+4.8140 

+4.6296 

+4-4430 

0.545087 

0.539413 

0.533044 

0. 526000 

0.518310 

0. 510016 

0.501177 

0.491873 

0.48221 I 

7.898077 

9.026615 

9.314730 

9.487719 

9   61 1036 

9.705880 

9.781683 

9.843312 

9.893448 

+0.02774 

+0.36811; 

+0.70433 

+  1.03209 

+  1.34693 

+  1.64398 

+  1.91805 

+  2.16364 

+2.37497 

+            35 

+            44 

+            55 

+           66 

+            81 

+          100 

+          127 

+          164 

+         2.8 

+            71 

+            89 

+          109 

+          132 

+          161 

+         200 

+          253 

+          328 

+          435 

+0.02845 

+0.36904 

+0.70542 

+  1-03341 

+  1.34854 

+  1.64598 

+  1.92058 

+2.16692 

+  2.37932 

+0.41836 

+0.70454 

+0.98865 

+  1.26983 

+  1.54726 

+1.82008 

+2.08746 

+2.34857 

+2.60259 

—8.0387 

— 8. 1679 

—8.2932 

—  8.4145 

—8.5317 

—8.6448 

-8    7539 

—  8.8588 

—  8.9596 

9. 130698 

9. 125024 

9.118655 

9. I I 161 1 

9- 103921 

9.09562- 

9.086788 

9.077484 

9.067822 

9.907162 

9.872473 

9.828831 

9-773421 

9.701685 

9.605498 

9.468098 

9 . 244464 

8.692733 

+0.10911 

+0.09943 

+0  08861 

+0.07674 

+0.06392 

+0.05025 

+0.03588 

+0.02099 

+0.00576 

—              I 

—               I 

0 

0 

+               1 

+              2 

+              4 

+              6 

+               8 

—              I 

—               I 

—              I 

+              I 

+               2 

+              5 

+              8 

+            12 

+            >6 

+0. 10910 

+0.09942 

+0. 08860 

+0.07675 

+0.06394 

+0.05030 

+0.03596 

+0.02111 

+0.00592 

+0.12107 

+0. 11926 

+0. 11709 

+0. 11458 

+0.I1173 

+0. 10855 

+0. 10504 

+0.10122 

+0.09709 

— 0. 1015 

—0.0925 

— 0.0835 

—0.0745 

— 0.0654 

— 0.0562 

—0.0471 

—0.0379 

—0.0288 

I. 635591 

1.618569 

1.599462 

1    578330 

1.555260 

1.5303-8 

1.503861 

1-47  5949 

1.446963 

8.039692 

8.056714 

8.075821 

8.096953 

8. 120023 

8.144905 

8 . 171422 

8.199334 

8.228320 

0.000396 

0.00041 3 

0.000431 

0.000452 

0.000477 

0.000505 

0 . 000  5  37 

0.000572 

0.000612 

1.090394 

1 .079046 

I .066308 

I .052220 

1 .036840 

1 .020252 

1 .002574 

0.983966 

0.964642 

I .090790 

1 .079459 

I .066739 

I .052672 

1.03-31- 

1 .020757 

1 .0031 1 1 

0.984538 

0.965254 

o„54Sii7 

o„537073 

0„S23820 

o„5048oo 

o„4792i4 

o„4459i8 

o„40326o 

o„348753 

o„278474 

8.448552 

9.566^44 

9 . 848 1 1 5 

0.013995 

0. 129606 

0.216161 

0.283147 

0.335514 

0.376056 

9.037825 

8-997474 

8.947483 

8.885022 

8.805705 

8. 701309 

8.555336 

8.323252 

7.766413 

o„545262 

o„53727o 

o„524o8- 

o„505i58 

o„479694 

o„446565 

0,1404132 

o„349949 

o„28oi48 

8.454082 

9   567073 

9.848448 

0.014272 

0. 129864 

0.216425 

0.283432 

0.335843 

0.376453 

9.037825 

8.997474 

8-94-434 

8.885078 

8.805773 

8.701568 

8.555820 

8.324488 

7-7-2322 

9„454327 

9„4576i4 

9„457o8i 

9„452i28 

9„44i897 

9„425i6i 

9„400149 

9,1364215 

9ii3i322o 

7-357762 

8.48708«; 

8.781376 

8.961323 

9.092289 

9.195404 

9.280036 

9- 350976 

9. 410802 

7-947035 

7.918015 

7.880744 

7-832350 

7.768388 

7.680552 

7-552225 

7-338714 

6. 801 159 

4„365i9i 

4„494992 

4„6 13409 

4„722629 

4„824iio 

4„9i8803 

5„oo725i 

5,1089655 

5,1165912 

3-850733 

3.949089 

4-037138 

4. 120871 

4. 206096 

4.297992 

4.400016 

4.513015 

4.635212 

2„I58543 

2„0752i8 

I„T22305 

1.816771 

2.389184 

2,690391 

2.902949 

3.065893 

3-193-53 

4„843350 

4„98o2o9 

5„o95282 

5„ 19039 5 

5„266498 

5„32377-' 

5„36i585 

5„378i76 

5i,370i28 

2.752170 

4.010012 

4.419643 

4.699509 

4.916668 

5.09363- 

5.240885 

5.364070 

5-466433 

3-335913 

3-440413 

3.518629 

3-570315 

3-59257- 

3- 578780 

3-5132-3 

3-352715 

2.862302 

9.824426 

9.827900 

9.826265 

9.819154 

9.805441 

9.782778 

0.100775 

9.974610 

9.778408 

9.963931 

9-17781'; 

0. 150053 

9.866965   1 

9.905942 

9.924235 

9- 932345    , 

9.934038 

9.930697 

0.027949 

0.018340 

0.006887 

9.992272 

9971923 

9.939866 

9.877782    1 

-J.971 104 

0.058850 

4,(667776 

4„8o8i09 

4„92i547 

5„oo9549 

5„071939 

5„ 1065 5 5 

5„io8o26 

51,064265 

4,i94432o 

3„8 14664 

3 . 126904 

4.187191 

4.566474 

4.822610 

5.017872 

5-173230 

5.298108 

5-397130 

3.363862 

3-458753 

3-525516 

3.562587 

3.564500 

3.518646 

3-391055 

3.036997 

2,1921152 

8.039296 

8.056301 

8.075390 

8.096501    1 

8.119546 

1 

8. 144400 

8.170885 

8.198762 

8.227708 
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1  )atiMii 
3/ 

18 

73 

Doc.  16 

■ 

872 

63"io's7"5 

Jan.  SS 

Nov.  6 

Sept.  27 

Aug.  18 

Juli  9 

Mai  30 

56"3'4l"7 

48"56'25"8 

4i"49'io"o 

34"4i'S4"i 

27''34'38"3 

2o"27'22"5 

)3"20'  6"6 

K 

72"4o'   6"2 

65"4'22"3 

57"i8'io"i 

49"2i'35"i 

4i"i5'   i"o 

3  2"S9'.5"2 

24'>35'29"3 

16"  5'2o"4 

sin  E 

9.979820 

9-957533 

9.925073 

9.880135 

9.819115 

9-735964 

9.619245 

9  442684 

cos  E 

9-474073 

9  ,624762 

9-732554 

9.813786 

9.876123 

9   923653 

9.958707 

9.982648 

Subtract. 

9855931 

0.155378 

9.831836 

9.865528 

9.886108 

9.899402 

9.908092 

9.913548 

cos  E — (■ 

9.095062 

9.394509 

9.564390 

9.679314 

9. 762231 

9-823055 

9.866799 

9.896196 

;-iisin  i'i) 

0.468667 

0.446380 

0.413920 

0.368982 

0. 307962 

0. 224811 

0, 108092 

9.931531 

sin  \ 

cos  / 

/•ii  cos  f(i 

9.996227 

9.983866 

9.961164 

9-925559 

9.873160 

9.891329 

9-941333 

9.975363 

9-590541 

9.889988 

0.059869 

0.174793 

0.257710 

0.318534 

0.  362278 

0.391675 

'•(1 

82"27'29"3 

74"28'44"I 

66"7'43"9 

S7°24'io"2 

48"i8'26"9 

38"5i'54"2 

29"  6'55"8 

I9"7'2"8 

J  '\, 

— 7"58'45"2 

-8"2l'    o"2 

-8"43'33"7 

—9"  5'43"3 

-9"26'32"7 

— 9"44'58"4 

— 9''59'53"o 

— io"lo'i4"3 

'■» 

0.472440 

0.462514 

0.452756 

0.443423 

0.434802 

0.427205 

0.420945 

0.416312 

l  +  'Vi 

2io"5s'S9"9 

202"5  7'i4"7 

I94"36'i4"s 

i85"52'4o"8 

176"46'5  7"5 

i6-"2o'24"8 

I57"3  5'26"4 

147"35'33"4 

li  4-  i-n 

120"53'34"8 

ii2"54'49"6 

I04''33'49"4 

95"5o'i5"7 

86"44'32"4 

77<'i7'59"7 

67"33'   i"3 

57"3  3'   8"3 

r+0, 

355"'='   7"5 

347"i3'22"3 

338"52'22"l 

330"  8'48"4 

321"   3'   5"i 

3ii"36'32-4 

3oi"5i'34"o 

291^5  i'4i"o 

;-|)  sin  a 

0.472228 

0.462302 

0.452544 

0.443211 

0-434590 

0.426993 

0.420733 

0 . 4 1 6 1 00 

sin(/^  +!'!! 

9n7io997 

9«59io57 

9„40i637 

9„oio345 

8.749149 

9.340764 

9.581176 

9.729113 

•ro 

—    1.52484 

—   I-13073 

—  0.71479 

—  0.28416 

+   0.15266 

+  0.58581 

+   1 .00440 

+   1-39705 

—            861 

-           993 

—          1125 

—          1247 

—          1349 

—          1417 

—         1438 

—          1400 

—           1721 

—          1986 

—          2250 

—         2495 

—          2698 

—         2833 

—         2875 

—         2801 

X 

—  1-54205 

—    1-15059 

—  0.73729 

—  0.30911 

+  0.12568 

+  0.55748 

+  0.97565 

+   1.36904 

^1  (3H 

—   455521 

-  4.38478 

—  4 .20088 

—   4-00398 

—   3.79460 

—   3-57336 

-  3.34086 

—    3-09774 

.n(t>' 

+   4-2543 

+  4.0636 

+   3-8710 

+   3-6766 

+    3-4804 

+   3-2827 

+   3-0834 

+   2.8827 

Co  sin'' 

0.472330 

0   462404 

0.452646 

0-443313 

0.434692 

0.427095 

0.420835 

0.416202 

sin[Ä  +  Cii' 

9-933552 

9.964303 

9.985816 

9.997742 

9-999297 

9-989243 

9-965773 

9.926282 

//o 

+  2.54614 

+   2.67121 

+   2.74449 

+  2.76093 

+   2.71637 

+   2.60818 

+  2.43561 

-f-  2.20031 

■1', 

+            292 

+            393 

+           526 

+            695 

+            903 

+          1147 

+          1421 

+          1713 

+            584 

+            786 

+          1052 

+          >39i 

+          1806 

+          2294 

+          2842 

+         3427 

,'/ 

+   2,55198 

4-  2.67907 

+   2.75501 

+  2.77484 

+   2.73443 

+  2.63112 

4-  2.46403 

+   2.23458 

-  .'/i'^; 

+  2.84871 

4-  3.08612 

-1-   3-31406 

+   3-53176 

+   3-73845 

+  3   93344 

+  4.11603 

+  4.28555 

in  ( t>  1 

—   9.0561 

—  9-1483 

-   9.2362 

—  9-3197 

-   9-3988 

—    9  4'35 

—  9.5438 

—  9.6096 

ro  sin  c 

9.057941 

9.048015 

9.038257 

9.028924 

9.020303 

9 .01 2706 

9.006446 

9.001813 

sin  (C'+i'o) 

8„922422 

9„3 44706 

9„556832 

9n697037 

9„798390 

9„873724 

9,1929085 

9,1967589 

=0 

0.00956 

—  0.02470 

-   0.03936 

—  0.05321 

- —  0.06587 

—  0.07699 

—  0.08620 

—  0.09320 

+                   10 

+              12 

+             '3 

+          '    13 

+              12 

+               10 

+                 5 

—                2 

+        20 

+              23 

+             26 

+              26 

+              24 

+               19 

+               10 

—               3 

r 

—  0  00936 

—   0.0244- 

—  0.03910 

—  0.05295 

—  0.06563 

—   0.07680 

—  0.08610 

—  0.09323 

=1  "21-) 

-l-  0.09266 

-|-  0.08796 

-f-  0.08299 

-1-  0.07775 

-f-  0.07227 

+  0.06657 

+  0.06066 

+  0.05455 

:i.t?! 

—  0.0196 

—  0.0104 

—  0.0012 

-(-  0.0080 

+  0.0172 

4-  0.0264 

+  0.0356 

+  0.0447 

n? 

1.417320 

1-387542 

I  .358268 

1 .  330269 

1 . 304406 

1 .281615 

1.262835 

1 .248936 

h 

8.25-963 

8.287741 

8.317015 

8.345014 

8.370877 

8.393668 

8.412448 

8.426347 

i+r'-i/' 

0.000655 

0.000702 

0.000751 

0. 000801 

0.000849 

0.000895 

0.000935 

0.000964 

0.944880 

0.925028 

0.905512 

0.886846 

0. 869604 

0.854410 

0.841890 

0.832624 

■ro  +  lf 

0.945535 

0.925T30 

0.906263 

0.887647 

0.870453 

0.855305 

0.842825 

0.833588 

0„i85669 

o„o  5  T  I  5  6 

9„86o96i 

9„4-'22i5 

9-143546 

9.757123 

9.995644 

0. 140838 

,'/n  +  i', 

0. 406380 

0.42-346 

0.43929; 

0.442147 

0.435430 

0.418243 

0-389134 

0.345852 

.r 

7„97589t 

8„39o582 

8„5936i8 

8„-2493i 

8„8 1-896 

8,1885870 

8„935  25S 

8,1969509 ! 

0„i88098 

o„o6o92o 

9„867638 

9„49oii3 

9.099266 

9.746229 

9.989294 

0. 136416 

.'/ 

0.406878 

0.427984 

0.440124 

0-443238 

0.436867 

0.420140 

0.  391646 

0.349196 

'/ 

7„97I276 

8„388634 

8„592177 

8„723866 

8„8l7io2 

8„88536i 

8„935oo3 

8,1969556 

9«240I34 

9„131426 

«„954698 

8,1584568 

8.273093 

8.901818 

9.152819 

9.307250 1 

/y 

9.460845 

9. 501616 

9    533030 

9.554500 

9-564977 

9.562938 

9.546309 

9.512264 

V 

7„o30356 

7„464852 

7„687355 

'„837284 

7„ 947443 

8,1030565 

81,092430 

8„i3592i 

5„23563i 

5,1298155 

S„352555 

5„397634 

5„43i897 

5„4535o8 

5„46oi82 

5,1448977 

*(!/) 

4.763068 

4.892466 

5.019589 

5.141317 

5.255262 

5-359643 

5-453148 

5 -534834 

«(.1 

3.292750 

3-364937 

3.409299 

3-421233 

3.389846 

3.287945 

3.017680 

2,1428572 

.'■'/■'■ 

5„ 3 30972 

5„2477oo 

5„o8890i 

4„73566l 

4-357735 

5.004650 

5-232503 

5. 346206 

t  IJH 

5-549752 

5-614764 

5.661387 

5.688786 

5-695336 

5.678561 

5.634855 

5.558986 

f'l- 

Su)itract.  ; 

3«  "4150 

3„5754I4 

3„8 13440 

3„969414 

4„07557i 

4„>43:-82 

4„1-82I2 

4,1 179  346  i 

9.390037 

9.090591 

9.921726 

9.893326 

0.035150 

0.132179 

0.201943 

0. 252678 1 

9-922505 

9.908732 

9.887538 

9.855225 

9.804128 

0.035068 

9.715603 

8.757300 

1 

0. 220847 

0.208420 

0. 144366 

0. 108234 

0.081417 

0.056664 

0.029018 

9.992222  ! 

4„62  5668 

4.338291 

5 .010627 

5 . 290960 

5-467047 

5-585687 

5.662125 

5- "01655 

f  9  >/-■%, 

5-472257 

5.523496 

5-548925 

5.544011 

5  -  499464 

5-394711 

5.168751 

4.292134 

/?=-s^--> 

3„5«3597 

3„783834 

3„9578o6 

4„o77648 

4„I56988 

4„200446 

4„ 2072 30 

4„1-1568 

Ä' 

8.257308 

8.287039 

8. 316264 

8.344213 

8.370028 

8.392773 

8   411513 

8.425383 
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1872 

1« 

-I 

April  2o 

März  II 

Jan.  31 

Dec.  22 

Nov.  12 

Oct.3 

Aug.  24 

Juli  15 

Juni  5 

6"i2'5o"8 
7"30'48"4 
9.116471 
9.99625s 
9.916488 
9.912743 
9.605318 

9.994683 

0.408222 

8"56'48"5 

—  Io"i5'i5"i 

0.413539 

359"  5'34"9 
358"s4'  9"8 
8„282i67 
9.999920 
9.917262 
9.917182 
8„771oi4 

9.999887 

0.412661 

358"4i'33"4 
—  io"i4'3o"4 

0.412774 

35r58'i9"i 
35o°i7'5o"o 
9,1226696 
9-993743 
9-915954 
9.909697 

9„7I5S43 
9.991116 

0.405176 
348''27'   3"o 
-10°  8'  5"3 

0.414060 

344"5i'   3"2 

34i"44'i2"5 

91,496075 

9-977553 
9.912417 
9.889970 
9,1984922 

9. 968126 

0.385449 
338"i8'57"7 
— 9''56'28"6 

0.417323 

3  37"43'47"4 
333"i5'3o"8 

9,1653179 

9.950874 

.9.906225 

9-857099 
0^142026 

9.930183 

0.352578 

328"22'29"l 

-9"4o'34"2 
0.422395 

33o"36'3i"6 
324"53'38"9 
9„759735 
9.912801 
9.896528 
9-809329 
01,248582 

9   875783 

0. 304808 

3i8''4i's4"9 

-9"2i'25"4 

0.429025 

323"29'i5"7 

316V   7"7 

9„  8 3 6460 

9-861773 
9.881711 

9-743484 
o„325307 

9„888394 

0.238963 
309"20'29"5 
—9°  0'  9"5 

0-436913 

3i6"2i'59"9'309"i4'44"o 
3o8"36'   2"9  ;3oo"42'  4''9 
9,1892935        9„9344i8 
9.795109       9.708050 
9.858546!     9.819749 
9.653655       9-527799 
o„38i782        o„423265 

9„936o37  i      9„968o53 
0.149134       0,023278 

300"20'20"0  29l"42'30"3 

-8°37'49"7 

0.445745       0.455212 

I37"25'i9"i 

47"22'54"o 

28i"4l'26"7 

i27"io'  4"o 

37"  7'38"9 
27i"26'ii"6 

ii6'S-5'33"6 
26"53-    8"5 

26l"l  l'4l"2 

io6"47'28"3 

i6"4  5'    3"2 

251"   3'35"9 

96"5o'59"7 

6"48'34"6 

24."  7'   -"3 

87"io'25"5 
357"  8'  o"4 
23i"26'33"i 

77"49'  o"i 
347"46'3  5"o 
222"  5'    ^"7 

68"48'5o"6 
338"46'2>"5 
213"  4'58"2 

6o"ii'  o"9 
330"  8'35"8 
204"2  7'   8"5 

0.413327 
9830328 

+    1-75249 
—          1297 

0.412562 

9.901388 

4-    2.06039 

—          1126 

0.413848 
9. 950166 

+  2.31214 
-       892 

0.417111 

9-981077 

+   2.50143 

—            608 

0.422183 

9.996889 

+  2.62465 

—           290 

0.428813 

9.999472 

+   2.68092 

+              41 

0.436701 
9,990107 

4-  2.67182 
4-          365 

0-445533 

9.969608 

•j-   2.60101 

4-          667 

0.455000 
9.938331 

4-  2.47361 
4-           933 

—  2594 
+   1.72655 

—  2.84470 
+   2.6«o6 

—  2251 
-h   2.03788 

—  2.58247 

+   2.4773 

-  1783 
+  2.29431 

—  2.31183 

+  2.2729 

—  1215 
+   2.48928 

—  2.03360 

+   2.0674 

—  580 
+   2.61885 

—  1.74866 
-|-   1.8609 

+               81 
+   2.68173 
—   1.45788 
+    1-6535 

-h          731 
4-  2.67913 
■ —  1 . 16219 

4-    1-4454 

4-        1334 
4--  2.61435 
—  0.86255 
4-  1-2367 

4-         1866 
.-f  2.49227 
—  0.55997 
4-    1.0274 

0.413429 

9.866808 

-f    1.90650 

-i-          2008 

0.412664 

9.780742 

+    I  .56101 

+          2285 

0.413950 

9-655342 

+  1.17298 

+       2525 

0,417213 

9-459710 

+  0.75322 

+          2712 

0.422285 

9.073977 

+  0.31352 

•+         2832 

0.428915 

8,1699056 

—  0.13427 

+          2881 

0.436803 

9,1325778 

—  0.57887 

4-       2860 

0-445635 

9„5S877o 
—   1.01020 

4-        2775 

0.455102 

9,1697084 

-    1.41966 

+          2637 

+         4016 
-|-   1.94666 

+  4-44134 
—  9.6709 

+          4570 
+    I. 60671 
+  4. 58280 

—   9-7277 

•+-       5051 
+  1- 22349 
+  4-70931 

-    9-7799 

+          5424 
-\-   0.80746 
+   4.82038 
—  9.8276 

+         5664 
-|-  0.37016 
+   4  91550 
—  9.8707 

+           5762 

—  0.07665 

+  4-99427 

—  9.9092 

4-        5719 

—  0.52168 
4-  s. 05621 

—  9.9428 

4-          5550 

-  0.95470 
4-   5.10100 

—  9-9724 

4-        5275 

—  1 . 36691 

4-  5-12834 

—  9-9970 

8 . 999040 
9„99o896 

—  0.09771 

—  10 

8.998275 
9n999864 

—  0.09957 

—  20 

8.999561 
9,1994851 

—  0.09872 

—  31 

9.002824 
9,1975826 

—  0.09520 

—  43 

9.007896 
9,1942317 

—  0.08917 

-  53 

9.014526 
9,1893197 

—  0.08086 

-  63 

9.022414 
9,(826229 

—  0.07057 

—  71 

9.031246 

9„737074 

—  0.05866 

—  77 

9.040713 
9,1616934 

—  0.04546 

—  81 

—  20 

—  0.0979' 
-f-  0.04827 
+  0.0593 

—  40 

—  0.09997 
4-  0.04184 
+  0.0630 

—  62 

—  0.09934 

+   0.03527 

+    0.0-'21 

-  85 

—  0.09605 
+  0.02858 
-|-  0.0811 

—  107 

—  0.09024 
+  0.02180 
4-  0.0901 

—  126 

—  0.08212 
+  0.01494 
+  0.0991 

-  143 

—  0.07200 
4-  0.00804 
+  0.1080 

-  155 

—  0.06021 
4-  0 . 00 1 1 1 
4-  0. 1169 

—  163 

—  0.04709 

—  0.00583 
4-  0.1257 

I . 240617 
8.434666 
0.000983 
0.827078 
0.828061 

1.238322 
8.436961 
0.000989 
0.825548 
0.826537 

I . 242180 

8.433103 
0.000980 
0.828120 
0. 829100 

I . 2  5 1 969 

8.423314 
0.000958 
0.834646 
0. 835604 

1.267 185 
8.408098 
0.000925 
0. 844790 
0.845715 

1 .287075 
8.388208 
0.000884 
0. 858050 
0.858934 

1.310739 
8.364544 
0.000837 
0.873826 
0.874663 

1-337235 
8.338048 
0.000788 
0. 891490 
0.892278 

1 .365636 

8.309647 
0.000738 
0.910424 
0.91 1162 

0.240429 
0. 284787 
8„q90383 

0.311569 
0.199717 
8„999000 

0.362336 
0.078540 

8„995767 

0,397131 
9.892284 

81,980594 

0.418591 
9-533823 
8„952792 

0.428350 
9„o23o88 
8,1911104 

0.427400 
91,740576 
81,852968 

0.416255 
91,992310 
8„7 74006 

0.394966 

o„ 144042 

81,665299 

0.237179 
0.289290 
8„990827 

0. 30917g 
0.205938 
8„9998-o 

0. 360652 
0.087600 
8„997i24 

0.396074 
9. 90*7121 
8,1982497 

0  418110 
9.568389 
8„955  399 

0.428415 
81,884512 
8„9 14449 

0.427994 

9„7 17404 
8„8S7332 

0.417363 
9„979867 
81,779669 

0.396595 

o„  135740 

8^672929 

9.412368 
9.456726 

8„l62322 

9.485032 
9.373180 
8„i72463 

9.533236 
9.249440 
8„i66667 

9.561527 
9.056680 
8,1 144990 

9.572876 
8.688108 
8„ 107077 

9.569416 
8,1164154 
8„052170 

9-552737 
8,1865913 
71,978305 

9-523977 
9„iooo32' 
7„88i728 

9.483804 

9„ 232880 

7,1754137 

5„4i5822 
5  .604071 
3«2943i2 

5„ 3 54409 
5.660524 

3„6012I2 

5„25  33I5 
5.704149 
3«793923 

5„o86573 
5. •'35169 
3„q3oo98 

41,765344 
5-754053 
4„029867 

3.915083 

5-761453 
41,103030 

4-865958 
5-758145 
4„155357 

5.127108 
5 . 744966 
4„ 190704 

5-272525 
5-722749 
4„2ii876 

5.390824 

5-442935 
4„  14447 2 

5.376466 
5-273225 
4«o67i57 

5 . 296728 
5.023676 
3,,9332oo 

5.118878 
4.62992s 
3„7o53oi 

4677577 
3.827856 
3,1214866 

4„ 627376 

3-083473 
3.113410 

5„ 105765 
4-395175 
3-535103 

S„299027 
4.861531 
3-661333 

5„399865 
5. 139010 
3.676199 

0.288711 
9.652465 
q. 933891 

0. 290142 
0. 158208 
9.818210 

0.  279866 
9.898340 
9-577593 

0.285178 
9.964505 
9.831242 

0.259360 
9.994821 
9.927828 

0.076989 
9-999087 
0.042346 

0.197472 
9.980752 
0-093332 

0. 223522 
9.939126 
0.112454 

0.242011 

9-868779 
0. I 1 1023 

5-704533 

5„095400 

4„o78363 

\      8.433683 

5.666608 
5„43i433 
3„885367 
8.435972 

5-576594 
5„6o2489 
3„37i5i6 
8.432123 

5.404056 
5,1699674 
3-536543 
8.422356 

5.024704 
51,748874 
3-957695 
8.407173 

4,1704365 
5„76o54o 
4.145376 
8.387324 

5„3o3237 
51,738897 
4.248689 
8.363707 

5„522549 
5,1684092 
4-303158 
8.337260 

S„64i876 
5„591528 
4.322899 
8-308909 
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1874 

1  )aliini 

i'ulir.  34      j       Jau.  15 

Dcc.  6 

Oct.  17             Sept.  17 

Aug.  8 

Juni  29 

Mai  20 

April  10 

J-|  — X 

o«399';o6       o„377i95 

o„ 355844 

o„336oo5 

■      21- 
o„3i823o 

o„303205 

o„29i544 

o„  283842 

0„ 2 806 10 

.'/i— .'/ 

q. 7392321     9.767^94 

q. 781576 

9.783668 

9-775239 

9.757161 

9.729732 

9.692988 

9.646786 

x„;40H')       «„ishij? 

8„24797  3 

8„2i3783 

8„ 146748        8„029384 

7„8o7535 

7„o82785       7-693727 

■.a-kyhtii  ■■(>'■' 

2.426007  1      2. 4« , 167 

2.542698 

2.597643 

2.648892       2.694663 

2.733084 

2.761926I     2.778882 

9„98986i 

9„987272 

9„985098 

9«983573 

9„982879 

9„983io8 

9«984250 

9„986i6o 

9„98858i 

Q  cos  i'> 
cos  ,V 

0.40964? 

0.389923 

0.370746 

0.352432 

0-335351 

0. 320097 

0.307294 

0.297682 

0.292029 

9.999990;      9. 9999« 8 

9.999988 

9.999989 

9.999991 

9.999994 

9-999998 

0.000000 

9  999999 

y 

o.4096'i?|      0.38993s 

0. 370758 

0.352443 

0-335360]     0.320103 j     0.307296 

0.297682 

0. 292030 

.>:t 

I .228965  1      I , 16980s 

1 . 1 12274 

1 .057329 

1.006080  1     0.960309,     0.921888 

0.893046 

0  876090 

A'i 

—  669- >3 

—  728.39 

—   791-67 

—  858.32 

—  927-09 

—   995-10 

—1058.35 

—  Uli.  14 

—  1146.81 

A'., 

+  140.09 

4-    142.89 

+   145-33 

+   147-41 

4-  149.12 

4-   150.46 

+  151-43 

4-  152.02 

+   152.23 

—   529.04 

—   585-50 

—  646.34 

—  710.91 

—  777.97 

—  844.64 

—  906.92 

—  959.12 

—  994.58 

4-  266.48 

+   I46.30 

4-  178.96 

4-     211 .00 

4-  240.61 

+  265.54 

4-  283.02 

-f-  290.28 

4-  285.05 

i.. 

+     58-87 

+   51.37 

+     43   76 

+     36.04 

4-    28.23 

+    20.33 

4-     12.38 

4-      4.38 

—      3.66 

^1 

+   205  . 1 7 

+  230.33 

4-   254.76 

4-  276.65 

+  293.77 

+  303-35 

4-  302.66 

+  289-43 

4-  262.82 

—       4.64 

—        5-Si 

—       6.18     —       6.48 

-      6.25 

—      5-30 

—       3-47 

—      0.70 

+      2.97 

;?, 

-       3-38 

—        3-41 

—        3-44     —       3-46 

—        3-47 

—       3-47 

—       3-47 

—       3-45 

—       3-4» 

(/) 

—       8.02 

—        8.92 

—        9.62  1   —        9-94!    —        9-72 

-       8.77 

—       6.94 

—       4-15 

—       0.4s 

j-,  —  .|• 

0.99008         0.99409 

0.99676 

0.99804 

0.99787          0.99618          0.99286 

0.98783 

0.98099 

.Vl— .'/ 

o„6o72  8         o„64742 

o„68596 

o„72277 

o„75783          o„79U3|       0,182265 

0,185241 

o„88o42 

9« 50243    •      9h4936o 

9„48287 

9„46953 

9„45378          9„43489 

9„4i296 

9„38739 

9„35793 

lie/cj-  Uli  :  p'' 
cos   /    ^^ 
sin    \ 

0.05704         0.02803 

0.00064  1        9-97490 

9.95072  1       9.92810 

9. 90710 

9.88769 

9.86981 

9.96562          9-95994 

9 -95 346 

9.94615 

9.93790         9.92866 

9.91832 

9.90681    '      9.89400 

o  cos  .V 

1.02446          1.03415 

1.04330 

I .05189 

1.05997  1        1.06752 

1-07454 

1 .08102          I .08699 

cos  5^ 

9.99980          9-99982 

9.99984 

9.99985 

9.99987,        9-99988 

9.99990 

9.99991          9-99992 

f> 

1.02466          1.03433 

1.04346 

I .05204 

I .06010          1 .06764 

1-07464 

1.08111          1.08707 

»:< 

3.07398          3    10299 

3-13038 

3-15612 

3.18030          3.20292 

3.22392 

3.24333          3.26121 

A, 

4-      11.15 

4-      10.52 

+       9-941   +       9-40 

4-        8.88  1    4-        8.40 

+        7-94 

4-       7-51  1   +       7.09 

A., 

—     10.16 

—        9-94 

—       9.71  1   —       9.48 

—        9-25  ,    —        9-01 

—        8.77 

—       8.531  —       8.29 

(A') 

+       0.99 

4-        0.58 

4-      0.23 1  —      0.08 

—        0.37      —        061 

—        0.83 

—       1.02     —        1.20 

—       4.62 

—        4-74 

—      4.86    —      4.99    —      5.11 

—       5-24 

-       5-37 

—        5.50 

-       5-63 

r.. 

+       9-39 

+        9-59 

+        9-79      +        9-98      +      10.17 

+     10.35 

4-    10.53 

4-     10.70 

4-    10.86 

+        4-77 

+        4-85 

+       4-93     +       4-99!   +       506 

4-       5-11 

4-      5-16 

4-      5.20 

+       5-23 

—        0.36      —        0.33 

—       0. 30 

—       0.28 

—        0.25 

—       0.23     —       0.21 

—      0.19    —      0.17 

Z, 

4-      0.25     -)-      0.24 

4-      0.22 

4-      0.21 

4-        0, 20 

4-      0.19    -\-      0.17 

-\-      0.16    4-      0.15 

Zi 

—      0. 1 1  1  —      0.09 

—      0.08 

—      0.07 

—        0.05 

—    0 . 04 !  —    0 . 04 

—      0.03    —      0.02 

''  '^'i^' 

-f-  123.26    4-    15.41 

4-     17.10 

4-  169.27 

+    513-09      4-1090.62      4-1945. II 

+  3120.51 

4-4659.52 

*  *■(;/) 

—     S2.i8j   —       5.48 

—      5.09  1  —    41 .  16 

—     99-00  ;  —  159.66 

—  201.25 

—  200.59 

—  135-08 

r  *',.) 

0.  10       O.Ol 

O.Ol        O.Il 

—       0.31  t  —       0.58 

—      0.88 

—       1.15 

—       1-31 

Zähler 
a  X 

+    70.98    +      9.92 

4-    12.00    4-  128.00'  4-  413.78!  4-  930. 38I  4-1742.98 

+2918.77 

+4523-13 

4-0.471023 

4-0.559786 

4-0.646457  4-0.728585  14-0.803861 14-0.869896 

4-0.924485 

4-0.965500 

+0.990952 

*.'/ 

4-0.526747 

+0.437951 

4-0.351264  4-0.269141 

4-0.193952 

4-0. 128037 

4-0.073631 

4-0.032869 

4-0.007748 

c ;: 

4-0.001429 

4-0.001466 

4-O.OOI48I 14-0.001473 

4-0.001441 

4-0.001386 

4-0.001309 

4-0.001212 

4-0.001097 

;('■ 

4-0.999199 

4-0.999203 

4-0.999202,4-0.999199 

4-0.999254 

4-0.999319 

4-0.999425 

4-0.999581 

+0.999797 

lo«  /r 

9.999652 

9-999653 

9-999653!    9-999652 

9.999676 

9.999704 

9.999750 

9.999818 

9.99991» 

,>,  A 

6.904042 

6.901672 

6.901465       6.903421 

6.907537 

6.913816 

6.922255 

6.932851 

6.945610 

f 

o-477>i3 

0.477120 

0.477120     0.477107 

0.477076 

0.477020 

0.476932 

0.476804 

0.476629 

\~y 

-.3'8o8o7 

7-378445 

7.378238     7-380181 

7.384289 

7.390540 

7.398937 

7.409473 

7.422151 

y 

9.998955 

9.998961 

9.998961     9-998957 

9.998946 

9.998931 

9.998910 

9.998884 

9.998851 

lii^  Zälilci- 

1.851136 

0.996512 

I. 079181      2.107210'    2.616769 

2.968660 

3.241292 

3-465199 

3.655439 

7 

1 .852181 

0.997551 

1.080220       2.108253;     2.617823 

2.969729 

3.242382 

3.466315 

3.656588 

.''/ 

2.329294 

1.474671 

1.557340     2.585360'    3.094899 

3.446749 

3.719314 

3.943119       4.133217I 

-  A-) 

—   528.05     —  584.92 

—  646. 11  ,  —  710.99 

—  778.34 

—  845.25 

—  907.75 

—  960.14     —  995-78! 

_/  2   A' 

2-     )■ 

4-      1.17,—      0.06 

—     0.27    —     4.59 

—     19-25 

—   51.51 

—  109.28 

—  200.55  1  —  332.38 

+   209-94J   +  235-'8 

4-  259.69     4-  281.64 

4-  298.83 j  4-  308.46 

4-  307.82 

+   294.63 

4-  268.05 j 

-V2    } 
2    7. 

—       -.99'  —       0.98 

—       1-051   —       9-82 

—     27.38I—      51.77:—      78.40 

—     99.32 

—  102.53 

—       8.13I  —       9.01 

—       9.70I  —     10.01  1  —       9.77|_       8.81  i   —       6.98 

—       4.18     —       0.471 

J  1    Z 

4-       0.38 

4-      0.05 

-f       0.06 

4-      0.62 

+    1.96 

4-        4. »8 

+        7.75 

4-     12.46 

+    18.39I 

123 


B, 


1874 

1873 

Märzi 

Jan.  lo 

Dec.  ii 

Not.  I 

Sept.  22 

Aug.  13 

Juli  4 

Hai  25 

April  15 

0„2822I2 

o„28882i 

©„300389 

0„3i6668 

21- 

o„3  37i90 

o„36i339 

o„388390 

o„4i75  5  5 

o„448o29 

9.590964 

9-525693 

9-452139 

9-373684 

9.298242 

9.24079g 

9.222404 

9.259235 

9,348830 

8.078094 

8.297542 

8.454692 

8.577836 

8.679337 

8.765296 

8.839352 

8.903687 

8.959852 

2.781855 

2.769336 

2. 740701 

2.696337 

2.637669 

2. 566809 

2.486259 

2.398563 

2.306088 

9«99ii8i 

9,1993631 

9„995675 

9„997I94;      9„9'j8i93 

9„998757 

9„99899i 

9„99895  5 

9/(998629 

0.291031 

0.295190 

0.304714 

0.319474 

0.338997 

0.362582 

0.389399 

0.418600 

0 , 449400 

9.999992 

9.999978 

9-999957 

9.999929 

9.999896 

9.999861 

9.999828 

9-999797 

9.999772 

0. 291039 

0.295212 

0.304757 

0.319545 

0. 339101 

0.362721 

0.389571 

0.418803 

0.449628 

0.873117 

0.885636 

0.914271 

0.958635 

I. 017303 

1.088163 

1. 168713 

1 . 256409 

1.348884 

—  1158.96 

—  1143.29 

—  1099.23 

— 1030.40 

—  943-75 

—   847.52 

—   749-29 

—  654.81 ■   —   567.70 

+   152,06 

+    151.50 

+   150.55 

+    149-20 

+   147-45 

+    145-31 

+    142.76 

+    139.80;   +    136.44 

— 1006.90 

—  99'-79 

—  948.68 

—   881.20 

—   796.30 

—  702.21 

—  606. 53 

—   515-01 

-  431-26 

+  23S-9S 

+    197.26 

+   155-90 

+   117.50     +      86.28 

+     64.21 

+      51.13 

+     45-48 

+     45.18 

-     11.72 

—     19.80 

—     27.87 

—      35.92     —     43.95 

—     51-92 

—     59.82 

—     67.64 

—     75-37 

+   224.23 

+   177-46 

+   128.03 

+      81.58!   +     42.33 

+       12.29 

—        8.69 

—      22.16 

—     30.19 

+       7.24 

+      11.66 

+      15.68 

+      18.80     +      20.75 

+       21.48 

+      21.16 

+      20.06 

+     18.45 

—       3-39 

—        3-35 

—        3-30 

—       3-24     —       3.>8 

—          3.10 

—        3.01 

—        2,91 

—       2.81 

+       385 

+       8.31 

+      12.38 

+     15.56     +      17.57 

+       18.38 

+      18.15 

+      17-15 

+     15.64 

0.97217 

0.96123 

0.94796 

0.93213 

o.9'349 

0.89167 

0.86628 

0.83684 

0.80271 

o„9o672 

o„93i30 

o„954i7 

o„975  34 

o„99477 

■„01245 

i„02834 

1 „04241 

i„05457 

9,,32346 

9„28307 

9„23578 

9„i7955 

9„iii6o 

9„02735 

8^91960 

8„77085 

8„540  3  3 

9.85358 

9-83897 

9   82610 

9.81497 

9, 80567 

9.79841 

9.79316 

9.79019 

9-78965 

9.8797s 

9-86393 

9„85257 

9„87002         9,,88634 

9„90i59 

9„91573 

9„9288o         9„94078 

I .09242 

1.09730 

I . 10160 

1.10532 

1.10843 

1 . I 1086 

I . I 1261 

1.11361          1,11379 

9.99994 

9-99995 

9.99996 

9.99997 

9.99998 

9.99999 

9.99999 

0.00000         0,00000 

1 .09248 

1.09735 

1 . 10164 

1,10535 

1.10845 

1.11087 

I . 1 1262 

1.11361          1.11379 

3.27744 

3.29205 

3.30492 

3.31605;        3.32535 

3.33261 

3.33786 

3.34083          3.34137 

+       6.69 

+       6.31 

+        5-94 

+        5.59     +        5-24 

+       4-90 

+       4-56 

+       4.24  '   +        3-9> 

—       8.05 

—       7.80 

—        7-55 

—       7.30     —       7.04 

—       6.79 

—       6.53 

—       6,27,   —       6.01 

-        1.36 

—        1-49 

—         1.61 

—        i.ri      —        1.80 

-        1.89 

—       1-97 

—       2.03  1  —       2.10 

-       5.76 

-        5-89 

—        6.03 

—       6.17!   —       6.32 

-       6.47 

—       6.63 

—       6. 80     —       6.99 

+      11.02 

+      11.17 

+     >i.32 

+    11.47 !  +    11.61 

+     11.74 

+     11    87 

+      11.99  1    +      12.11 

+       S.26 

+        5.28 

+    5.29 

+     5.30 

+       5-29 

+        5-27 

+       5-24 

+        5    19     +        5-12 

—       0.15 

—       0.13 

—       0.12 

—     0. 10 

—       0.08 

—       0.07 

—       0.05 

—       0.04  1   —       0.02 

+       0.14 

+        0..2 

+           0.11 

+     0.10 

+       0.09 

+       0.07 

+       0,06 

+        0.05      +        0   04 

—       0.01 

O.Ol 

O.Ol, 

0.00 

+       0.01 

0.00 

+       0.01 

+       O.Ol     +       0.02 

+6599.60 

+  8966.15 

+11762.24 

+14954.00  +18450,46 

+22078.21 

+25550.53 

+  28436.07    +30139    21 

+     16.16 

+   273-01 

+  658.44 

+  1208.35  +  1987.85 

+   3114.56 

+  4786.88 

+    7311-23     +11117.67 

—       1.28 

—       0.98 

—         0.40 

+      0.45  +       1.44 

+         2.35 

+         2.85 

+             2.54    +             0,99 

+6614.48 

+9238.18 

+12420.28 

+16162.80  +20439.75 

+  25195.12 

+  30340.26 

+  35749-84    +41257-8- 

+0.999054 

+0.988290 

+0.957564 

+0.906330  +0.834816 

+0.744262 

+0,637207 

+  0.517802    -1-0.392074 

+0.000065 

+0.01 1328 

+0.042641 

+0.094535  +0.166783 

+0.  258124 

+0.365989 

-^-o. 486204  +0,612710 

+0.000966 

+0.000823 

+0,000673 

+0.000522 

+0.000375 

+0.000241 

+0.000128 

+0.000046  +0.000004 

+1.000085 

+  1.000441 

+  1.000878 

+1 .001 387 

+  1.001974 

+  1 .002627 

+  1.003324 

+1.004052  +1.004788 

0.000037 

0.000192 

0.000381 

0.000602 

0.000857 

0. 001 140 

0.001441 

0, 001756    0,002075 

6.960511 

6.977533 

6.996640 

7-017772 

7.040842 

7.065724 

7.092241 

7.120153    7.149139 

0.476402 

0.476116 

0.475771 

0.475364 

0.474899 

0,474383 

0.473826 

0.473240    0,472643 

7.436950 

7.453841 

7.472792 

7-493738 

7.516598 

7.541247 

7-567508 

7-595149    7-623857 

9.998810 

9-998763 

9.998708 

9.998644 

9.998571 

9.998487 

9-998393 

9.998287    9.998170 

3.820496 

3.965586 

4.094132 

4.208517 

4.310476 

4.401316 

4.482020 

4.553274    4.615507 

3.821686 

3.966823 

4-095424 

4.209873 

4.311905 

4.402829 

4.483627 

4.554987    4-617337 

4.298088 

4-442939 

4-571195 

4.685237     4.786804 

4.877212 

4.957453 

5,028227     5.089980 

— 1008.26 

—  993   28 

—  950-29 

—  882.91 

—  798.10 

—  704. 10 

■ —  608, 50 

—  517-04 

—  433-36 

—  509-42 

—  731-83 

—  992.97 

— 1276. 59 

—1554.12 

—  1782,20 

— 1900,69 

—1832.43 

— i486  03 

+  229.49 

+   182. -4 

+   >33-32 

+      86,88 

+     47-62 

+      17.56 

—        3-45 

—   16.97 

—     25.07 

—     71.44 

+     15-25 

+   183.05 

+  460.23 

+   875-30 

+  1453,02 

+2208,59 

+3139- 57 

+4215.39 

+       3.84 

+        8.30 

+      12.37 

+      15.56     +      17-58 

+      18.38 

+      18.16 

+      17.16      +      15-66  1 

4-    25.30 

+     32. -4 

+     39- 89 

+     45.61 

+     48-31 

+     46.03 

+      36,47 

+      17.21 

—      14.09  1 

Iti" 
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B, 

1873 

1872 

Datum 

Uär2  6 

Jan.  25 

Dec.  16 

Nov.  6 

Sept.  27 

Aug.  18 

Juli  9 

Mai  30 

J-,  —X 

o„47902; 

0„5O9766 

o„539S27 

21- 

o„567599 

o„5933i7 

o„6i6o38 

0„63S133 

o„649995 

V\ — '/ 

9.472361        9.609648 

9-747451 

9.879050 

0.001743 

0. 1 14718 

0.218010 

0.311959 

g. 00868; 

9.050882 

9,086680 

9. 1 16276 

9.139564 

9.156458 

9. 166608 

9. 169616 

cos    1  ^^ 

2. 210880 

2 . 1 14661 

2,018853 

I. 924614 

I .832880 

1.744413 

1 .659870 

1-579776 

y„9979°5 

9„996587 

9«9944i6 

9«99io73 

9„986205 

9«979423 

9„9703i8 

9„9S8459 

o  cos  ii- 

0.481117 

0.513179 

0.545111 

0.576526 

0.6071 12 

0.636615 

0.664815 

0.691536 

cos  0- 

9-999753 

9-999742 

9-999738 

9-999740 

9.999748 

9-999762 

9-999781 

9.999804 

11 

0.481364 

0.5 "3437 

0-545373 

0.576786 

0.607364 

0.636853 

0.665034 

0.691732 

<>' 

1.444092 

l-54°3ii 

I .6361 19 

1.730358 

I . 822092 

1.910559 

I .995102 

2.075196 

A', 

—489.67 

—421  .14 

-361.73 

—  3':  0 . 6 1 

—266.81 

—229.32 

—  197.24 

—  169.73 

A-: 

+  132.65 

+  128.46 

+  123.85 

+  118.83 

+  113.40 

+  107-55 

+  101.30 

+   94-65 

[X) 
3', 

—357.02 

—  292.68 

-237.88 

—  191.78 

—  153-41 

— 121 .77 

—  95-94 

—  75.08 

+  48-" 

+   53.00 

+   58-39 

+  63.63 

+  68.33 

+  72.30 

+  75.49 

+  77-94 

32 

—  82.96 

—  90.41 

—  97-71 

— 104.82 

—  111.72 

-118.39 

— 124.81 

—  130.93 

(!'; 

Zx 

—  34.74 

—   37-41 

—   39-32 

—  41-19 

—  43-39 

—  46.09 

—  49.32 

—    52.99 

+   16.58        +   14-64 

+   12.75 

+   10-99 

+     9-39 

+     7-96 

+     6.71 

+      5-62 

Z, 

—     2.70       —     2.58 

—     2.45 

—     2.31 

—     2.16 

—     2.00 

—     1.84 

—      1.67 

l^' 

-1-13.88        -|-   12.06 

+   10.30 

+     8.68 

+     7-23 

-h     5-96 

+     4-87 

+     3-95 

.r,— ^ 

0.76315 

0.71719 

0.66354 

0.60051 

0.52565 

0.43540 

0-32383 

0. 18004 

!n—!i 

I „0647 6 

1^07289 

■„07887 

i„o8259 

i„o8398 

I  „08 29 5 

i„07946 

1 «073 51 

8„oo86o 

8.14922 

8.57864 

8-78497 

8.91803 

9.01368 

J. 08529 

9.13956 

cos  1 
sin  j 
()  cos  f^ 

9.79171 

9. 79664 

9.80468 

9. 81605 

9.83105 

9.84992 

9.87281 

9.89984 

9»95i66          9„96i43 

9„97009 

9„9776l 

9„98400 

9„98926 

9„9934i 

9„99648 

I . 11310    1      I . I 1146 

1.10878 

1 .10498 

I .09998 

1 .09369 

1 .08605 

1.07703 

cos  .9- 

0.00000 

0.00000 

0.00000 

9-99999 

9.99999 

9.99999 

9.99998 

9.99997 

1) 

1 .  11310 

I . I 1146 

I. 10878 

1.10499 

1.09999 

1.09370 

I .08607 

1.07706 

,,:< 

3-33930    1      3-33438 

3.32634 

3-3'497 

3.29997 

3  .28110 

3.25821 

3.23118 

A-, 

+      3-59    1   +     3-26 

+     2.94 

+     2.61 

+      2.27 

+      1-93 

+     1-57 

+     1 .20 

A-o 

—     5-75     1   -     5-48 

—       5-21 

—     4.94 

—     4-67 

—     4.40 

—     4-13 

—     3-86 

(A-) 

—     2.16    1  —     2.22 

—    2.27 

—     2.33 

—      2.40 

—     2.47 

-     2.56 

—     2.66 

—     7.19 

—     7.40 

-  7.65 

—     7.92 

—      8.22 

—     8.57 

—     8.96 

—     9-40 

l-o 

-|-   12.22 

+   12-33 

+  12.43 

+   12.53 

+    12.62 

+   12.71 

+   12.79 

+   12.86 

+     5-03 

+     4-93 

+  4-78 

+     4-61 

+     4-40 

+     4-14 

-f-     3-83 

-h     3-46 

O.Ol 

+       O.Ol 

+     0.02 

+     0.04 

+      0.06 

+     0.07 

+     0.09 

+     0.11 

/., 

4-     0.02 

+        O.Ol 

0.00 

—        O.Ol 

—     0.02 

—     0.04 

—     0.05 

—     0.06 

:Z; 

-i-     O.Ol     !  -|-     0.02 

+     0.02 

+     0.03 

+     0.04 

+     0.03 

+     0.04 

+     0.05 

«'S(j:) 

+29906.47  +26889.37 

+20288.64 

+  9598-47 

—   5069.79 

— 22663.45 

—  41020.50 

—  57046.25 

''  *(v) 

+  16746.08  +24778.89 

+35695.92 

+49638.33 

+66105.71 

+83672.20 

+99875-00 

+111454.62 

''  •'*'(:) 

—         2.10  —         6 .  ^6 

—      12.49 

—        18.13 

—        21.74 

—        20.82 

—        12.89 

+           3-67 

Zahler 
a  X 

+46650.45   +51661,50 

+55972.07 

+59218.67 

+61014.18 

+60987.93 

+  58841.61 

+  54412.04 

+0.268060 

+0.155721 

+0.  066426 

+0.011876 

+0.002357 

+0.044468 

+0.138712 

+0.277757 

^'11 

+0.737433 

+0.850354 

+0.  940056 

+0.994805 

+  1  .004256 

+0.961785 

+0.866872 

+0.726875 

cz 

+0.000010 

+0.000071 

+0.000190 

+0.000364 

+0.000581 

+0.000824 

+0.001065 

+0.001275 

w 

+1.005503 

+  1 .006146 

+  1 .006672 

+  1.007045 

-1-1.007194 

+  1.007077 

+  1 .006649 

+1.005907 

log  W 

0.002383 

0.002661 

0.002888 

0.003049 

0.0031 13 

0.003063 

0.002878 

0.002558 

^\h 

7. 178782 

7.208560 

7.237834 

7.265833 

7.291696 

7-314487 

7-333267 

7.347166 

f 

0.472059 

0.47I5I6 

0.471050 

0.470698 

0.470502 

0.470503 

0.470732 

0.471209 

I— i\' 

7.653-24 

7.682737 

7.7II772 

7-739580 

7.765311 

7.788053 

7.806877 

7-820933 

N 

9-998041 

9-997903 

9-997758 

9-997609 

9-997463 

9.997326 

9.997207 

9.997114 

log  Zähler 

4.668856 

4.7I3I67 

4-747971 

4.772459 

4-785430 

4.785244 

4.769684 

4-735695 

7 

4.670815I      4.715264 

4-750213 

4.774850 

4.787967 

4-787918 

4-772477 

4-738581 

./■'/ 

5.142874        5.186780 

5.221263 

5-245548 

5.258469 

5,258421 

5.243209 

5.209790 

i'iA') 

—   359.18     —  294.90 

—   240.15 

—   194.11 

—   155-81 

—   124.24 

—       98.50 

—        77-74 

-/i"(A') 

—    763.79      +   422.02 

+  2122. -I 

+4316.91 

+  6871.87 

+9516.12 

+  11847.81 

-1-13397.94 

—     29-71  1  —     32-48 

—      34-54 

-     36-58 

—     38-99 

—     41-95 

—     45-49 

—     49-53 

+  5364-94  ,    +6464-  50 

+  7331-43 

+7730-80 

-1-7404-43 

+6130.33 

+  3804.21 

+   521.82 

+      13.89     +     12,08 

+      10-32 

+       8.71 

+        7-27 

+        5-99 

+        4-91 

+       4.00 

Jl  7. 

—      59   Ol 

-    M-.73 

-    187   96 

-     264.16 

—    336-52 

—    391    94 

—   415.66 

—  395-32 

1 25 


H4 


1872 

1871 

April  10 

März  II 

Jan.  31 

Dec.  IX 

Nov.  12        1        Oct.  3 

Aug.  24      [      Juli  15 

Juni  5 

o„66oo3  5 

o„66467  5 

o«663337 

o„65S4i5 

0,16402  34 

o„6i6959 

o„5 84480 

o„54ii92 

o„4846ig 

0.397015 

0.473646 

0.542305 

0.603460 

0.657567 

0.705087     '  0.746470 

0.782164 

0.812596 

g.  164888 

9.151707 

9. 129077 

9.095623 

9-049373 

8.987040    '   8.903307 

8.787602 

8.615529 

1.504530 

1.434426 

1.369635 

1.310187 

1.255998        1.206894    1    1.162608 

1 . 12282z 

1.087182 

9„94339i 

9„924637        9„90l6-6 

9„873912     '   9.857978 

9.889109       9.915712 

9.938131 

9.956673 

0.716643 

0.740038     :   0.761661 

0.781503        0.799589 

0.815978 

0.830758 

0.844033 

0.855923 

9.999829 

9.999856     ,    9.999882 

9.999908       9  999931 

9.999952 

9.999970 

9-999983 

9-999993 

0. 716814 

0.740182        0.761779 

0.781595    1  0.799658 

0.816026 

0.830788 

0. 844050 

0.855930 

2.150442 

2.220546        2.285337 

2.344785    1   2.398974 

2.448078 

2.492364 

2.532150 

2.5677go 

. — 146.07 

-125.63 

-107.89 

—  92.39 

—   -8.-5        —   66.66        —    55.86        —   46.13 

—    37-31 

+  87.59 

+   80.15 

+   72.34 

+  64.16 

4-  55.63      4-  46.-7      +  37.60 

+  28.15 

+   18.43 

—  58.48 

—   45.48 

—   3S-55 

-   28.23 

—    23.12        —    19.89        —    18.26 

-   17.98 

—    18.88 

+  79-7^ 

+   80.92        +   81.65 

+   81.97     i    +   81.95     ;    +   81.65        4-   81.11 

+  80.35 

4-   '9-39 

—  136-75 

—  142.24       —147.36 

— 152.08 

—  156.3g        — 160.23        — 163.60 

—  166.45 

—  168.77 

—   57.03 

—   61 .32    1    —   65.71 

—   70.11 

—   74-44       —   78-58     1    —   82.49 

—   86.10 

-   8g. 38 

+      4-67 

+      3.86 

4-     3-15 

+      2.55 

+      2.02        +      1.56 

+     1.16    1   +     0.81 

+     0.50 

—      1.49 

—      1.30 

—      1.10 

—     0.90 

—     0.6g 

—     0.48 

—     0.26       —     0.04 

+     0.19 

+      3.18 

+      2.56 

+     2.05 

+      1.6s 

4-     1-33 

+     1.08 

+     0.90       +     0.77 

+     0.6g 

9-97959 

9.64286         8„3  304i 

t> 
9„6252i          9„8796i 

0,j01208 

o„ogi2i 

o„i39i2 

o„i658l 

i„o65i2 

i„o5440    1      i„o4i5  3 

i„02674          i«oio34         o„99267 

o„g74io 

o„955og 

o„936oi 

9.19645 

9.2121g         9.23401 

9.24822         9.25600    1     9.25816 

9-25527 

9.24822 

9-23754 

9-93116 

9.96671          0.00628 

0.04960     0.09622  !  0.14572      0.19741  1   0.25048 

0.30424 

9„99854 

9^99967     1     o„ooooo 

9„99966 

g„9988i 

9,199764         9„9963i 

9,<99499 

9„99383 

I .06658 

1.05473  !    I. 04153 

1 .02708 

1.01153 

0.99503         0.9777g 

0.96010 

0.94218 

9-99996 

9.99996  1    9.99995 

9.99994         9.99993 

9-99993         9.99992 

9.99992 

9-99992 

1 .06662 

1.05477  !    I. 04158 

1.02714         1.01160 

0.99510    ,     0.97787 

0.96018 

0. g4226 

3.19986 

3.16431   ,    3.124-4 

3.08142          3.03480 

2.98530    ]      2.93361 

2.88054 

2.82678 

+     0.81 

+     0.41       —     0.02 

—     0.47 

—     0.95        —      1.44    i   —      1.94       —     2.45 

—      2.95 

—      3-59 

—     3-31     1   —     3  04 

-     2.76 

—     2.48       —     2.20 

—     i.g3    '   -     1.65 

-      1-37 

-     2.78 

—     2 .90 

—     3 .06 

—      3.23 

—     3-43       —      3.64 

—     3.87    •   —     4.10 

—      4.32 

—     9-91 

—    10.50 

—   11.16 

—   11.92       —   12.78        —   13.75 

—  14.84       —   16.05 

—    17.39 

+   12-93 

+   13.00 

+   13.06 

+   13.12       +   13.17       +   13-21 

+  13.25       +  13.29 

4-  13-32 

+        3-02 

+     2.50 

+     i.go 

+     1.20       +     0.39       —     0.54 

—     1.59       —     2.76 

—    4.07 

+     0.13 

+     0.15 

+     0.17 

+     0.20    i   +     0.23        +     0.25       +     0.28    1   +     0.32 

+    0.35 

—     0.07 

—     0.08 

—     0. 10 

—     0.11        —     0.12       —     0.13       —     0.14       —     0.16 

—    0.17 

+     0.06 

+     0.07 

+     0.07 

+     0.09       +     o.ii        +     0.12       +     0.14       +     0.16 

1  +    0.18 

—  67327.1 

—  69094. I 

—    61171 . 7 

—  44473.4  —  21788.1 

+     3051.4;+  26223.8]+  44780.1 

+  57059.6 

+  115026.3 

+  108069.  7 

+    89864,6 

+  61922.6  +  27679.7 

—     8425.7!—  4J078. 3  —  69983.8 

—  90287.8 

+         28.6 

-1-          59-4 

4-         91-3 

+        118.9!+        137. i|+        143.04-       136.0+        118.1 

4-        92.5 

+  47727.8 

4-  39035-0 

+   28784.2 

+    17568.1;+      6028. 7)   -      5231-3  —   i5'i8-5    —   25085.6 

—  33135-7 

+0.446218 

+0.622603 

+0.783228 

+0.90*987    +0.979458 

+0.995018'  +0.956601I  +0.873656 

+0.759275 

+0.  557206 

+o.3-'94i8 

+0.217290 

+0.092003,  +0.018051 

+0.001119;  +0.038  3  IG:  +0.  120199 

+0.233679 

+0.001423 

+0.001487 

+0.001458 

+0.001341!  +0.001155 

+0.000926 

+0.000685;  +0. 00045g 

+0.000267 

+  1.004847 

+  1 .003508 

+  1 .001976 

+  1.000331    +0.998664 

+0.997063 

4-o.gg5596  +0.994314+0.993^21  1 

0.002100 

0 . 00 1 5  2 1 

0.000857 

0.000144;       9.999420 

g. 998722 

9-998083;     9.997524 

9-997045 

7-355485 

7.357780 

7.353922 

7.344133!       7.328917 

7.309027 

7.285363;     7.258867 

7. 230466 

0.471931 

0.472872 

0.473984 

0.475205        0.476463 

0.477693 

0.478840      0.479867 

0.480750 

7.829516 

7.832173 

7.828763 

7.819482        7.804800 

7.785442 

7.762286J     7.736258 

7.708261 

9-997057 

9.997039 

9.997062 

9.997125        9.997220 

9.997342!      9.gg748oi      g. 997627 

9-997776 

4-678771 

4.591454 

4.459154 

4.244724        3.780224 

3„7i86lO;       4„i964ii'       4„399424 

4„520296 

4.681714 

4.594415 

4.462092 

4.247599        3.783004I       3„72I268;       4„i9893i        4„40I797 

4^522520 

5-153645 

5.067287 

4.936076 

4.722804        4.25946-;       4„i9896ii       4„67777i        4„88i664 

5„oo32-o 

—       61.26 

—       48.38,—        38.61 

-        31.46 

—        26.55I —       23.53! —       22.13  —       22.08 

!—      23.20 

4-13747.25 

+  12664.26!  +10202. -4 

+  6705.20 

+  2703. igi —   1235.06  —  4644.56  —  7241.17 

—  8928.64 

—       54.01 

—        58.82 

—       63.81 

—        68.91 

—        74-05 

1 —        79.12' —        84.08! —        88.86 

—        93-45 

—  3381-29 

-   7368.93 

— 10829 . 60 

—  13244-33 

—  14323-43 

1  — 14056.06  — 12664.97  — 10503.93 

-   7951.28 

+         3.24 

+         2.631+          2.12 

+          I.74i4-          1-4414-          1-20!+          1.04I+          0.93 

1+          0.87 

—     325-12 

—     209.57 

1—       63-63 

+        90-97 

+     231.67 

1+      340.96 

+    40g. 63 

+     436.94 

1+     428.36 

12() 
X 


Datum 
1871   Juni      s 

r 

y.v 

/'■■ 

/" 

/■ 

/ 

/ 

'./        , 

'^'w 



8951.84 

+  187299.36 

+187294.3 

+  1688.59 

—53293-05 

Juli     IS 

96.43 

+ 

907.97 

+  2596.56 



7263.25 

— 60556.30 

+  134006.31 

+  1  34001 .0 

Au«.  24 

+ 

7.13 



187.98 



284.41 

+ 

811.54 

+3408. 10 



4666.69 

— 65222.99 

+   73450.01 

+  73444.3 

Oct.      3 

+ 

77.53 



180.85 

_ 

465 .26 

+ 

527.13 

+  3935.23 

1258.59 

—66481.58 

+     8227.02 

+    8224.0 

Nov.   12 

+ 

139.97 



103.32 

_ 

568.58 

+ 

61.87 

+  3997.10 

+ 

2676.64 

—63804.94 

—  58254- 56 

-    58256    5 

])t'C.   22 

+ 

152.28 

+ 

36.65 

_ 

53'-93 

— 

506.71 

+  3490.39 

+ 

6673.74 

—57131.20 

— 122059. SO 

— 122060.0 

1872  Jan.    31 

+ 

99.81 

+ 

188.93 

_ 

343.00 

— 

038.64 

+2451.75 

+ 

0164. 13 

—46967.07 

— 179190. 70 

— 179190.6 

März  1 1 

3.68 

+ 

288.74 

_ 

54.26 

— 

381.64 

+  1070. 1 1 

+ 

2615.88 

—34351-19 

—226157.77 

— 226156. 2 

April  20 

97.30 

+ 

285.06 

+ 

230.80 

— 

435.9° 

—   365-79 

+ 

3685.99 

— 20665.20 

— 260508.96 

— 260508.60 

Mai    30 

^ 

138.17 

+ 

187.76 

+ 

418.56 

— 

205 . 10 

—  1570.89 

+ 

3320. 20 

—   7345-00 

—  281174.16 

— 281175 .22 

Juli      9 

+ 

49.59 

— 

786.54 

+ 

1749-31 

-288519.16 

—  288523.75 

— 

116.79 

+  468.15 

—2357.43 

+  4404-31 

Aug.  18 

_ 

63.29 



67.20 

+ 

400.95 

— 

318.39 

—  2675.82 

+ 

9391.88 

+  13796.19 

— 2841 14.85 

284123.89 

Sept.  27 



130.49 

+ 

82.56 

+  6716.06 

— 270318.66 

270331 .87 

— 

8.19 

+ 

270.46 

—2593.26 

+20512.25 

Nov.     6 

27.45 



138.68 

+ 

131.78 

+ 

353-02 

—2240.24 

+ 

4122.80 

+  24635.05 

— 249806.41 

—  249824.02 

Dec.    16 



111.23 

+  484.80 

+ 

1882.56 

—225171.36 

—  225193.33 

+ 

39.00 

+ 

20.55 

—  1755-44 

+  26517.61 

1873  Jan.    25 

+ 

36.58 



72.23 

_ 

51.68 

+ 

505-35 

— 1250.09 

+ 

127.12 

+26644.73 

—  198653.75 

— 198680.45 

März    6 

+ 

27.00 



35.65 

_^ 

87.33 

+ 

453-67 

—  796.42 

1122.97 

+25521.76 

— 172009.02 

—  172040.87 

April  I  5 

+ 

16. «8 

+ 

8.65 

_ 

95.98 

+ 

366-34 

—  430.08 

— 

1919.39 

+23602.37 

— 146487.26 

—  146524.97 

Mai    25 

+ 

8.10 

+ 

8.23 

_ 

87.75 

+ 

270.36 

—  159.72 

— 

2349.47 

+21252.90 

—122884.89 

122929. 13 

Juli      4 

+ 

2.54 

+ 

.6.33 

_ 

71.42 

+ 

182.61 

+     22.89 

— 

2509.19 

+  18743.71 

— 101631 .99 

— 101683 . 50 

Aug.  13 

1.44 

+ 

18.87 

_ 

52.55 

+ 

1 1 1 .  19 

+   134-08 

— 

2486.30 

+  16257.41 

—  82888.28 

—    82947.42 

Sept.  22 

_ 

3.92 

+ 

17-43 



35-12 

+ 

58.64 

+   192-72 

— 

2352.22 

+  13905.19 

—  66630.87 

66697.61 

Nov.     I 

_ 

4.53 

+ 

"3.51 



21.61 

+ 

23.52 

+   216.24 

— 

2159.50 

+  11745.69 

—   52725.68 

—    52799.3- 

Dec.   II 

_ 

3.54 

+ 

8.98 



12.63 

+ 

1.91 

+   218.15 

1943-26 

+   9802.43 

—  40979.99 

—    41059.13 

1874  Jan.   20 



2.39 

+ 

5-44 



7.19 

— 

10.  72 

+    207.43 

— 

1725 . I I 

+   8077.32 

—   31177.56 

—    31260.25 

März    I 

+ 

3.«5 

_ 

4.14 

17.91 

+   189.52 

— 

1517.68 

+  6559.64 

—   23100.24 

—    23184. I- 

April  10 

+ 

2.38 

_ 

1.76 

— 

22.05 

+   167.47 

— 

1328.16 

+   5231.48 

—   16540  60 

—    16623.49 

Mai    20 

+ 

2.18 

— 

23.81I 

— 

I 160.69 

—   1 1309. 12 

—    11389.04 

+ 

0.42 

+   143.66 

+  4070.79 

Juni   29 

+ 

1.87 

— 

23.39 

— 

1017.03 

—     7238.33 

—       7313.89 

+ 

2.29 

j+   120.27 

+   3053-76 

Aug.     8 

+ 

1.6s 

+ 

3-94 

— 

21 .10 

+     99-17 

— 

896.76 

+  2157.00 

—     4184.57 

—       4254.92 

Sept.  17 

+ 

4.3s 

17.16 

+     82. PI 

797.59 

+   1359.41 

202-.S7 

—        2092.87 

Od     2- 

+ 

S.Ol 

— 

12.81 

+     69 . 20 

— 

715.58 

+     643-83 

—     668.16 

—          727.36 

Dec.     6 

+ 

4.50 

— 

7.80 

+     61.40 

— 

646.38 

—         2.55 

—      24.33 

-             78.14 

1875  Jan.    i; 

— 

3.30 

— 

584.98 

—       26.88 

-            75.62 

+     58.10 

—     587.53 

Felir.  24 

— 

526.88 

—     614.41 

—         658.42 

—   1114.411 

—    1728.82 

127 
Y 


Datum 

r 

r 

/'" 

/" 

/' 

/ 

y 

'/ 

^W 

1871  Juni     5 



8044.73 

+ 

528147.6! 

+ 

528139.7 

— 2548.06 

+27722.11 

Juli    15 

+   39'-8o 

—  1 

0592.79 

+ 

555869.72 

+ 

555860.8 

+ 

378.33 

— 2156.26 

+17129.32 

Aug.  24 

— 

24.63 

+    770.13 

—  12749.05 

1+ 

572999.04 

+ 

572987.3 

— 

106.36 

+ 

353-70 

—1386.13 

+  4380-27 

Oct.      3 

102.67 

— 

130.99 

+ 

222.71 

+  1123.83 

—  262-30 

1 

4135.18 

—  975491 

+ 

577379-31 

+ 

577368.3 

Nuv.   12 

— 

233.66 

+  '346-54 

1 

4397.48 

+  567624.40 

+   567613-4     1 

— 

45 -'S 

— 

10.95 

1  +  1084.24 

-24152.39 

l)ec.   22 

+ 

49- S3 

— 

278.81 

289.76 

+  1335-59 

+2419-83 

I 

3313-24 

-37465-63 

+ 

543472.01 

+ 

543461 -7 

1872  Jan.    31 

— 

229.28 

+  1045-83 

—  10893.41 

+ 

506006. 38 

+ 

505997-3 

+ 

136.67 

— 

519-04 

+  3465-66 

— 48359-04 1 

März  11 

— 

92.61' 

+  526-79 

— 

7427- :'5 

i+ 

457647.34 

+ 

457640,0 

+ 

167.96 

— 

611.65 

+3992-45 

—55786. 79  ( 

April  20 

+ 

125-34 

+ 

75-35 

_ 

536-30 

—     84.86 

!  +  3907.59 

— 

3435-30 

1+ 
—59222.09 

401860.55 

+ 

401856. 10 

Mai    30 

+ 

200.69 

—   621 . 16 

+ 

472.29 

!+ 

342638.46 

+ 

342636.54 

+ 

39,09 

!  — 

335.61 

+  3286.43 

—58749.80 

Juli      9 

+ 

239-781 

—  956.77 

+ 

3758.72 

+ 

283888.66 

+ 

283888.35 

— 

3963 



9583 

+2329.66 

—54991.08 

Aug.  18 

+ 

200. 15 

—  1052.60 

+ 

6088.58 

+ 

228897.58 

+ 

228898.24 

— 

82.30 

+ 

104.32 

'  +  1277.06 

— 48902 . 70 

Sept.  27 

+ 

117.85 

]—  948.28 

+ 

7365-44 

+ 

179994.88 

+ 

1 79995  •  77 

— 

81.45 

i  + 

222. 17 

+   328.78 

—41537.26  j 

Nov.    6 

+ 

36.40 

—   726.11 

+ 

7694-22 

'+ 

138457.62 

+ 

138457-73 

— 

59-35 

+ 

258.57 

j—  397  33 

-33843-04 

Uec.   16 

28.87 

— 

22.95 

+ 

235.62 

—  467.54 

|-  864.87 

-r 

7296.89 

—26546. 15 

+ 

104614.58 

+ 

104613.73 

1873  Jan.    25 

— 

51.82 

—    231. 92| 

+  6432.02 

+ 

78068.43 

+ 

78066, 72 

— 

6.67 

+ 

183.80 

— 1096. 79 

—20114.13 

März    6 

+ 

6.25 

— 

58.49 

+ 

125-31 

—     48.12 

—  1144.91 

+ 

5335-23 

—14778.90 

+ 

57954.30 

+ 

57952.03 

April  15 

+ 

11.81 

— 

52.24 

+ 

73-07 

+     77.19 

— 1067.72 

+ 

4190.32 

— 10588-58 

+ 

43175.40 

+ 

43172.98 

Mai    25 

+ 

1 1 .  79 

40.43 

+ 

32-64 

+    150.26 

—  917.46 

+ 

3122.60 

—  7465.98 

+ 

32586.82 

+ 

32584-77 

Juli       4 

— 

28.64 

+    182. 90J 

+ 

2205.14 

+ 

25120.84 

+ 

25119.77 

+ 

9-59 

+ 

4.00 

—  734-56 

—  5260.84 

Aug.  13 

+ 

7.32 

— 

19.05 

_ 

15-05 

+   186.90 

—  547.66 

+ 

1470.58 

—  3790.26 

+ 

19860.00 

+ 

19860. 59 

Sept.  22 

+ 

5.80 

— 

11.73 

_ 

26.78 

+   171.85 

-    375-81 

+ 

922.92 

-  2867-34 

+ 

16069. 74 

+ 

16072.97 

Nov-     I 

— 

5-93 

+   145-07 

+ 

547-11 

•& 

13202.40 

+ 

13209.03 

+ 

4-72 

— 

32.71! 

—   230.74 

—  2320.23 

Dec.   II 

— 

1 .21 

+   112-36' 

+ 

316.37 

+ 

10882.17 

+ 

10892.75 

+ 

4.10 

— 

33-92 

—    118.38 

—  2003.86 

1874  Jan-    zo 

+ 

3-05 

+ 

2.89! 

31-03 

+     78.44 

—     39-94 

+ 

'97.99 

—  1805.87 

+ 

8878.31 

+ 

8893 .84 

März    I 

+ 

1.15 

+ 

5-94|_ 

25.09 

+     47.41 

+        7.47 

+ 

158.05 

—  1647.82 

+ 

7072.44 

+ 

7091.41 

April  10 

+ 

7.09 

18.00 

+     22.32; 

!+     29.79 

+ 

165.52 

—  1482.30 

+ 

5424.62 

+ 

5446.92 

Mai    20 

+ 

6.84 

_ 

11 .  16 

+         4-32| 

1+     34-11 

+ 

195-31 

—  1286.99 

3942.32 

+ 

3966.91 

Juni   29 

+ 

5-49 

5.67 

—      6.84I 

+     27.27 

+ 

229-42 

—   1057-57 

+ 

2655-33 

+ 

2681.01 

Aug.    8 

+ 

3-79 

1.88 

—     12.51 

!+   14.76 

+ 

256.69 

—     800-88 

+ 

1597.76 

+ 

1623.52 

Sept.  17 

+ 

2.72 

+ 

0.84 

—   14-39 

1+    0.37 

+ 

271-45 

—     529-43 

+ 

796.88 

+ 

821.86 

Oct.    27 

+ 

1-45 

+ 

2.29 

—     i3-55i 

-     13-18 

+ 

271 .82 

—     257.61 

+ 

267.45 

+ 

290. 98 

Uec.     6 

+ 

1.16 

+ 

3-45 

—     11.26 

—     24.44 

+ 

258.64 

+         1-03 

+ 

9.84 

+ 

31-53 

1875  Jan.     15 

—       7.81 

+ 

234.20 

+ 

10.87 

+ 

30.40 

—     32.25 

+     235.23 

Feb.  24 

+ 

201.95 

+ 
+     437.18 

246. 10 

+ 

263.59 

1 

+ 

683.28 
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1871  Juni    5 

+ 

8.64 

+ 

419-23 

+ 

774-83 

— 

16288.54 

— 

16288.3 

Juli     15 

—   35-84 

+ 

437-87 

— 

iSS'3-71 

— 

•5513-3 

—     5-47'                   i— 

27.20 

+ 

1212.70 

Aug.  24 

+  2.18 

+ 

6.24 

1-  4'-3'| 
+     0.77                     1- 

68.51 

+ 

410.67 

+ 

1623.37 

14301.01 

14300.7 

Oct.      3 

—  0.08 

+ 

8.42 

—  40-54  I 
+     9-19                     j— 

109.05 

+ 

342.16 

+ 

1965-53 

12677.64 

12677.4 

Nuv.  12 

+ 

8.34 

-   31-35  1 

+ 

233-'" 

— 

10712. 1 1 

— 

10711 .9 

-  ^.^(> 

+  17-53 

— 

140.40 

+ 

2198.64 

l)ec.  22 

—  5-99 

+ 

5.08 

—   13-82 
+  22.61 



154.22 

+ 

92.71 

+ 

2291.35 

8513.47 

" 

8513-3 

1872  Jan.    31 

-   5-78 

— 

0.91 

+     8.79 
+  21.70 



145-43 

— 

61.51 

+ 

2229.84 

6222 .  1 2 

— 

6221 .9 

März  1 1 

—   3.81 

— 

6.69 

+  15.01 

+  30-49 

1 

_ 

114.94 

— 

206.94 

+ 

2022.90 

3992.28 

" 

3992.2 

April  20 

— 

10.50 

+  45-50 

— 

321.88 

— 

1969.38 

— 

1969.30 

+  0.21 

+     4-51  1                     '— 

69.44 

+ 

1701 .02 

Mai    30 

+   3-74 

— 

10.29 

+  50-01 

—      5-78  1                      |  — 

19-43 

— 

391.32 

+ 

1309.70 

268.36 

268.27 

Juli      9 

— 

6.55 

+   44-23' 

— 

410.75 

+ 

1041.34 

+ 

1041.55 

+  4.08   ! 

-    12-33  :                    !  + 

24.80 

+ 

898.95 

Aug.  18 

+   4-18   ' 

2-47 

+   31-90 
—   14-80!                     + 

56.70 

— 

385-95 

+ 

j  + 
•513.00 

1940.29 

+ 

1940.64 

Sept.  27 

...J" 

1  .  71 

+   17-10 

—     13-09                                 :  + 

73.80 

— 

329-25 

+ 

183-75 

+ 

2453.29 

+ 

2453-84 

Nov.    6 

+ 

3.26 

+        4-01 

— 

255-45 

+ 

2637.04 

+ 

2637-75 

+  0-93 

-       9-83                                   + 

77-81 

— 

71.70 

Uec.   16 

+ 

4.19 

-        5-82 

— 

177.64 

+ 

2565.34 

+ 

2566.25 

-     5-64 

+ 

71-99 

— 

249-34 

1873  Js'i-    -5 

+ 

3.26 

—     2.38 

—  1 1 . 46 

+ 

60.53 

— 

105.65 

354-99 

+ 

2316.00 

+ 

2317-06 

März    6 

+ 

2-33 

—     0.05 

—  13-84; 

;+ 

46.69 

— 

45.12 

_ 

400 . 1 1 

+ 

1961 .01 

+ 

1962.23 

April  1 5 

+ 

1.40 

4-     1-35 

-  13-89 

+ 

32.80 

+ 

1-57 

_ 

+ 
398-54' 

1560.90 

+ 

1562.26 

Mai    25 

+ 

0.71 

+     2.06 

—  12-54 

+ 

20.26 

+ 

34-37 



+ 
364.17; 

1162.36 

+ 

1163.84 

Juli      4 

+ 

0.12 

4-    2.18 

—  10.48 

+ 

9.78 

+ 

54-63 

_ 

+ 
309-54 

798.19 

+ 

799-74 

Aug.  13 

+    2. 10 

—   8.30 

+ 

1.48 

+ 

64.41 

_ 

1  + 
245-13 

488.65 

+ 

490.22 

Sept.  22 

+    2.01 

—  6.20 

4-72 

+ 

65-89 

179-24' 

243.52 

+ 

245.01 

Nov.    I 

+    1.88 

—   4-19 

_ 

8.91 

+ 

61.17 



118.07 

64.28 

+ 

65.58 

Dec.  1 1 

+    1.63 

—   2.31 

_ 

1 1 .  22 

+ 

52. 26 

_ 

65-81 

53-79 

52.76 

1874  Jan-    -0 

1 

+    1-36 

—  0.68 

_ 

1 1 .90 

+ 

41.04 

24-77 

11 9 . 60 



118.91 

März    1 

+    0.90 

+   0.68 

1:  .22 

+ 

29.14 

+ 

1 
4-37, 

144-37 

144.06 

.^prilio 

+    0.55 

+    1-58 

9.64 

+ 

17.92 

+ 

1    

22.29' 

1 40 . 00 

~ 

140.05 

Mai  20 

+    0.08 

+   2.13 

_ 

7-51 

+ 

8.28 

+ 

30-57 

117.71 

~ 

118.07 

Juni   29 

—    0. 19 

+   2.21 

_ 

5.30 

+ 

0.77 

+ 

31-34 

87.14 

" 

87-73 

Aug.     8 

—    0.32 

+   2.02 

3.28 

— 

4-53 

+ 

26.81 

55.80 

■ 

56-54 

Sept.  I  7 

—    0.37 

+     1-70 

_ 

1.58 

— 

7.81 

+ 

19.00 

28.99 

— 

29.81 

Oct.    27 

—    0.40 

+      '-33 

0.25 

— 

9-39 

+ 

9.61 



9-99 

— - 

10.82 

Dec.     6 

—    0.40 

+     0.93 

+ 

0.68 

— 

9.64 

_ 

0.03 



0.38 

— 

1.19 

1875  Jan.    15 

+     0.53 

+ 

1 .21 

— 

8.96 

_ 

8.99 



0.41 

1.16 

Febr.  24 

7-75 

— 

16.74 

i~ 

9.40 
26.14 

10.08 
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Das  Hpis])ii'l  zu  den  oben  fiir  den  l'el)eis:iing  imi  osculivende  Elemente  ent- 
wickelten Formeln  soll  der  vorstehenden  Störungsrechnung  für  Erato  entlehnt  wer- 
den; die  neue  Osculationsepoche  lege  ich  auf  1871  Sept.  13  (in  die  Mitte  des 
Intervalles) .  um  die  Anwendung  der  mechanischen  Quadraturen  möglichst  einfach 
zu  gestalten;  die  Elemente,  die  der  Störungsrechnung  zu  Grunde  gelegt  waren, 
sind  wie  oben : 

0  Erato 

Epoche,   Osculation   1874  Dec.  26.0  mittl.  VJerl.  Zeit 

mittl.  Aeq.   1870.0 

Lu=2ig"  8'     6"8 

Mo  =180  40    48.9 

^0=    38  27    17.9 

Qo  =125  42     39.7 

i„=       2  12    23.9 

'A  =       9     59     '4-9 
((„  =  640"  89605 
big  «„  ■=  0.495  4793  • 

Wählt  man  als  Zeiteinheit  das  InteiTall  von  40  Tagen,  so  berechnen  sich  die 
doppelten  und  einfach<>n  Integrale,  weil  die  neue  Osculationsepoche  in  die  Mitte 
eines  Störungsintervalles  fallt,  nach  der  Formel    (vergl.   pag.    35,   53'  : 

„+|,+J,|„. 

^/"  ■a+\i+^vv  +  -^2M_/v,  v,+  |/+  •]«,)  -   .  .  . 

>93536''  '    i'     ■     >      66355200-'  '    '      •    -'      ■ 

und  man  findet  so  unter  Zugnmdelegung  der  obigen  Integraltafeln  fiir: 

1871  Se])t.  13. 

§  n  e 

"f[a+[i  +  ^]ic]  +40838.51  +  575189.17  —  13489-32 
^    f[a+[i  +  W")  + 

,^6"/'M«-f-[/+iK  + 

Oppoliei,   Hiilinltestiminun^eii.   (1. 


123-44  + 

560.09  — 

15.68 

5-93  + 

8.38  — 

0.36 

0.35  + 

0.15  — 

O.Ol 

0.02  — 

O.Ol 

0.00 

17 

1 :{()     — - 

r/?  :  cff  (/>!  :  dt  f/L'  :  dt 

/(«+[«■+ J]m>)  —  65222.99  +      4380.27—     1623.37 
H ^^— /'    («+K+i>'')  +       14200—  57-7^) -H  2.83 

^--  /"'f«+[«  +  ilw)  4-  0.84—  1.04  o 

5760     ^      1     '    L     •    ij    ' 

+  T6&    /^    '>  +  [''  +  ^W  O-  0.04 

man  evhiüt  also,   indem  man  l)eachtet.   dass  fiiv  /  als  Zeiteinheit  das  Stiiningsintevvall 
(40  Tage)   aiif^enonimen  ist: 

§  =  +  0.00409682      ,  'y  =  + 0.0575  7578      ,  C  =  — 0.0013  5054 

dt,:dt^  —  0.0065  0801,5  ,   dri:di  =  -{"  0.0004  32i4;3  ,   d'C:dt=-\-  o.oooi  6205,2 

Das  erste  Geschäft  ist  nun  die  Durchrechnung  der  Formeln  I — 1\  (pag.  100)  ; 
ich  führe  diese  Rechnung  7  stellig  durch,  um  in  den  später  anzuführenden  C^ontrol- 
rechnungen  die  Berechnung  dieser  Fonneln  nicht  wiederholen  zu  müssen;  im  All- 
gemeinen genügt  eine  6  stellige  Rechnung  völlig  und  ich  werde  mich  für  die  spä- 
teren Formeln   demnach  auf  eine  solche  6 stellige  Rechninig  beschränken. 

Die  Zwischenzeit  zwischen  der  Ausgangsepoche  und  dem  Zeitpunkte  der  neuen 
üsculation  beträgt  —  1200  Tage,  man  erhält  daher  zur  Bestimmung  der  Werthe 
/■„  und  //„  die  folgenden  Zahlen : 

3/0    327"2'53"64  fosinvn  o„289  9304 

sin(/'„    9.239   1314  9„857  0986 

cos(/)||    9.993   3682  yi,cos»,|  0.274  4266 

«uCos(/.„    0.488  8475  *o  3 13"  58' 39" 07 

sinr/),,  :  sini"    4.5535565  «^o  2724438.20 

En     320^45' 45" 99  Mo  226  43  17.27 

sini'u    9h8oi   0829  log  »u  0.432  8318 

cos£u    9.889  0403 

Subtr.    o.  iio  0930  [wk]  9.837  6414 

cos£„— e„    9- 778  9473  logi^o  0.482   2157 

[wk]  -.Vp^  9-596  5336 

{wk):yp„  0.078   7493 

Für  I)   findet  sich  nun  : 

coff«,,  9.999  6778 
sin  /,,   8.585   5012 
CüS  Qi,  =  sin«  sin^  9)i766  1878  sinQ,,  ^=  sin  ä  siu.ß  9.909   5407 

9„909  4308  ,              9.909  6504 

sinacos^  9h909  2185  sin  i  cos  B  9,(765  8656 

A  2i5''43'52"2i  B  I25°4i'27"i6 

sin«  9-999  7877  sini  9-999  8903 
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niid  es  findet  sich  nach  II] 


A  +  u,,  B  +  u„,     u„              82"27'9"48  332"24'44"43  226"43'i  7"-'7 

sm(A-\-tt„],  sin  5  + Mg j,   sinM^           9-Q96  2212  9»i20  7150  g„862   1491 

r«  sin  rt  ,  ?•„  sin  S  ,   r„  sin  ?„       0.432  6195  0.432   7221  g.oi8  3330 

\ogx„.  logy,,,      log::„          0.4288407  9„553    137'  8„88o482i 

x„      ,  y„     ,          3,1         -f    2.684  3596  —    0.357   6326  —  6.075   9420 

Aus  der  Anwendung  von   III    und  IV)   folgt  : 

cos  «0     9.841    5948 

Add.     0.096  8294 

y  «n  ^'     9»857  0986 

9.886  3626 

y  cos  r     g.938  4242 

r     120° 20    o"5g 

u=  r+M     233   4  38.79 

;'     0.052  0616 
r=  [wk]  y  :  V;?«     9-648  595^ 

{A  +  U),        ß+U),          U               88°48'3i"oo  358°46'   5"95  233"  4'38"79 

cos(^+i7),  cos  [B-\-U),     cos  U            8.317  8996  9-999  8996  9„778  6830 

c  sin  a     .           c  sin  b  ,     c  sin  «0           9.648  3829  9.648  4855  8.234  0964 

log  (rf^o :  </<) ,   log  (rfyu  :  «?<) ,  log  («fe«  :  «?<)      7.966  2825  9.648  3851  8„oi2   7794 

d.r„:dt     ,       tlijt^-.dl           dz^,:df       +0.009  2530  +0.445  0257  —  o.oio  2986 

Es  ist  also: 

x=X(,-\-S  +2.688   4564  d.v  :  d(  =  d.v„  :  dt -\- d^  :  d(  +0.0027450 

y=yo  +  »;  —  0-300  0568  dij:dt  =  dy„  :  df  +  di/ :  df  +  0.445  4578 

2^2ß+t  —0.077   2925  dz  :  dt  =  dzf, :  dt -}- dt :  df  — 0.0101365 

Wählt  man  nun  zum  L'ebergange  auf  die  osculirenden  Elemente  die  erste 
Methode  (Incremente  der  Elemente  durch  Störungen),  so  genügt  für  die  Folge  eine 
östellige  Rechnung  ;  man  erhält  darnach  nach  dem  Systeme  V)  (pag.  loi): 

X  0.429  503  9„477  204  0.429  503 

dt  6.635  627  6.209  654  6.209  654 

i  7-6i2  447  8.760  239  7.612   447 

dz„  9.648  385  8„oi2  779  8„oi2  779 

Z,  7.065    130  5„686  858  6.639   157 

Z2  7.260  832  6„773  018  5„625  226 

Additionslog:  0.214    no  0.034  229  9-955   7^3 

■Xi  +  X2:,{Yi+Y2]AZi+Z.2.  7-474  942  6„8o7  247  6.594920 

y     ,  z      ,  z  9«477  204         8„888   137         8„888   137 

d§     ,  d,,      ,  d^  7„8i3   449         6.635   627  7„8i3  449 

»j       ,  t      ,  t  8.760  239         7„i30  508         7„i30  508 

dx^     ,         dyo     ,  dXf,  7.966  282  9.648  385  7.966  282 
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X       , 

y 

dij    , 

dt 

1     , 

1 

dyo    , 

dz„ 

X,    , 

Yi 

X2    , 

Y2 

—  Xi  ,       —  i^l  ,         —  ^,1 

1  fj<-       ■    -  ■  - 

7-290  653 

5«523   764 

6.701    386 

—  X4  ,        —  Y)  ,         —  Zi 

6.726  521 

6„778  893 

5„og6  790 

Adtlitionslog : 

0.104  765 

0.023  489 

9-989  075 

<^-3-{-  X,),  -{Y,+  Y,],  -{Z,+Zi) 

7-395  4'S 

6„8o2   382 

6.6go  661 

Subtractionslog. 

9.303  082 

8.051    727 

9.392  065 

X  ,      y  ,      z 

6.698  500 

4«854    109 

5„986  985 

lofi' 


,rdi^  ,        ijdfj  ,        zdt 
!-dxQ,        tjdi/f),        'Cdz^ 

2  d.^  ,  2  diju  ,        2  dza 

dS.  ,  dt]  ,  dt 

Additionslog : 


8«242  952  6„ii2  831  5„097  791 

5.578  729  8.408  624  5.143  287 

—  0.017  49652    —0.000  129  67  — 0.000  012  53 

+  0.000  037 91   +0.025  ^^-  65  +0-000  013  91 

ü  +0.008  035  75 


8.267   31- 

7«8i3  449 
9.81 1  795 
8.079   107 


9-949  415 
6.635  627 
0.000  21 1 
9.949  626 


8„3i3  809 
6.209  654 
9.996  569 
8„3io  378 


[wk)'^Ax ,     (loky^A-i,      [tvk)-Aj     —  0.000  078  083  +  0.000  384  816   —  0.000  003  312 

[tvk)''A  +0.000303421 

log  [wky^  A  6.482045 

[wky^  9.675  283 

A  6.806  762 


{x»+.r),    [i/o  +  >j),    [zn  +  z 
log   (.'•„  +  .?•)  ,    (//„  +  //) ,   («u  +  z] 


B, 


B. 


B, 


—  0.657  689 
g„8i8  020 
8.760  239 

—  0.037  8668 

—  0.015  6485 
8„i94  473 


-  0.153  234 

9tti85  355 

7«J30  508 

+  0.000  2069 


+  5.372  816 
0.730  202 
7.612   447 
+  0.022  Ol  14 
B 
logB 

Aus  VI)    (pag.  loij  findet  sich  mm: 
msiiiM       4,(854  109         10 k]  y Pf, ^in  if,     8.664250    «cos  [iV— ^[«+(u],    6.699881 
9^998826       mcos{M^Qu)     5.706235       (wk)  cos^[i—%)     9.837641 
rn  cos  31       5,i986  985  Add.  0.000  478 

M  i84"i2'42"3  Nenner        8.664  728 

[M—Qu)  58"3o'   2"6    msin  (J/— „7a;      5.918928 

sin  (JZ—^-Ju)   9-930  769  tang(Q-t,7o;      7.254200 

m  5.988  159  T  4.685  575 

cos  (ilf — So)       9.718076  Q — Su         +  6'io"36i 


.i(^'J-ao)     +   3'  5"  1805 

.U^J+^iu)  125"45'44"9 
M-^[Q+Q„J  58"26'57"4 
cos  M—l [Q4- Q„],  9. 7 1 8  712 


log  _/  [Vp]      6.862  240 
J  {Vp)  +0.000728  182 

2  V^o       0.542   138 

Add.         0.000  091 

log  ^  i»      7.404469 


[tvk)  Vp,, 

0.078  749 

/'u 

0.482  216 

n  cos  (iV — 2„) 

6.699  881 

Add. 

0.000  363 

Add. 

0.000  181 

P 

0.482  579 

Nenner 

0.078  930 

Vp 

0.241  289 

secKn— So)       o.ooo 

1  »j 

000        «sin  [N — «nj 

5.300    362 

«siiiiV            5  706 

871           tang(t— 2;,) 

5-421  432 

Q      i2  5°48'5o"o6 

9-997 

755              r 

4-685  575 

i          2°i2'29"34 

wcüSiV            6.6g8 

500                  «■—«■(, 

+  5"443 

.V               5049', 

5"5 

iV— 4            3°3Ö'5 

i"6                i(e-g 

+         2"7 

sm  [N—i„)        8.799 

617               il«+««) 

2°12'26"6 

n             6.700745        N—l[i+i„] 

3"36'48"g 

cos  {N—i„}     9.99g 

136    COS(7V-i[«+iol) 

9-999  136 

Aus  VII)    (pag. 

loi)  ergibt  sich: 

ssin  Ä 

9«553  437 

0  sin  1 

8.760  23g 

9.996  17g 

g.9g8  904 

s  cos  S 

0.428  841 

a  cos  ^ 

7.612  447 

S 

352"24'40"6 

■V 

85"55'47"8 

s-^[Q+Q„] 

226"38'55"7 

^-Q 

320"  6'57"7  ■ 

sinW— ^[Q+Qo]) 

9„86i  62g 

sin(2— Q) 

9„8o7  017 

2  ssm|(Q— Qy) 

7.686  862 

a 

8-761  335 

cos{Ä— 4-[ffi+3„l) 

9„836  620 

cos  (:$•— a) 

9.884  990 

A'.' 

8.646  325 

£ 

0.432  662 

X/ 

7«548  491 

2 

0.301  030 

Add. 

9.963  868 

sin4-(Q— Qo) 

6.953  170 

y.' 

8„568  352 

y^ 

7«523  482 

m'  sin  J/' 

7hI30  508 
9h999  651 

Subtr. 

9-958  953 

OTCoSiV 

8„5-'7  305 

'n 

0.432  832 

M' 

i82"i7'47"9 

n  cos  (jV —  «„) 

7n532  027 

M'-{[t+i,] 

180"  3'2i"3 

Add. 

9-999  454 

cos(M'-|[«+/„l) 

9«999  999 

Nenner 

0.432  286 

/«' 

8.527  654 

«'sin(iV' — Mu) 

8.722  434 

.  sec^(t— jp) 

0.000  000 

tang  [u—u^) 

8.290  148 

/*'  sin  N' 

8„527  653 

T 

4.685  630 

g.886  857 

u—u„ 

i"   7'    2"70 

n  cos  iV' 

8.610  193 

iV 

320»24'44"o 

i  («-«(.) 

o"33'3i"3 

.V— «„ 

g3"4>'26"7 

2  («+Mo) 

2  2  7"i6'48"6 

sin  (iV —  <<o) 

9.999  098 

iV'— |(m+«o1 

93"  7'55"4 

«' 

8.723  336 

coa[N'—^[u+u„Tj 

8«737  491 

cos  (iV' —  (<n) 

8„8o8  691 

secj  {u — mJ 

0.000  02  i 

log  J  [r] 

7»46o  848 

Add. 

9-999  536 

log  /• 

0.432  368 

13i 


Die  Fonncln   Vllf)    f]>af^.  i02j   lassen  finden: 


1 


J 

^^^    dt 

6-153 

612 

sin  Vu         o„837  099 

B 

7.905 

026 

e„  sin  v„         g„pqt 

230 

Subtr. 

9.992 

233 

(lr„ :  dt         8^692 

764 

Zahler 

7.897 

259 

log 

-'  c;;, 

7.464  891 

HS  IX)   nnd  X)    jpag.  102)   rechnet 

sich 

nun : 

(■'£)  ^  i^s 

5 «55 5  004 

«0 

9-239  u« 

v^-'lf) 

7.706  180 

{/  cos  [G  —  »ü) 

7n579  464 

Add. 

9996923 

Add. 

9.990  386 

(m>ä-)  ^  sin  Cr 

7-703  103 

Nenner 

9.229  517 

/'»  :  >n 

0.049  384 

(j  sin  [G — y,,) 

7.821  496 

:/w 

7«5io232    . 

tang  [v  - «)(,) 

8.591  979 

^w 

7.404  469 

T 

4.685  796 

Snbtr. 

0.251  360 

«  — ü„ 

+     2"i4'i7"i8 

r  _9  cos  Cr 

7.761  592 

i)  sin  (r 

7.865  462 

\  («'  —  «'») 

•"  7'  8"59 

9-982  359 

\[v  +  v'>) 

315"  5'47"7 

g  cos  G 

7.329  224 

G- 

-i[«'  +  «'o] 

ii8"4o'59"o 

G' 

73"46'46"7 

cos  [G  — 

^[^+«^«1) 

9„68i  209 

(t  — «u 

19"48'  7  "6 

sec 

i  {«—%) 

0.000  083 

sin  [G  —  v^] 

9-938  393 

lug  J  [e] 

7«564  395 

9 

7.883  103 

cos  (G  —  v^] 

9,,696  361 

Add. 

g.990  717 

2  Co 

9.540  161 

sin  <f 

9.229  848 

Add. 

9-995  383 

'f 

9'>46'27"o 

J[e^) 

7«099  939 

\  [ff  +  '/'ii) 

9  5250.9 

cos  \  {(p  +  rp") 

9-993  510 

10  —  (t»(,     - 

-   1°  7't4"48 

-h^{e) 

7»263  365 

71 TTq        - 

—    1°    l'    4"l2 

sin  1  [(p—ipü) 

7«269  855 

S  -  log  2 

4-384  545 

fp  —  (Pü     — 

-   i2'47"9io 

Avis  XI)    (pag.  102) 

findet  sich  nun: 

2 

0.301  030 

2  sin 

^    (»  —  »0) 

8.591  731 

sin  1  («)  — Kn) 

8.290  701 

sin 

i  (e  +  «o) 

9^848  752 

COS^   (ü  +  i'o) 

9.850  216 

(y)2 

8»440  483 

cos  f/) 

9-993  650 

Subtr. 

9.938  010 

(ff)i 

8-433  597 

(y) 

8-378  493 

2  sin  •  (f/.  —  r/.„) 

7„570  885 

tf*9 

siu  ^  ((/)  +  y,,) 

9.234  515 

—  r:/j 

9»949  789 

sin  »0 

9„857  099 

g  cos  G 

7.329  224 

'(7)2 

6.662  499 

(A) 

7«2  79  0i3 

Subtr. 

9.992  615 

sin  £ö 

9„8oi  083 

la] 

8.428  212 

cos£!„ 

9.889  040 

8378  001 

[X]  sin  £„ 

7.080  096 

(,•  cos  [G'  —  E^] 

6„7o8  437 

Add. 

0.021  339 

Nenner 

9.999  778 

w;; 

8.328  282 

g'^in(G'-En) 

8.504  660 

(A)  cos  £„ 

7„i68  053 

tang  lE—E^) 

8.504  888 

Add. 

9.968  881 

T 

4.685  723 

^'  sin  (j 

8.399  340 
9.894  618 

E-E, 

+  i"49'54"24 

g'  cos  G' 

8.297  1Ö3 

\  {E-E,\ 

o''54'57"i2 

G' 

5i"4o'43"3 

1  \E+E,) 

32i''4o'43"i 

G'-£o 

9o"54'57"3 

cos^  [E+E^] 

9.894  618 

sin  [G'—E^] 

9.999  944 

sin  ^  [E—Eq] 

8.203  691 

9' 

8.504  722 

—  2  sin  (/lg  :  sin  i" 

4„854  586 

cos  {G'  —  E,) 

8„203  715 

log  [J  M.^) 

2„952  895 

J  Mi 

-I4'57"2i2 

E 

322°35'4o"2 

J  M; 

—   7'39"549 

—  sin  £ 

9.783  512 

M—K 

+  ."27'i7"48 

z/  (e)  :  sin  i" 

2,(878  820 

log  [J  M,) 

2„662  332 

L-^La 

4-o°26'i3"36 

Für  (j  crliiilt   mnn  nach  XU'   il)ag.  102I  in  zweifacher  Weise  den  entsprechen- 
den Werth  wie  folgt : 


z/  (p)  7 .  404  469 

«o-^fe^)  7n595  4i8 

Pn  0.482  216 

Subtr.  0.000  563 

Add.  9.742  100 

/>o  — «o-^(«^)  0.482  779 

Nenner  0.783  Sog 

J{p)+a,,J  e'i)  7„i46  56g 

l"g?  ^,362  760 

q      — 0.000  2305 


Add.  0.300  798 

(»•+»•«;  0.733  630 

rr,)  0.865  200 

Nenner  1.598  830 

2  B  8„495  503 

Pi  6„8g6  673 

A  6.806  762 

Add.  9- 361  758 

log  P  6„i68  520 


«0  P  6„663  999 

I — «n  P  0.000  200 

i  d»  P  6„362  96g 

log  q  6„362  76g 

Beide  Werthe  stimmen  innerhalb  der 
Unsicherheit  der  Rechnung ;  es  wird 
angenommen  : 


log? 
log/ 

log  (— At«) 

log  (,"  —  /'(,) 


6„362  765 
0.477  371 
2„8o6  787 
9.646  g23 


•«„     4-  o"44353 
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Dil'  iicinni  Elemente  sind  also,  wenn  man  <li('  l']))i>che  auf  den  neuen  Osen- 
latioiispunkt  legt : 

@   Erato 
E]niclie  nnd  Osenlation  187 1    Si^pt.  13. u  mittl-  Herl.  Zeit 
mittl.  Aeq.  1870.0. 

L  =  s^Sö'-mV 

M  =  328  30  1 1.12 

TT  =  37  26  13.78 

Q   =  125  48  50.06 

i  ^  212  29.34 

(/)  =  9  46  26.99 

/(  =  64i"33958 

Um  eine  sichere  Controle  für  die  Rielitigkeit  der  Recluiiing  7m  erhalten, 
werden  aus  diesen  Elementen  die  gestörten  (Koordinaten  nnd  Geschwindigkeiten 
abgeleitet;  die  7Stellige  Rechnung  stellt  sich  unter  lienützung  der  Formeln  I)  bis 
IV)   fpag.  lOü)   wie  folgt: 


u 

2.807  0880 

k" 

3.550  0066 

3 

a'- 

0.742  9186 

1 

0.247   6395 

a 

0.495   27Q1 

cos  <p 

9.993  6498 

u  cos  tf 

0.488  9289 

sin  (/) 

9.229  8485 

sin  (/)  :  sin  i" 

4-544   2736 

M 

328"3o'i  i"i2 

E 

322  3540.23 

sin  E 

9,1783  4120 

cos  E 

9.900  0154 

Subtr. 

0.104  4195 

cos  E — e 

9-795   5959 

r  sni  r 

0„2  72    4409 

9.858  5065 

r  cos  r 

0.290  8750 

?' 

3i6"i2'56"26 

lü 

271  3723.72 

u 

227    50   IQ. 98 

r 

0.\12    3685 

P 

0.482     5787 

}/p 

0.241     2893 

[wk] 

9.837    6414 

[wk]  :  Vp 

9.596    3521 

Aus  I)   erhält  man : 

cos  i  9.999  6774 

sin  i  8.585   7985 

cos  Q  ^  sin  «  sin  ^  9«767   2706  sin  Q  ^  sin  6  sin  ß       9.908  9790 

9„9o8   8685  9-909  0894 

sin  rt  cos  A  9,i9o8  6564  sin  b  cos  B       9n766  9480 

A  2i5"5o'2"78  B       i25°47'37"36 

sin  a  9.999  7879  sin  b       9.999  8896 
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Und  aus  II)    (pag.  loo)   folgt: 

A  +  u.   B  +  u,     u  83"4o'22"76           353°37'57"34  227"3o'iq"98 

sin(^  +  ?<),   sin(ß  +  M),   sinn  9.997   3467             9^044  9456  9„869  9708 

r  sin  ff,     rsmb.     r  sin  i  0.432    1564             0.432   2581  9.018    1670 

^  }            y  I              z  +  2.688  4571  ■ —  0.300  0570  —  0.077   2926 

Die  Untevscliiedc  gegen  .rf|+^.  y,,  + '/•   ~n  +  'C  sind  in  Einheiten  der  siebenten 
Decimale  beziehungsweise  : 

+  7  —  2  —   I 

was  eine  gute  üebereinstimmung  ist. 

Weiter  findet  sich  nach  III)   (pag.  lool  : 


cos  V 

9.858   3065 

r 

322"! I 

'22"l6 

Add. 

0.091    7191 

r 

23348 

45.88 

ysinF 

9^840  0724 

'/ 

9.052  ; 

5731 

9.897   6505 

c 

9.648  9272 

y  cos  r 

9.950  2256 

A+r, 

B-irV 

r- 

89"38' 

48"66 

359"3e 

/         tf 

123  24 

233"48'45"88 

cos  iA+  U). 

cos[B-\-  ir 

1,  cos  T" 

7.789  8338 

9.999 

9898 

9„77i    1656 

r  sin  «  . 

r  sin  /) 

.    r  sin  i 

9.648 

7151 

9.648 

8168 

8.234  7257 

dr  :  dt  . 

dtj  :  df 

.    dz  :  df     + 

0.002 

7450 

+  0.445 

4578 

—  o.oio   1366 

so  dass  die  Unterschiede  wieder  nur  sind  in  Einheiten  der  siebenten  Decimale: 

o  o  —  1 

Es  erscheinen  demnach  die  obigen  Elemente  einer  strengen  ('ontrole  unter- 
worfen. 

Ich  werde  nun  das  zweite  Forraelsystem  anwenden  und  direct  aus  den  ge- 
störten (Koordinaten  und  Geschwindigkeiten  die  Elemente  ableiten;  hierbei  wird  wohl 
die  Anwendung  siebenstelliger  Tafeln  nöthig  sein .  um  die  wünschenswerthe  Ge- 
nauigkeit zu  erhalten.  Vorerst  sind  wieder  die  ungestörten  Coordinaten  und  Ge- 
schwindigkeiten abzuleiten  und  nach  XIII  'pag.  103^  die  der  gestörten  Bewegung 
entsprechenden  Werthe  derselben  zu  bestimmen.  Der  erste  Theil  der  Rechnung 
fällt  demnach  mit  der  oben  (pag.  130,  131)  diirchgeführten  zusammen.  Ich  ent- 
lehne deshalb  derselben  die  folarenden  Werthe : 


loga:            0.429  5030 

log  [dx  :  df 

7.438   5423 

logy            9h477   2035 

log  (dy  :  dt] 

9.648  8066 

logc            8,888   1373 

log  [dz  :  dt 

8„oo5   8880 

h  V)    (pag.  103)  findet  sich: 

xdi/     0.078  3096 

t/dz       7-483091 

[5              xdz 

8„435  3910 

ijdx     6„gi5  7458 

zd;/       8„536  9439              zdx 

6„326  6796 

Oppolzer.  Rahnl'e-timmuui^fii    IL  1(5 


138 


.Subtv.     o.ooo  2986 
0.078  6082 


Sul)tr.       0.036  7638 

8-573  7077 
[wk]      9.8376414 


Sulitv. 


0.003  3944 
8„43i  9966 


l/jsin»       8.827  0864 

9.999  6774 

V/(oos?        0.240  9668 

2"l2'29"31 


y;>sin«sinQ  8.7360663 
9.9089799 

IV'siii/cnsQ  8„594  3552 
i25"48'49"46 


Aus  Vr     pag.  103)  finilpt  sich: 

.r  cos  a  o„  1 96  7  7 1 8 

y  .sin  Q  9„386  1834 

Add.  0.062  4587 

y  cos  Q  cos  i  9.244  1497 

—  X  sin  Q  cos  i  o„338  1603 

Add.  0.036  4632 

ycosScos?' — .rsinßcos?'  o„30i  6951 

z  sin  /  7„473  9343 

Add.  0.000  6452 


Die  Benützung  <lev  Formoln   ^  H      ijag-.  103     fuhrt  zu   folgenden  Zahlen: 


r  cos?/     o„2  59  2305 

9„869  9719 

r  sin  u     o„302  3403 

II     227°5o'2o"57 

r     0.432  3684 


Vp 

0.241  2894 

p 

0.482  5788 

sin  ? 

8-585  7970 

cos  ? 

9.9996774 

sin  Q 

9-908  9799 

cos  Q, 

9„767  2688 

.r2 

0.859  0060 

y- 

8.954  4070 

Add. 

0.005  3764 

.r2+y2 

0.864  3824 

S2 

7.776  2746 

Add. 

0.000  3544 

,.2 

0.864  73^8 

ibe :    r 

0.432  3684 

rd.r  7.868  0453 

ydy  9„i26  oioi 

Add.  0.024  6657 

jrtlx  +  ydy  g„ioi    3444 

zdz  6.894  0253 

Add.  0.002   7028 

rdr  g^ogS  6416 

\ p  :  <wh']  0.403  6480 

I  :  r  9.367   6316 

Nach  Vlir,    (pag.  103    wird: 

45+VA  49"53'i3"52 

cotg   45  +  \if]  9.925   5510 

tang  I  ('  0.604  0513 

\E  i6i".7'50"25 


p  :  r     0.050  2104 
sin  (f  sin  r     9„o69  9212 

9-858   5071 
sin  <f  cos  r     g.o88  3564 
V     3i6"i2'56"52 
^-»     158"  6'28"26 
sin  cp     9.22g  84g3 
(/'     g"46'27"o5 
cos  (f!     g.9g3  64g8 


E  322"35'4o''30 

sin  £  9,(783   5112 

sin  (p  sin  E  — 3"54'3o"89 

31  328^30' n  "39 


Durch  die    Vnwendung  von  IX]  (pag.  103     findet  sich: 


w     27r'37  24  05 


Ij    T' 
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Schliesslich  folgt  aus  X)  ^pag.  104;  ; 


log« 

0.495   27g2 

■2   lof?  « 

0.247   6396 

^  log  rt 

0.742  9188 

log  -1-" 

3.550  0066 

/t 

64i"3393 

Alis  der  Formel  XI)  (pag.  104;  findet  sich  aber  /i  =  64i"33058,  welcher  Werth 
der  genauere  ist;  die  Berechnung  dieser  Formel  habe  ich  nicht  angesetzt,  da  sich 
die  diesbezüglichen  Zahlen  in  dem  obigen  Beispiele  wieder  finden,  und  zwar  in  den 
letzten  zwei  Formeln  von  V)  (pag.  loi  1  und  in  Xllai  und  Xlli)  (pag.  102,  103). 
Als  Controle  hätte  man  wieder  die  Kückrechniing  der  Coordinaten  und  Geschwin- 
digkeiten vorzunehmen,  welche  ('ontrolrechnuiig  ich  aber  hier  übergehe,  weil  schon 
ein  diesbezügliches  Beispiel  bei  der  ersten  Methode  ausführlich  mitgetheilt  er- 
scheint. Durch  ^'ergleichung  der  Zahlen  erkennt  man  leicht  die  überwiegende  Ge- 
nauigkeit der  ersten  Methode  und  ich  möchte  dieselbe  stets  empfehlen;  sie  verur- 
sacht zwar  einen  grösseren  Zeitaufwand ,  in  Anbetracht  aber,  dass  der  Uebergang 
auf  osculirende  Elemente  selten  vorgenommen  wird ,  und  dass  die  Genauigkeits- 
zunahme   eine  beträchtliche   ist.    kann  dieser  kaum  allzusehr  ins  Gewicht  fallen. 


B.  Specielle  Störungen  in  den  polaren  Coordinaten. 

§  1.    Aufstellinig  der  Differeutialgleichungen. 

Die  Bestimmung  der  Störungen  nach  polaren  Coordinaten  gewährt  in  vielen 
Fällen  ganz  wesentliche  \'ortlieile  gegen  die  eben  vorgetragene  Methode,  nach 
welcher  die  Störungen  der  vechtmnkeligen  t'oordinaten  ermittelt  werden,  so  dass 
es  wünschenswerth  erscheint,  auf  dieselbe  hier  näher  einzugehen.  Die  Wahl 
der  polaren  Coordinaten  kann  in  sehr  verschiedener  Weise  vorgenommen  werden, 
deren  jede  ihre  gewissen  \'ortheile  bei  der  Rechmnig  bietet;  die  zweckmässigste 
Form  scheint  mir  aber  jene  von  Hansen  vorgeschlagene  zu  sein,  mit  den  Mo- 
dificationen.  die  Tietjen  im  Berliner  Jahrbuche  für  1877  veröffentlicht  hat  (dritte 
Methode) ,  welche  hier  mit  ganz  geringen  Abänderungen ,  auf  welche  übrigens 
Tietjen  selbst  schon  hinweist,   zum  \'ortrage  gebracht  wird. 

Es  dürfte  zwar  die  von  Hansen  gewählte  Form  die  Störungen  im  Allge- 
meinen etwas  kleiner  erscheinen  lassen,  als  diese  Methode,  und  deshalb  der  Ueber- 
gang auf  osculirende  Elemente  für  längere  Zeit  hinaus  veiinieden  werden ;  doch  ist  der 

18* 


liO     

Rechuungsmechanismiis  iiiicli  der  letzteren  Methode  so  hrMjuera,  dass  er  diesen  Nach- 
theil wohl  iiberwi("f);t. 

Es  sollen  vorerst  die  Grundgleichnngen  der  Stürungstheorie  hier  wieder  an- 
gesetzt werden,  indem  die  linchstaben  in  ihrer  I5edentiing  wie  auf  pag.  71  unver- 
ändert beibehalten  sind;   die  (ileielumgen  sind  nach  einer  einfachen  Umsetzung: 

-äp  +    ,-3-    -  -  /'■    "'1    (  -^1  !,,:<    —  ,-,3|  —   ,,:./ 


,ltl+     ,.3 '"     '«l     \y^    (g3  ,.,3)  p3/ 


i; 


Führt  man  die  polaren  Coordinaten  ein  durch  die  Relationen  : 

X  ^=  r  cos  b  cos  l  =  [r]  cos  l  .rj  ^  rj  cos  i?i  cos  Xj 

y  =  r  cos  J  sin  /  =  ir]  sin  /  y,  =  ri  cos  B^  sin  Z/, 

3  =  >•  sin  b  Zi  =  Vi  sin  ZJ, 

und  betrachtet  die  Ebene  der  ungestörten  Hahn  als  Fundamentalebene,  so  wird  [r] 
die  Projection  des  Abstandes  des  gestörten  Körpers  von  der  Sonne  auf  die  ungestörte 
Bahnebene  darstellen.  Ueber  die  Lage  der  X-Achse  in  dieser  Ebene,  die  vorläufig 
willkürlich  erscheint,  wird  später  (pag.  144)  verfügt  werden;  überdies  aber  wird 
man  sich  über  den  Sinn,  in  welchem  die  positive  Z-Achse  zu  zählen  ist.  zu  einigen 
haben ;  es  soll  darüber  die  Annahme  gemacht  sein .  dass  vom  Pole  der  positiven 
Z-Achse  aus  gesehen,  der  Himmelskörper  sich  umgekehrt  wie  der  Zeiger  einer  Uhr 
bewegt. 

Setzt  man  zur  Abkürzung: 

V- _^ l_ 

q3  ,.,3     ' 

so  wird  man  aus  den  beiden  ersten  Gleichungen  ij  erhalten,  wenn  man  die  erste 
derselben  mit  —  y ,   die  zweite  mit  x  multiplicirt  imd  dann  addirt : 

/      dl/         d  x\ 
d'-ii              d'- X              \       dt       ^  dtf  „  ,.,  ,  •,    rjr 

''-d^-yiw-=       dt =  :S^^»i,  {xy,-yx,)K; 

Nun  ist  aber  das  angezeigte  Differential  nichts  anderes,  als  das  Differential  des 
doppelten  Sectordifferentials ,  für  welches  letztere  man  mit  Benütziuig  der  polaren 
Coordinaten  setzen  darf: 

ersetzt  man  überdies  in  dem  Factor  von  K  die  rechtwinkeligen  Coordinaten  durch 
die  polaren,   so  erhält  man,   wenn  man  zur  Abkürzung  die  Grösse  U  einführt  durch : 

^  k'^tn^  {  xyi  — yxi  }  A'^  3  k'^nii  K[r]  »-j  cosBi  sin  (Li  — /)  =  —  U  , 
als  Resultat  der  Transformation : 


t'*£( 


ä,     =-^' 
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die  Integration  dieser  Gleichung  gibt: 

(r)2  ^  =  Const  +J':i  Udf  , 

wobei  man  zu  beachten  haben  wird.  das>s  die  Hestimmung  des  Werthes  des  angezeigten 
Integrales  mit  Hilfe  der  mechanischen  Quadratur  erlangt  werden  kann.  Die  He- 
stimmung der  Integrations-Oonstante  unterliegt  keiner  Schwierigkeit,  wenn  man  be- 
achtet,   dass   in  der   ungestörten  Bewegung  (vergl.  I  pag.  43     die  Relation   besteht: 

'^»   dt  —''  ^P'' ' 

wo  p^  den  Parameter  der  ungestörten  Bahn  vorstellt;  nun  kann,  sobald  man  von 
den  Störungen  absieht,  (//  mit  r/ y,,  und  weiter  [r]  mit  /•„  identificirt  werden;  in 
diesem  Falle  wird  aber  auch 

und  es  verschwindet  demnach  das  Integral  dieses  Aiisdruckes ;  man  hat  daher  die 
Constante  richtig  bestimmt  durch : 

Const  =^  k  V/?o 
inid  die  erste  Fmidamentalgleichiing  für  die  Ermittelung   der  Störungen  in  den  po- 
laren C'oordinaten  wird   sein  : 

{rV'^  =  k\J,+f:^udt.  I) 

Da  diese  Gleichung  nur  eine  Relation  zwischen  (r  \\\n\  1  aufstellt,  muss 
man  bestrebt  sein ,  eine  weitere,  neue  Bedingungen  enthaltende,  Gleichung  aufzu- 
suchen ;  dieselbe  wird  leicht  aus  den  beiden  ersten  Gleichungen  in  i  erhalten  wer- 
den können,  wenn  man  die  erste  derselben  mit  x^  die  zweite  mit  ij  multiplicirt  und 
addirt ;   man  erhält  so  : 

•^^  +  ^177^  +  -;^-  =  — —^t \(dt)  +  (dt)  1  +  -^^ 

=  .2  ^2  m^  I  (.er,  -1-  yy, )  /f  _  !i^j      ; 

setzt  man  also,  indem  man  unter  dem  Summenzeichen  die  rechtwinkeligen  C'oordi- 
naten durch  die  polaren  ersetzt,   zur  Abkürzung : 

"  ~  '  (r) 

so  wird  erhalten,  wenn  man  linker  Hand  für  die  Differentialien  der  rechtwinkeligen 
Coordinaten  die  polaren  einführt: 

^^  - 1  mr + "i"  (S)"i + '^ = w'  -^  ^  - '"' ""  ■ 

oder,  indem  man  die  angezeigte  Differentiation  ausführt  und  mit  (;)  beiderseits 
dividirt : 
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!l'-w(;"r+-'^=(r-'«-<'--^".  • 

Diese  Gleichung  eiithiUl  aber  noch  die  Grösse  /■.  die  (hiicli  ;■,  zu  ersetzen  ist;  der 
Unterschied  heider  ist  aber  offenhar  zweiter  Orchiung  in  l>o/,ug  auf  (he  Hreiten- 
störiingen  und  wird  im  Allgemeinen  fast  unmerklich  sein  ;  duch  kann  auch  liier  ilie 
völlige  Strenge  in  einfacher  Weise  eiTeicht  werden.     Man  hat  vorerst: 

,.2  =    l^f]  2  _|_  ^2  ^ 

also  ist 

_L_  _L  I   ,  -U^'~'  — -1-)    .  — 1-^ /t  —  A-=i-  -ulil^^ \\- 

die  in  den  runden  Klammern  angesetzte  Reihe  ist  aber,   wenn  man  setzt : 

völlig  identisch  mit  dem  dritten  Theile  der  von  Encke  bei  seiner  Methode  be- 
nutzten Grösse  /,    ^vergl.  pag.  75   und  Tafel  XIi   man  kann  also  setzen  : 

,.3  (,.,2  j     (,.,4    ^3/    '. 

wobei  man  aber  bei  der  Anwendung  wohl  stets  wird  annehmen  dürfen : 

indem  man  hierbei  nur  Glieder  vierter  Ordnung  in  IJezug  auf  die  Breitenstörungen 
übergeht ;   schreibt  man  also  : 

z         [r]i  \3/    ' 
so  wird  man,   wenn  überdies,    um  abzukürzen,   geschrieben  wird : 

^  R  —  :^  w,  +  J  ::  E  =  H2 
für  die  obige  UifTerentialgleichung  haben : 

fPlr] 


dti 


[r]    0'  +  |i  =  l'-)Ä,,  II) 


welches  die  zweite  Fundamentalgleichung  ist.   die  in  Verbindung   mit  Ij    .pag.  141) 
zur  Kenntnis»  der  Werthe   -r]  und  /  führen  wird. 

Um  nun  die  dritte  Gleichung  in  i)  ipag.  140)  in  eine  für  die  Bestimmung 
der  auf  der  Fundamentalebene  senkrechten  Coordinate  z  passende  Form  überzu- 
führen, setze  man: 

J  JF,  =  2'  /c2w(,  Ki\  shi  i>'i  . 

und  wie  dieses  schon  oben  geschehen  ist : 


^  lOi  =  ^  khrii  Af  , 


so  wird  man  schreiben  dürfen : 
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ersetzt  man  mm.    wie  dieses  fVülier  gezeigt  wurde.   »■  durch  'r)  .   so  wird  man  liahen : 

-2 

wobei    /   mit    dem    Argumente     q=  -j-:;    ans    Encke's   /-Tafel   (Tafel   XI;    zu 

nehmen  ist.  inid  übrigens  |/  wohl  stets  der  Einheit  gleich  gesetzt  werden  darf, 
da  dadurch  nur  Fehler  5'"''  Ordnung  in  Uezug  auf  die  Breitenstörungen  entstehen. 
Führt  man  nun  die  Abkürzunffen  : 


[w] 

J= 

+ 

2w, 

Tr, 

= 

JSTF, 

+  J^IJ 

i'  IV 

= 

1^2  _ 

=3 

ii) 

{rfi 

ein.   wobei 


angenommen  ist,   so  erhält  man  als  dritti'  Fundamentalgleichung: 

g  +  M  z=w„    .      »  III) 

Diese  Gleichung  III)  unterscheidet  sich  vortheilhaft  xnn  den  Gleichungen  I) 
und  II)  dadurch,  dass  dieselbe  unmittelbar  eine  Differentialgleichung  für  die  Stöning 
selbst  ist,  während  die  beiden  anderen  Gleichungen  die  (Jesaramtbewegung  des  ge- 
störten Körpers,  die  derselbe  durch  seine  gestörte  Bewegung  um  die  Sonne  ausführt, 
beschreiben.  Es  wird  daher  für  die  Genauigkeit  und  Bequemlichkeit  der  Rechnung 
wünschenswerth  erscheinen,  die  Gleichungen  I)  und  II)  so  zu  transformiren ,  dass 
dieselben  sich  in  Differentialgleichungen  für  die  Störungen  in   (>•)   und  /  verwandeln. 

Dieses  kann  in  melirfacher  Weise  geschehen,  je  nachdem  man  die  Störungen 
zerlegt  und  auf  die  ('oordinaten  ir)  imd  /  vertheilt ;  die  von  Hansen  und  Tietjen 
gewählte  Zerlegung  scheint  die  grössten  Vortheile  zu  bieten,  weshalb  ich  dieselbe 
den  weiteren  Entwickelungen  zu  Grunde  lege. 

Zerlegt  man  den  Bogen  /  in  die  zwei  Theile  V  und  N,  so  ist  diese  Zer- 
legung willkürlich  und  man  kann  für  eine  dieser  Grössen  eine  beliebige  Annahme 
machen,  wenn  man  nur  dafür  Sorge  trägt .  dass  durch  entsprechende  Bestimmung 
des  änderen   Bogens  der  Relation 

/=  J^+  N 
stets  genügt  wird. 

Es  soll  nun  N  so  bestimmt  werden,   dass  der  Gleichung : 

[r)''^=J^.Udi  2] 

genügt  wird.  Da  hier  N  nur  an  eine  Differentialgleichung  gebunden  erscheint,  so 
bleibt  noch  eine  willkürliche  (konstante  übrig,  deren  zweckmässige  Bestimmung 
später  offenkundig  wird. 


U4 


Difforeutüvt   m;iii   die   Hcl;iliiin  /wischen  /.    J''  mid   N.   so  wird  : 

(//    _   dV  (IN 

dt  dt     "*"    dt 


3) 


und  wenn   nun  beiderseits  mit   (?■'■'  multiplioirt  inid  die  durcli   die  Gleieliunj^  2)  aus- 
gedrückte  IJediugnng  einfülnt,    so  findet  sich : 


vergk'icht  man  diesen  Ausdruck  mit  I)  (pag.  141)  so  resultirt  sofort  eine  Hestiramung 
für    V.  indem  beide  Gleichungen  gleichzeitig  nur  bestehen  können,   wenn  man : 

setzt,  so  dass  T'  ebenfalls  durch  eine  Differentialgleichung  bestimmt  erscheint,  so- 
bald über  N  eine  der  eben  gewählten  15edingung  entsprechende  Annahme  gemacht 
ist.     Setzt  man  nun  die  erlangten  I^edingungen  in  3]   ein.   so  wird : 

dt     -        irf-      ^    (rr-    ./-'  '^'  5a) 

und  hieraus  folgt  durch  Integration : 

Zur  Bestimmung  der  Integrationscon staute  wird  man  durch  die  folgenden  \\e- 
trachtmigeu  gelangen.  Wären  keine  Störungen  vorhanden,  so  würde  das  zweite 
Integral   verschwinden,   das  erstere  kann  aber,   da : 

dv     _  _kV¥_ 

dt     ~       r"- 

ist,  wo  r  die  wahre  Anomalie  vorstellt,  als  die  Mahre  Anomalie  aufgefasst  werden 
luid  wir  haben   daher  in  dem  Falle  der  ungestörten  Bewegung  : 

h)  =  «'0  +  f'onst. 

Bei  der  Einführung  der  polaren  Coordinaten  statt  der  rechtwinkeligen  wurde 
zwar  die  X  Y- Ebene  als  Fundamentalebene  bezeichnet,  jedoch  über  die  Lage  der 
X-Achse  oder  über  den  Ausgangspunkt  der  Zählung  von  /  wurde  nichts  festgesetzt; 
triift  man  jetzt,  um  Alles  unzweideutig  bestimmt  zu  haben,  die  Verfügung,  dass  / 
vom  aufsteigenden  Knoten  der  ungestörten  Bahn  in  der  Ekliptik  gezählt  wird .  so 
ist  /  das  Argument  der  Breite  und  die  Integrations-(  konstante  ist  demnach  nichts 
anderes,  als  der  Abstand  des  Perihels  vom  Knoten,  eine  Grösse,  die  durch  w„  be- 
zeichnet werden  soll,  indem  der  Index  »o«  darauf  hinweist,  dass  dieser  Werth  den 
ungestörten  Elementen  zu  entlehnen  ist. 

Mit  Rücksicht  auf  diese  gewählte  Bezeichnung  möge  weiter  eingeführt  werden : 


'^^"'     =-±^fiudt  IVa) 


dt 

wobei  mau  leicht  erkennen  wird .  dass  man  durch  eine  mechanische  Integration  den 
Werth  von  Jw  wird  ermitteln  können.  Man  hat  dann  statt  des  obigen  Ausdruckes 
für  /  zu  setzen: 

/=  r+  w„  +  J(u  .  IVbl 
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Der  gewählten  Bestimmung  gemäss  wird  sich  demnach  T'  nur  um  eine  Grösse 
von  der  Ordnung  der  Störungen  von  der  wahren  Anomalie  v  unterscheiden  und  es 
wird  daher  möglich  sein,  an  die  ungestörte  mittlere  Anomalie  M  eine  (Jorrection 
^M  von  .derselben  Ordnung  anznbrhigen,  die  bewirkt,  dass  durch  Anwendung  der 
bekannten  Formeln  zur  Bestimmung  der  wahren  Anomalie  unter  Benützung  der  un- 
gestörten Elemente  für  dieselbe  V  resultirt.  Indem  vorerst  diese  Correktion  J  M 
als  bekannt  vorausgesetzt  wird  und  die  Bestimmung  derselben  für  später  vorbehalten 
bleibt,   ergibt  sich  das  folgende  Forraelsystem : 


31=:  Mo  S^  j,l^t  -\-  J  M 

31=  E—  e^"  sin  E 

[(r)]  sin  V  =  a„  cosr/iy  sinis 
((r))  cos  F  =  «u  (cos  JE  —  e„) 


V) 


In  diesen  Ausdrücken  stellt,  wie  man  leicht  sieht.  iT/,,  die  tingestörte  mittlere 
Anomalie  zur  Zeit  der  Epoche .  t  die  seit  der  Epoche  verflossene  Zeit  in  mittleren 
Sonnentagen,  ,(/„.  (/„,  t^in  rp^  ^=  6^,  beziehungsweise  die  mittlere  .siderische  Bewegung, 
die  grosse  Achse  und  die  Excentricität  der  ungestörten  Elemente  vor.  Es  ist  klar, 
dass  der  durch  diese  Formeln  gefundene  Ivadiusvector,  der  gleichsam  den  Kadiusvector 
in  der  nngestörten  Bahn  znr  gestörten  mittleren  Anomalie  vorstellt,  nicht  mit  (r) 
übereinstimmen .  sondern  sich  ebenfalls  um  eine  Grösse  von  der  Ordnung  der 
Störungen  von  demselben  unterscheiden  wird.     Setzt  man  also: 

{r)  =  ((r))  {1  +  V)  VI) 

so  wird  die  Bestimmung  des  gestörten  Ortes  keine  Schwierigkeit  haben,  sobald  J  3f 
und  V  gegeben  sind.  Es  wird  daher  als  die  nächste  Aufgabe  bezeichnet  werden 
müssen,  aus  den  Differentialgleichungen  V  und  II  (pag.  141,  142)  solche  abzuleiten, 
welche  die  Bestimmung  von  J  JI  und  r  ermöglichen,  womit,  falls  diese  Bestimmung 
gelungen  ist.  noch  der  Vortheil  erreicht  wird,  dass  die  Kecluiung  statt  der  Ge- 
sammtbewegung   nur    die    vorliältnissmässig   geringen  Störungen    zu  bestimmen    hat. 

Ehe  aber  an  die  Lösung  dieser  Aufgabe  geschritten  werden  scdl .  mag  noch 
die  Bemerkung  Platz  greifen,  dass  diese  Wahl  der  ("oordinaten  ohne  Schwierigkeit 
auf  Bahnen  von  beliebiger  Excentricität  angewendet  werden  kann,  luid  nicht  auf 
solche  von  massiger  Excentricität  beschränkt  ist,  wie  dies  auf  den  ersten  Blick  er- 
scheinen könnte,  da  die  Störung  in  der  mittleren  Anomalie  hier  auftritt.  Es  erweist 
sich  sogar  gerade  in  solchen  Fällen  die  von  Hansen  getroffene  Wahl  der  Coordi- 
naten  besonders  vortheilhaft ;  doch  kann  auf  die  nothwendigen  Aenderungen  erst 
eingegangen  werden,   wenn  die  diesbezüglichen  Formeln   entwickelt  sind. 

Um  nun  die  oben  angesetzte  Aufgabe  zu  lösen,  muss  die  differentielle  Rela- 
tion zwischen   {>•;   und  v  ermittelt  werden.     Aus  der  Gleichung  VI)   resultirt  sofort: 

die  Differentiation  nach  den  mit  der  Zeit  veränderlichen  Grössen  ergibt: 

OnpoWer,  Balnil)estiiiimuiigoii.   U.  *"- 
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dt  i+ffltüsC      (If.     '"  (i +«0  COS  F)2     "  dt 

welcher  Ausdruck  mit  Ki'uksicht  auf  die  Gleichungen  5)  und  b,  (i)ag.  144,  145,  sich  in: 

d[r]    (r)  df  ^Cpsin  V 

~dT~      i  +  f  '  ~di         {,^y)y^ 
verwandelt;   diese  Gleichung  ergibt  durch  weitere  Differentiation: 

rf2(r)    [r]      d^v  (r]         iävy  1      d{r)      di-  keg  cos  V    d  V  k ep  sin  V     dv 

~d^  ~  T+~v  Jfi  ~  Ai+iiri    \dt)     "*"  1+»'     dt    ■  Jr  "^  f,  4.^)1/^    dt  (,4.^;2y^    dt     ' 

führt  man  nun  in  dem   mittleren  Glicde    dieses  Ausdruckes  für  — -irr—    den    Werth 
aiis  7)   ein,  so  erhält  man: 

<mr)   (>•)  d^v  kvffCosV  dV 


dfi  i  +  y       dt"-     ^    (,4.^,  |/^  dt      ' 

und  wenn  jetzt  noch  '-^jr-  durch  die  Relation  aus  5     (pag.  144    ersetzt  und  dabei  be- 
achtet wird,   dass  zu  Folge  der  Gleichung  6)    (pag.  145)  : 

eoCosF=Mi±^-i 

und  zudem: 


ist,  SO  folgt: 

d-\r)  k-jtf,      |_   k-    [r]  d-v    _■      ^^  ''        .  o\ 

~d(-  W  '^W-~  T+r'  ■     rf<-'     "'"  Irf-  '    1+«'    '  ' 

vergleicht  man  diesen  Ausdruck  mit  II)  (pag.  142),  so  findet  man  linker  Hand  vom 
Gleichheitszeichen  bis  auf  das  mittlere  Glied  eine  völlige  Uebercinstimmung ;  dasselbe 
lässt  sich  jedoch  ohne  Schwierigkeit  so  zerlegen,  dass  auch  dieses  Glied  identisch 
gemacht  wird.     Die  Quadrirung  der  Gleichung  I)    (pag.  141)   gibt  nämlich: 


Udt 


schreibt  man,   um  abzukürzen : 

!  =  li    A-'L^  , 


/"■"'=(' +'tI^-)P"' 


so  bestimmt  sich    aus    dieser  Gleichung  der  Werth  von        ;^    ,   wie  folgt : 


kh^^     _   ,^)    i<^±V  _  ^^^Vpo 


Ju'cli 


(7-)  3  ^   '     \dt]  ()-)3 

und  hiermit  kann  die  Gleichung  8)   geschrieben  werden : 

rf3(r)  ,    jdiyi    ,    ki  __    {>■;       d'iy  k^^  y  zk  Yp, 


,     k-  {>■;        d-v      1^    ^-'^  f  zk  Y pa    Ptz' 


dfi  ^  '    \dtl       '     ;•-  i-^-f    dt-      '     !ry^      i  +  r 

welche  nun  in  ^'erbindung  mit  II)  (pag.  142    die  sofortige  Elimination  von  d-  [>•;  und 
dl  gestattet.     Führt  man  die  Elimination  au.s  und  schreibt: 


147 


H^  +  Hl  =  Hn 

A:2 


so  wird  (lio  verlangte  Differontialgleiclmng' : 

-^  +  J>v  =  H,,  VII) 

welche  lücksichtlich  der  Form  mit  der  Gleichung  IIIi  'pag.  143)  identisch  ist  und 
eine  l^ifFerentialgleichung  zur  Bestimmung  von  v  abgibt,  während  III)  zur  Bestimmung 
von  z  gedient  hat.  Da  überdies  J oj  bereits  (hirch  die  Differentialgleichung  IV  !l)ag.  144) 
bestimmt  erscheint,  so  erübrigt  zur  l')estimmung  von  /  nichts  weiter,  als  die  Ermittelung 
des  Differentialausdnickes  für  z/J/.  Um  diesen  zu  erhalten,  nehme  man  die  zwei 
Gleichungen : 

Tr  "0  COS  qpo        .      -^ 


vor.   aus  denen  man  sofort : 


((r))  ^  «n  (i  — Cq  cos£) 


sm  J    =  ^^ TT 

I  —  e,,  cos  r. 


findet.     Differentiirt  man  diesen  .\usdruck  vorerst  logarithmisch,   so  wird  : 
£^  ,/  r  =  'f-?!  dE "^^^  dE  =  -\"4^  dE 

sin  I  »mE  I  — cqCosA  ('»•))  siiii 

und  man  hat  somit : 

d  V  =  '>4^  ^1E^  ^"^^^   dE  . 

Ferner  liefert  die  Gleichung: 

3f=  E — Co  sin.B 
durch  Differentiation  und  eine  leichte  Substitution : 

dM=  -^^^^dE; 

es  ist   also : 

dV    _    dV        dE    _^  a^^  coä  qpo  ^     k  Ypa 
dM    ~^    dE    '    dM  ~       ((»-2)1        ~     .«o(M)- 
wobei  von  der  bekannten  Relation : 

_     k 

?'n  —         3 
a„if 

Gebrauch  gemacht  wurde.     Aus  der  ersten  Gleichung  in  \    findet   sich  aber  durch 

Differentiation :  ,       ' 

dM  ,      dJM 

=  ."n  + 


dt  •  "     '          dt 
also  ist : 

d  r   _    dV       dM  ^     k  l/j"^    /         ,    dJJl\ 

dt     ~    dM  '     dt  ,«0  ((»•))-     l'""  '^  ^  'II    ) 
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is 


niiilt,i])liciit   ni;ii\   imii  hcidovscits  mit     r '-  iiiul   li(Mcliti't    die   licliitionoii   s      l)aK-  144; 
und    \l]    '|):ifj.   I  (5  .    so   findet   sicli   leicht,; 

/!•>>„  =/t>;>„     I   +v)^   j.  +    ^^^  ^^  [ 


woraus : 


dJM 
dt 


1  —    I 


(i  +  y)- 


folgt ;   setzt  man  also  : 


a  =  2 


1  +  ,'{i 


so  wird  die  letzte  noch  nötliige  ])iffercntial8:leiclnnig   zur   vollständigen  Ei-mittelnng 
der  Störangen : 

dJM 


dt 


,"0  V  a  , 


VIII 


Avobei    (j  mit    dem  Argument   v  leicht   in    eine  Tafel    gehracht    werden    kann.     Eine 
solehe  Tafel,    anf  6    Stellen    berechnet'    ,    ist    diesem   Werke  als  Tafel  XIII)   ango- 


hiingt ;    dieselbe    gibt    den    M'erth    von    log  a  für   10' 
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weshalb     gerade 


diese  Form  gewählt  -(Anrde.  A\ird  sofort  bei  der  Ziisammenstellnng  der  Fonneln  für 
die  praktische  Rechnung  klar  werden.  Will  man  übrigens  von  dieser  Tafel .  die 
kanm  eine  wesentliche  Abkürzung  der  Eechnimg  bedingt,   absehen,  so  hat  man  : 

zu  setzen,  welcher  Ausdruck  sich  leicht  mit  Hilfe  der  yVdditioiislogarithraen  berech- 
net; es  ist  dann: 

dJM 


dt 


—  lW|"o)  ov 


wo  V  die  für  t  geltende  Zeiteinheit  vorstellt. 

Die  Lösung  des  vorliegenden  Problems  ist  demnach  in  den  folgenden  4  Dif- 
ferentialgleichungen enthalten,  die  ich  übersichtlich  zusammengestellt  ans  der  vor- 
stehenden Entwickehnig  hier  hervorhebe : 


IX, 


Ehe  ich  daran  gehe,  den  Nachweis  zu  liefern,  dass  diese  Differential- 
gleichungen ohne  allzugrosse  Schwierigkeiten  die  angesetzte  Lösung  in  aller  Strenge 
erreichen  lassen,  will  ich  auf  jene  Modificationen  aufmerksam  machen,  die  bei 
Bahnen  mit  starker  Excentricität.    also  bei  Kometenbahnen  mit  mehr  parabolischem 


d-^u 
df2 

+ 

hv 

=  H, 

dJM 
di 

=: 

— 

(/,,  V  0 

dt 

+ 

[w] 

z  =  Tr„ 

dJi» 

= 

I 

(■'•) 

rflUdf 

*,   Die  Keclinuns  der  Tafel  sellisl   ist  von  K.   Sehram   lilstellii;  iliivchwefühit  worden. 
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Cli.irakter.  mit  den  obigen  Gleichungen  vorz\nieliracn  wilreii.  Man  wird  sofuvt  ge- 
wahren, dass  man  nur  die  zweite  Gleichung  in  IXj  zu  modificiren  liat .  indem  die 
übrigen  durch  diesen  Umstand  nicht  berührt  erscheinen. 

Um  nun  diese  Gleichung  in  eine  für  alle  Fälle  brauchbare  Form  umzu- 
ändern, soll  anstatt  der  Störung  in  der  mittleren  Anomalie  die  Störung  der  Zeit 
ermittelt  werden,  also  jenes  Zeitintervall,  welches  der  Himmelskörper  bedarf,  um 
den  Hegen  V — 1\,  für  die  gegebene  Epoche  in  der  ungestörten  Bewegung  zu  durch- 
laufen.    Nun  ist  aber : 

somit  wird : 

die  Gleichung  für  die  Stöning  in  der  Zeit,  wodurch  die  verlangte  Transformation 
eiTeicht  ist. 

Da  bei  Kometenbahnen  die  Hanptstörungen  gewöhnlich  die  Zeit  des  Perihels 
treffen .  so  möchte  ich  gerade  in  der  von  Hansen  getroffenen  Wahl  der  polaren 
C'oordinaten.  wo  die  Störung  des  zur  gestörten  Anomalie  gehörigen  ungestörten  Ra- 
dinsvector  ermittelt  wird,  einen  ganz  besonderen  Voitheil  erblicken  und  ghaube, 
dass  die  Anwendung  dieser  Methode  für  periodische  Kometen,  falls  man  Stömngen 
in  den  Coordinaten  bestimmen  will,  besonders  zu  empfehlen  ist.  Will  man  jedoch 
die  Störungen  für  eine  Kometenbalni  nur  so  weit  entwickeln,  dass  man  die  lieob- 
achtungen  einer  Erscheinung  von  den  Störungen  befreien  will,  ein  Fall,  der  bei  den 
meisten  Kometen ,  die  keine  verhältnissmässig  kurze  Periode  haben .  statt  hat.  so 
wird  in  diesen  Fällen  wohl  die  Anwendimg  der  Encke' sehen  Methode  als  besonders 
bequem  empfohlen  werden  dürfen. 


§  "2.    Integration  der  Differentialgleichungen. 

Die  Integration  der  Differentialgleichungen  wird  bei  dieser  Methode,  ähnlich 
so,  wie  es  bei  Encke' s  Methode  geschehen  ist.  vorgenommen  werden  können. 
wobei  jedoch  der  erleichternde  Umstand  hinzutritt,  dass  die  die  Rechnung  er- 
schwerenden mit  (j  verbundenen  Glieder  hier  nicht  vorkommen.  Eigentlich  bedürfen 
nur  die  erste  und  dritte  Gleichung  in  IX)  des  vorangehenden  Paragraphen  einer  näheren 
Betrachtung,  da  die  anderen,  als  auf  einer  einfachen  Integration  beruhend,  kein 
näheres  Eingehen  erfordern. 

Die  beiden  angezogenen  Gleichiuigen  haben  die  gemeinsame  Form: 

Diese  Gleichungen  kommen  in  doppelter  Weise  in  Betracht,  indem  einerseits 
beim  Beginn  der  Rechnung,  wo  nichts  Anderes  über  .r  bekannt  ist,  als  dass  das- 
selbe in  Anbetracht  der  Nähe  des  Osculationspunktes  klein  sein  muss .    ein    zweck- 


1,10      

mässifj;es  \'erfa]iren  anziififeben  ist,  um  eine  indivecte  llochTinng  zu  vermeiden;  an- 
dererseits werden  sich  im  Verlaufe  der  Rechnung  durch  die  mechanische  Quadratur 
nnd  durch  die  Kenntniss  der  vorangehenden  Werthe,  für  x  genügende  Annäherungen 
finden  lassen,  nm  auch  in  diesen  Fällen  die  lästige  indirecte  Rechnung  zu  umgehen, 
besonders  wenn  man  die  Methode  zu  Hilfe  nimmt,  die  Tietjen  im  IJerliner  Jahr- 
biiche  für  1877  für  diesen  letzteren  Fall  jiuldicirt  hat.  Es  soll  zunächst  der  Beginn 
der  Rechnung  in's  Auge  gefasst  werden. 

Am  zweckmässigsten  ist  es  unter  allen  Umständen ,  die  Rechnung  so  anzu- 
legen, dass  dieselbe  der  Zeit  nach  in  regelmässigen  Intervallen  fortschreitet  und  dass 
die  Osculationsepoche  in  die  Mitte  zwischen  zwei  Werthe  fällt ;  b(?zeichnet  man  da- 
her irgend  einen  zweiten  Differentialquotienten  des  Stöningswerthes  mit  /(o-l-^M>', 
so  wird  für  den  ersten  Werth ,  der  um  ein  halbes  Intervall  der  Osculationsejioche 
nachfolgt  _/(«  zu  setzen  sein,  für  den  vorangehenden  Werth  _/(« —  w,  etc.  Herück- 
sichtigt  man  daher  das  Differenz-  und  Integrationsschema  (pag.  4),  welches  bei  der 
mechanischen  Quadratur  ausführlich  auseinandergesetzt  wurde,  so  kommt  die  Epoche 
der  Osculation  auf  die  Zeile   [a  —  ^w). 

Man  wird  für  den  Anfang  der  Rechnung  4  Werthe  für  die  Differentialquo- 
tienten berechnen  und  zwar  so,  dass  2  Werthe  der  Osculationsepoche  vorangehen 
und  2  Werthe  nachfolgen,  und  hierbei  die  Störungen  bei  der  Berechnung  der  C'oef- 
ficienten  der  Differentialgleichungen  ganz  weglassen;  aus  dieser  A'eniachlässigung 
der  zweiten  Potenzen  der  störenden  Massen  kann  bei  der  Nähe  der  Osculations- 
epoche w^ohl  niemals  ein  merkbarer  Fehler  entstehen. 

Hat  man  sich  in  dieser  Weise  4  Werthe  für  die  C'oefficienten  der  Differential- 
gleichungen verschafft,  so  wird  die  Bestimmung  der  zweiten  Differentialquotienten 
und  die  Bestimmung  der  Anfangsconstanten  der  mechanischen  Quadrattiren  in  der 
folgenden  Weise  vorgenommen  w-erden  können.  Die  4  erlangten  Werthe  seien  der 
Reih(>  nach : 


P-- 

P-. 

v-^ 

P-r 

Po 

Po 

p+r 

P+r 

wobei  der  Inde.x  auf  die  gewählte  Zeitepoche  unzweideutig  hinweist.  Für  .r  wird 
man,  wenn  mit  f  die  Zeit  in  Einheiten  des  Intervalles  bezeichnet  wird ,  die  Form 
aufstellen  können  : 

:r  =  T  +  r'f  +  af^  -\-  ßf^  +  yt*  +  ö  f^  +  .  . 

w'obei  die  Coefficienten  r.  /.  u.  (i.  ■/.  d  einer  näheren  Bestimmung  bedürfen.  Dif- 
ferentiirt  man,   so  wird : 

~  =  r'<  4-  2«^  +  3(^'-  +  V/f'  +5äf'+   ■■■ 
und  weiter: 

^^^  =  2«4-2-3,:''  +  3-4;'/-  +  4Scy^'  +  -.• 
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Zählt  man  die  Zeit  von  der  Osciilationsepoche  ans,  so  müssen  für  die  Zeit  <  =  o, 
d.  i.  für  die  Zeit  der  Osculation  sowohl  die  (/oordinaten  als  auch  die  Geschwindig- 
keiten in  der  ungestörten  und  gestörten  ISewegnng  nach  der  Idee  der  osculirenden 
Elemente  identisch  sein ;  man  hat  daher  für  r  und  t'  sofort  die  Bestimrainig  erlangt, 
dass  beide  der  Null  gleich  sein  müssen.     Man  darf  daher  für  x  die  Form  aufstellen: 

X  =  aP  +  liP  +  J//1  4-  ,)7  5  _(_    .  _  . 

Die  Werthe  für  p  und  P  werden  ebenfalls  eine  Entwickelung  nach  steigenden  Po- 
tenzen der  Zeit  zulassen  und  man  wird  setzen  dürfen : 

P=  A  +  Bf  +  er-  -I-  Z»/^  +  ... 

p^  a  +  bt  +  er  +  dP  +  ..  . 
Da  die  numerischen  Werthe  für  F  und  p  gegeben  sind,  so  wird  man  leicht  aus  dem 
Differenzschema  die  t^oefficienten  dieser  Gleichungen  ableiten  können.  Es  soll  dies 
an  den  Werthcn  von  P  ausführlich  erläutert  werden  ;  bildet  man  demnach  das  fol- 
gende Differenzschema,  welches  sofort  verständlich  ist,  wenn  man  hiermit  die  Aus- 
einandersetzungen auf  pag.  4  vergleicht,   so  erhält  man : 

/■(«  — Iw, 
P_.  ■      /"{«  — w) 

f'la  —  lio]  /.n(«_|eü) 

Po  f"  ia) 

dann  ist,  wie  dies  eine  leichte  und  offenkundige  Entwickelung  zeigt,  die  mit  der 
auf  pag.  26  ff.   identisch  ist: 

A^^  lp_,  +  n)  -  A  {./■" («-'")  +  /" (« } 

i»  =  i/-(«j  ■      .     • 

Eine  analoge  Entwickelung  kann  für  die  ( 'ocfficienten  «,  b.  c  und  d  vorge- 
nommen werden,  doch  wird  die  Berechnung  auf  die  beiden  ersten ,  nämlich  auf  a 
und  b  beschränkt  werden  können ,  wie  dies  die  sofort  folgenden  Ausführungen 
zeigen. 

Substituirt  man  die  für  x ,  P  und  p  aufgestellten  Ausdrücke  in  die  obige 
(pag.  14g)  Differentialgleichung,   so  findet  sich: 

2  tt  -{-b  li  t+  [iiy  —  act]  f^  +  [2od  -\-  (i  a  +  b  a]  P  =  A  +  B 1  +  CP  -]-Di''  , 

woraus  sich  sofort  durch  die  Vergleichung  ergibt : 

A 
«  =  — 

2 


Der  letzte  Coefficient  6  wird  in  der  Kegel  so  klein,   dass  man  denselben  wird  über- 
gehen können.     .Setzt  man  nun  der  Reihe  nach  in  dem  Ausdrucke  für  x : 

x  =  ar  +  ßp +yr +dt-' -\-  ...  3) 
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t  =  —  I ,  —  J  ,  +  \  lind  4-  ä  •  so  erhält  man  die  vier  zn  den  gegebenen  Zeit- 
momenten gehörigen  Werthe  der  Störnng  und  kann  dann  berechnen : 

—  ^P-y.^-.  4) 

Scheinbar  einfacher  gestaltet  sich  die  Sache,   wenn  man  dieselbe  Snbstitntion  in  dem 

(t-X 

Ansdrncke  für -^  ausführt;   es  ist  dann: 

hierbei  wird  es  jedoöli  nöthig,  das  letzte  Glied  mitzunehmen  uml  die  Coefficienten 
genau  zu  berechnen,  was  im  crsteren  Falle  wegen  der  Kleinheit  des  Factors  p  nicht 
nöthig  ist. 

Es  sollen  nun  diese  Formeln  durch  ein  ausführliches  lieispiel  erläutert  wer- 
den ,  und  zwar  nach  der  ersteren  Form ,  der  ich  unter  allen  Umständen  den  \  or- 
zug  gebe. 

Das  für  Erato  unten  ausführlich  mitgetheilte  Heispiel  hat  bei  Beginn  der 
Rechnung  für  die  Berechnung  der  zweiten  DifFerentialquotienten  von  f  ergeben : 

1874  Oct.   27   -\-  0.009590  -(-    169.24 

—  37  -  55-55 

Dec.      6  9553  —46  4-   113.69  +4-75 

-|-    9  —  2  —  50.80  —  0.16 

1875  Jan.    15  9562  —48  -f     62.89  +4-59 

+  57  —46.21 

Febr.  24  9619  -|-     16.68 

Uaraus  erhält  man.  indem  für  diese  Form  der  Kechnung  die  Mitnahme  des  Coeffi- 
cienten d  unnüthig  ist.   die  Werthe  der  Coefficienten  durch   i;    pag.  151    : 

A^  +  88.29  —  0.58  =  4-  87.71 
B  =  —  50.80  -|-  O.Ol  =  —  50.79 
C'  =  +  2.33 
lügrt  =  7.980; 

es  ist  also  nach  2)  und   3     pag.  151)  : 

'^  =  +  43-85<'^  — 8.465/^'  +  o.i6i<-'  , 
und  demgemäss  durch  successive  Substitution  der  Werthe  — i.   — \.   -f--2i  -(-|für<: 

i'-j  =  -|-  128.04 
j/_,  = -I-     12.03 

l'o       =   +  991 

l'+^   =   +       70.9-     • 

und  nach  der  Formel  41  finden  sich  demnach  die  gesuchten  zweiten  Differential - 
quotienten : 


f/ä ,,_ 


dfi 
dfi 

(Pfo 

df- 

diy+, 

dfi 
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=  +  168.01 
=  +  113-58 
=  +  62.80 
=  +  16.00 


Die  fheii  entwickelte  Methode  der  liestimmunpf  der  zweiten  Differentialquo- 
tienten wird  bei  der  Hansen-Ti  et  j  en' sehen  Methode  ebenfalls  bei  der  liestim- 
miin^  der  Störung  der  auf  der  Hahnebene  senkrechten  Coordinate  z  in  Anwendung 
gezogen  werden  müssen,  doch  wird  der  l'mstand.  dass  diese  letztere  .Stöiamg  sehr 
klein  ist.   diese  Rechnungsoperation  ungemein  rasch  erledigen  lassen. 

Es  wird  also  sein : 


also 


p 

=  M 

P=  JFo 

1874  Oct.  27 

Dec.  6 

1875  Jan.  13 
Febr.  24 

0 

009647 
9599 

9599 
9648 

—  25-89 

48  +  1.84 

—  24.05       -H 
0            -t-  2.03 

—  22.02      + 

49  +  2.11 

—  19.91 

.526  r-  +  0.339/'  +  0.015  <^- 
«_,  =  —  27.00 

Z-,  =  —    2.92 

Zo   =  —   2.84 

s+,  =  —  24.71 

19 

8 

—  11 

und 

d^z-^ 


dfi 

diz-, 

dp 

d^Zc 

dfi 

d2z+. 


=  —    25.63 

=  24.02 

=  —   21.99 
=  —    19.67 


dfi 

Die  übrigen  in  der  II  ansen-Tiet  j  en'schen  Methode  auftretenden  Integrale 
sind  einfache  Quadraturen  und  bedürfen  daher  keiner  weitereu  Entwickelungen. 

Den  Umstand,  dass  p  stets  klein  ist.  hat  Hansen  benützt,  um  für  den  Be- 
ginn der  Kechnung  ebenfalls  ein  directes  Integrationsverfahren  anzuwenden;  denn 
es  ist  offenbar  : 

^  =  ff'''''  ~fh  '''fh'''  +ffP  '''ff''  '''ff'''''  -■■■ 
Ich  begnüge    mich  jedoch   mit  dieser  Andeutung,    da  dieses  Verfahren,   wie- 
wohl   es    den    A'ortheil    einer    viel    ausgedehnteren    Anweiuhiiig    besitzt,    bei  weitem 

Oppolzer,  Babube.-Linimuiigen.  11.  2ü 
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unbehiilflifher  und  inüh.sainer  sich  gestaltet,  als  die  olicii  aiif^efjebene  Methode. 
Der  Vorwurf  der  IJese.hriüikunf^  auf  die  ersten  Intervalle  ist  kein  massfjfehen- 
der,  da  mau,  sobald  die  Rechnung  im  Gange  ist,  sofort  einen  anderen  Weg 
einzuschlagen  in  der  Lage  ist,  der  sich  sehr  bequem  erweist  und  den  ich  nun- 
mehr auseinandersetzen  will.  Uebrigens  lässt  sicli  ein  viel  bequemeres  analytisches 
Verfahren  angeben,  von  welchem  im  letzten  Abschnitte  der  Störungsrechnung  die 
Rede  sein  wird,  doch  sind  die  oben  in  Vorschlag  gebrachten  Methoden  für  die  vor- 
liegenden Zwecke  bequemer,   weshalb  ich  mich  auf  diesen  Hinweis  beschränke. 

Sobald  man  also  die  vier  zweiten  Differentialquotienten  ermittelt  hat,  wird 
man  sofort  in  der  bekannten  Weise  (vergl.  pag.  53J  die  doppelte  mechanische  Qua- 
dratur auf  dieselben  anwenden ,  also  zunächst  die  Anfangsconstanten  für  die  erste 
und  zweite  summirte  Reihe  berechnen  nach : 

nf[a-w]      =  +  ^/i«)-^[2/-(«)  -!-/■■  «-«•)-{-... 

dann  wird  man  die  einfache  und  dop])elte  Summation  ausführen  und  auf  diese  Art. 
wenn  die  Rechnung  bis  zum  Werthe  /,'« -|- |i — i]V'\  durchgeführt  ist.  den  genauen 
Werth  von  "/[a-\-hrj   ermittelt  haben. 

Weiter  wird  man  sich  zu  erinnern  haben,  dass  nach  der  Theorie  der  mecha- 
nischen Quadraturen : 

^i  =  "f  '«  +  »'«')  +  ^/  (a  +  iw)  —  ^f"  {a-\-itv]  -f- .  .  . 

ist ;  dieser  Ausdruck  wird,  unter  der  ^'oraussetzuug.  dass  die  Berechnung  der  vorher- 
gehenden Intervalle  einschliesslich  des  Intervalles  a  -[-  (?'  —11  w  durchgeführt  ist.  eine 
genügende  Näherung  für  den  ^^'erth  von  .r-  ergeben,   um  hiermit  den  zweiten  Diffe- 

rentialquotienten  -y-f  mittelst  der  Relation  : 

näberungsweise  berechnen  zu  können ;  in  dem  letzteren  Ausdrucke  bedarf  es  wegen 
des  kleinen  Factors  p  nur  einer  genäherten  Kenntniss  von  .r,-,  so  dass  es  voll- 
kommen  genügen    wird,    zu    dem    bereits    genau  bekannten  Werthe  \on  "f  [a-\-iiv) 

die  Werthe  von  ^  /  (ß  +  ««")  und ~-/"  «  +  « w)   nach  dem  Gange  der  Funktion 

in  dem  vorangehenden  Differenzschema  hypothetisch  hinzuzufügen ;  ein  Fehler  in 
diesen  Annahmen  geht  nach  den  eben  gemachten  Retrachtungen  ganz  wesentlich 
verringert  ins  Resultat  über.     Jedenfalls  also  wird  dieses  Verfahren  für 

einen  hinreichend  genauen  Werth  finden  lassen,  welcher,  einer  weiteren  Rechnung 
zu  Grunde  gelegt,  bei  der  nur  noch /"  (a-t-«?r)  hypothetisch  anzunehmen  wäre,  den 
völlig  strengen  Werth  wird  linden  lassen.     Eine  etwas  fehlerhafte  hypothetische  An- 
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nähme  für  f"  {a-\- iw    wird  aber  niemals,   weder  in   der  ersten,   noch  in  der  zweiten 
Annäherung,   einen  merkbaren  Fehler  ventrsachen  können,   da  das  Resultat  nur  um 

das  Product  aus  der   fehlerhaften  Annahme  in  ~  verfälscht  wird. 

240 

Dieses  indirecte  Verfahren  hat  indess  manche  Unannehmlichkeiten  und  ver- 
grössert  die  Arbeit :  dabei  mag  bemerkt  werden ,  dass  es ,  wie  die  Erfahrung  lehrt, 
nicht  immer  möglich  ist,  fiir_/(a  +  ««0;  nach  dem  Gange  der  Differenzen  genügende 
Annäherungen  einzuführen,  um  stets  einer  Wiederholung  der  Kechnung  überhoben 
zu  sein.  Es  lässt  sich  aber  ein  N'erfahren  angeben,  welches  die  indirecte  Rechnung 
völlig  beseitigt;  dasselbe  ist  von  Tietjen  im  Berliner  Jahrbuch  für  1877  zuerst  an- 
gegeben worden. 

Den  gemachten  Auseinandersetzungen  gemäss  wird  man  stets  in  der  Lage 
sein,   den  Ausdruck : 

^\  ^"fia  +  iw   -  A  /..  (« +  iro,  +  1- P  5) 

mit  völliger  Scliilrfe  zu  berechnen ,  da  die  einzige  unbekannte  Grösse  /"  ia  -\-  iw] 
stets  mit  genügender  Annäherung  aus  dem  Gange  der  Funktion  ermittelt  werden 
kann ,  wenn  man  dieselbe .  was  in  den  meisten  Fällen  ohne  Nachtheil  geschehen 
kann,  nicht  ganz  übergehen  will.  Es  wird  deshalb  vorausgesetzt  werden  können, 
dass  S„  ein  völlig  bekannter  Werth  ist. 
Vergleicht  man  diesen  Werth  mit : 

^i  =  "f  [a  +  iiv]  -t-  ^J  ,a-{-iw   —  ^^  /"  («  +  ««'    +  .  .  . 
so  sieht  man,   dass  man  wegen 


setzen  darf: 

schreibt  man  also : 

so  wird 
und  hiermit : 


/  ;«  +  «■«'•;  =  ^  =  P—pxi 


px^^p  Sp  —  -  pi  Vi  ; 


pxi^p'  Sp 


f  a+i>c)='^  =P-pS„  7) 

womit  jede  indirecte  Rechnung  verxpieden   ist,    da   die  drei    Grössen   F,   p    und  S^ 
direct  berechnet  werden  können. 

Der  hier   erlätiterten  Methode    entsprechend  wird    man  daher    die  Integration 
der  ersten  und  dritten  Gleichung  in  IX    pag.  148;   ausführen  können.     Die    übrigen 
Gleichungen  sind  direct  berechenbar  und  führen  auf  einfache  Integrationen.    Für  die 
einfachen  Integrationen  wird  man  den  gemachten  Voraussetzungen  über  die  Lage  der- 
Osculationsepoche  nach  zur  Hestimmung  der  Anfangsconstante  die  Formeln: 

20* 
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•/[a—lto,=—-  /■  («—  .iM>j  +  j^^f"  [d  —  ltv, 


ii+iw 


Jf.  {z]  dx  =  y  [a  +  iw)  —  ^  /'  \a-{-iiv)   +   ^  /"■  [a  +  iw]  —  ... 

a—hta 

ZU  benutzen  haben,   wobei  zu  beachten  ist,   dass  in  der  letzteren  Formel  rechts  vom 
Gleichheitszeichen  die  Funktionswerthe  arithmetische  Mittel  sind. 


§  3.    Berechuung  der  Coordinateu. 

Die  oben  auseinandergesetzte  Methode  der  Berechnung  der  Störungswerthe 
in  den  polaren  f "oordinaten  setzt  die  Kenntniss  der  störenden  Kräfte  voraiis,  die  in 
der  Hahnebenc  in  der  Kichtung  des  Kadiusvector,  senkrecht  auf  denselben,  und  senk- 
recht auf  die  Kahnebene  wirken ;  diese  Kräfte  erscheinen  in  den  obigen  Formeln 
nicht  unmittelbar,   sondern  es  treten  die  Grössen  : 


u= 

k^?ni 

K{r] 

7\  cos  Bx  sin  [L^ 

-l) 

M  = 

k'^  nii 

[>■) 

cos  Bi  cos 

(A- 

-h 

u\  = 
W= 

I 
i  Kry 

K  = 

sin  By 
I          I 

p3             »-[S 

auf,   wobei  gesetzt  ist: 


Die  Grössen  r  und  /  berechnen  sich  in  bekannter  Weise  aus  den  Elementen, 
)\  kann  aus  den  Ephemeriden  direct  entlehnt  werden,  B^  und  L^  dagegen  müssen 
aus  den  Ephemeridenangaben  abgeleitet  werden.  Die  Ephemeriden  geben  nämlich 
die  heliocentrischen  Längen  /.'  und  Breiten  li' .  Vor  Allem  müssen  diese  Angaben 
auf  das  fixe  Aequinoctium  reducirt  werden,  auf  welches  sich  die  zu  Grunde  gelegten 
Elemente  beziehen.  Als  fixes  Aequinoctium  wird  man  wohl  am  besten  das  mittlere 
Aequinoctium  des  nächsten  Jahrzehentanfanges  benützen,  um  für  die  Angaben  des 
Berliner  Jahrbuches  die  bequemste  Anwendung  zu  erhalten. 

il  und  ^1  sind  den  Längen  und  ]5reiten  analoge  Grössen,  jedoch  anstatt  auf 
die  Ebene  der  Ekliptik  auf  die  ungestörte  Bahnebene  bezogen,  ferner  liegt  der 
Anfangspunkt  der  Zählung  nicht  im  Frühjahrspunkte,  sondern  im  aufsteigenden 
Knoten  der  ungestörten  Bahn  in  der  Ekliptik. 

Betrachtet  man  daher  das  sphärische  Dreieck  zwischen  dem  l'ole  der  Bahn, 
dem  Pole  der  Ekliptik  und  dem  heliocentrischen  Orte  des  störenden  Planeten  auf 
der  Himmelskugel ,  so  erhält  man  leicht  die  folgenden  Relationen ,  wenn  man  mit 
Qo  und  t,|  den  aufsteigenden  Knuten  und  die  Neigung  bezeichnet : 


2) 
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sinß,  =  siii/)'„'  cos 4  —  cos/^'  sin«,,  sin  (/.^'  —  Qg] 
cosÄj  cosL,  =  cos/^d'  cos  (V — Uq) 

cos^i  sin  Li  =  sin  (^'  sin^  -f-  cos/^'  cos»,,  sin  (Aq' —  So)  ; 
setzt  man  also,   um  die  Formeln  in  eine  bequeme  Form  zu  bringen: 

fj  sin  Q  =  sin  ii„' 
q  cos  Q  =  cos  /^o'  sin  (A,/  —  üy ; 
so  wird : 

cosiJ,  cosiy,  =  cos/^q'  cos  (Ay'  —  i,l„  i 

cosi?i  sin  Z,  =  ^  cos  (Q — Iq)  \  3) 

sin  ^1  =  q  sin  ( Q  —  %]  ;  J 

der  Abstand  des  gestörten  Körpers  vom  ungestörten  q  findet  sich  aus: 

Q  COS  d-  COS  0  =  r,  cos  Si  cos  (Z,  —  l]  —  [r]  \ 

Q  COS  ^  sin  0  =  »'i  cos  ß,  sin  (Z,  — /:  >  4] 

p  sin  5-  =  ri  sin  B^  —  z  1 

wobei : 

1=  V  -\-  lo^,  -\-  J  M  (vergh  IVb  pag.  144) 

ist. 

Von  diesen  Formeln  kann  man  Gebrauch  machen,  wenn  man  streng  die 
Rechnung  durchführen  will  auf  Grundlage  der  heliocentrischen  Coordinaten  der 
störenden  Planeten,  die  sich  in  den  Ephemeriden  finden.  Beziehen  sich  die  Coor- 
dinaten, wie  dies  im  Herliner  Jahrbuch  bis  1867  inclusive  und  den  übrigen  astro- 
nomischen Ephemeriden  der  Fall  ist.  auf  das  jedesmalige  wahre  Aequinoctinm .  so 
wird  man  die  auf  pag.  82  angeführten  Formeln  /.xir  Rednction  auf  das  gewählte  fixe 
Aequinoctinm  benützen. 

Im  berliner  .Tahrbuch  für  1868.  i86g  und  1870  finden  sich  die  heliocentrischen 
Coordinaten  nicht  unmittelbar,  indem  die  daselbst  allein  angeführten  Längen  in  der 
Bahn  mit  den  im  Anhange  angeführten  Bahnlagen  zur  strengen  Berücksichtigung  der 
Breiten  der  störenden  Planeten  über  dieser  15ahnebene  nicht  ausreichend  sind;  da- 
gegen werden  die  mitgetheilten  rechtwinkeligen  Coordinaten  die  verlangten  Grössen 
leicht  geben,   denn  es  ist: 

r,  cos  Aq'  cos  /i„'  =  .r, 
)\  sin  Ao'  cos/io'  =  y, 
r,  sin/:?o'  =  -1  . 
wobei  man  ausser  der  Prüfung,   die  sich  aus  dem  regelmässigen  Gange  der  Diiferenz- 
werthe  ergibt,   als  theil weise  Controle  für  die  Richtigkeit  der  Rechnung  den  Umstand 
benützen  kann,   dass  der  so  gefiuulene  Werth  von  >•,   mit  dem   im  Jahrbuche    ange- 
gebenen übereinstimmen  muss. 

Vom  Jahre  1871  ab  geben  die  mit  Rücksicht  auf  die  pag.  83  gemachten  Be- 
merkungen im  Berliner  Jahrbuche  angeführten  Angaben  die  Mittel  an  die  Hand, 
unmittelbar   die  verlangten  Grössen  A^',   i^'  und  i\   demselben  zu  entlehnen. 
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\  om  .IiiliTi>  1880  ab  finden  sich  aber  anf  meinen  ^'orschlaf);  Angaben  im  Ber- 
liner .laliilini-hc.  welche  die  Hechnnng  nach  den  Formeln  ij,  2]  nnd  31  des  vor- 
liegenden  l'aragra])hen  wesentlich  erleichtern. 

Es  finden  sich  nämlich  in  der  Colnrane  B„  die  IJreiten  des  l'laneten  über 
der  am  Fusse  der  Tabelle  angegebenen  Bahnlage,  welche  letztere  dnrch  eine  längere 
Reihe  von  Jahren  constant  angenommen  wird.  Es  soll  nun  gezeigt  werden,  wie 
man  diese  Angaben  für  die  Rechnnng  verwerthen  kann. 

Betrachtet  man  zwei  Ebenen  im  Räume,  von  denen  man  eine  als  die  Fun- 
dariientalebene  wählt  und  legt  in  die  Richtinig  des  aufsteigenden  Knotens  die  ge- 
meinsame positive  X-Achse,  während  die  Achsen  der  Y  und  Z  den  sonst  üblichen 
Annahmen  analog  gewählt  werden  sollen ,  so  erhält  man,  wenn  /  die  Neigung  der 
beiden  Ebenen  gegen  einander  bedeutet,  in  der  bekannten  Weise  für  den  Lebergang 
von  den  rechtwinkeligen  anf  die  Fundamental  ebene  bezogenen  Coordinaten  5,  z^,  C 
eines  Punktes  auf  die  analogen  anf  die  andere  Ebene  bezogenen  Coordinaten  |',  rf,  ^' 
desselben  Punktes   (vergl.  I  pag.   12]   die  Gleichungen: 

i  =  r 

Ij  =  q'  cosj —  L    shlJ 
'C  =  //'  sin  J  -\-  'C  cos/  . 

Bezeichnet  man  den  sphärischen  Abstand  (Breite  des  Himmelskörpers  von  dem 
durch  die  Fundamentalebene  mit  der  Himmelskugel  gebildeten  grössten  Kreise  mit  b, 
in  Bezug  auf  die  andere  Ebene  mit  b' .  und  den  Winkelabstand  des  Fusspunktes 
dieses  sphärischen  l'erpendikels  mit  der  X-Achse,  gezählt  in  der  Bewegnngsrichtnng 
des  Himmelskörpers,  beziehungsweise  mit  ti  und  u  ,  so  wird  man  auch  schreiben 
dürfen,  wenn  man  mit  r  den  im  Allgemeinen  willkürlich  zu  wählenden  Abstand  des 
Himmelskörpers  v(jm  Anfangspunkte  der  C'oordinaten  bezeichnet : 

r  cos  b  cos  u  =  r  cos  b'  cos  u'  \ 

r  cüsi  sin  u  =  r  cos  ä'  sin  «'  cos/ — »•  sin  6'  sin/  /  5) 

r  sin  b  =  r  cos  b'  sin«'  sin  J -\-  r  sin  b'  cos/  i 

Wählt  man  nun  als  Fundamcntalebene  die  Ebene  des  gestörten  Himmels- 
körpers zur  Zeit  der  Osculationsepoche  und  beachtet,  dass  die  polare  Coordinate  Xi 
(vergl.  n  pag.  144  vom  aufsteigenden  Knoten  (Q^  ans  gezählt  wird,  so  wird  man, 
wenn  man  mit  O  den  Abstand  des  aufsteigenden  Knotens  der  Bahnebene  des  stö- 
renden Planeten ,  in  der  Bahnebene  des  gestörten  Himmelskörpers,  gezählt  in  der 
Bewegungsrichtung,   bezeichnet,   die  Relation: 

haben,   und  weiter  wird  die  in  51   durch  b   ausgedrückte  Coordinate    dann    identisch 
mit  der  am  oben  angeführten  Orte  mit  Bi  bezeichneten  Grösse. 

Bezeichnet  man  mit  L  die  in  den  Ephemeriden  mitgetheilte.  auf  das  gewählte 
fixe  Aequinoctinm  bezogene  Länge  in  der  Bahn .  so  wird  .  da  L  ans  der  Addition 
der  Länge  des  aufsteigenden  Knotens  und  des  Argumentes  der  Breite  entsteht,  sein, 
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wenn  man  analour  „ie  oben  durch  0»'  den  Abstand  des  aufsteigenden  Knotens  der 
Hahnebene  des  störenden  in  der  Bahnebene  des  gestörten  Planeten  vom  aufsteigen- 
den Knoten  der  Bahn  des  störenden  Körpers  Tq')   in  der  EkUptik   darstellt: 

ausserdem  wird  die  in  5)  durch  //  ausgedrückte  Grösse  offenbar  mit  B,,  identisch 
und  man  wird  den  Sinus  dieses  Hogens  mit  dem  Bogen  selbst  vertauschen,  dessen 
Cosinus  aber  der  Einheit  gleich  setzen  dürfen.  Demgemäss  hat  man  zur  Berechnung 
von  5,   und   L,   das  Fonnelsystem : 

u'  =  L  —  [q'  +  (/>', 
cos5i  cos«  =  cose/' 

cos  B^  sin  ?<  =  sin  u  cos  J —  B^  sin  i "  sin  /  6' 

sinS,  =  simi  sin  J-}-B(,  sin  1"  cos/ 
Z,,  =  w  +  0  . 

Hiermit  sind  die  Grössen  Bf  und  L,  bekannt  und  die  weitere  Rechnung 
nach  den  Formeln  4)     pag.    157,   hat  keine  Schwierigkeit,    da  wie  oben: 

/  =  V  +  10,,  +  J  to 
anzunehmen  ist. 

Die  aus  Bq  in  den  Formeln  6)  resultirenden  Correctionen  können  sehr  leicht 
mit  Hilfe  der  Additions-  und  Subtractionslogarithmen  in  Rechnung  gebracht  wer- 
den, doch  kann  es  unter  Umständen  bequem  sein,  vorerst  u  und  j?,  ohne  Rücksicht 
auf  .ß||  zu  rechnen.  Werthe,  die  ich  beziehungsweise  mit  «„  und  iJ, "  bezeichnen  will, 
und  nachtrilglich  den  Unterschied  t(  —  ?/„  auf  differentiellem  Wege  zu  bestimmen;  atis 
der  Differentiation  der  Gleichungen  6;  erhält  man  leicht  nach  einigen  offenkundigen 
Reductionen : 

>  COSu'  ■        r     n  » 

B,-B,"=       ^'^B,.  J  ^' 

'  '  cosJSi       "  -  •' 

Wiewohl  demnach  die  Berechnung  der  Grössen  i|  und  ß,  nunmehr  wenig 
an  l?equemlichkeit  zu  wünschen  übrig  lässt,  so  lässt  sich  doch  noch  eine  für  viele 
Fälle  wesentlich  bequemere  Form  angeben.  Ist  nämlich  die  gegenseitige  Neigung 
der  in  Betracht  kommenden  Ebenen  [Jj  eine  massige  Grösse,  wie  dies  in  der  That 
für  die  meisten  Planeten  der  Fall  ist,  so  kann  man  zuerst  i?,,  ga"z  ausser  Acht 
lassen,  indem  man  die  daraus  entstehenden  Correctionen  einer  nachträglichen  Be- 
rücksichtigung mittelst  der  Formeln  7)  vorbehält  und  man  erhäU  dann  diuch  Divi- 
sion der  beiden  ersten  Gleichungen  6   : 

tangMo  =  tangz/  cos/; 
wendet  man  auf  diesen  Ausdruck,  in  welchem  der  Voraussetzung  gemäss  cos  /  wenig 
von  der  Einheit  verschieden  ist.   die  im    ersten  Bande    (pag.  28)   angeführte    Reihen- 
entwickelung an.   und  beaclitet.    dass : 

_eos./;-._  __tangH/  8) 

COS/-I-'  ^    - 
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ist.   so  wird  s(nn.   wniii  inni)  die  pvste  Gleichung  in  7'    (pag.  159"  sofort  lievanzieht ; 
Sin  JB..  —  — ^—f. —  sin  211  -\ --hr  ^"i  4  m    —  . . .  91 
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cos^i  "  sim"  2sini" 

Die  Benützung  dieser  Reihe  kann  von  Fall  zu  Fall  durch  Anwendung  einer 
kleinen  llilfstafel  wesentlich  erleichtert  werden. 

Für  die  Durchrechnung  der  Formeln  ist  nicht  die  Kenntniss  des  Kogens  5, 
nöthig,  sondern  nur  die  Kenntniss  der  Werthe  von  sin  B^  und  cos  ß,  ;  für  die  lie- 
rechnuug  des  Sinns  wird  aus  6)    (pag.  159)   folgen: 

sinß,  =  sin«'  sin^  -|-  B^  sin  i"  cos/  ;  10) 

da  sinü,  der  Voraussetzung  nach  nicht  gross  ist,  so  wird  man  auch  stets  sicher 
den  Uehergang  auf  den  Cosinus  machen  können,  dessen  Kenntniss  man  für  die 
Formel  9)   und  für  die  spätere  Rechnung  bedarf. 

Die  Anwendung  der  eben  entwickelten  Ausdrücke  setzt  noch  die  Kenntniss 
der  Grössen  tf»,  Ö>'  und  J  voraus.  Aus  der  Hetrachtung  des  sphärischen  Dreieckes, 
welches  die  Ekliptik  mit  den  Hahiiebenen  des  gestörten  und  des  störenden  Planeten 
bildet,  ergibt  sich  sofort,  wenn  man  die  diesbezüglichen  aufsteigenden  Knoten  und 
Neigungen  beziehungsweise  mit  Q,  q'  und  i.  i'  bezeichnet,  durch  Anwendung  der 
Gauss'  sehen  Gleichungen : 

sin  1/ sin  ^  {<t>  +  ©')  =  sinf  (Q'  — Q)  sin|  [i  +  i) 
sin |/ cos ^  (Ö>  +  <Ö')  =  cos^  (q'  — Q)  sin|(i'  —  i) 
cos ^-/  sin|  Qt  —  (1)']  =  sin  {  (q'  —  q)  cos^  [i'  +  i] 
cos-^/cos|  (Ö)  —  a>')  =  cos^  (q'^q)  cos4(i'  —  i  , 

Avelche  Formeln  die  erforderlichen  drei  Grössen  J.  W  und  W  unzweideutig  bestim- 
men ;  dabei  wird  man  zweckmässig  die  an  sich  willkürliche  ^'oraussetzung  machen 
dürfen,  dass  /  kleiner  als  1 80"  angenommen  wird,  also  sin^J^  und  cos | /stets  positiv 
sind,  wodurch  sich  die  Quadranten  für  die  Winkel  ^  (ä>  +  <Ü' )  und  -^  (Ö>  —  W)  er- 
geben. Die  so  ermittelten  3  Grössen  wird  man  so  lange  unverändert  beibehalten 
können,  als  die  Elemente  Q,  Q',  i  und  i'  keine  Aendeiung  erfahren;  da  dies 
nach  der  vorliegenden  Methode  mindestens  für  ein  Jahrzehent  ohne  Unbequemlich- 
keit geschehen  darf,  so  wird  die  Berechnung  dieses  sphärischen  Dreieckes  selten 
genug  auszuführen  sein  und  kann  demnach  den  vorbereitenden  Rechnungen  ange- 
schlossen werden. 

Es  ist  klar,  dass  bei  der  vorliegenden  Methode  der  Störungsrechnung,  da  die 
Störungscoordinaten  auf  eine  fixe  Ebene  bezogen  sind,  eine  Aenderung  des  Aequi- 
noctiums  auf  dieselbe  ohne  Einfluss  ist ;  nur  muss  darauf  geachtet  werden ,  dass 
auf  diese  Aenderung  bei  der  lierechnung  der  C'oordinaten  gehörig  Rücksicht  ge- 
nommen wird.  Man  wird  demgemäss  in  den  Elementen  die  durch  die  Präcession 
im  Knoten,  in  der  Neigung  und  im  Abstände  des  Perihels  vom  Knoten  bewirkten 
Aenderungen  in  Rechnung  ziehen  I  pag.  81 1  und  mit  den  auf  dasselbe  Aequinoctium 
bezogeiK^n  ( 'oordinaten  des  störenden  Planeten  verbinden ;  da  aber  voraussichtlich  im 
Uerliner  .lahrbiicb  /\i  jenen  Epochen,    wo  eine  Aenderung  des  Aequinoctiums  eintritt. 
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auch  eine  Aenderung  der  Grössen  q'  und  i'  vorgenommen  werden  wird ,  so  \\  ird 
man  die  Berechnung  der  Forraehi  1 1 )  stets  atif  die  Epoche  dieser  Aenderungen  be- 
schränken dürfen. 

.Schliesslich  dürfte  es  passend  sein,  an  dieser  Stelle  zu  erwähnen,  wie  man 
die  nach  dieser  Methode  erlaugten  Störungswerthe  zur  Berechnung  einer  strengen 
Ephemeride  verwerthen  kann. 

Man  wird  sieh  zu  dem  Ende  aus  den  Störungstabelleu  für  die  Epoclu^i  der 
Ephemeride  die  Werthe  ^/i)/,  Jm,  v  und  z  ermitteln.  Es  wird  hierbei  zweckmässig 
sein ,  für  einige  der  Ephemeride  nahe  liegende  Störungsepnchen  und  für  die  Mitte 
derselben  die  Störungswerthe  zu  bestimmen,  und  mit  Hilfe  der  so  gebildeten  kleinen 
Störungstafeln  die  Zwischenwerthe  zu  interpoliren ;  es  wird  sich  dieses  Verfahren, 
bei  welchem  man  eine  Reihe  von  Werthen  brauclit,  etwas  kürzer  erweisen ,  aLs  die 
directe  Rechnung  für  jeden  einzelnen  Werth  mit  Hilfe  der  P-  uiul  Q-C^oefficienten 
(vergl.  Tafel  VI— IX). 

Man  gelangt  mit  Hilfe  der  Formeln  \)  und  VI';  ipag.  145:  zur  Kenntniss  der 
Coordinaten  des  Planeten  in  der  ungestörten  Hahnlage;  es  ist  also  zu  rechnen: 

M=  iW«  +  f<o<  +  JM 
M=  E—eo"  sinE 
((r))  sin  V  =  Of)  cosijpo  sin£ 

((r))  cos  F=  «0  {cosE — e^) 

l  =  V  -\-  10^  -\-  J  (x) 

(r)  =  ((r))  (i+v) 

Urü  nun  z  bei  der  Herechnung  der  rechtwinkeligen  Acquatoreal  -  Coordinaten 
zu  berücksichtigen,  denke  man  sich  zwei  rechtwinkelige  C^oordinatensysterae  mit  einem 
gemeinsamen  Anfangspunkt  und  mit  gemeinsamer  X-Achse,  welche  letztere  mit 
der  Knotenlinie  der  ungestörten  Bahn  in  der  Ekliptik  (Qy)  zusammenfallen  soll ;  die 
X  Y-Ebene  möge  die  gewählte  fixe  Ekliptik  sein,  die  Xj  1", -Ebene  aber  soll  der  un- 
gestörten Bahnlage  entsprechen  inid  die  diesbezüglichen  Z-Coordinaten  sollen  in  der 
üblichen  AVeise  gezählt  werden.  Bezeichnet  man  mit  ;^  die  Neigung  der  unge- 
störten  Bahnebene  gegen    die  Ekliptik,    so  hat  lüaii  sofort  die  Relationen : 

X  =  Xx 

y  =  y\  cos«o  —  2,  sin^ 
2  =  y,  sm  /„  4-  Zy  cos  «o    . 

Setzt  man  für  a;,,  y,  die  polaren  Coordinaten,  so  werden  die  ekliptikalen  auf  Q^  als 
Ausgangspunkt  bezogenen  Coordinaten : 

X  =  [r]  cos  l 

y  =  [r]  sin  l  cos  4  — ;:,  sin  if, 

z  =  \r]  sin  /  sin  «q  -\-  2,  cos  Zq  . 

Verlegt  man  nun  den  Ausgangspvuikt  der  Zählung  auf  den  Frühjahrspunkt, 
so  wird  sein : 

Oppoliei,  Bahnbestiminungen.  II.  21 
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Xf  ==  a;  cos  Qu  —  y  sin  Q.„ 
y,  =  X  sinQ„4-y  cosQu 


mul  die  Substitution  cro;iht: 

Xf.  =  (r)  {  cos  l  cos  Qfi  —  sin  l  sin  Qn  cos  »q  }  +  ^i  sin  „?„  sin  /„ 
y^  =  (»•)  {  cos/  sin  Q«  +  sin/  cos  Qu  cosi,,}  —  z^  cosQ^  sini,, 
2^  =  (r)  sin/  sint'o  +  ^i  cos«o  ; 

verwandelt  man  diese  Eklii)tikalcoordiiiaten   mit  Hilfe  der  im  ersten  Bande   (pag.   12) 
angesetzten  Trausformationsfonneln,   so  wird  man  leicht  finden : 

x  =  [r)  [  cos  /  cos  Qo  —  sin  /  sin  Qq  cos  »o  }  +  ^i  sin  Qq  sin  «o 

y  =  (>•)  {  cos  /  sin  Q||  cos  s  4-  sin  /  cos  Q^  cos  /„  cos  6  —  sin  /  sin  i^  sin  e  } 

—  Zi    {  cos  Qq  sin  j'o  cos  £  +  cos  i'o  sin  e  } 
z   =  [r]  {  cos/  sinQo  sine  +  sin/  cosQq  cos«q  sine  +  sin/  sin2„  cose  } 

+  «1    {  —  cosQo  sin  1(1  sin«  +  cos«fl  cose  }  . 

Die  Einfülirinig  einiger  Ililfsgrössen   wird    die  Berechnung   dieser   Ausdrücke 
erleichtem  (vergl.  I  pag.  16)  ;  setzt  man  nämlich: 

n  sin  N  =  sin  /(, 
n  cos  N  =  cos  Q|j  cos  «„ 
m  sin  M  =  cos  g„  sin  /„ 
m  cos  M  =  cos  4 
sin  a  sin  ^  ^  cos  Q^ 
sin  a  cos  A  =  — -  sin  Q,,  cos  «„ 
sin  J  sin  B  =  sin  Qq  cos  € 
sin  b  cos  B  =^  n  cos  (iV  +  f) 
sin  c  sin  C  =  sin  Q^  sin  £ 
sin  c  cos  ü  =  n  sin  [N  -\-  e) 
cos«  ^  sin  Qu  siiiJu 
cos  h  =  —  in  sin  [M  -\-  e) 
cos  c  =  7n  cos  (iJ/  -(-  e) 

so  ist,   wenn  man  statt  Zi    den  Buchstaben  z  schreibt   und    darunter   die  Störung  in 
der  auf  der  Bahnebene  senkrechten  Coordinate  versteht: 

x  =  (?•)  sin  a  sin  (A  -{-  l)  -\-  z  cos  a  \ 

y'  =  (r)  sin  b  sin  [B  -\-  l)  -\-  z  cos  b  >  14) 

z'  =  [r]  sin  c  sin  (C  +  /)  -\-  z  cos  c  .  j 

Als  Probe  für  die  Eichtigkeit  dieser  Constanten  kann  benützt  werden  (vergl. 
I   pag.  17): 

sin  6  sin  c  sin  ( C —  B] 


13) 


tg«  = 


sin  a  cos  A 
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§  4.    Uebergaiig  auf  osculirende  Elemente  nach  Hansen-Tietjeu's  Methode. 

Das  ]?edihfiiiss  des  Ueberganges  auf  osculirende  Elemente  tritt  bei  dieser 
Metbode  aus  ähnlicben  Ursacben  ein,  wie  bei  Encke's  Methode;  nur  werden  im  All- 
gemeinen die  Störungen  weit  mehr  anwachsen  können,  als  bei  der  letzteren  Me- 
thode, bevor  es  noth wendig  wird,   diesen  Uebergang  zu  machen. 

Um  nun  diese  Uebertragung,  falls  sie  aus  irgend  einer  Ursache  wünschenswerth 
erscheinen  sollte,  ausführen  zu  können,  bedarf  man  geeigneter  Formeln  und  ich  werde 
ähnlich,  wie  früher,  zwei  Arten  des  Uebergangcs  vornehmen ,  nämlich  vorerst  jene 
Methode,  nach  der  man  die  Unterschiede  der  gestörten  und  ungestörten  Elemente 
ermittelt,  und  welche  einer  grösseren  Genauigkeit  fähig  ist,  ohne  allzugrosse  loga- 
rithraische  Tafeln  anwenden  zu  müssen,  und  dann  jene ,  in  der  man  aus  den  ge- 
störten (Koordinaten  vnid  Geschwindigkeiten  unmittelbar  die  Elemente  ableitet. 

Aus  der  Störungsrechnung  sind  für  die  gewählte  Osculationsepoche  zu  bestira- 

men:    JM^    zt lo ,  v,   '-fr  ,   z,  ~  und  I^Udi;  die  erste  Aufgabe,    die  zu  lösen  ist, 

besteht  dann  wieder  darin,  ^/(r),  •^(',7)  und  ^  [Vp)  (vergl.  iibcv  die  Hedeutung  die- 
ser Symbole  pag.  8g)  zu  ermitteln,  da  dann  die  Ih'rhMtiiug  der  Klciiiculc  wie  bei 
Encke's  Methode  möglich  ist. 

Man  liat  vorerst: 

r  =  ((,-))  (I  +  V)  :  cosÄ  =  ((,•))  (i  +  v)  (,   +    ^"^^]  D 

wobei  der  AVinkel  b  bestimmt  ist  dincb  die  Relation  : 

taug  6  —  -^  2] 

Es  stdl  also  zunächst  der  Unterschied: 

[[r]]-  n 

ermittelt  werden.     Es  ist: 

Mu  +  JM—  £  — <?o  sin£ 
also  findet  sich  der  Unterschied  der  excentrischen  Anomalien  durch  die  Gleichung: 
JM=  [E—E,]  —  2eo  siii^(£— £0)  cos^-(£+£o)  •  3) 

Da  aber  durch  eine  vorausgehende  Rechnung  sowohl  E,  als  auch  E^  mit 
einem  hohen  Grade  der  Annäherung  bekannt  ist,  so  kann  eine  fast  directe  lie- 
stimmiuig  von  E — £(,  leicht  genug  ausgeführt  Averden.     Setzt  man  nämlich: 

sini(JS-.Eo)      _  ,. 

wo  ß  die  Bogenverwandlung  ist,  welche  Grösse  sich  fast  ohne  Mühe  aus  den  loga- 
rithmischen Tafeln  ergibt  und  bei  der  Kleinheit  von   (E  —  Eu)  im  Allgemeinen  wenig 

von  der  Einheit  verschieden  ist.   so  ^^ärd : 

21* 


1  ()4     

Nun  hostchcii  die  Gleiclnnigen : 

( [r] )  sin  F  =  ßo  cos  yo  sin  £  =  r^  sin  »„  +  2  «„  cos  r/),,  sin  {{E —  E^)  cos  ^  (£  +  -Bo) 
((>•))  cosr=  öo  (cos^— e„)  =rnCos?)„  —  2«,,  sin.J  (£—£'„)  sinK^+^o)    ; 

setzt   7ii;iii    ;ils() : 

cos  r/i||  COS  \[E  -\-  Ea)  =  «'  cos  N 

sini  (£  +  i'o)  =w'  siniV  5) 

2  a„w'  sin-^  (JB —  £„)  =  a^ßn'  [E  —  E^)  sin  i"  =!=  ?« 

so  wiiil  : 

—  cos(iV — Vü) 
tang  [V-v,)  =  ^^^'^^^— 

1 sin  (JV — ®o)  6) 

'•0 

ti,.\\         o.    _        «  sin  {  JV— j(F+»;o)  } 

Man    kann    aber   V — «■„  und   (fr)) — r^    auch    in    anderer  AVeise  ableiten,    die 
mit  Yovtlieil   als  Controle  angewendet  werden  kann;   es  ist: 


(W)  =«0  (i— cucos^: 

also  wird : 


b  =  «u  (i— eocos^o) 


((r))  -  »0  =  2  a,e„  sini  (£-£■„)  sinj  (E  +  E,)  = 

=  a,  Co  ß  [E—  E,)  sin  1 "  sin  \  (£+  i:o)  7»] 

I^m  eine  andere  Form  für  die  Kereclin\ing  von    V —  r,,  zu  erhalten,    erinnere 
man  sich   an   die  bekannten  Gleichungen : 


V((r))  sin^  r=  Vao{i+«o)  sin  1  £ 


V  ((»•))  cos  »-  r=  y«o  (i  —  Co)  cos-^£  ; 

multiplicirt  man  die  erste  Gleichmig  links  mit  >  r^  cos  -^  »„ ,  rechts  mit  dem  äquiva- 
lenten Wertlie  Vmq  [  i  —  Co)  cos  ^  E^  und  ähnlich  die  zweite  Gleichung  beziehungs- 
weise  mit  Vr,,  sin^TQ  und  V cif^  [i -\- Ci^]  sin^iSu  '"i*^  subtrahirt,   so  folgt  sofort: 

sin  X,  {  r-  V,)  -  ^2^^^?^  sin-l  (£-  £„)  .  7b) 

Der  Uebergang   von    ((r))   auf  [r]    macht   sich   sehr    einfach,    da    die  Relation 
besteht : 

W  =  (('•))  (i  +  ")  ; 

es  ist  also : 

[r]-{[r))  =  [[r))v;  8) 

schliesslich  folgt  aus   i)    (pag.  163)   xnimittelbar : 

,  ,  ,  ,    sin^^fc 

'  ^  '      cos» 
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setzt  man  also : 
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cos  6  ' 

so  wird  : 

J  (,•)  =  r—u  =  (W)  —»-0  4-  [[r])y  id 

wobei   ((»•)) — »0  nach  6)   oder  7a)   zu  berechnen  sein  wird. 


Um     (y- — "j\   zu  erlialtcn,   beachte  man,    dass : 


,•2=   (?-)2  +  ~2 

ist,  woraus  durch  Differentiation  nacli  der  Zeit: 

är  /  ,      d  {■>■]       ,        dz 

''di  =   W      -ä-t-+'dt 

fol^t,   da  nun : 

rcosb  =  (r) 

ist,   so  kann  man  schreiben : 

dr  j  d{r]        ,    ^         1    dz  , 

dt  ^""^  = -irr  +  ^""^^^  dt  ") 

aus  der  Gleichung  7)    (pag.  146)   folgt: 


il[r)    ,,  ,>    dv^  kepAn  V 

-  ^^'li  dt  -^  (,+,,  ^^7  ' 


dt 

man  hat  also  die  Gleichungen  : 

—  secZi  =;     »•    -j-  -\ ,^  +  tangi  -.- 

ät                 ^'    '  dt         (,^y)  y^y  ^       f^     dt 

— — —  See  0  —         ^^  ~  —  sßc  w  —  '  . — .•       i~           ^1      ■  -z=zL — 

di                            |/po  j/^^                   cosA              y^^ 

\ind  durch  Subtraction  folgt  hieraus : 

-Vü)  cos  J  (r  +  Do) 


idr         d_r^  ,  _  ,,  ,,  d»        ke^    f  2sin^(r— 1>, 


—  sin»Q  1 — ; ~ —    \  +  tango  -r- ,; 

"  \i  +»-    '        cosÄ     /  y     '  ^       r/<  ' 

führt  man  hier  nach  Gleichung  q)    den  AVerth  von  y  ein,   so  resultirt  endlich : 
jidrX  dr  dr^  cosh   I,  .  di-     ,      ki\,    \        ■     ,  ,  tt-         \  1  1  tt- ,       \  ■        1    ■ 

^(dt)  =-dJ-ln   =rrM'-^Tt  +  y;:  ['  **»4  (f"-^'o)  cos-Hr+.„)-j's,ur„J  + 


1    =   <J~\  \ 


Die  Bestimmung  von  z/  (Vp)  kann  leicht  mit  der  Bestimmiuig  des  Knotens 
Ay ,  imd  der  Neigung  J  der  gestövteii  Hahn  in  der  ujigestörten  Bahnebene  ver- 
bunden werden. 

Die  Coordinaten  und  Geschwindigkeiten  sind  dargestellt  durch : 

a-  =  (>•)  cos  l 
y  =  [r]  sin  l 


dx  ^ 

dt 

dji  __ 

dt 

dz^  _dz 

dt  dt     ■ 
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.  .     .     jdl     ,  ,  a  fr) 

dl     ,      .     ,d{r) 


d  (f) 


^  jdl     .      .     ,d{r) 

»j  cos  l  .-  +  sin  / 


Man  erhält  also ; 


k  Vp  sinKu  sin/   =  y  ^ 


dy  , -       .     j  dz 


I  cos/ 


dl 
dt 

dl 


z  sin  / 


d(r) 
dt 

d[r) 


'3) 


k  Vp  cos  K,  sin  /    =  .r  ^--  -  z  j^  =  [r]  cos/  /^  +  z  {r)  sin  /  -  _  ^  cos  /  -j 

Zählt  man  alle  Längen  vom  Punkte  /  ans  und  beachtet,    ilass  nach  Gleichung 
I)   pag.    141  : 

ist,   so  erhält  man : 

k  VjT  cos  J  =  kVp,  +f2Udt 

k  y^sin  [K^  —  l]  sin  J  =  —  -^^yk  Vp,  +Jl  Udt  J 

k  Vp  cos  (A'ii  —  l)  sin/  =  (»j   ~  —  z 


dt 

Beachtet  man  nun   (vergl.  Gleichung  7)  pag.  146) 

d{r 


dt 


dt 


, ,  , ,    d  y    ,     k  en  sin  V 

"'        {'+'')y;'u 


14) 


so  findet  sich : 


sin(/— A'o)  tang/=  -^ 


cos  (/ — Kff)  tang/^ 


(r) 


dt 


dir) 
dt 


15 


k-\/po+f:^Udt 

womit  A'u  und  /  bestimmt  erscheinen ;   dabei  wird  /  erhalten  durch  die  Gleichung : 

16) 
Aus 


/  =  V  -\-  lOf)  -\-  z/  ci)  . 
k  Vp  =  (k  Vp„  +  [^  Udt  )  sec/ 


folgt  weiter: 


und 


J  iyp)  =  Vp-Vpü  =  (^  J^  Vdt  +  2  >>o  sin^  i  «^  }  sec  /  17) 

J  Ip]  =  p  -p,  =  j  2  V7„  +  ^  (1^)  }  .J  {Vp)  .  18) 
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Es  erscheint  angemessen,  gleich  hier  den  Uebergang  von  7fJ,  nnd  /auf  Q  — s,^ 
und  i  —  /fl  aufzuweisen ,  wobei  sich'  die  Bestimmung  von  w  —  w»  unter  Einem 
durchführen  lasst. 

Nennt  man  das  Argument  der  Breite  des  Planeten  in  der  gestörten  Bahn  in 
Bezug  auf  die  ungestörte   [u],   so  ist: 

tang  (m)  =  tang  [l —  K^]  sec  J . 
Erinnert  man  sich,   dass  Ausdrücke  von  der  Form: 

tang  ip  =^  n  tang  (p 
sich  in  die  bekannte  Reihe   (vergl.  I  pag.  28)  : 

n— I    .  ,     ,   /n— 1\2    .  ,  /„_,w»    . 

H'-V-^^r,^'''^-'P  +  ^\^,)    «"M'?+....  +-(-^)     sm2mr^+... 

auflösen  lassen,  so  wird  man  mit  llücksicht  auf  die  Kleinheit  von /zweckmässig  erhalten  : 


J[u)  =  (m)  —  (/- 


taiig^^  J" 


■^o)=^i!3^sm-'(^-if„)  +  i^i-^'-sin4(7-Äo)  +..       19) 


Um  nun  die  Aenderung  des  Knotens,  der  Neigung  und  des  Arguments  der 
Breite  in  ]5e/,ug  auf  die  Eklijjtik  zu  finden ,  wird  die  Betrachtung  des  bezüglichen 
sphärischen  Dreieckes  leicht  die  ver-  r 
langten  Relationen  finden  lassen. 
Die  Durchschnitte  der  in  Betracht 
kommenden  Ebenen  mit  der  Hira- 
melskugel  seien  durch  Kreise  dar- 
gestellt, bei  P  befinde  sich  der  l'la- 
net  zur  Zeit  der  gewählten  neuen 
Osculationsepoche,  die  punktirte  Li- 
nie stelle  das  sphärische  Perpendikel 
vom  Punkte   P  auf   den    die  nnge-  '^      « 

störteBahnlage  darstellenden  grössten  \.      \ 

Kreis  vor ;  die  Bedeutung  der  .Seiten 

und  AVinkel  ist  unmittelbar  in  die  Figur  eingesetzt  und  bedarf  daher  keiner  näheren 
Erläuterung. 

Setzt  man  also  als  Seiten  : 


b  =  K 

C    =:   a  —  Qo 

als  Winkel : 

A  =  180"  —  / 
B  =  i, 
C  =  J 
so  geben  die  Ne per' sehen  Gleichungen: 

h  +  c  .  .        cosi{B-C) 

tang  -^  =  Ung\a    ^„,^,^+c, 

tang  -^  =  tang^a   dni  (5+ Cf 


sofort : 


ta.gHir-  (U-Q„)}  =  i^^Jj  ta,V,Kfo 


20 


21 


welche  Furinelii  man  zur  Bestimmung  von  yi'und  [Q  —  Qu)  benützen  kann.  Ist  aber 
«Q  nicht  gar  zu  klein  (nur  wenige  Bogenminuten),  so  wird  man  mit  Vortheil  von 
den  folgenden  Reihenentwicklungen  Gebrauch  machen,  die  man  wohl  stets  bei  den 
in  der  Regel  stattfindenden  Verhältnissen  wird  benutzen  können.  Wendet  man 
die  üben  in  Erinnerung  gebrachte  Reihenentwickehnig  auf  die  Gleichung  20)  an,  so 
findet  sich  leicht : 

Hif+(Q-Qo)}-ii^o  =  ^^"^tin?^"  sing-o  +  i  '^-"g^^f;;:^^'»)-    sin2A-„  + 

I  f7f_  (Q_Q„)}_  ^A-  =  _  t-^MiZ-^o,in,7fo  +  |ll^ig^ 

-i    '^-g^^y°'^     sin3iro+..=^II 
und  mau  hat : 

j{K)  =  K-K,  =  i +  11  r 

J(a)   =  Q— Qo  =1  — W.  }         '^^ 

Weiter  ist  in  der  ungestörten  Bahn : 

Wo  =  4  — »0 
dagegen  der  Abstand  des  Perihels  vom  Knoten  in  dei*  gestörten  Bahn : 

w  =  [u]  +  K—v  =  [l—Kfi]  -\-  J[u)  +  JF—  D  ; 

die  Siibtraction  der  letzteren  Gleichungen  ergibt : 

w— Wo  =  J[K)  +  J{u)  +  (/— ^0)  —  (»  — «0)  ; 
man  hat  aber  zu  beachten,   dass  ist: 

4  =  »0  +  Wo 

/  =  F4-  Wo  +  -^w 

demnach  ist : 

l—k  =  (F— i)o)  -\-Jio 

und  man  wird  daher  haben: 

w  — Wo  =  ^(jr)  ■+J[u)+Jm  +  {  (F-üo)  —  [v  —  v,]  }     j 
TT  — TTo  =  (w— Wo)  +  (Q^Qo)  )  ' 

wobei  die  Bestimmung  von  v  —  »o  noch  nöthig  ist,  die  weiter  unten  vorgekom- 
men wird. 

Aus  der  N  e  p  e  r '  sehen  Gleichung : 

folgt  sofort: 

1  /  •       •  ,          cos  { ifo  +  i^liT)  }  .         .   T  > 

taug  \[i-t,)= IJ^V^K)  ^^""^  ^  -^  ^4) 

womit  i — (q  bestimmt  erscheint. 


^3) 
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Zur    Restimmmung   von   {v 


le  —  e«! 


«0,1  > 


-eo' 


[9  —  901:    (.«  — /'o)   und 


(M — 3/(,)  wird  man  dieselben  Formeln  verwenden  können,  welche  früher  für  den 
Uebergang  auf  osculirende  Elemente  bei  rechtwinkeligen  Coordinaten  aufgestellt 
wurden  fpag.  102,  103)  ,  so  dass  hiermit  die  Entwickelung  der  Formeln  für  die  erste 
Form  des  Uebergangs  erledigt  ist. 

Will  man  aber  unmittelbar  die  gestörten  Elemente  erhalten ,  so  lassen  sich 
auch  hierfür  recht  bequeme  Formeln  angeben,  deren  Berechnung  mit  Yortheil  dazu 
benützt  werden  kann ,  um  die  aus  den  eben  entwickelten  Formeln  erhaltenen  Re- 
sultate zu  controliren. 

Zur  Berechnung  der  gestörten  Bahnlage  gegen  die  ungestörte  Bahn  wird  man 
die  Formehl    15)    (pag.  166)  benützen  und  weiter  rechnen: 

y^  =[kVpü  +  f-  Udt)  sec  J 

tang  (m)  =  tang  [l — Kg]  sec/  , 

hierauf  wird  man  die  Formeln  20)  und  24)  (pag.  168)  heranziehen,  mn  daraus  Q,  i 
und  K  zu  erhalten. 

Die  Excentricität  und  die  wahre  Anomalie  resultiren   aus   (vergl.  pag.  89)  : 


\  l>     dr 
sm  (f  sni  V  =  -v^   — ; — 
'  k       dt 


sin  ([>  cos  V 


26) 


wobei  -.-   zu  berechnen  sein  wird  aus    pag.    165) 


dr 
dl 


[r]    dir] 
r        dt 


+ 


dz 
dt 


27) 


die  Grösse 


dir] 
dt 


fand  schon  bei  Berechnung  der  Formeln  1 5)  ihre  Verwendung  und  ist 


nach  Formel  14)    (pag.  166)   leicht  zu  erhalten;  ferner  ist  nach  pag.  168: 

w  =  (m)  +  K —  V         y 


jt  =  w  +  a  . 


I 


Weiter  ist: 


tang.»  i;  =  tang.^»  cotg  (45  +-^f/)) 

M  =  E-  4^  sin  E 

sin  I 


und : 


P^ 


/<  = 


28) 


29; 


30) 


Ich  werde  nun  die  für  die  Rechnung  nöthigen  Formeln  hier  zusammentragen. 
Es  wird  hierbei  vorausgesetzt,  dass  für  die  neue  Osculationsepoche  aus  der  Störungs- 
rechnung entlehnt  sind  die  Werthe  von: 

dl'  ,/: 


Oppolzer,  Rahnbestimmungen.  11. 


dt 


dt 


und 


'/-^ 


Udt 


n 
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Man  wild  hioihri  den  Urastaiul  zu  hcrücksichtif^en  haben,  dass  für  /  als  Ein- 
heit der  Sonnentag:  gilt,  wenn  man  für  die  ('onstante  des  Soiniensystenis  V:  den 
im  erstiMi  Hände  \ydfr.  45  angeführten  Werth  lienüt/.t.  Im  aber  aus  den  Summations- 
tabcllen  mit  niüglichster  Bequemlichkeit  die  Integral werthe  entlehnen  zu  können, 
wird  es  sich  empfehlen,  als  Zeiteinheit  das  bei  der  Stöningsrechninig  benützte  Zeit- 
intervall IV  zu  wählen  ,  man  wird  demnach  in  den  fiilgendcn  l'\)rmclii  überall  dort, 
wo  die  Grösse  /i  erscheint,  sofort  (wk)  annehmen  und  kann  dann  w,  soweit  es  bei 
den  einfachen  und  doppelten  Integralen  in  lictracht  kommt,   der  Einheit  gleich  setzen. 

Zunächst  bestimmt  man : 


M,  =  3/00  +  IIa  t 


I) 


wo  jV/,|||  die  mittlere  Anomalie  der  Ausgangselemente  ist,  t  die  Zeit  (in  Einheiten  des 
mittleren  .Sonnentages)  die  zwischen  der  Epoche  dieser  Elemente  und  der  gewählten 
neuen  Osculationsepoche  verflossen  ist.  Bezeichnet  man  mit  i',,,,  die  zur  mittleren 
Anomalie  M»,  dagegen  mit  E„  die  zu  fil/„  -|-  J  M]  gehörende  excentrische  Anomalie, 
so  hat  man  zu  rechnen: 


Ma  =  -Em,  —  e,,"  siui?,,, 


?•„  smüo 


ao  cos  r/>o  sin  .B„o  , 
öio(cosJ5oo  — eo)  , 


Mü-\-JM=  Eo  —  <  *<"'  £n   \ 
((»•))  sin  V=  ciu  cosf/'o  sinii'y 


dir) 
dt 


((r))cosF 
r  =  ((,•))   (i  +  v) 

:  (?■)  secb  ,     Xgb  =  -^ 

, ,  ..    elf     ,      {wk)  en  sin  V 
'(W  IT  +    ,     ,     i  -,/- 


«0  (cesjEu  — e^i 


11) 


Hierauf  berechnet  man : 

sin  [l  —  Kf^)  tgJ=-^ 

cos[l — ä;,!  tg/^  — 


■I 

,     dz 


d{r\ 
"dt 


-  W„    -\-   J  M 


Udt 


Uli 


Dann  ist : 


tg|/cotg|4 


a 
b 


I  = 


II 


-. TT  Sin  An  + 

iin  I  "     ' 

^ — jr  sm  Ao  ^- 

in  1  "     ' 


2  sin 


7,  sin  2  A'o  -t- 
y,  sin  2  A'o  — 


jsini 

43 


sin  3  K„  +  . 


3  sm 


-^T,  sin  3  A^  -I-  . 


IV) 
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J  [K]  =  1  +  11 
Q— «0  =  1  —  II 

Hierauf  schreitet  man  zur  Bestimmuug  von  J  (r)  und  J  \-t-\  ■    Hezeiclinet  man 

mit  (i  die  zu  sin^  (£ — ü/q)   gehörige  Bogenverwandlung  also: 

logjS  =  Ä  —  log  sin  i" 

wobei  6'  die  bekannte  Hilfsgrösse  zur  Berechnung   des    Logarithmus    des    Sinus    der 
kleinen  Bogen  darstellt,   so  wird  sein : 


-Bu — -E( 


tg(r-vi 

m  -  '-0  = 

Zur  Controle  rechne  man: 


■»"  I  — eo/9cos4(i:o+-2()o) 

«'  cosiV^  cos(/)(|  cos-|  (i?o  +  £qo) 
w'  sin  iV  =:  sin-|  {E^  +  Eqo) 

n  =  n  Offß  (Eq  —  jBqo)  sin  i" 
n  cos  (iV' —  «o) 


»0  —  H  sin  (iV — jJq) 
»sm{i\"-j(r+t,-o)  } 
cosi(F  — oo) 


(W)  —  'o  =  «0 eu /i?  [E„—Eu(,^  sin  i"  sin  »  (£„  +  £( 


'00 ; 


sin|  (V — »oi 
Man  findet  dann : 


aocoacpoß 

2  V'-o  <('•)) 


(i:„  — £oo)  sin  i" 


VI) 


^(r) 


^ 


(d  r\  cosi 


»'  +  2  sin-  1  b 

'  cos  6- 

,— ,-„={((r))-r„}+  (M)/ 


VII) 


('•;  ~  +  -^^  {2  sin  «- 1  F-«o)  cosi(  V+v,)  -  /sint-,}  +  ^^  ^f] ] 


Zur  Bestimmung  der  Excentricität  und  der  wahren  Anomalie  hat  man : 


dt. 


iwk) 

.,,-      «0  sm  t'„ 

VPa 


ffcof^G  =  ~  \j  (/;)  -~^  [r] j 
tg(»  — «'o) 


g  sin  (&'  —  Ko) 
eo+y  cos  (Cr —  «ol 

■z^(.)  =e-e,=  90oB{6--i{v  +  vo)} 

^  '  "  cos  +  ff  —  l'o) 

sin  (p  =  €(,-{-  ^  [e) 


]-   VIII) 


siu^  ((p  —  (fo) 


■^i 


2'cosA  Icp  +  g>o) 


Um  den  Unterschied  der  mittleren  Anomalien  anzugeben,   hat  man: 

22* 
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(ö)  =  2  sin  ^  ( ü  —  «n)  cos  \  (v  -\-  »(,)  cos  (p  —  2  sin  J  (fp  —  ipu    sin  ^  {fp  -\-  tpn]  sin  r, 
(j/)  =  ^(e)  —  2sin|(p  — ö„)  sin^-(y  +  »o) 

(A)    =:—j   ff  COS    G 

.9'  sin  6;'  =  (A)  sin  £00  +  (»)  y- 
^'  cos  G'  =  a)  cos^on  +  {y)  ^ 


tang  (£ — E^ 


'00/ 


ff'  sin  ( rv  —  j;,!)) 
+  5r'cos(G-"  — ibo> 


il/-i»/o=  [E-E,, 


'^  sin  ^(£—£00)  cos  ^  (£+£„, 


sin£ 


^•IX) 


X) 


Weiter  ist : 

w  — w„  =  J  [K]  +  J[u]  +  Jm  +  (r— »0)  —  (??  —  »0) 
^—^0  =  (w— Wo)  +  (S  — Qo)  ■ 
Zur  Bestimmnng  des  letzten  Elementes  j.i  hat  man : 

^  2  {po  — «0 -'(e^)} 

y  als  Argument  für  die  _/-Tafel    Tafel  XI) 

."—."0  =— /^,"o 

Zur  C'ontrole  der  Richtigkeit  der  Kechnung  wird  man  die  Elemente  durch 
die  directe  Kechnung  bestimmen  und  haben,  indem  man  vorerst  die  Formelsysteme 
1)   und  II)    (pag.   170J   wie  oben  erledigt: 


XI) 


sin  (/— A'o)  tg/=-|. 


r) 


cos  [l —  A'd)   tg/  = 


"•'S- 


d[r) 
dt 


dt 


Weiter  ist : 


1=  V  +  w„  +  J(ü 
[lok)    Vp  =  j  [tüZ;)  ypt,+  ilUdt    {  sec/ 

t?  (*')  =  t^  1/ — ^0]  sec  J  . 


tgi{A-+(Q-Qo)}  =  -^^^^tgiir„ 

tg-|{A--(Q-Q„)}^4yij^tg|ir„ 


III) 


Dann  ist  zu  rechnen : 


cos  i  (Ä' —  ^) 
di!         ^  ~dt    ~^  ~i-    ~di 


IV) 


sm  (jp  sin  V 


Yp      d  r 

(«p  k)     d  t 


sm  (p  cos  » 


V) 
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Schliesslich  ist : 


w  =  (m)  +  K — V 

TT  =  W  +  Q   . 

tang-i^  =  tang|ü  cotg  (45°+ i.r/)) 
M=E 


sin  CD  .  Ti 
-^--7;  Sin  E 
8in  I 


COS^qp 


VI) 


§  5.     Rechnungsbeispiel  zu  Hansen-Tietjen's  Methode. 

Es  sollen,  um  die  vf>vansteheuilen  Entwickeluiigen  durch  ein  Beispiel  zu  er- 
läutern, die  Störungen  ermittelt  werden,  die  der  Planet  la)  Erato  durch  die  An- 
ziehung der  Planeten  Jupiter  und  Saturn  erleidet,  und  zwar  innerhalli  desselhen 
Intervalles  tmd  mit  Annahme  derselben  Elemente ,  die  zur  Ermittelung  der  Störungen 
nach  den  rechtwinkeligen  C'oordinaten  gedient  hahen ,  um  Anhaltspunkte  zur  Ver- 
gleichung  der  Resultate,  die  nacli  verschiedenen  Methoden  erhalten  wurden,  zu  ge- 
winnen. Indem  ich  betreffs  der  allgemeinen  Bemerkungen,  über  die  Wahl  der  Inter- 
valle des  fixen  .Ve(|uinoctiums  etc.  auf  den  §  5  der  Encke'schen  Methode  (piig.  105) 
verweise,  setze  ich  nochmals  die  der  Störungsrechnung  zu  Grunde  gelegten  Elemente 
hier  an  : 

fS)  Erato 

Epoche  und  Osculation   1874  Decbr.  26,0  mittlere  Berliner  Zeit. 

mittl.   Acq.    1870,0 


M, 


«0 
logao 


219"    8'    6"8 

180  40  48.9 

38  27    17.9 

125  42   39.7 

2  12   23.9 

9  59   14-9 
640" 89605 

0.4954793  • 


Auf   den    unteren   Kand   eines    Zettels    schreibt   man    vorerst   jene   Constanten 

Logarithmen  hin,   die  im  \'erlaufe  der  Störungsrechnmig  auftreten;   hierbei  hat  man 

zu  beachten,   dass : 

„  _    sinyo 

^»   —  ^hTi" 

Vü    =  ßo  cos2  r/„ 
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ist.  Mit  Kücksiclit  auf  die  voianstelicndi'n  Elemente  und  Massenannahmen  (vergl. 
Tafel  XII)   der  störenden   Planeten  hat  man  : 

löge,,"  =  4.553  556  lof<  3  fw)U-'^)  10'  =  6.851 

log«o  =9-239131  l"f<2,?i  10"  >'>o  =  7.379  778 

log «„  cos (/)„=  0.488  847  log  2A:  !>,  =  0.37g  778 

logtfo  =  0.495  479  log(wU-2)  10'  =  6.675  283 

w  =  272^44' 38''2  log  12  ^  1.079  181 

log  [iD^/i^]  m^  =  3.654  972      \w  =  40)  log  {— /(o)  =  2„8o6  788 

log  [ußk"^]  »?.  |j  =  3. 13 102  log  io~"  :  sin  1"  =  8.314  425 

wobei  die  Zahlen  so  angesetzt  sind,  dass  die  in  Einheiten  des  Radius  verstandenen 
Störungsgrössen  in  Einheiten  der  siebenten  Decimale,  die  im  l^ogenmaass  ange- 
setzten in  Einheiten  der  Bogensekunde  erscheinen. 

Hieran  schliesst  sich  die  Rechnung  der  Grössen : 

M  =  ü/o  +  ,(/„  t  +  J  M 
M  =  E  —  eo"  sinjB 

[[r]]  sin  V  =  (iff  cos(/)q  sin£ 
((r))cos  V  =  Uf)  [cosE — «o) 

Z  :=    J^  +  Wq  -)-  z/  w 

[r)  =  [{r))[i+v) 
s  =  10'  [w'^k'^]  :  (rj* 

Hei  den  zwei  der  Osculationsepoche  vorangehenden  und  folgenden  Intervallen 
kann  man.  wenn  sonst  keine  Näherungen  bekannt  sind,  die  Grössen  J  M,  J  m  und 
V  der  Null  gleich  setzen ;  man  übergeht  dadurch  nxxr  Glieder  zweiter  Ordnung  in 
Bezug  auf  die  Störungen,  die  bei  der  grossen  Nähe  der  Osculationsepoche  wohl  stets 
unmerklich  sein  werden.  Hat  aber  die  Rechnung  bereits  die  Anfangsinterxalle  über- 
schritten, so  bildet  man,  je  nachdem  die  Rechnung  der  Zeit  nach  fortschreitet  oder 
nach  rückwärts  fortgesetzt  wird,  die  Grössen  J M  und  J lo  mit  licnützung  der  dies- 
bezüglichen   Integraltafeln    (vergl.  pag.   68    Formel  2)   und   3))    durch    die   Formeln: 

bei  Rechninig  nach  Vorwärts : 

j'f[x)  dx  =  /  i«  +  K+  .»]  «.)  4-  !./■  [u-^iw\  +  ~   [lo/-  (a-f  [^•— ^]tt>;  + 

+  9/"  («+[?:—!]  «:)  +  8,/'"'  [a  -t-  [«■  - 1]  w)  +    .  .  .  ] 
und  bei  Durchführung  der  Rechnung  nach  rückwärts  : 

jf{x]  dx=^f  [a+[i-  |]  IV)  -  \f[a  +iw]  +  ^  [lo/'  (a+[i+^]  w]  - 

—  qf"  {a  +  [i+  1]  w)  +  8/"'    [a  +  [/  +  ■!]  w)  —  .  .  .] 

Für  )'  und  die  später  erforderliche  tirösse  z  hat  man  Doppelintegrale  nöthig.  Man 
bildet    also,    je   nachdem    die  Rechnung   mit  der  Zeit  vor-    oder  rückschreitet, 
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nach  vorwärts : 

/  (a  +  [«•  +  I ]  «')  =  / (a  +  *■ «')  +  /'  [a  +  [i—  ^]  w)  +  /"  [a  +[i-i]wi  + 

+  /'"(«-|-b  — |]«')  +  •■• 
nach  rückwärts : 

f[a  +  [i—i]io)  =f[a  +  iw,—f'  {a+[i  +  ^]wj  +/"(«+[«+ i  ]  (t>j  - 

-/■"    {a+[i  +  i]tv)  +  ...   , 

und  hat  (laiiiit  die  folgende  für  diese  Zwecke  genügende  Annäherung  : 

a-\-iw 

jjf  ix)  dx^  =  ■:/  ■a+[i±i]w)  +  ^J  [a+[i±i]w)    . 

Nun  kann  an  die  ]^)erechnnng  der  störenden  Kräfte  geschritten  werden ;  da 
das  lierlincr  .Jahrbuch  für  das  hier  in  Hetracht  kommende  Intervall  der  Störungs- 
rechnung  die  auf  pag.  158  ff.  erwähnten  erleichternden  Hilfsmittel  noch  nicht  gibt, 
so  wird  es  am  zweckmässigsten  sein,  unmittelbar  aus  den  heliocentrischen  auf  das  fixe 
mittlere  Aeiiuinoctium  bezogenen  Längen  (Ay']  und  Breiten  [ß^"\  der  störenden  Planeten 
(über  die  Ermittelung  dieser  Angaben  vergl.  pag.  82,  83,  156  und  deren  Radien- 
vectoren,  die  nöthigen  Grössen  nach  den  Formeln  2)  und  3)  pag.  137  zu  berechnen. 
Man  hat  dann : 

q  sin  Q   =  sin  ß^ 

q  cos  Q  =  cos  ß^  sin  (Aq'  —  Qq) 

cos  5,  cos  iyj  =  cos  i^o'  cos    /,„' Qo) 

cos  5,  sin  Li  =  (/  cos  1  Q,  —  ly) 
sin  5]  =  y  sin  (Q  —  Iq) 
Da  aber  die  in  diesem  l'aragraphen  enthaltene  Znsammenstellung  der  Formeln  bei 
der  practischen  Verwendung  als  Leitfaden  dienen  soll,  so  muss  hier  auch  die  zweite 
Forraelgruppe  aufgeführt  werden,  die  auf  ])ag.  159  und  160  erläutert  ist,  und  die 
allenfalls  ohne  erheblichen  Irrthum  angewendet  werden  kann ,  wenn  man  genähert 
richtige  Annahmen  über  die  Hahnlage  des  störenden  Planeten  macht  und  i?,,  der  Null 
gleich  setzt.     Man  hat  so  vorerst  zu  rechneu: 

sin|  Jsinl  («Ö  -f-  ©')  =  sin  4  (q'—  Q)  sin|  1/  +«) 
sin^Jcos  I  !(/->+  <»')  =  cos^  (q'— Q)  sin|  ('■'  —  «) 
cos  \  /sin  ^  (© —  <0')  =  sin-^  (ß' —  Q)  cos  \^  [i'  +  i] 
cos^/cos|  (ä)  —  ©')  =  cos|  (q' — Q)  cos|  {i'  —  i], 
welche  Rechnung  zn  den  Vorbereitungsrechnungen  gezählt  werden  kann. 

Ist  nun   L  die  Länge  in  der  Hahn  bezogen  auf  das  fi.Ke  Aequinoctium,    B^  die 
Breite  über  der  durch  q'  und  i'  bestimmten   Hahnebene,   so  ist  zu  rechnen : 

M'  =  i  — (Q'+O') 

cos  Bx  cos  u  =  cos  u' 

cos  5,  sin  u  =  sin  m'  cos  J  —  ß,,  sin  i "  sin  J 
sin  B^  ^=  sin  u  sin  J  -\-  B^  sin  i"  cos  / 
Li  =  u  +  (D  . 

wodurch  B^   und  L^  bestimmt  erscheinen. 
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Nun  gestaltet  sich  die  l?ccliiiiiii<i'  für  beide  Metliodeii  gloittlimässig  in  folgender 
Weise:    ' 

I,  =  r,  cos  Bi  cos  {Li  —  /) 
jj,  =  r,  cos  5,  sin  (//,  —  l) 
C,  =  r,  sin  2?, 
p  cos  ^  cos  0  =  1,  —  (r) 
ß  cos  i^-  sin  (•)  =  rji 

Q  sin  d-  =  Ci  —  s 


K  = 

I           I 

(,3             ,.,3 

U  = 

(?«2^2J  ^,|  lo'/flyi  (rj 

R  = 

(««2^-2),«,I07  7f|L 

W,= 

[w'^k'^)  w,|  lo'A'ti 

w,  = 

(wV.-2)   W,    lo'   4     ■ 

Die  Werthe  (?o2Z-2)  »?,  lo'  sind  in  der  Tafel  XII  für  die  verschiedenen  Planeten 
aufgenommen.  Die  KechuTing  nach  den  voranstehenden  Formeln  ist  für  jeden  stö- 
renden Planeten  gesondert  durchzuführen  ;  liei  Heginn  der  Rechnung  wird  man  für 
die  beiden  der  Osculationsepoclie  vorangehenden  und  folgenden  Intervalle  wieder 
ohne  Nachtheil  ^  =  o  setzen  dürfen ;  liei  der  Rechnung  der  Grössen  U,  R,  TF,  und 
u\  wird  man  sich  auf  die  zweite  Decimale  der  siebenten  Stelle  beschränken  können 
und  dem  entsprechend  ist  die  Rechnung  für  das  folgende  Beispiel  durchgeführt. 

Bezeichnet  man  die  für  die  verschiedenen  störenden  Planeten  erhaltenen 
Werthe  von  U,  R,  /T",  und  ii\  dureli  die  entsprechenden  Indices,  so  bildet  man 
jetzt : 

V  u  =  u^   _i_   pt,    -f   L'g   H-   f '5  +  . .  . 

:s  ie  =  %  +  i?t,  +  R^  +  R^  +  ... 

V  w,  =  IFist  +  -TF,^  +  rr,^  4_  PF,  ^  +  . . . 

-    M'l     =  W,2|.     +    «Citp    +    W|(5    +  «'15     +    •  .  .     . 

Ist  die  Störung  in  z  schon  beträchtlich  angewachsen,  was  übrigens  erst  im  wei- 
teren Verlaufe  der  Rechnung  eintreten  wird,  und  jedenfalls  bei  den  Werthen  in  der  Nähe 
der  Osculationsepoche  nicht  in  Betracht  kommt,  so  wird  man  zur  Berücksichtigung 
des  Einflusses  der  höheren  Potenzen  von  z  auf  die  Störungen  noch  zu  rechnen  haben  : 


5 

;3 


wobei    ;:    näherungsweise    für    die   geforderte    Epoche    ohne    Schwierigkeit    aus    dem 
do])pclt    sximmirten  Werthe   erhalten    wird ;    in    diesen  Ausdrücken   wird    man  unbe- 
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denklich  -  der  Einlieit  gleich  setzen  dürfen  ;   sollte  diese  Annahme,   was  wohl  kaum 

je  eintreten  wird ,  nicht  genügend  genau  sein ,  so  entlehne  man  mit  dem  Ar- 
gumente : 

-2 

aus  der  E  n  c  k  e '  sehen  f  Tafel  (Tafel  XI)   den  Werth  von  f. 

Sobald  der  Werth  2f  f^  bekannt   ist,    bildet    man  das  Integral    /^  U  d  t  \   für 

die  Anfangsconstante  und  den  Integralwerth  gelten  die  folgenden  Formeln  (vergl. 
pag-   35  •• 

/  [a-\w)  =  --/'   «-^  '")  +  ~  /'"  fa-hr)  -  ... 

«  +  IIP 

Jf{x)  dx  =  '/{a  +  iw)  —  ~f'  [a  +  ito]  -f  ^/"'  [a  +  iw]  —  . . . 

a — ^if 

wobei  die  Funktionswerthe  aus  der  f -Tafel  zu  entnehmen  sind ,  die  in  dem  unten 
folgenden  Heispiele  mitgetheilt  ist.  Die  Bestimmung  der  Anfangsconstante  hat 
keine  Schwierigkeit,  da  sofort  nach  der  Anlage  der  Rechnung  vier  Werthe  für  2  U 
bekannt  sind.  Hei  der  Bildung  der  Integrale  hat  man  zu  beachten,  dass  die 
Funktionswerthe  arithmetische  Mittel  sind  und  dass  man  die  bei  der  Rechnung  feh- 
lenden Differenzwerthe  nach  dem  Gange  der  Funktion  bestimmen  muss.  Die  An- 
nahme    für    y'"'    [a  -\-  i  IV]     kann      wegen     des    verhältnissmässig    kleinen    Factors 

—  leicht  genug  überschlagsweise  gemacht  werden,   die  Berechnung  von /"'  [a-\-iw] 

aber  muss  genauer  durchgeführt  werden.     Man  erhält  leicht,   wenn  man  auf  die  Be- 
deutung  von   f''[a-\-iic]    zurückgeht   und    nur  auf  jene    Differenzwerthe  Rücksicht 
nimmt,   die    in    völliger   Strenge  gegeben    sind    (vergl.  pag.   67)   bei  der  Rechnung: 
nach  vorwärts  : 

+  f^^-  [a  +  [i  —  2]ic)  +  ...     ] 
nach  rückwärts : 

/.  [a  +  iw]  =/■  [a+[i+{]w)   +  ![/'■  [a+[i+i]ic)  — /"■  ia  +  [i  +  ^]to]   + 

+  f''[a  +  [i  +  2]w)  -  ...       ] 

In  dem  für  die  Summation  von  U  bestimmten  Bogen  setzt  man  nun  in  die 
entsprechende  Columne  log  f  2:  U  dt  und  log  1  U'  d f ,  wobei  man  sich  zu  ei-innern 
hat,   dass : 


Oppnlzer,   BahnbestiraiQungen.  II. 
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ist.  Sind  die  störenden  Kräfte  sehr  bedeutend,  so  wird  stets  eine  grosse  Unsicher- 
heit in  der  Berechninifi;  von  j  V  dt  in  den  letzten  Stellen  übrig  bleiben,  doch  hat 
dieses   auf   das   Resultat    keine    sehr    schädigende    Wirkung,     weil    dieses    Integral 

schliesslich  mit  dem  bei  Störungsrechnungen   stets  kleinen  Factor   "  zu  mul- 

tipliciren  ist. 

Hieran  schliesst  sich  die  Berechnung  der  Formeln: 

'  [r]*      J 

h  ^  s  —  i/o 

h  lo-' 


h' 


1+  /^Ä  lO— '    ■ 


Nunmehr  hat  die  Berechnung  des  zweiten  DifFerentialquotienten  von  v  keine 
Schwierigkeit;  wie  derselbe  für  die  ersten  Intervalle  erlangt  wird,  ist  oben 
(pag.  151   ff.  (   ausführlich   auseinandergesetzt  worden ;    ist   die   Rechnung   einmal   im 

Gange ,   so  geben  die  doppelt  summirten  Werthe  -7-5 ,   die  aus  dem  »/-Bogen  zu  ent- 
nehmen sind,   sofort: 

Sh  =  "f  («  +  »^')  -  ^  /■■  [a+iw]  +  ^  i/o 

'wobei  der  im  Allgemeinen  fast  unmerkliche  Werth  von  —  f"  (a  -|-  iw)    in    Bezug 
auf/"  {a-{-iw)   nach  dem  Gange  der  Funktion  zu  extrapoliren  ist. 

Nun  rechnet  man,  da  jetzt /  (a-j-«w)  =  -^bekannt  ist  genau: 

V  =  "f[a -t-  «■  w)  -f  ~/  [a-\-i^c)  —  ^  /"  («  +  iii})  -\-   . . .   , 

wobei  jetzt  über  den  Werth  von/"  [a-\-iw)  eine  wesentlich  genauere  Annahme  mög- 
lich ist,   da  es  sich  nunmehr  bloss  um  eine  Extrapolation  um  ein  Intervall  handelt. 


Weiter  hat  man : 

dJM 
dt 


=  —  fi^av 


Avobei  a  mit  dem  Argumente  v  aus  der  Tafel  XIII  zu  entlehnen  ist;  in  dieser  Tafel 
ist  die  Constante  w  gleich  40  Tagen  bereits  in  die  Grösse  a  mit  aufgenommen. 
Wollte  man  zur  Ermittelung  von  a  nicht  die  Tafel  benützen ,  so  würde  sich  die 
Rechnung  mit  Hilfe  der  Additionslogarithmen  am  einfachsten  in  der  Form  gestalten  : 

dJM 


dt      -    -   («' 


A'»)tTT.('    +7h^) 


179     

Die   Siimmation    dieser  Werthe  nebst  derjenigen,   die  sich  späterhin  für  -"'^ 

ergeben,   führe  ich  auf  einem  nnd  demselben  Bogen  aus;  zur  Bestimmung  der  An- 
fangsconstante  für  diese  einfachen  Quadraturen  wird  man  wieder  haben: 

Man  hat  nun,   um  zur  Kenntniss  von  -r-^-  zu  gelangen,   zu  rechnen : 
[tu]  =  s  -{-  ^  Wi 


aus  dem  s-Bogen  wird  man  erhalten  : 

*\.  =  "f  («  +  »'')  -~f"  («  +  »H  +  Tz'^o  , 
wodurch 

^2  =  W^o  —  W]  S^ 
wird.     Schliesslich  ist  noch: 

d.Ju> 


^  hudf, 

sini"  J  ' 


dt      ~  (r)2 

wobei  zu  beachten  ist,   dass  man  in  diesem  Ausdrucke  nicht  irrthümlicher  Weise  den 
früher  benützten  Werth  von  l  U'  dt  verwendet. 

Ich  habe  nun  ausführlich  die  die.ssbezügliche  Rechnung  für  Erato  hier  auf- 
genommen,  und  es  bedarf  dieselbe  nur  einiger  erläuternder  Worte. 

Vorerst  ist  zu  beachten ,  dass  die  vier  ersten  Orte  entsprechend  den  auf 
pag.  1 5 1  ff.  gemachten  Auseinandersetzungen  durchgeführt  sind ,  demnach  von  dem 
allgemeinen  Rechnungsschema  abweichen ;  sonst  ist  Alles  gleichmässig  durchgeführt. 
Die  Rechnung  ist  so  abgetheilt ,  dass  die  mit  @  überschriebenen  Bogen  wesentlich 
Grössen,  die  von  dem  Orte  des  gestörten  Planeten  in  der  Bahn  abhängig  sind,  ent- 
halten, während  auf  den  mit  2|_  und  1^  bezeichneten  Bogen  die  Berechnung  der 
störenden  Kräfte  für  jeden  einzelnen  dieser  Planeten  aufgenommen  ist.  Ueberdies 
sind  auf  den  2|_- Bogen  die  Summirungen  der  störenden  Kräfte  und  der  von 
z'^  und  z'^  abhängigen  Correctionen  ausgeführt,  welch'  letztere  Correctionen  je- 
doch für  das  vorliegende  Beispiel  innerhalb  des  behandelten  Zeitintervalles  un- 
merklich bleiben ,  da  dieselben  niemals  den  Werth  0.005  ^^^  siebenten  Decimale 
erreichen. 

Die   Berechnung   der   Annahmen    für  JM.    J 10 ,    v  und  .;   für    das  jeweilige 

nächste  Intervall,   nebst  den  Zwischenwerthen,   die  zur  Kenntniss  von   /  U'  dt  führen, 
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ist  stets  auf  ciuem  Nebenpapiero  ausgeführt;  ieh  werde  aber,  um  die  in  obiger  Zu- 
sammenstellung enthaltenen  Formeln  dnrel)  ein  15eispicl  zu  erläutern,  hier  eine  solche 
Mestimmung  ausführlich  durchnehmen ,  und ,  nm  keinen  Zweifel  übrig  zu  lassen, 
nu-lir  ZabliMi  hinschreiben,   als  man  sonst  mitzunehmen  gezwungen  ist. 

I  )a  die  Rechnung  nach  rückwärts  fortschreitet,  so  sind  der  obigen  Zusammen- 
stellung die  diesbezüglichen  Formeln  zu  entlehnen. 

Die  Rechnung  sei  etwa  bis  1872  März  11  vorgeschritten,  und  man  habe  die 
Störungswerthe  für  1872  Januar  31  zvi  berechnen.  Wenn  man  also  nur  jene  Sum- 
mations-  und  DifFerenzwerthe  in  Betracht  zieht,  die  in  dieser  Phase  der  Rechnung 
schon  bekannt  sind,  und  die  Werthe  von  ^  M  und  Jio  auf  Zehntheile  der  Bogen- 
sekunde,  den  Werth  von  )'  auf  die  sechste  Uecimale  und  jenen  von  z  auf  die  siebente 
Decimale  genau  zu  erhalten  wünscht,   so  wird  man  haben : 


ixuJM 

für  Jm 

y 

(«.+  [«-1]«:, 

+ 

52'38"99 

-  7'23"92 

/ 

[a  +  iw) 

— 

3'2i.88 

+       13-27 

/■ 

[a+[i+\]w) 

— 

17.48 

O.IO 

/" 

{a+[i+i]w) 

+ 

4.85 

-f           O.ll 

/■■■ 

'!«+[«' +  !]««') 

+ 

0.22 

+      0.04 

/- 

[a-\-[i+2]io] 

— 

0.23 

—           O.Ol 

man  findet  also  leicht^  wenn  man  rechnet: 

—  7/"'  \a+[i+2]tv]       I 

J  M  Jm 

/(«+[«  — |]w)  +  52'38"g9  —  7'23"92 

— ly  («+«?<')  -|-   140.94         —     6.63 

y  —  8.96  —        0.08 

^üf  =:  +  54'ii"o     J 10  ^= —  l'iO'ö  . 

Für  V  und  z  wird  man  nach  den  betreffenden  Summationsbogen  haben : 


"/ 

!«  +  [«' —  i]w) 

+ 

35354 

—  447-1 

f 

[a-\-i%o) 

— 

870 

+   20.7 

r 

■;« +[«+!]«') 

— 

89 

+       8.4 

/" 

(«+[«+i]«c) 

+ 

45 

—     1-4  ; 

setzt  man  wieder 


-/"■   (a+lY-l-i'«')  +  ...] 
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so  wild : 

V  z 

"f  {a+[i--i]iv]  +         35354  —  447.1 

•/  —  61  4-  o.g 

1+''  +   i;00352g  z  ^ --  0.0000446 

womit  alle  Weithe  gegeben  sind  ,    deren  man  znr  Kerechining   der  störenden  Kräfte 
für   1872  Januar  31   bedarf. 

Im  Verlaufe  der  Rechnung  tritt  noch  die  Nothwendigkeit  hervor,  den  Werth 
von  i  U  dt  für  dieses  Datum  zu  berechnen.  Auf  dem  i7- Bogen  sind  die  dies- 
bezüglichen Zahlen: 

y     [a-\-iiv]  =  ^  14464-45  +  4365-21)  =  +  4414-83 

/'   («  +  [«  +  i]2f)  =  +  57-09 

/'■   {a+[i+i]ic)  =  +   ,1.05 

/■'■  {a+[i  +  i]w)  =  +     0.83 

f"    {a  +  [i+2]io)  =  —     0.21    . 

Man  findet  also  aus  diesen  Zahlen  (vergl.  pag.  177)  : 

/'  [a-\-iw)    =  -}-  52.09. 

Yüv  f"'  [a-\-iw)  wird  man  schätzungsweise  -|-  0.95  annehmen  können;  der 
genaue  Werth  hierfür  ist,  wie  sich  später  zeigt  +  0.99.     Nunmehr  hat  man: 

'/[a  +  iw]        —  --/'  {a-\-iw]        +  -^  f"  [a  +  iw] 

J  I  Udt    =  +  4414.83  —  4.34  +  O.Ol     —  -4-  4410.50  , 

womit  der  für  die  weitere  Rechnung  nöthige  Integralwerth  bekannt  ist. 

Für  die  Berechnung  von  Si,  und  A'„,  wird  man  haben,  wenn  man  füry"  {a-\-iw) 
dem  Gange  der  Funktion  entsprechend  beziehungsweise  +  31  und  —  0.3  annimmt 
(die  genauen  Werthe  dieser  zweiten  Differenzen  sind  beziehungsweise  +  28.64  "'iil 
—  0.22). 


"f[a  +  iw] 


-  H, 


Sh 

'^w 

+  35353-87 

— 

447,15 

+   17-17 

n"-.    - 

0.04 

—   0.13 

0.00 

+  35370.91 

^w  =  — 

44719 

-f"  [a  +  itv] 


Als  Anhang  für  die  voranstehende  Rechnung  habe  ich  für  die  Zeit  von  1860, 
Sept.  1  bis  1877  Dec.   30,   mit  Ausschluss  der  bereits  im  Beispiel  enthaltenen  Zahlen 

die   einfach    summirten  Werthe  von  ' — jj—  und       ,       ,    dann  die  doppelt  summirten 
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Wcrthe  von  -j^  und  ~    mitgcthcilt ,   weil   diese   Werthe    bei  dem  unten  folgenden 

Heispicle  der  Ableitung  der  Erato-Elemente  notliwendig  sind. 

Schliesslich  will  ich  noch  erwähnen,  dass  man  als  Probe  für  die  Dichtigkeit 
der  Rechnung  den  regelmässigen  Gang  der  Differenzen  verwerthen  kann.  Man  wird 
diese  Prüfung  dm-ch  Differenzen  auch  im  Verlaufe  der  Rechnung  mehrfach  vornehmen 
können,  um  etwa  vorhandene  Fehler  sofort  zu  erkennen  und  zu  verbessern,  ehe  die- 
selben in  das  Resultat  übergehen.  Ich  prüfe  demgemäss  stets  die  Werthe  /,  log  r, 
log  p^  und  log  (1-^  durch  Differenzen;  ausserdem  wird  es  sich  empfehlen,  auch  die 
Differenz  werthe  von  E  zu  bilden;  man  wird  daraus  leicht  einen  sehr  nahe  richtigen 
Schluss  auf  die  folgende  excentrische  Anomalie  machen  können  und  dadurch  die 
Auflösiuig  der  transcendenten  Gleichung  (vergl.  I  pag.  49)   wesentlich  erleichtern. 
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1874                                      ' 

Datum 

Febr.  24 

Jan.  IS 

Dec.  6 

Oct.  27 

Sept.  17 

Aug.  8 

Juni  29 

Uai  2o 

^0) 

JM 

(vergl. 

pag.  151 

ff.) 

—          Io"8 
+            i"8 

—           2l"l 

+            5"2 

-         34"9 
+         ii"9 

-         5i"9 

+         2  3"6 

M)+,"U< 

I9i"2i'42"7 

i84"i4'26"8 

177"    7'li"o  I69"59'55"i 

i62"52'39"3 

155"45'23"4 

148"  38'   7"6 

i4i"3o'5i"7 

M 

I9i"2l'4j"7 

i84"l4'26"8 

177"    7'ii"o 

i69"59'55"i 

i62"52'4i"i 

i55''45'28"6 

148"38'19"5 

,4i"3i'i5"3 

E 

I89"4r2i"8 

l8  3"36'5i"7 

I77"32'4  3"i 

I7i"28'i9"9 

i65"23'  7"2 

I59"i6'28"3 

.53"   7'47"8 

146" 56'29"3 

sin  E 

9„226l02 

8„79962I 

8.631742 

9.171110 

9.401947 

9.548869 

9.655108 

9.736791 

cosE 

9„99376o 

9,1999136 

9„9996oi 

9«995I72 

9«9857i6 

9„970945 

9„95o382 

9,1923303 

Sublrl. 

0.070386 

0.069586 

0.069518 

0.070176 

0.071600 

0.073877 

0.077158 

0.081683 

cos  E  —  «u 

0,1064146  i     o„o68722 

o„o69ii9 

o„o65  348 

o„o573i6 

0^044822 

o„o27540 

o„oo4986 

(()•))  sin  T' 

9,i7 14949        9,,288468 

9. 120589 

9.659957 

9.890794 

0.037716 

0.143955 

0.225638 

sin  ('oder  cos  V 

9«99S6o5        9„99939i 

9,,9997i9 

9„996599 

9«989939 

9«979537 

9„965o68 

9,1946045 

;(»•))  cos  r 

o„5S9625  1     o„56420i 

o„564598 

o„56o827 

o„552795 

o„5403oi 

o„523oi9 

0,1500465 

r 

188"    8'i6"5|i83"    2'    i"6 

i77"56'23"o 

172"  5o'i9"8 

i67"42'52"2 

i62"32'57"8 

iS7''i9'34"9 

152"    i'38"6 

(lj|l   +    _/tü 

272"44'38"2  272"44'38"2 

2  72"44'38"2 

272"44'38"2 

272"44'27"4 

272"44'l7"l 

272" 44'   3"3 

272"43'46"} 

/ 

ioo"s2'54"7 

95"46'39"8 

90" 41'    l"2 

85"34'58"o 

8o"27'i9"6 

7S"i7'i4"9 

70"    3'38"2 

64"45'24"9 

1  + ,' 

1 
1 .000041  1      1 .000092 

I .000171 

I .000285 

log  (i  +  y) 

(vergl. 

pag.    151 

rt-.) 

0.000018 

0 . 000040 

0.000074 

0.000124 

((»•)) 

0.562856 

0.560764 

0.557951!     0.554420I 

(r) 

0. 564020 

0.564810 

0.564879 

0. 564228 

0.562874 

0.560804 

0.558025 

0.554544 

'V' 

1.692060       1.694430 

1.694637 

1.692684 

1.688622 

1.682412 

1.674075 

I .663632 

2(H'Ä)  ypüfU'dt 

3»8644ii 

3„40o659 

3.411549 

3.896506 

4.122474 

4.268008 

4.370913 

4.445106 

(»•;" 

2.256080 

2. 259240 

2.259516 

2. 256912 

2.251496 

2.243216 

2.232100       2.218176 

-Hi 

—       40.58 

—        13.85 

+        14.19 

+          43-61 

+       74.30 

+     105.87 

+     137.66  +      168.63 

Äo 

+        57.26 

-1-       76.74 

+        99-50 

+       125-63 

-f-      154.88 

+     186.36 

+     218.37,+     248.26 

-H-o 

+        16.68 

-j-       62.89 

+      113.69 

+       169.24 

+     229.18 

+     292.23 

+     356.03  1+     416.89 

^«•i 

+     267.83 

-1-     306.68 

+      349.89 

+       396.90 

+     446.43 

+     495.92 

+     541-67 

+     578.78 

s 

-[-96210.6 

+95687.0 

+95641.4 

+  96072.5 

+96975.2 

+98371.8 

+  100278.6 

+  102719.0 

h 

+96193.9 

+95624.1 

+95527.7 

+  95903.3 

-1-96746.0 

+98079.6 

+99922.6 

+  102302. 1 

lo-y, 

7.985633 

7.991578 

7.999663 

8.009885 

I      +    y'j    IQ-'    A 

(vergl. 
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ff.) 

0.000350 

0.000355 

0.000362 

0.000370 

s* 

+     412.60 

+     922.51   +   1715.69,+  2847.54 

log  S,, 

2.615529 

2.9649711      3.234438 

3.454470 

h' 

7.985283 

7.991223 

7.999301 

8.009515 

/,'  5;,  =  /-  .' 

+         3-99 

+         9.04 

+        17.13 

+       29.11 

./■•^r  :  </^-J 

-|-       16.00 

-f-       6:.  80 

+      113-58 

+       168.01 

+     225.19 

+     283.19 

+     338.90 

+     387.78 

t' 

+       70.93 

+         9.9> 

-\-        12.03    +      128.03 

+     412.29 

+     921.76  1+  1714.24 

+  2845.13 

log  J- 

1.8508. . 

0.9961 . . 

1.0803..         2.1073.. 

2.615203 

2.964618  1     3.234071 

3.454102 

<r 

4.9031.. 

4.9031.. 

4.9031. .        4.9031.. 

4.903063 

4.903030!     4.902979 

4.902905 

logrf-Jil/:  dt 

9„S6o7.. 

«„7060.  . 

8„7902..         9«8i72.. 

o„325054 

0,1674436 

o„943836 

i„i63795 

dJ3I:  dt 

—       o"364 

—       o"o5i 

—       o"o62  —       o"656 

—           2"ll4 

—        4"725 

—        8"787 

-      i4"58i 

[w] 

-(-96478.4 

+95993-7 

+95991-3 

+  96469.4 

+97421.6   +98867.7 

+  100820.3 

+103297.8 

IG—'    [?<>] 

7.984430 

7.982243 

7.982232 

7.984390 

7.988655      7.995054 1    8.003548 

8.014091 

'    +  T5    «O-'   l"'l 

0.000352        0.000358]      0.000365 

0.000374 

*'u, 

—      76.69 

—      152.99 

—     256.01 

—     384.81 

logS,„ 

i„884739 

2„i84663 

2„4o8257 

2,1585246 

,«;'] 

(vergl. 

pag.  151 

ff.) 

7.988303 

7.994696 

8.003183 

8.013717 

K]  «„==[«;] 

—          0.75 

—          1.51 

2.58 

—          3.97 

Wo 

—        27.38 

—        28.32 

—        28.45 

—       27.59 

J^::  rf/2 

—       19.67 

—        ^1.99 

—       24.02 

-          25.63 

-        26.63 

—        26.81 

—        25.87 

—       23.62 

lo-T  J"!  Udt:  sini" 

i„799>i3 

i„335325 

I. 346177 

I. 831093 

2.057021 

2.202515 

2-305383 

2.379542 

(»fi 

I . 128040 

I . 129620 

1.129758 

I . 128456 

I. 125748 

1 . 121608 

1 . 116050 

I . 109088 

rf-/io  :  rf/ 

—        4"689 

—        r'6o6 

+        i"646 

+       5"042 

+        8"S36 

+      I2"o48 

+      15 "464 

+     1 8"640 

185 


(62, 
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1873 

April  lo   j   März  i 

Jan.  20 

Dec.  II       Nov.  I 

Sept.  22 

Aug.  13 

Juli  4    1   Mai  25 

April  15 

—   i'ii"9 

—   i'34"2 

-   I's8"7 

-     2'24"3—    2'50''2 

-   3'i5"9 

-   3'4c"7 

-   4'  4"4  —   4'26"5 

-   4'47"i 

+    42"  I 

+   i'  8"6 

+   i'46"7 

+   2'38"6+   3'45"2 

+   5'  9"2 

+    6'S2"2 

+   8'5s"i:+  ii'i8"i 

+   '4  '"3 

i34"2  3'35"9 

127"  i6'2o"o 

120"  9'  4"2 

113"  i'48"4  105"S4'32"5 

98''47'i6"7 

91" 40'  o"8 

84"32'45"o|  77"2s'29"i 

7o"i8'i3"3 

i34"24'i8"o 

127"  i-''2  8"6  I2o"io'5o"9 

113"  4'27"Ojios"58'i7"- 

98"52'25"9 

9i"46'53"o 

84"4i'4o"i 

77"36'47"2 

7o"32'i4"6 

i4o"4i'56"4 

I  34"23'3i"o  128"  o'36"6 

I2i"32'34"5  ii4"58'44"6|io8"i8'28"2 

ioi"3i'  s"7 

94"35'57"9 

87"32'2-"3 

8o"i9'59"7 

9.801674 

9.854045 

9.896472 

9.930566 

9-957349 

9.977441 

9.99116s 

9.998599 

9.999600 

9.993789 

9„ 888645 

9„844827 

9„78944i 

9„7i86i5 

9„6256o8 

9„497o99 

9„3oo335 

8 „9041 13 

8.632517 

9.225096 

0.087825 

0.096185 

0. 107765 

0.124349 

0.149434 

0. 190925 

0.271505 

0. 165055 

9.876569 

8.516469 

9„97647o 

9„94ioi2 

9„8972o6 

9„842964  ,   9„775042 

9,1688024 

9„57i840 

9„404i86 

9„"57oo 

7„74'565 

0.290521 

0. 342892 

0.385319 

0.419413 

0.446196 

0.466288 

0.480012 

0.487446 

0.488447 

0.482636 

9„92  1778 

9„89i28o 

9„85  3i37 

9.886218 

9.920021 

9.947771 

9.969747 

9.985969 

9.996212 

9-999993 

o«47i949 

o,,43649i    ©„392685 

o„338443 

o„27052i   o„i83503 

o„o673i9  '   9„89966s 

9„6ii 179 

8„ 237044 

146" 38'  2"8 

141"  7'3""o  135"  29'  9"o 

129"4l'22"3 

I23"42'55"6|ii7"32'23"7:iii"  8'i8"6:i04"29'  9"4 

9-"33'23"8 

90"  19' 31  "7 

272"43'26"3 

272"43'  4"o2-2"42'39"s 

272"42'i3"9  272"4i'48"o|272"4i'22"3;272"4o'5-"5i2-2"4o'33"8 

272"4o'ii"7 

272"39'si"i 

59"2i'29"i 

53"5o'4i"o  48"ii'48"5 

42"23'36"2'  36"24'43"6,  3o"i3'46"o  23"49'i6"i  17"  9'43"2 

'o"i3'35"5 

2"S9'22"8 

I .000436 

1 .000630 

1 .000868 

1 .001149 

1 .001471 

1.001826   1.002207 

1 .002603 

1 .003002 

1.003392 

0.000189 

0.0002-3 

0.000377 

0.000499 

0.000639 

0.000792  1  0.000957 

0.001 129 

0.001302 

0.0014- r 

0.550171 

0.545211 

0.539548 

0.533195 

0.526175 

0.518517 

0.510265 

0.5014-7 

0.49223s 

0.482643 

0.550360 

0.545484 

0.539925 

0.533694 

0. 526814 

0.519309 

0.51 1222 

0.502606 

0.493537 

0.484114 

I .651080 

1.636452 

1,619775 

I . 601082 

I . 580442 

1.557927 

I . 533666 

1 .507818 

1 .480611 

1.452342 

4.496920 

4.529682 

4.545478 

4.545958 

4.53280s 

4.50785s 

4.473119 

4.430700 

4.382730 

4.331288 

2.201440 

2. 181936 

2. 159700 

2.134776 

2. 107256 

2.077236 

2.044888 

2.010424 

1.974148 

1.936456 

+   197.46 

+  222.71 

+  243.10 

+  257.74 

+  266.41 

+  269.54 

+   268.06 

+  263.19 

+  256.20 

+  248.22 

+  272.53 

+   28^.55 

+  290  45 

+   280.14 

+  257.75 

+  226.34 

+   189.79 

+   'S'-87 

+   "548 

+   82.47 

+  469.99 

+   510.26 

+  533-55 

+  537.88 

+  524-16 

+  495-88 

+  457.85 

+  415-06 

+  371.68 

+   330.69 

+  601.75 

+  605.86 

+  588-63 

+  55I.IO 

+  497-63 

+  434-80 

+   369-43 

+  306.99 

+  250.98 

+  202.96 

+  105731.2 

+  109353.0 

+  113633-9 

+  118631.7 

+  124406.0 

+  131025.5 

+  138553-2 

+  147050.0 

+  156556.8 

-(-167086.5 

+  IO5261  .2 

+  108842.7 

+  1 13100.  4 

+  118093.8 

-i-123881 .8 

+  130529.6 

+  138095.4 

+  146634.9 

+  156185. 1 

+  166755.8 

8.022268 

8.036800 

8.053465 

8.072227 

8.093007 

8. II 5709 

8.140179  1   8.166237 

8.193639 

8.222081 

0.000381 

0.000394 

0.000409 

0.000427 

0.000448 

0.000472 

0.000499 

0.000530  1  0.000565 

0.000603 

+  4366.52 

+  6308.52 

+  8690.71 

+  11506.72 

+  14723.30 

+  18280.60 

+  22094.63 

+26061 .  34 

+  30061  .37  +33964.40 

3.64013s 

3.799927 

3-939055 

4.060951 

4.168005 

4.261990 

4-344287 

4.4'S997 

4.478009   4.531024 

8.021887  1   8.0364061   8.053056 

8.071800 

8.092559 

8.115237 

8. 139680 

8. 165707 

8.193074;   8.221478 

+    45.92 

+   68.60+   98.20 

+  >35-75 

+   182.21,+  238.36 

+  304-77 

+   381.68 

+  468.90 

+  565.59 

-f-   424.07 

+   441.66+  435.35 

+  402.13 

+   34<-95  +   25-. 52 

+   '53-08 

+   33-38 

—   97.22 

—  234.90 

+  4362.71 

+  6302.81 

+  8682.56 

+  11495-39 

+  14708.10  +18260.74 

+22069.24 

+26029.54  +30022.30 

+  33917.26 

3.639756 

3-799535 

3-938648 

4.060524 

4-167557   4-261519 

4.343788 

4.415466 

4.477444 

4.530420 

4.902805  1   4.902679    4-902525 

4.902342 

4.902133   4.901902 

4.901654 

4-901397 

4.901138 

4.900884 

i«349349  i   i„509002   i„64796i 

'„769654 

1^876478   I„970209 

2„052230 

2„'236si   2„i8s370 

2^238092 

—  22"354j-   32"285  —  44"459 

-  58"837 

—  i'i5"245  —  i'33"370 

—  i'52"-79 

—  2'i2"938 

-  2'33  239 

—  2'53"oi8 

+  106332.9 

+  109958.9 

+  114222.5 

+  I19182.8 

+  124903.6 

+  131460.3 

+138922.6 

+  '47357-0 

+  156807.8 

+  167289.5 

8.026668 

8.041231 

8.057751 

8.076213 

8.096575 

8.11879s   8.142773 

8.168371 

8.195368 

8.223469 

0.000385 

0.000398   0.000413 

0.000431 

0.000452 

0.00047s   0.000503 

0.000533 

0.000567 

0.000605 

—  537.15 

—  709.31  , —  896.  17 

—  1091.44 

—  1288.12 

—  1478.94  —  1656.77 

—  1814.96 

1 
—  '947-53  —  2049.08 

2„7 30096 

2,1850836  1   2„95239o 

3^038000 

3„io9957 

3„i6995i   3„2i9262 

3„258867 

3,1289484   3„3"5  59 

8.026283 

8.040833   8.057338 

8.075782 

8.096123 

8.118320   8.142270 

8.167838 

8. 194801 

8.222864 

—    5-71 

—    7.79  —   10-23 

—    1 3 . 00 

—   16.07  —   19-42  |—   22.99 

-   26.71 

—   30-50 

—   34.23 

—   25.61 

—   22.57  —   18.69 

—   14-40 

—   10.16 

—    6.38  -    3.29 

—    1 .00 

+    o.ss 

+    1-49 

—   19.90' —   14.78  —    8.46 

—    1.40 

+    5-91 

+   13-04  +   19-70 

+   25.71 

+   31.05 

+   35 --2 

2.431330 

2.464073 

2.479860 

2.480340 

2.467195 

2-442259 

2.407542 

2.365143 

2.3'7I95 

2-265773 

I . 100722 

1 .090968 

1 .079850 

1.067388 

I .053628 

1.038618   1.022444 

1 .005212 

0.987074 

0.968228 

+   2l"4TO 

+  23"6io 

+  2s"ii9 

+   2  5"879 

+   25"9,6 

+  25"33o 

+   24"272 

+   22"905 

+   2i"386 

+   i9"84o 

(.►ppolzer,  Uiiliiibestimmungeii.  II. 
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Datum 

1873 

1872 

Mär?.  6 

Jan.  25 

Dec.  16        1        Nov.  6        1       Sept.  27             Aug.  18       |        Juli  9         |       Mai  30 

da) 

—       s'  6"2 

—       s'i3"8 

—       s'40"3—       5'5S"7—       6'io"2—       6'24"2  —       6'37"6—       6'so"9 

JM 

+      '7'   3"7 

+     2o'2  3"9 

+     23'59"3+     27'47"2 

+     3i'43"9|+     35'4S"2:+     39'46"3 

+     43'42"S 

.V„  +  /i„l 

63"io'57"s 

56"  3'4i"7 

48''56'25"8,    4i"49'io"o 

34"4i'54"i!    27"34'38"3l    2o"27'22"'5 

i3"2o'  6"6 

M 

63"28'   i"2 

56"24'   5"6 

49"2o'25"l 

42"l6'57"2 

35"i3'38"o     28"io'23"5!    21"  7'  8"8 

14"  3'49"i 

1^. 

72"58'  5"3 

65"26'22"o 

57"44'37"2 

49"52'53"3 

4i"5i'28"8     33"4i'  3"9|    25''22'4o"7 

i6"57'45"9 

sin  K 

9.980522 

9.958814 

9.927200        9.883499 

9.824312       9.743994       9.632040 

9.465011 

eos  B 

9.466724 

9-618733 

9.727304'       9.809136 

9.872040,      9.920179       9.955928 

9 

980682 

Subti-1. 

9-838129 

0.145083 

9.829331        9.863828 

9.884876       9.898491       9.907434 

9 

9'3ii3 

COH  K —  ('() 

9.077260 

9.384214 

9-556635;       9.672964 

9.756916I      9.818670       9.863362 

9 

893795 

((»■))  sin  r 

0.469369 

0.447661 

0.416047J       0.372346 

0-313159       0.232841        0.120887       9 

953858 

sin  T'oder  cos  /' 

9.996533 

9.984675 

9.962752        9.928334 

9-877749       9886356        9-937379        9 

972571 

(()•))  cos  y 

9-572739 

9.879693 

0.052114       0.168443 

0.252395       0.314149       0.358841        0 

389274 

r 

82"46'   9"6 

74"52'   5"6 

66"36'27"4     57"S8'54"3 

48"s9'42"9     39V   3"S     3o"  2'  4"8i    20"  8'58"6! 

(»*,i  4^  *_/(M 

272"39'32"o 

272"39'i4"4 

272"38'57"9  272'^38'42"5 

272"38'28"o  272"38'i4"o  272"38'  o"6'272''37'47"3i 

/ 

355"25'4i"6 

347"3i'2o"o 

339"i5'25"3;33o"37'36"8 

1 

32r38'io"9  3i2"i8'i7"5  3o2"4o'   5"4  292"46'45"9 

1  +/' 

1 
I .003758  '      I .004086 

1.004363 

1 
1.004574,      1.004709 j      1.004755  1      1.004705,      1.004556 

lof?  (I   +  '') 

0.00162g  1      0.001771 

0.001891 

0.001982 

0.002040 

0.002060,      0.002038!      0.001974 

(('■)) 

0.472836 

0.462986 

0.453295 

0.444012 

0.435410 

0.427793;      0.421462       0.416703 

(»■) 

0.474465 

0.464757 

0.455186 

0.445994 

0.437450 

0.429853 j      0.423500       0.418677 

!'■)■' 

1-423395 

1.394271 

1-3655581      1-337982 

1-312350,      1.289559 

1.270500        1.256031 

1  ir;.-)ypal'  r,n 

4.278455  1      4.226226 

4.176583       4.131399 

4-092343 

4.060763 

4-037499       4-022804 

(>■]' ' 

1 .897860 

1.859028 

1.820744       1-783976 

1 . 749800 

1.719412 

1 . 694000        1 .674708 

Hx 

+      240.21 

+     232.92 

+     226.90  +     222.55 

+     220.06 

+      219.46  +      220.55   +      222.89 

fh 

+        53-76 

+       29.63 

+        10.01   —         5.37 

—       16.91 

—        24.88  '—        29.68   —        31 .63 

IJ» 

+      293.97-)-      262.55 

+     236.91   +     217.18 

+     203.15+     194.58+     190.87+      191.26 

l'to, 

+      163.13 

+      130.85 

+     105.08+       84.71 

+       68.74 

+        56.22 

+       46 -45 

+       38.79 

s 

+  178602.8 

+  190990.5 

+204044.5   +217421.0 

+230638.9 

+243066. 1 

+253970.6 

+262574.1 

h 

-I-178308.8 

+  190728.0 

+203807.6 

+217203.8 

+230435.8 

+242871.5 

+253779-7 

+262382.8 

IO-"  h 

8.251173 

8.280414 

8. 309220 

8.336868 

8.362550 

8-385377 

8.404456 

8.418935 

I   -1-   Jj  lo-"// 

0.000645 

0.000689 

0.000737 

0.000785 

0.000833 

0.000878 

0.000918 

0.000949 

«/, 

+  37632-87+40925-73 

+43702.27  +45827.04+47175.89  +47643-33  +47150-97 

+45655.76 

1"K-  'S/, 

4.575567        4-611991 

4.640504 

4.661121  1     4.673720       4.678002 

4-673491 

4.659496 

Ä' 

8.250528  ■      8.279725 

8.308483 

8.336083'      8.361717 

8.384499 

8.403538 

8.417986 

//.SV,  =  /m- 

+     670.03+      779.33 

+      889.17 

+     993-58   +    1085.02 

+    1154-78 

+   1194-07+   1195-31 

ilh'  ■  ilf^ 

—      376.06—      516.78 

—     652.26 

—     776.40 

—     881.87 

—     960.20 

—   1003.20 

—   1004.05 

i' 

+  37577-03 

+40860.77 

+  43628.17 

+45744.24 

+47085.47  1+47547.08 

+47051.46 

+45556.14 

lüg  V 

4.574922 

4.611306 

4.639767 

4.660336 

4.672887'     4.677124 

4-672573 

4.658547 

(T 

4.900647 

4.900434 

4-900255 

4.900118 

■4.900031        4.900001 

4.900034 

4.900130 

W^ilJ M:  dt 

2„282357 

2^318528 

2„ 3468 10 

2„367242 

2„3797o6  1     2^383913 

2„ 379395 

2„365465 

(IJ3I.  ,1t 

—  3'ii"583 

—  3'28"223 

—  3'42"234 

— 3'52"939 

—  3'59"72i  1—4'   2"o54 

J 

—  3'59"549 

-  3'5i"988 

["", 

+  178765.9 

+191121.3 

+  204149.6 

I 
+217505.7  ,+230707.6 

+243122.3 

+254017.0 

+262612.9 

10—7   [,p] 

8.252285 

8.281309 

8.309948 

8.337470 

8.363062 

8.385825 

8.404863 

8.41931I. 

I  +  ,',  IO-7  [,r] 

0.000647 

0.000691 

0.000739 

0.000787 

0.000834 

0.000879 

0.000918 

0.000949 

Sic 

—  2114.95 

—  2141.13 

—  2124.36  — ■  2062.30 

—  1953-70 

—   1798.60 

—    1598.72   —    1357.52 

log  ,S',. 

3^325300        3„33o643 

3„327228        3«314352 

3„29o858 

3„254935 

3„203772 

3„i 32746  1 

['"'] 

8.251638 

8.280618 

8.309209       8.336683 

8.362228 

8.384946 

8.403945 

8.418367  1 

[w],S,,=z[w] 

—       37-75 

—      40.86 

—        43-29   —        44-77 

—       44-99 

—       43.64 

—       40.52 

—        35-57 

1l\, 

+       i-g? 

+         2.10 

+          2.01  +          1.79 

+          1-50 

+          1-15 

+         0.80 

+         0.44 

</-•;  :  ,lf^ 

+        3972   +       42.96 

+        45-30   +        46.56 

+        46-49 

+        44-79 

+       41-32 

+        36.01 

io-"y'2'  r,//!;  sini" 

2 .212958 

2.  160746 

2.111117 

2.065944 

1                         1 
2.026896        1.995323        1.972063        1.957371 

(0- 

0-948930 

0.929514 

0.910372 

0.891988 

0.874900,      0.859706       0.847000,      0.837354 

ilJo,     ,11 

+      .8"367 

+     i7"o3i 

+      15"876 

+     i4"926 

+      I4"i90 

+      13"665 

+     i3"337 

+ 

I3"i83 

1 

187 


"^i 


1872 

1871 

April  20                  März  11 

Jan. 31 

Dec.  22                Nov.  12 

Ott.  3 

Aug.  24 

Juli  15                     Jnni  5           | 

-        7'  4"o    -        7'17"2 

—        7'3o"6 

—        7'44"o    —        7'57"8 

—       8'll"7 

-       8'2S"9 

—       8'4o"i 

—        8°54"5 

+     47'28"7    +     5o'59"6 

+      54' ■■"0 

+     56'58"4!+     59'i8"6 

+  1°  1'  9"o 

+ 1"    2'27"8 

+  1"  3'i4"3 

+  1"  3'_28"4 

(."iz'So"»     359"  5'34"9 

35i"58'i9"i 

344"5i'  3"2|   337"43'47"4 

33o''36'3i"6 

323"29'i5"7 

3i6"2i'59"9 

309"i4'44"p 

7°  o'i9"5     359"56'34"5 

352"52'3o"i 

345"48'   i"6l   338"43'  6"o 

33i"37'4o"6     324"3i'43"5 

3i7"2  5'i4"2 

3io"i8'i2"4 

8"28'   7"9     359"55'5i"4 

35i"23'i2"6 

342"52"27"6     334"25'45"5 

326"  4'59"6,  3i7"5i'42"6 

309"47'  4"i  1    30i"5i'5o"2     | 

9. 168120 

7„o8i076 

9h  175403 

9,1469039          9„635io6 

91,746625 

9,1826671 

q„88562o 

91,929063 

9.995239 

0.000000 

9.995074 

9.9803041        9.955232 

9.918999 

9.870128,        9.806113 

9-722555 

9.916273 

9.917278 

9.916237 

9.91 3030         9.907269 

9.898180 

9.884294 

9.862709 

9.827026 

9.911512 

9.917278 

9.911311 

9.893334 

9.862501 

9.817179 

9.754422 

9.668822  1        9549581     1 

9.656967 

7,(569923 

9„66425o 

9„957886 

o„i23953 

o„23S472 

0,1315518 

0,1374467 

o„4i79io 

9.993241 

0.000000 

9.993007 

9-972033 

9.936388 

9.884666 

9,1879825 

9,1930076 

9,1964133 

0.406991          0.4127^7 

0.406790 

0.388813 

0.357980 

0.312658  1       0.249901 

0. 164301 

0.045060 

10"  4's8"2 

359  55     38 

349"44'44"i 

3  39"39'29"i 

329"44'25"2 

320°  3'53"7 

3io''4i  i6"7 

3oi"38'52"8  1  292"58'  o"2 

272°37'34"2 

272"37'2l"o 

272"37'   7"6 

2  72"36'54"2 

272"36'40"4 

272<'36'26"5 

272"36'i2"3 

272°35'58"i     272"35'43"7 

282"42'32"4 

2  72''32'24"8 

262"2l'5l"7 

252"l6'23"3  1    242"2l'    5"6 

2  32"40'20"2 

223''l7'29"o 

2i4''i4'5o"9     205"33'43.9 

1 .004306          I .003961 

1 .003529 

I .003024         1 .002459 

1.001854              1.001226 

1.000590         0.999963 

0.001866         0.001717 

0.001530 

o.coi 311          0  001066 

0.000804             0.000532 

0,000256 

9.999984 

0.413750         0.412757 

0.413783 

0.416780  ,       0.421592 

0.427992              0.435693 

0.444391 

0-453777 

0.415616         0.414474 

0.415313 

0.418091         0.422658 

0.4287961           0.436225   1          0.444647 

0.453761 

1 .246848 

1.243422 

1.245939 

1.254273       1.267974 

1.286388               1.308675              1.333941 

1 .361283 

4.016333 

4.017238 

4.024346 

4.036346      4.051958 

4.070037              4.089628              4.109959 

4.130453 

1 .662464 

1.657896 

1 .661252 

1.672364 j       1.690632 

1.715184'           1.744900              1.778588 

1.815044 

+     225.88 

+   228.74 

+    230.72 

+    231.20 

+     229.79 

+        226.39;+        221.17|+        214.47 

+      206.73 

—       3'-'5 

—     28.68 

—     24.64 

—     19.56 

—       13.85 

—              7.93       —             2.09       +              3.49 

+          8.65 

+     J94-73 

+     200.06 

+    206.08 

+    211.64)  +    215.94 

1 

+        218.46       +       2-19.08        +       217.96 

+      215.38 

+        32.80     +       28.12 

+     24.43 

+       21.55     +       19.28 

+       i7.5oi   +       16.12 

+        15-05 

+        14-23 

+268185.3     +270309.4 

+  268747. 5 

+263639.4     +255451.8 

+244847.2     +2^2598.9 

+219453-2 

+206062.9 

+267990.6     +270109.3 

+268541.2 

+263427.8     +255235.9 

+244628.7     +232379.8 

+219235.2 

+  205847.5 

8.428120 

8.431540 

8.42901 1 

8.420661          8.406942 

8.388508          8.366199 

8 . 340910 

8.313546 

0.000969 

0.000977 

0.000971 

0.000952         0.000923 

0.000885         0.000840         0.000792 

0.000744 

+43156.79     +39698.72 

+35370-91 

+30301.45 

+24647.00 

+  18580.64 

+12278.97 

+  5911-38 

—      367-72 

4.635049         4.598777 

4.548646 

4.481463 

4.391764 

4.269061 

4.089162 

3.771689 

2,1565517 

8.427151          8.430563 

8.428040 

8.419709 

8.406019 

8.387623 

8-365359 

8. 3401 18 

8.312802 

+   1153.98     +   1069.89 

+      947-73 

+     796.47 

+     627.74 

-+     453-61 

+   284.79 

+     129.36 

-          7.56 

—     959.25     —     869.83 

—      741-65 

—     584.83 

—     411.80 

—     235.15 

—      65.71 

+       88.60 

+      222.94 

+43060.  63 

+39609.56 

+  3529194 

+  30235.07     +24594.69 

+  18542.84     +12255.21     +  5900.60 

—      367.08 

4.634080 

4.597800 

4-547675 

4.480511          4-390841 

4.268176         4.088321          3.770896 

2„56476i 

4.900292 

4.900515 

4.900796 

4.901124         4.901490 

4.901884         4.902292         4.902705 

4.903114 

2„34ii6o 

2„305io3 

2„2552S9 

2„i88423          2„o99ii9 

i„976848          i„ 797401  1        i„48o389 

0.274663 

—  3'39"36i 

—  3'2i"885 

—  2'59"994 

—  2'34"32o     —  2'   5"637 

—  i'34"809     —  i'2"7i9     —     3o"227     +        r'882 

+268218.1 

+270337.5 

+268771.9 

+263660.9     +255471.1 

+244864.7'   +232615.0     +219468.2'   +206077.1 

8.428488 

8.431906 

8.429384 

8.421046  1        8.407342 

8.388926         8.366637         8.341371          8.314030 

0.000970 

0.000977 

0.000971 

0.000953         0.000923 

0.000885  1        0.000841         0.000793  (       0.000745 

—   1080.31 

—     774.08 

—     447-19 

—     108.83     +     231.60 

+      565.07'    +      883.42      +   1179-73      +    1448-46 

3«o33548 

2„888786 

2,(650492 

2„o36749          2.364739 

2.752102          2.946167 

3.071783  '        3. 160906     1 

8.427518 

8.430929 

8.428413 

8.420093          8.406419 

8.388041  1        8.365796 

8.340578 

8.313285 

^        28.91 

—     '20.88 

—        11.99 

—          2.86      +          5.90 

+        13.81      +        20.51 

+       25.84 

+        29.80 

+         0.11 

—         0.22 

—          0.52 

—          0.80     —          1.06 

—         1.30     —         1.54  1   —          1.75 

—          1.95 

+       29.02     +       20.66 
1 

+        11-47 

+          2.06  '   —          6.96 

—       15.11     —       22.05     —       27.59J—       31.75     1 

1.950902 

1.951806 

1.958913 

I.970911  j        I .986520 

2.004595 

2.024182 

2.044509         2.064998 

0.831232 

0.828948 

0.830626 

0.836182  1        0.845316 

0.857592 

0.872450 

0.889294         0.907522 

+     i3"i73 

+     i3"2  7o 

+      13"437 

+     I3"637 

+      13"842 

+     i4"o28 

+      I4"i82 

+      14"296 

+      14  371 

188 


Datum 

li 

75 

1874 

\ 

Febr.  34 

Jan.  15 

Uec.  6        1 

Oct.27 

Sept.  17 

Aug.  8 

Juni  29 

Mai  20        ' 

siii  i>o' — ''Ali 
cos  ßo' 

4-l"i6'24"o 

202"47'52"5 

77"  5'ii"8 

9.988875 

9.999893 

9.349225 

+  I''l7'l6"7 

i99''46'32"6 

74"  3'S2"9 
9.982982 
9,999890 
9.438625 

+  I"i7's6"4 

.96"45'i9"i 

71"  2'39"4 

9.975786 

9  999888 

9.511 666 

+  i"i8'23"i 

193"44'  9"o 
68"i'29"3 
9.967241 
9  999887 
9.573110 

+i''i8'36"8 

I90»42'59"i 

65"  o'i9"4 

9-957294 

9.999886 

9.625861 

+  i"i8'37"s 

i87"4i'46"3 

6i"59'  6"6 

9-945875 
9.999886 
9.671821 

-f  i"i8'25"o 

i84"4o'27"3 

58"57'47"6 

9.932898 

9.999887 

9.712303 

+  l"l7'59"4 
i8l"38'59"2 

S5"56'i9"5 
9.918260 
9.999888 

9.748250 

sin  ,i|,' 
.sin  ^^  oder  cos  Q 
cos  ,}|i'  .sin  fA,i' — !-^ii! 
<^^ 

8.346784 
9.999887 
9.988768 

l"l8'22"9 

-o"54'  i"o 

8-351747 
9.999881 
9.982872 

l"2o'2l"9 
0"S2'   2"o 

8-355449 
9-999875 
9.975674 

l"22'24"4  i 

-o"49'59"5  1 

8.357921 
9.999869 
9.967128 

I  "24' 31 "4 
— o"47'52"5 

8.359185 
9.999862 
9.957180 
i"26'44"o  ) 
-o"45'39"9  1 

8.359249 
9.999854 
9.945761 
i''29'   3"4 
-o''43'2o"5  1 

8.358097 
9.999846 

9.932785 
i"3i'3o"8 

-o"4o'53"i 

8.355728 

9  999837 

9.918148 

i"34'   8"o 

— o"38'i5"9 

sin  (Q — ('ii! 
cos  i(i 1„] 

8„ 196236 
9.988881 
9.999946 

8„» 79991 

9.982991 
9.999950 

8„i626o8 
9-975799 
9-999954 

8„i4382o 
9.967259 
9.999958 

«„123297 
9-957318 
9.999962 

8„ 100620 
9-945907 
9  -  999965 

8„07528o 

9-932939 
9.999969 

8„o465i9 
9.918311 
9  999973 

cos  7?i  sin  7/1 
sin  Li  oder  cos  7| 

cos  2il   cos    /,| 

9.988827 
9.988878 
9.349118 
77''5''8"9 

9-982941 
9.982987 
9-438515 

74"4'i"5 

9-97S7S3 
9-975794 
9-511554 
7i"2'5."o 

9.967217 
9.967254 
9.572997 
68"i'43"8 

9-957280 
9-957312 
9.625747 
6s°o'37"5 

9.945872 

9.945899 

9.671707 

6i"59'28"4 

9.932908 
9-932930 
9.712190 

58"58'!3"4 

9.918284 

9.918303 

9.748138 

55"56'49'i 

cos  7)'| 

»■| 
sin  i)| 

9-999949 

0-736575 
8„i85I17 

9-999954 
0.736732 
8„l62982 

9-999959 
0.736828 
8„I3  8407 

9-999963 
0. 736862 

8«! 11079 

9-999968 
0.736835 
8„o8o6i5 

9-999973 

0.736747 
8„046527 

9.999978 
0.736597 
8„oo82i9 

9.999981 
0.736386 
7„96483o 

cos  (L,—l] 
/•|  cos  B| 

sin  (Z,  — /) 

336"i2'24"2 
9.961425 
0.736524 
9;,6o5777 

338"i7'2i"7 
9 . 968046 
0.736686 
9„568io7 

34o"2i'49"8 
9-973980 
0.736787 
9,1526399 

342"26'45"8 
9.979290 
0.736825 
9„479437 

344"33'i7"9 
9 . 984026 
0.736803 
9„425394 

346"42'i3"5 
9  .988200 
0.736720 
9„36l702 

348"34'35"2 
9-991813 
0.736575 
9„284io2 

35i"ii'24"2 
9.994846 

0.736367 
9„i85i38 

-'1 
Siil)lracl. 

0.697949 
0. 564020 
9-557774 

0.704732 
0.564810 
9-579939 

0.  710767 
0.564879 
9. 601221 

0. 7161 15 
0. 564228 
9.621890 

0. 720829 
0. 562874 
9.6421 17 

0. 724920 
0. 560804 
9 . 662006 

0.728388 
0.558025 
9  681553 

0.-31213 

0.554544 j 
9.700700  1 

Sulitraet. 

8,1921692 
0 

8„8997I4 
0 

8„  8  75  23  5 
0 

«„847941 
0 

8„ 817450 

4„89 

9.999949 

8„783274 
5„i85... 
9.999891 

8„7448i6 
5 „408 2.. 
9.999800 

8„70i2i6 

5„5843-- 
9.999668 

sin  w  oder  cos  W 

',r 

()  cos  0- 

cos  ff 

y  sin  .'/ 

0.121794 
9„93=87S 
o„3423oi 
0.409426 
9.999770 
8„92i692 

0.144749 
9,,9i5o85 
o„304793 
0.389708 

9-999773 
»„899714 

0 . 166100 
9„ 892647 
o„ 263 186 

0.370539 
9.999778 

8„875235 

0. 1861 18 
9„ 8 640 3 4 

0„2l6262 
0. 352228 
9.999787 

8„84794i 

0.204991 
9.869829 
o„i62i97 
0.335162 
9.999800 
8„8i7399 

0.222810 
9.902891 
o„098422 
0-319919 
9-999817 
8„-83i65 

o.2395:'8 
9.932446 
o„02o677 
0.307132 
9.999837 
8„7446i6 

0.255244  j 

9-957705 

9«92i5o5 

0.297539 

9.999861 

8„700884 

()  —  3 

.Subtract. 
71 

9   590344 
8.771032 

7.790275 
9.952051 
8.723083 

9.610065 
8.830195 
7.789804 
9.958507 
8.788702 

9.629239 

8.887717 
7.789516 
9- 963900 
8.851617 

9-647559 
8.942677 
7.789414 

9.968359 
8.911036 

9.664638 

j     8-993914 

1     7-789495 

9.971991 

8.965905 

9.679898 
9.039694 

7-789759 
9.974860 

9-014554 

9. 692705 
9.078115 
7.790209 
9.977021 
9.055136 

9. 702322 
9. 106966 
7.790842 
9.978503 
9.085469 

iwkj-mi  lo"  A" 

r 

7i- 

0.133929 

2.37805s 

o„9o632i 

—   1924.76 

+     325-08 

0. 139922 

2.443674 
o„8696o3 

—  2057.20 
+     383-35 

0.145888 

2.506589 

0,1828065 

—    2160.99 

+     449-24 

0.151887 

~2. 566008 

o„  780490 

—     2220.74 
+        522.27 

0.15  7955 
2.620877 
o„ 7 25071 

!—  2217.93 
+    600.94 

0. 164116 

2.669526 

o„659226 

—  2131.83 

+     681.78 

0. 1 70363 
2.710108 
o„S78702 

-    1944.51 
+      759-40 

0. 1  "6669 

2.740441 

o„476o49 

—    1646.23 

+      826.2s 

«■i 

—        19-94 
+     266.69 

22.05 
+     305.61 

—        24.09 
+      348-89 

—           25.94 
+        395-96 

—     27-43 
+    445-54 

—       28.37 
+     495-07 

—        28.51 
+      540.86 

—        27.65 
+     578.01 

:i.'7i' 

+     325-09 
+      26-. 83 
—        19.91 

4-    383-42 
+    306.68 
—      22.02 

+     449-39 
+     349-89 
—       24.05 

+        522.53 
+        396-90 
—           25.89 

+    601.3t 

+    446.43 
—     27.38 

+     682.28 
+     495   92 
—        28.32 

-f-      760.04 
+      541-67 
—        28.45 

+      827.04 
+      578.78 
—        27.59 

"2 
3* 

0 

0 

0 

0 

—          77 

—            153 

-            256 

-            384 

-7  2  7? 

2  7i'  —  2  ,r, 

0 
+       57.26 

0 
+      76.74 

0 
+       99-50 

0 
+        125-63 

0 
+154.88 

0 
+      186.36 

0 

+  218.37 

0 

-H    248.26 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 
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1874 

187J 

April  lo       März  i 

Jan.  20 

Dec.  II 

Nov.  I 

Sept.  22   1   Aug.  13   1    Juli  4 

Mai  25 

April  15 

+  i"i7'2o"7+i"i6'29"o 
I78"37'i9"2  i75"35'24"2 

52"54'39"5'  49"52'44"5 
9.901839I  9.883483 
9.999890   9  999892 
9.780357J   9.809158 

+I"i5'24"6 

I72"33'ii"4 

46"5o'3i"7 

9.863008 

g.gqgSge 

9.835063 

+  l"l4'  7"o 

i6g"3o'37"4 

43"4-'57"7 

9.840191 

9  999899 

9.858398 

+i''i2'36"6 

i66"27'39"3 

4o"44'5g"6 

9.814752 

9-999903 

9.879421 

+  I°io'53"6 
i63"24'i4"2 

3  7"4l'34"5 
9.786346 
9-999908 
9.898341 

+  1"  8's8"4 

i6o"2o'i9"i 

34"37'39"4 

9-754532 

9.999913 

9-915327 

+  1°  6'5o"8 

I57"i5'5i"6 

3i"33'ii"9 

9-718744 

9-999918 

9-930518 

+  1"  4'3l"2 

i54"io'48"3 

28" 28'  8"6 

g. 678231 

9-999924 
9.944026 

+  1°  2'  o"o 
151"  5'  7"i 

25"22'27"4 

9-631981 
9.999929 
9.955942 

8.352122 
9.999827 
9.901729 
i"36'57"i 
— o"35'2  6"8 

8.347257   8.341121 
9.999816   9.999804 
g. 8833751  9-862904 
i"4o'  o"5   i"43'2i"7 

— o"32'23"4— 0"29'  2"2 

8.333608 
9-999790 
9.840090 
'"47'  4"o 
— o"25'i9"9 

8. 324690 

9-999773 
9.814655 
i"'5i'i2"8 

—  o"2  1  'n"l 

8.314301 

9-999753 
9.786254 

'"55'55"2 
— o"i6'28"7 

8.302378 
9-999729 
9-754445 
2"  i'2o"8 
— o"ii'  3"i 

8.288778 
9.999700 
g. 718662 

2"  7'42"o 
— 0"  4'4i"9 

8.273395 
9-999663 
9.678155 
2°  15' 17-8 
0"  2'53"9 

8.256094 
9-999615 
9.631910 
2"24'_36"- 

0"  12'l2"8 

8„oi3294|   7„q74"3i 
9  901902   9-883559 
9  999977   9-99998i 

-„926668 
9. 863100 
9.999985 

■'„867386   '„789752 
9.840300   9.814882 
9.99998»   9.999992 

7„ 6806 3 7 
9.786501 
9-999995 

7„507153 
9-754716 
9  999998 

-„1356-0 
9. 718962 
0.000000 

6.925875    7.550559 
9.6784g2    9.6322g5 
0.000000  ;   g- 99999'' 

9 .  90 1 8  7  9 

9  901894 

9.780247 

52"5S'i3"7 

9.883540 

9.883552 

9. 809050 

49"53'23"i 

9.863085 
9.863093 

9  834959 
46"5i'i4"5 

9.840288 
9.858303 

q. 858297 

43"48'44"5 

9.814874 

9.8-g32- 

9.879324 

4o"45'5o"9 

9. 786496 

9. 898250 

9.898249 

37"42'3o"o 

9-754714 

9-915240 

9-915240 

34"38'39"i 

9. 718962 

9. g 30436 

9-930436 

3i"34'i5"5 

9.678492 

9-943949 

9  943950 

28"2g'i5"7 

g. 632292 

9.955871 

9.955871 

25"23'37"6 

g. 99998 5 
0. 736113 
■'„915196 

9.999988 
0. 735780 
7„8>7690 

9.999992 
0-735387 
7„78g768 

9-999994   9-999997 
0.734934   0.734427 
7„707686    7„6o4634 

9.99999g   0.000000:  0.000000 
0.733864   0.733246'  0.732574 
7„467i38;   7„26i86g^  6„854632 

0.000000 

0.731849 
6.60436- 

0.000000 

0.731074 
7.182854 

353"3  3'44"6 

9-997253 
0. 736098 
9„o49688 

356"  2'42"l 
9.998964 
0.735768 
8„838676 

358"39'26"o 
9.999881 
0.735379 
8„369842 

i"25'  8"3!  4" 21'  7"3 
9-999867   9.998746 
0.734928!  0.734424 
8.393806   8.880151 

7"28'44"o 
9.gg629o 
0.733863 
9.114480 

io"4g'23"o 
9.992205 
0.733246 
g. 273641 

14"24'32"3 
9.986120 

0-732574 
9.395923 

i8"l5'4o"2 
9-977558 
0.731849 
g.4g6o28 

22"24'l4"8 

g. 965916 

0.731074 
9.581080 

0.733351 
0.550360 

9-719349 

0.734-32 
0.545484 
9-737303 

0. 735260 
0.539925 
9 --543 '7 

0-34795   0.733170 
0533694   0.526814 
9.770054]  9.78408g 

0-30153 
0.51930g 

9- 795855 

0.-25451 
0.51 1222 
g  804603 

0. 718694 
0. 502606 
9. 809362 

0. 7og407 
0.493537 
9,808805 

0.696990 
0.484114 
g. 801 121 

8„65I309 
5„73oo. . 
9-999479 

«„593470 
5„85o6.. 
9-999214 

8„525i55 
5„95i8.. 
9.998839 

8„442620   8„339o6i 
6„o374. .  ,   6„1096.. 
9.998288   9.997431 

8„201002 

6„i697.. 
9-995940 

7„995ii5 
6„2i8796 
9.992669 

7,1587206 
6„258398 
9-979138 

7.336216 
61,288920 
o.0372gg 

7.913928 
6„ 3 10906 
0 .010700 

0. 269709 
g. 977792 
g„ 78 5 7 86 
0.291917 
9.999887 
8„650788 

0.282787 
9-991837 

9„ 5 74444 
0. 290950 

9-999913 

X„5926K4 

0.294242 
9-999092 

9„10S221 

0. 295150 
9-999938 
8„523994 

0.303748 

9999033 
9.128734 
0.304715 

9-999959 
«„440908 

0.310903 
9.991381 
9.614575 
0.319522 
9-999977 
8„336492 

0.315164 
9.97606g 
9.848343 
0.339095 
9- 999989 
8„ 196942 

0.315825 

9-953104 
0 ,006887 
0. 362721 
9.999996 

-„987-84 

0. 31 ig68 
9.922393 
0. 128497 
0.389575 
0.000000 
7„566344 

0302342!   0.285235 
9.8835411   9.862528 
0.227877    0.312154 
0.418801  '   0.449626 
0.000000  j   g.gggggS 
7-3-3515    7.924628 

9.707970 
9.123910 
7.791661 
9-979306 
9. 103216 

9.7o8g63 
9.126889 
7.792660 
9.979402 
9. 106291 

9.704788 
9.114364 

7-793839 
9.978726 
9.093090 

9-695244 
9.085732 

7.795198 
9.977164 
9.062896 

9.680455 
9.041365 
7.796719 
9-974S43 
9.015908 

g. 660894 
8.982682 
7.798408 
9.970615 
8-953297 

9.637275 
8.911825 
7.800262 

9-965039 
8.876864 

g. 610425 
8.831275 
7.802278 
9-957348 
8.788623 

9.58119g 
8.743597 
7-804453 
9.946923 
8.690520 

g. 550372 
8.651 116 
7.806778 
9-932926 
8.584042 

0. 182991 
2.758188 
o„336i46 

—  1242.61 
1+  873.33 

0.189248 

2.761263 

o„i 19928 

—  760.66 

+  892.30 

0.195335 

2.748062 

9«645I45 

—  247.29 

+  877.80 

0.201 101 

2.717868 

9.662428 

+  240.05 

+  829.-9 

0. 206356 

2.670880 

0. 141389 

+  649.04 

+  -53--6 

0  210844 

2.608269 

0. 367652 

+  946.06 

+  659.35 

0.21422g 

2.531836 

0.51810g 

+  1121.88 

+  557.27 

0.216088 

2.443595 

0.631103 

+  1187.68 

+  456.75 

0.215870 

2.345492 

0.721414 

+  1166.56 

+   364-22 

0.212S76 

2.239014 

0.796268 

+  1084.63 

+  283.07 

—   25.67 
+  601.01 

-   22.63 
+  605.15 

—   18.76 
+  587.94 

—   14-47 
+  550.43 

—   10.23  |—    6.45 
+  496.98:+  434-16 

-    3-36 
+  368.80 

—    1.07 
+   306.37 

+    0.48 
+   250.36 

-f    1.42 
+  202.34 

+  874-28 
+  601.75 
—   25.61 

+  893.41!+  879.08 
-+■     605.86'+  588.63 
—   22.57 —   18.69 

+  831.24 
-t-  551-10 
--   14-40 

+  755-38 
+  49--63 
—   10.16 

+  661.14 
+  434-80 
—    6.38 

+  559-22 
+   369-43 
—    3.29 

+  458.86 
+   306.9g 
—    1 .00 

+   366  46  +   285.43 
+  250.98 1 +   202 .96 
+    0.55  +    1.49 

—     537 

—     709 

-     895 

—    1090 

—    1287 

—    1478 

—    1655 

-    1813 

—    1945 

—    2046 

1        0 
'+  272.53 

0 

+  287.55 

0 
+  290.45 

0 
+  280.14 

0 
+  257-75 

1          1 
0  1         0  :         0 

+  226.34I+   189.79!+   151-87 

0          0 
+   115.48  +   82.47 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 
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-:i 

IJaluiii 

sin  (Ao' — Qu) 

CÜS  ß  o' 

cos  [}.,)'— Qu] 

'873 

1872                                 ! 

März  6 

Jan.  25 

+o''56'23"4 

i44"Si'4o"o 
19"   9'  o"3 

9-515932 
9-999942 

9-975277 

Uec.  16 

+o"53'i8"8 

i4i"43'48"6 

16"    i'  8"9 

9.440844 

9-999948 

9.9S2800 

Nov.  6       [      Sepfc.  27 

Ang.  18 

Juli  9        j        Mai  30 

+0"S9'I7"4 

I47"s8'45"3 

22" i6'   5"6 

9-578574 

9.999935 

9.966339 

+o'>5o'  3"6 
138"  3  5'  8"5 

12"52'28"8 

9-347952 

9-999954 
9.988942 

+o''46'38"4 

135"25'37"6 

9"42'57"9 
9.227285 
9.999960 
9.993726 

+o°43'   3"8 
I32"i5'i3"8 
6"32'34"i 
9.056697 
9  999966 
9. 99-162 

+o"39'2o"i 
129"    3'54"8 
3"2i'i5"i 
8.767218 
9-999972 
9  999255 

+o"35'28"o 
I2s"5i'38"7 
0"    8'59"o 
7-417163 
9-999977 
9-999999 

sin  ßu 

sin  f^  üiIlt  cos  (^ 

cos  ,<„'  sin  (Au' — ;^'?o 

Q 

S. 236686  1      8.214909 

9.999551'     9-999457 
9.578509       9.515874 

2"36'22"2,        2"5l'46"2 

o"23'58"3      o"39'22"3 

8.190545 

9 -9993 15 
9.440792 
3"  13'  o"4 
1"   o'36"5 

8.163201 

9-999075 
9.347906 
3"44'ii"8 
>"3i'57"9 

8.132471 
9.998601 
9-227245 
4"35'47"o 

2<'23'23"l 

X. 097822 

9.997391 

9.056663 
6"i6'26"2 
4"  4'  2"3 

8.058495 

9-991849 

8.767190 

11"   3'S6"7 

8<'5i'32"8 

8.013539 

9.9X6499 

7.417140 

7S"47'i3"3 

73"34'49"4 

sin  [Q — i'iil 

'/ 

cos  \Q^iu 

7.843421 
9.578958 
9.999989 

8 .058900 
9.516417 
9-999972 

8. 246236 
9-44"477 
9-999932 

8.427297  [     8.620104 
9-348831        9.228644 
9-999844;     9-999622 

8.850819 
9.059272 
9.998905 

9.187536 

8.775341 
9  994788 

g. 98191 7 
8.027040 
9.451279 

cos  Bi  sin  L) 

sin  X|  oder  cos  Z,, 

cos  7)|  cos  ii 

g. 578947       9.516389 

9.966276       9,975221 

9.966274       9.975219 

22"i7'i8"7     i9"io'i6"2 

9.441409 

9-982753 
9.982748 

16"     2'26"7 

9-348675 

9.988904 

9.988896 

i2-53'48"i 

9.2282661        9.058177 
9.993696!        9.997142 
9.993686 J        9.997128 

9"44'i8"6,     6»33'55"6 

8.770129 

9-999245 
9.999227 
3"22'36"9 

7.478319 
9.999998 
9.999976 
0° io'2o"5 

ms  i)', 

'■| 
sin  i'i 

9.999998!     9999998 
0.730250       0.729380 

7.422379       7-575317 

9-999995 
0.728465 

7.687713 

9-999992 

0.727507 
7.776128 

9-999990'     9.999986 
0.726509       0.725473 
7.848748       7.910091 

9.999982 
0.724406 
7.962877 

9.999978 
0.723308 
8.008957 

X,-/ 

cos  (L\—I) 

/■|  cos  yj'i 

sin  (Zi~/j 

26"5i'37"i 
9.950419 
0.730248 
9.654962 

3i"38'56"2 
9.930072 
0.729378 
9-719922 

36"47'   i"4 
9-903579 
0.  728460 

9-777279 

42"i6'ii"3    48"   6'   7"7 
9.869224;     9.824650 
0.727499'     0.726499 
9.827771        9.871770 

54"i5'38"i 
9.766487 
0.725459 
9.909386 

6o"42'3i"5 
9.689530 
0.724388 
9.940588 

67''25'34"6 

9-584794 
0. 723286 
g. 965278 

Subtract. 

0.680667 

0.474465 
9.783682 

0.659450 

0.464757 
9-752543 

0.632039 
0.455186 
9.701252 

0.596723        0.551149 
0-445994       0.437450 
9.617955        9.476061 

0.491946 
0.429853 
9. 186677 

0.413918 

0.423500 
8.348455 

0.308080 
0.418677 
9.462430 

sl 

Subtract. 

8.152629       8.304697 
6„324694        6„33ooo8 
0006407  1     0.004579 

8.416178 

6„32654i 
0.003519 

8.503635 
6„3 13656 
0.002795 

8.575257 
6„290035 
0.002246 

8.635564       8.687283 
6„254o64       6„2o276i 
0.001800       0.001421 

8.732265 
&«i3i6i9 
0.001088 

sin  <■!  oder  cos  W 

'h 

o  cos   '> 

cos  !^ 

1)  sin  .> 

0.2581471     0.217300 
9.903852'     9-935872 
0.385210       0.449300 
0,481358       0.513428 

9-999995       9  99999^ 
8.159036       8.309276 

0. 156438 
9.960378 
0.505739 
0.545361 
9.999988 
8.419697 

0.063949 
9.978500 
0.555270 
0.576770 
9.999984 
8. 506430 

9-913511 
9.990919 
0. 598269 
0.607350 
9-999981 
8.577503 

9. 616530 
9-998013 
0.634845 
0.636832 
9.999978 
8.637364 

8„762373 
9-999966 
0.664976 
0.665010 
9-999976 
8.688704 

9„7705io 
9.996856 
0.688564 
0.691708 
9-999974 
8-^33353 

1,-3 
/■,-3 

Subtract. 
Ä' 

9.518637 
8.555911 
7.803250 
9.914237 
8.470148 

9.486564 
8.459692 
7.811860 
9. 889306 
8.348998 

9.454627 
8.363881 
7.814605 
9.855938 
8.219819 

9.423214 
8.269642 
7.817479 
9.810870 
8.080512 

9.392631 
8.177893 
7.820473 
0.106293 
7.926766 

9-363146 
8.089438 
7.823581 
9.926552 
7.750133 

9-534966 
8.004898 
7.826782 
9.705015 
7.531797 

9.308266 
7.924798 
7.830076 
9.386889 
7.216965 

.=1   :  ('■) 

Vy  {>■] 
U 
11 

0. 206202 

2. 125120 

0.859675 

+     965-59 

+      214-45 

0.194693 
2.003970 
0.914057 

+     827.99 
-|-     158.00 

0. 176853 

1.874791 
0.960925 

+     685.04 
+     112.63 

0. 150729 

1-735484 
1.001264 

+      545-44 
+        76.95 

0. I 1 3699 

1.581738 

1-035719 

+     414-44 

+        49-59 

0.062093 

1.405105 

1 .064698 

+     294.99 

+       29.32 

9.990418 

1 . 186769 

I .088476 

+     188.47 

+        15.04 

9.889403 

0.871937 

I . 107241 

-i-       95-32 

+          5-77 

+          1-90 
+      162.51 

+         2.04 
+      130.22 

+          1-95 
+     104.44 

+          1-73 
+        84.06 

+          1-44 
+        68.06 

+          1 .  10 
+       55-51 

+         0.75 
-1-       45 -70 

+          0.40  , 
+        38.00 

1'  R 

2-  ir, 

-t-      216.89!+      160.48 
+     i65-i3'+      130-85 
+          1.97   +          2.10 

+     115.09 
-|-      105.08 
+          2.01 

+        79-34 
+        84.71 

+           1-79 

+        51.83 
+        68.-4 
+          1.50 

+        31-34 
+       56-22 
+          1-15 

+        16.77 
+       46.45 
■4-        0.80 

+          7.16 
+        38.79 
+          0.44 

',.5 

—          2112  —         2138 

—         2121   —         2059 1 —         1950 

—          1795 

—          1595  —         1354 

;2  :  irYo 

J  S  R 

S  R  —  I  »-, 

1 
+                0                      0 
+       5376   +       29.63 

0                      0                      0 
-{-        10.01   —          5.37   —        16.91 

0 
—       24.88 

0 

—        29.68 

0 
-        31-63 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

191 


2^4 


1872 

1871 

April  ao 

März  II    1   Jan.  31 

Dec.  22 

Nov.  12 

Oct.  3 

Aug.  24    1    Juli  15        Juni  5 

+  o"ji'27"8 

I22''38'23"2 

3S6"55'43"5 
«„728984 
g. 999982 
9-999376 

+  o"27'2o"5 

119^24'  6"7 

3  5  3"4.'27"o 

9„04o97i 

9-999986 

9.997361 

+  o"2  3'  6"7 

11 6"  8'48"o 

35o"26'  8"3 

9„220514 

9  999990 

9-993920 

-|-o"i8'46"7 

1I2"52'25"3 

347"  9'4S"6 
9» 3467 12 
9-999993 
9.989007 

+  o''i4'2i"8 

io9"34'57"4 

343"52'I7"7 

9h443719 

9-999996 

g.g82s62 

+0°  g'52"5 
io6"i6'23"o 

34o"33'43"3 
g„522i6s 
9-999998 
9-974513 

-ho"  S'i9"6j 

i02"56'4i"4 

337"i4'  l"7 

9„587679 

9-999999 

9.964774 

+  0"  o'44"i  -0"  3'53"i 
gg"35'5i"5   96"i3'53"4 

333"53'ii"8  33o"3i'i3"7 
9„643  599    9/1692064 
0.000000    0.000000 
9.953240    9.g39784 

7-961525 

9„993753 

8„728y66 

i7o"i8'2i"l 

168"  5'57"2 

7.900546 

9„998866 

9„040957 

I75"5i'37"6 

I7  3"39'I3"7 

7-827554 

9»999645 

9„220504 

177"40'58"6 

17S"28'34"7 

7.737381 

g„99986g 

9„ 346 705 

178"35'29"9 

i76"23'  6"o 

7.62og8o 

9n99995i 

9«4437I5 

179"  8'l7"9 

i76"55's4"o 

7-458263 

9„999984 

9„522i63 

i79"3o'i9"6 

■77"I7'55"7 

7 . 190181 
9„999996 
9„587678 

I79"46'i4"i 
i77"33'5o"2 

6. 330014 
o„oooooo 

9,1643599 
I7g"58'i9"8 

177"45'55"9 

7„o53ii7 

^„999999 

9,1692064 

180"  7'53"7 

177  55'29"8 

9-314325 
8-735213 
9»990564 

9.043502 
g. 042091 
9«99733i 

8.896919 
9.220859 
9„998645 

8.799697 
9.346836 
9„999i35 

8.728572 
g. 443764 
9«999377 

8.673273 
g. 52217g 
9„9995i8 

8.628434 
9.587682 
9„ 999607 

8. 590942 
9-643599 
g„ggg67o 

8.558813 
g. 692065 
9„9997I5 

8„7257-7 

9-999384 

9-999358 

356"57'4"3 

9„o39422 

9-997380 

9-997347 

353"42'46"5 

9„2 19504 

9.993948 

g. 993910 

35o"27'26"o 

9„34597i  ' 
9-989043 
9.989000 
347"ii'i"l 

9„443i4i 

g.g826o5 

9.982558 

343"53'3o"4 

9^521697 

9.974564 

9-9745" 

34o"34'52"8 

9„58728g 

9-964832 

9-964773 

337".5'7"6 

9„64326g 

9-953304 

9-953240 

333"54'i3"9 

g,,69i78o 
9.939854 

9-939784 
33o"32'ii"4 

9-999974 
0.722180 
8.049538 

9-999967 
0.721028 

8.085593 

9.999962 
0.719851 
8.117778 

9-999957 
0.718657 
8.146533 

9-99995  3 
0.71:^448 
8.172336 

9-999947'   9-999941    9-999936 
0.716231    0.715006;   0.713777 
8.195452    8. 216116    8.234541 

9-999930 
0.-12551 
8.250878 

74"i4'3i"9 
g. 433884 
0.722154 
9983364 

8l"lo'2l"7 
9. 185986 
0.720995 
g.gg4826 

88"  5'34"3 
8.52217g 
0.719813 
9-999759 

94"54'37"8 
8„93247i 
0. 718614 

9  998403 

ioi"32'24"8 
g„30ii5i 
0.717401 
9-99113" 

io7"54'32"6 
9,1487855 
0.716178 

9-978429 

ii3"S7'38"6 
g„6o8644 
o.7i4g47 
g. 960862 

ii9"39'23"o 
9,1694427 
0.713713 
9-939024 

124"58'27"5 

9,1758313 
0.712481 
9-913501 

0. 156038 
0. 41 5616 
9. 91 271 8 

9.906981 
0.414474 
9.838334 

g. 241992 

0.415313 
g. 969838 

9^/551085 
0.418091 
0.068556 

o„o 18552 
0.422658 
0-144375 

o„ 2 040 3 3 
0.428796 
0. 203030 

o„32359i 
0.436225 
0.248354 

o„4o8i40 
0.444647 
0.283160 

o„470794 
0.453-61 
0.29259- 

8.771718 
6„0326i9 
0.000-91 

8.806621 
5„88-6i7 
0.000523 

8.837629 
5„6493  3  5 
0.000281 

8.865190 
5,,o  37426 
0 . 000064 

8.88g784 
5.363612 
9-9998-1 

8.gii683 

5-751279 
9-999699 

8.931122 
5.945469 
9-999551 

8.g483i8 
6.070776 
9-999424 

8-963429 
6. 160168 

9 -9993 16 

o„o68756 
g. 988731 
0.705518 
0. 716787 
9-999972 
8.77250g 

o„2528o8 
9.975668 
0. 715821 
0.740153 
9-999970 
8.807144 

o„385i5i 
9-957825 
0.719572 
0.761747 

9-999969 
8.837910 

o„486647    0,1567033    0,1631826 
9-935454    9-908907    9.878615 
0.717017^   0.708532    0.694607 
0.781563    0.799625    o.8i5gg2 
9.999968  1   9.99gg67    g.gg9966 
8.865254    8.8896551    8.911382 

o„68457g  !   0,1727807'   o„76339i 
91,853826  1   9„883792|    9«907497 
0.67580g    0.652737    0.625982 
0.830753    0.844015    0.855894 

9-999965   9-999965  !   9-999964 

8-930673    8.947742,    8.g62745 

9.283185 
7  849555 
7.833460 
8.576973 
6.410433 

9-259817 
7-779451 
7.836916 
9. 150667 
6„93oii8 

9.238222 
7.714666 

7.840447 
9-526238 
7„ 240904 

9.218405 
7.655215 
7.84402g 

9-736071 
7„391286 

9.200342 
7.601026 
7.847656 
9.883398 

7„484424 

9-183974 

7.551922 
7.851307 

9- 996704 
7„548626 

g. i6g2i2 

7.507636 
7.854982 
0,088165 
7„5958oi 

9-155950 
7.467850 
7.85866g 
0. 164158 
7„632oo8 

9.144070 
7.432210 
7.862347 
9-798362 
7„ 660709 

g. 740422 

0.065405 

1 . 121 134 

+   15-37 

+    0.64 

g. 492507 
01,585090 
1.130295 

—  51-93 

—  1 .20 

8.82667g 
o„895876 
1.134885 

—  107.34 

—  O.S3 

9«252994 

1 „0462 5 8 

1 . 135108 

—   151-83 

+    1-90 

9,,595894 

i«i 39396 

I . I 31190 

—   186.46 

+    5-44 

9y,775237 

i„203598 

1.123403 

—  212.32 

+    9-52 

9„887366 

i„250773 
1.112034 

—  230.57 

+   13-74 

9„963493 

i„286g8o 

i.og7384 

—  242.31 

+   17.80 

o„oi7033 

1,1315681 

1.079743 

—  248.56 

+   21.51 

-(-    0.07  '  —    0.25 
+   31  95  i  +   27.19 

—    0.54 
+   23.42 

_    0.82 
+    20.43 

—    1.07 
+    18.03 

—    1-30 
+   16.10 

—    1.52 

+   14-54 

—    1-72 
+   13-27 

—    1 .90 
-|-   12.22 

+    1.65 
+   32.80 
+    0.11 

—  0.56 
+   28.12 

—  0.22 

■ —    0.21 

+   24.43 
—    0.52 

+    1-99  '  +    5-43 
+   21.55   +    19-28 
—    0.80  —    1.06 

+    9-57 
+    17-50 
—    1.30 

+   14-03 
+   16.12 

—    1-54 

+   18.54 
+   15-05 
—    1-75 

+   22.88 
+   14-23 
—    1.9s 

—    1078 

—     772 

—     446 

—    log 

+     231 

+     5641-1-     882 

+    1177 

+    1446 

0 
—   31-15 

0 
—   28.68 

0 
—   24.64 

0 
—       19-56 

0 
-   13-85 

0 
—    7-93 

0 
—    2.09 

0 
+    3-49 

0 
+    8.6s 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 
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Datum 


/So' 

>.»' — Qo 
sin  (/lo' — So) 

cos  ,4||' 

cos  f ;.„' — Uli 


Febr.  24     j       Jan.  15 


-    1      2^3 

3 17"!  5'    3' 

I9i"32'23' 

9„3oii3 

9-99993 

9« 991 13 


—  o"59'26" 
316"  o'27" 

j  190"!  747" 

9-99993 
'       9.,99295 


1R74 


Dec.  6 


Oct.  ■:^ 


Sept.  17 


Aug.  8 


— o"s6'27" 
3i4"45'59" 
189"  3'i9" 

9„  19697 
9-99994 
9,,99455 


-  o"53'27" 

3i3"3''39" 
i87"48'59" 

9«! 3354 
9-99995 
9„99595 


—  o"5o'25" 

3i2"i7'26" 

i86"34'46" 

9„059ii 

9-99995 

9„997i3 


—  o"47'23" 

311"   3'2I" 

i85"2o'4i" 

8„969i7 

9.99996 

9„998li 


Juni  29       I        Mai : 


—  o"44'i9' 

309"49'23" 
184"  6'43" 

»„85555 
9.99996 
9„99888 


-  o"4ri9" 
3o«''35'32" 

l82"52'52" 

«„70125 

9  99997 
9«99945 


sin  ,i,|' 

sin  (i  Oller  cos  (i 

cos  ,j|,'  sin  'i(]' —  3|] 

Q 

Q—ii, 


«„25877 

9„99822 

9„3oio6 

i85"ir  2" 

i82"58'38" 


«„23773 

9„9979« 

9„252I5 

i8s"3i'3i' 

i83''i9'  7' 


«„2  15  37 

9„99765 

9„i969i 

i8<;"<;7'24" 

i«3"45'  o" 


8„i9i66 

9„997i8   I 

9„ 13349 

i86"3i'2i" 

i84"i8'57" 


8„i6628 

9„99647 

9„059o6 

l87"i7'4o" 

185"  s'i6" 


«„13934 

9„9953o 

«„96913 

i88"25'  4" 

i86"i2'4o" 


8„1I028    :  8„07984 

9„99309  I  9„9«793 

8„«555"  8„70i22 

i9o"n'32"  I93"26'53" 

i87"59'   8"  I9i"i4'29" 


sin  [Q.  —  /„) 
cos  {Q—t„l 


«„71549 
9. 30284 

9„  99941 


«„76259 
9-25417 
9„99927 


8„8i56o 
9.19926 
9„99907 


«„87653 
9.13631 
9„99«-7 


«„94783 
9.06259 
9^99828 


9„03420 
8.97383 
9„99744 


9„142 

8.86242 

9„99577 


I 


9„2«99i 
8.71329 

9„99i59 


cos  llf  sin  i| 

sin  L\  oder  cos  ij 

cos  Jif  cos  L\ 


9„30225 

9„99io9 

9„99io6 

I9i"34'i4" 


9„25344 

9„9929i 

9„992«« 

i9o"i9'35" 


y„i9833 
9„99452 
9„99449 
89"   5'   4" 


9« 13 50« 

9„99592 

9,/99590 

i87"5o'4i" 


9„o6o«7 

9„997ii 

9„997o8 

i86"36'24" 


«„97127 
9„99«o9 
9„998o7 
85"22'i5" 


8„858i9 

9„99«87 

9„99884 

184"  8'i4" 


8„70488 

9„99944 

9„99942 

I82"54'i9" 


cos  Hl 

'1 
sin  7J| 


9-99997 
o. 99500 
8„oi833 


9.99997 
0.99537 
8„oi676 


9-99997 
0-99573 
8^,01486 


9.99998 
o  99608 
8„oi284 


9-99997 
0.99642 
8„oi042 


9.99998 
0.99676 
8„oo8o3 


9.99997 
o. 99708 
8^00520 


9.99998 
0.99740 
8„oo320 


cos   (i| /) 

j-i  cos  B] 

sin  (X|  —  /; 


9o"4ri9" 
«„07984 

0.99497 
9.99997 


94  3255 
8„8993o 
0.99534 
9.99863 


98"24'  3" 
9„i6464 
0.99570 
9   99532 


I02"i5'43"[  106"  9'  4" 

9„327I2  I  9„4443i 
0.99606  0.99639 
9.98998  I   9.98251 


110"  5'  o" 

9«53578 
0.99674 
9.97276 


114"  4'36" 
9„6io62 

0.99705 
9.96047 


118"  8'54" 
9„67372 
0.99738 
9-94534 


i'1 
Siilitract. 


9„o74«i 
o. 56402 
0.01386 


9„89464 
o.  56481 
0.08412 


o„i6o34 
0.56488 
0.14425 


o„323i8 
0.56423 
o. 19702 


0^^44070 
0.56287 
0.24423 


o„53252 
0.56080 
0.28712 


o„6o76- 
o.  55802 
0.27691 


0^^6-1 10 

0.55454 
0.24665 


Knlitract- 


9„oi333 

o 


9„oi2i3 


9„oio59 


9„oo892 


9„oo684 
4„89... 
9-99997 


9„oo479 
5„i85- ■ 
9-99993 


9„0O228 

5„4o82, 
9- 


•99989 


g„ooo6o 

5„5843- 
9.99983 


sin  w  iiilcr  cos  (-> 

',1 

f^  cos  !h 

cos  Ih 

{>  sin  !h 


o„57788 
9.97031 

0-99494 
1.02463 
9.99998 
9„oi333 


o„64«93 
9.95966 
0.9939- 
I. 03431 
9.99998 
9„oi2i3 


o„-09i 3 

9-94-5« 
o .99102 
1.04344 
9.99998 
9„oio59 


o„76i25 
9.93401 
0.98604 
1.05203 
9.99998 
9„oo892 


0^80710  j 
9.91882  j 

0.97890  ! 
1 .06008  i 
9.99998  [ 

9„oo68i 


o„84792 
9.90188 
o. 96950 
I .06762 
9-99998 
9„oo472 


o„88458 
9.88291 
0.95-52 
1 .07461 
9.99998 

9„002I 7 


o„9i775 
9.86161 
0.942-2 
1  . 08 1 1 1 
9.99999 
9„ooo43 


)-,-3 

Sulitract. 

A' 


«•97535 
6.92605 
7.01500 

9-35659 
6„28264 


8.96567 
6.89701 
7.01389 
9.48970 
6„3867i 


8.95654 
6.86962 
7.01281 
9.59169 
6„46i3i 


8.94795 
6.84385 
7.01 176 

9-67395 
6„5i78o 


8.93990 
6. 81970 
7.01074 
9.74236 
6„562o6 


8.93236 
6.79708 
7.00972 
9.80051 
6„59759 


«•9253- 
6.77611 
7.00876 
9.85042 
6„62653 


8.91888 
6. 75664 
7.00780 
9.89378 
6„65042 


'»•/•)-  Uli   1°'  /> 

l' 


8„51079 

9„4I366 

1.55896 

9-39 


9„32983 

9„5i773 

i-55«7« 

11.93 

0.07 


9„59546 

9„59233 

1-55590 

14.0- 

0.15 


9„75«95 

9„64882 

1.55027 

—   15.82 

+    0.26 


9„8-7«3 
9„693o8 

1-54177 

-   17-17 
0.37 


9„97172 

9„7286i 

1.53030 

18.15 

o.  50 


!  o„o4965 
I  9„7S75S 
1  1-51554 
I—  i«-75 
\+         0.64 


o„ii656 

9„7«144 

I .49726 

—   I 9 . 00 

-f-    0.79 


»1 

«•1 


0.03 
1  14 


it 


0,03 


+ 


.04 
.00 


0.05 
0.94 


0.05  + 
0.89  + 


0.05 
0.85 


+ 


.06 
.81 


+ 


0.06 
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1874 

1873 

April  lo 

März  I 

1      Jan.  20 

Dec.  ir 

Nov.  I 

1      Sept.  22 

Aug.  13 

1       Juli  4 

Mai  25 

1       April  15 

—  o"38'  9" 

-  o''35'   3" 

—  o"3i'56" 

—  o"28'48" 

—  o<'25'4o" 

1 

—    o''22'3.l" 

—    0°19'22" 

1 

—  o''i6'i3" 

-  o^is'   3" 

-  0°  9'S4" 

307"2i'48" 

306"   8'lo" 

3o4"54'38" 

303"4i'i2" 

302''27'53" 

•   3oi°i4'39" 

300"  i'3o" 

298"48'27" 

297°35'29" 

296"22'36" 

i8i°39'  8" 

i8o"25'3o" 

1    I79"ii'58" 

177"58'32" 

I76"45'i3" 

i75"3t'59" 

i74"i8'5o" 

173"  S'47" 

17I°52'49" 

1   i7o"39'56" 

»„45988 

7„87026 

8.14525 

8.54809 

'      8.75305 

8.89145 

8.99598 

9.07990 

9.14997 

1      9.21004 

9-99997 

9.99998 

9. 99998 

9.99998 

9.99999 

9.99999 

9.99999 

0 . 00000 

0,00000 

0.00000 

9„99982 

9„99999 

9„99996 

9«99973 

9„9993o 

9„99868 

9„99786 

9„99684 

9„99562 

9„9942 1 

8„0452I 

8^0084 I 

7„96796 

7„923" 

7„87309 

7„8i623 

7„75078 

7„67  369 

7„57934 

7„45936 

9„97O0o 

9„90776 

9.92051 

9.98812 

9.99626 

9.99847 

9.99930 

9.99967 

9.99984 

9.99993 

8„45985 

7„»7024 

8.14523 

8.54807 

8.75304 

8.89144 

8.99597 

9.07990 

9.14997 

9.21 004 

201°  3'    8" 

233"57'52" 

326"22'54" 

346"39'3o" 

352''29  22" 

355"" '34" 

356"44'44" 

357"45'  9" 

358"27'38" 

358"58'58" 

i98"5o'44" 

23i"45'28" 

324"io'3o" 

344"27'   6" 

35o"i6'58" 

352"59'io" 

354"32'2o" 

355"32'45" 

356"i5'i4" 

356"46'34" 

9„S0922 

9„»9509 

9„76739 

9„42  822 

9„22733 

9„o8675 

8„97850 

8„8902i 

»„»151S 

»„75003 

8.48985 

8. 10065 

8.22472 

»•55995 

8.75678 

8.89297 

8.99667 

9.08023 

9.1S013 

9.21011 

9„976o7 

9„79i68 

9.90892 

9.98381 

9.99372 

9.99674 

9.99802 

9.99869 

9.99907 

9.99931 

»„46592 

7„89233 

8.13364 

8.54376 

8.75050 

8.88971 

8.99469 

9.07892 

9. 14920 

9.20942 

9„9998i 

9„99999 

9„99996 

9„99973 

9„9993' 

9n99»69 

9„99787 

9n9968s 

9„99564 

9«9942  3 

9„99979 

9„99997 

9„99994 

9„9997i 

9«99929 

9,199867 

9„99785 

9«996»4 

9„99562 

9„9942i 

i8i"4o'32" 

i8o"26'5o" 

I79"i3'i4" 

I77"S9'44" 

I76"46'2i" 

i75"33'   3" 

I74"i9'50" 

173°  6'43" 

I7i"53'39" 

i7oV'43" 

9.99998 

9.99998 

9.99998 

9.99998 

9.99998 

9.99998 

9.99998 

9.99999 

9.99998 

9.99998 

0.99770 

0.99800 

0.99829 

0.99857 

0.99884 

0.99909 

0.99934 

0.99958 

0.99981 

1 .00003 

7„99907 

7„99S74 

7„992ii 

7„988i7 

7„984ii 

7„97972 

7„975I7 

7„97044 

7„9652  8 

7„96oi4 

I22"l9'     3" 

I26°36'  9" 

131"   i'zi" 

I35"36'  8" 

i40"2i'37" 

I45"i9'i7" 

I50"30'34" 

I55"57'  0" 

161V'  4" 

i67"4i'2o" 

9^72804 

9„77544 

9»»i7i5 

9„8540i 

9„88653 

9„9iSo6 

9„9397  3 

9„96o56 

9„9773» 

9„9899o 

0.99768 

0.99798 

0.99827 

0.99855 

0.99882 

0.99907 

0.99932 

0.99957 

0.99979 

I ,00001 

9.92691 

9 . 90460 

9.87762 

9.84487 

9.80479 

9.75509 

9.69221 

9.61016 

9.49766 

9.32883 

o„72572 

o„77342 

o„8i542 

o„85256 

o„8853s 

o„9i4i3 

o„93905 

o„96oi3 

o„977i7 

0^98991 

0.55036 

0.54548 

0.53992 

0.53369 

0.52681 

0.51931 

0.51122 

0.50261 

0.49354 

0.48411 

0.22214 

0.  20185 

0.18477 

0.17023 

0.15775 

0. 14702 

0. 13780 

0. 12992 

0.12332 

0.11794 

»„99677 

8„99374 

»„99040 

»„98674 

8„98295 

»„978»i 

»„97451 

8„97oo2 

»„96509 

8„96oi7 

5„73oo. 

5„85o6. 

5„95i»- 

6„o374- 

6„i096. 

6„i697. 

6„2i88o 

6„2584o 

6„28892 

6„3io9i 

9.99977 

9.99969 

9.99960 

9.99951 

9.99942 

9^99933 

9.99924 

9.99916 

9.99908 

9.99902 

o„94786 

o„97527 

I  „000 19 

I„02279 

i„o43io 

i„o6ii5 

•„07685 

1 „09005 

i„ 10049 

I„10785 

9„86o8i 

9„8828o 

9„90286 

9„92II5 

9„93776 

9„95272 

9„96599 

9„97744 

9„98689 

9m99407 

0.92459 

0.90258 

0.87589 

-     0.84342 

0.80361 

0.75416 

0.69153 

0.60973 

0.49745 

0.32884 

1 .08705 

1.09247 

I .09733 

1 . I 0 I 64 

I. 10534 

I . 10843 

I . 11086 

I . I 1261 

I . 11360 

1.11378 

9.99999 

9.99999 

9.99999 

9.99999 

9.99999 

9.99999 

9.99999 

9.99999 

9.99999 

9.99999 

»„99654 

»„99343 

8„99ooo 

8„98625 

8„98237 

8„978i4 

8„9737S 

»„96918 

8^96417 

8„959I9 

8.91294 

8.90752 

8.90266 

8.89835 

8.89465 

8.89156 

8.88913 

8.88738 

8.88639 

8.88621 

6.73882 

6.72256 

6.70798 

6.69505 

6.68395 

6.67468 

6.66739 

6.66214 

6.65917 

6.65863 

7.00690 

7 . 00600 

7.00513 

7.00429 

7.00348 

7.00273 

7.00198 

7.00126 

7.00057 

6.99991 

9.93139 

9.96408 

9.99220 

0.01627 

0.03624 

0.05246 

0.06471 

0.07311 

0.07730 

0.07708 

6,167021 

6„68664 

6„7ooi8 

6„7ii32 

6„72oi9 

6„727I4 

6„732io 

6„73525 

6„73647 

6„7357I 

'o„i7536 

o„22  794 

o„27550 

o„3i887 

o„35»54 

o„39482 

o„42783 

o„45752 

o„4»363 

o„505»o 

9„8oi23 

9„8i766 

9„»3i2o 

9„842  34 

9„85i2i 

9„»5»i6 

9„863i2 

9„86627 

9„»6749 

9„»6673 

'•47495 

I .44806 

1.41581 

I-3771I 

1.33042 

1.27347 

1.20275 

1.11234 

0.99099 

0.81295 

—      18.89 

—      18.44 

—      17.66 

—      16.57 

—      15.19 

—      13.54 

—      I I . 64 

—        9-52 

—        7.22 

-        4.78 

+        0.95 

-h        i.ii 

+         1.28 

+         ■■45 

+        1.62 

+        1-79 

+        1-95 

+            2.11 

+        2.24 

+        2.36 

-|-        0.06 

+        0.06 

+        0.07 

4-         0.07 

+        0.07 

+        0.07 

+        0.07 

+            0.07 

4-      0.07 

+        0.07 

+        0.74 

+        0.71 

+        0.69 

+         0.67 

+        0.65 

+        0.64 

+        0.63 

+            0.62 

+      0.62 

+        0.62 

o  p  1»  M  1  z  f  V  ,  l'.;ilinlie.'^timniungpn.  II. 
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Datum 

i8 

73 

i8 

72 

März  6 

Jan.  25 

Dec.  16 

Nov.  6 

Sept.  27 

Aug.  18 

Jnli  9 

Mai  30 

ßu 

-  o"  6'44" 

-  0"  3'34" 

—  0"  o'25" 

+    0"    2 '4  5" 

+  0"  5' 54" 

+  0"  9'  3" 

+    o"l2'll" 

+  o"is'i9" 

V 

295"  9'47" 

293"57'  2" 

292"44'2l" 

29i"3i'45" 

290"!  9' 12" 

289"  6'43" 

287"54'i7" 

286"4i'54-- 

Au'-Qo 

i69"27'   7" 

i68"i4'22" 

167"    i'4i" 

i65"49'    5" 

.64''36'32" 

i63"24'   3" 

i62"ir37" 

i6o"59-i4" 

sin  (A(,'— U,|) 

9.26259 

9-30925 

9-35117 

9-3«9i7 

9.42391 

9-45587 

9  48544 

9-51293 

tllS  ßg' 

0.00000 

0.00000 

0.00000 

0 . 00000 

0.00000 

0 . 00000 

0.00000 

0 . 00000 

cos  ;X(|' — ff(|l 

9„9926o 

9«99o79 

9„98877 

9„98656 

9„984i4 

9„98i5i 

9„97868 

9„97563 

sin  /*„' 

7„29i96 

7„oi599 

6„o83  5i 

6.90306 

7.23458 

7.42037 

7 ■ 54949 

7.64889 

sin  Q  oder  cos  Q 

9.99998 

9-99999 

0.00000 

0 . 00000 

9-99999 

9.99998 

9.99997 

9.99996 

CHS  -^ij'  sin  (Äi)'' — ö^u' 

9.26259 

9.30925 

9-3SII7 

9-3«9i7 

9.42391 

9-45587 

9.48544 

9-51293 

Q 

3S9"23'i3" 

359"42'3o" 

359"58'   9" 

o"ii'i3" 

0"22'l4" 

o"3i'4i" 

0"  39-50" 

o"47'    I" 

Q-!ü 

357"io'49" 

3S7"3o'  6" 

357"45'45" 

3  5  7"  58-49" 

358"    9'5o" 

358"i9'i7" 

358^27-26" 

358"  34-37" 

sin  (',?— j'u) 

«„691 91 

«„63939 

«„59153 

«„54708 

8„50570 

8„46676 

8„430i3 

«„39505 

'J 

9.26261 

9.30926 

9-35117 

9.38917 

9.42392 

9.45589 

9.48547 

9.51297 

CHS   (Q— !o) 

9-99947 

9-99959 

9.99967 

9-99973 

9-99978 

9.99981 

9.99984 

9.99987 

COS  7?i  sin  L\ 

9. 26208 

9.30885 

9.35084 

9.38890 

9,42370 

9-45570 

9-48531 

9.51284 

sin  /,|  oder  cos  X| 

9„99262 

9„99o8o 

9„98879 

9„986S« 

9„984i5 

9«98i52 

9„97869 

9>i97565 

CDS  //i  cos  X, 

9„9926o 

9„99079 

9„98877 

9„98656 

9„984i4 

9„98i5i 

9„97868 

9,197563 

/>i 

i69"27'5i" 

i68"i5'  0" 

167"    2'I4" 

i65"49'36" 

164"  3  6' 5  7" 

163"  24-25" 

162"  11 '55" 

160"  59 '26" 

cos  7^1 

9.99998 

9.99999 

9.99998 

9.99998 

9.99999 

9.99999 

9-99999 

9.99998 

»■i 

I .00024 

I .00044 

1 .00063 

1 .00081 

1 .00098 

.  I .00114 

1 .00128 

1.00142 

sin  B\ 

7„954S2 

7„94865 

7„9427o 

7„93625 

7„92962 

7„92265 

7„9i56o 

7„9o8o2 

L,-l 

174"    2'  9" 

180"  43 '40" 

i87"46'49" 

195"  II '59" 

202" 58-46" 

211"    6'  8" 

2 19"  31 '50" 

228"  12-40" 

cos  (Z| — l) 

9,,99764 

9„99996 

9„99598 

9„98453 

9„964o9 

9„9326o 

9„88722 

9„82373 

r\  cos  if| 

1 .00022 

I .00043 

I .00061 

I .00079 

1 .00097 

I .00113 

1 .00127 

1 .00140 

sin  [Li  —  l] 

9.01664 

«„10386 

9„I3I54 

9„4i86o 

9„59i5i 

9„7i3i2 

9„8o379 

9„8725i 

s] 

0^99786 

I „000 3 9 

o„99659 

o„9«532 

0,196506 

o„93373 

o„88849 

o„825i3 

(>•) 

0.47446 

0.46476 

0.45519 

0.44599 

0.43745 

0.42985 

0.42350 

0.41868 

Subtract. 

0.11382 

0. 11103 

0.10974 

0. 11020 

0.11286 

0.11 840 

0. 12800 

0.14371 

VI 

8„9U76 

«„94909 

«„943  3  3 

«„93706 

8„93o6o 

«„92379 

8„9i688 

8„ 90944 

6„32469 

6« 3 3001 

6„32654 

6„3i366 

6„29oo3 

6„254o6 

6„202  76 

6^13162 

Subtract. 

9.99898 

9.99896 

9.99895 

9.99897 

9.99901 

9-99907 

9.99916 

9.99927 

fi-M 

I„iii68 

'„II 142 

i„io633 

I „095 5 2 

i„o7792 

•„05213 

I „Ol 649 

o„96884 

sin  W  oder  cos  ö 

9„9986o 

9„99998 

9„99757 

9„99056 

9„97794 

9„95844 

9„93042 

9„89i8o 

',1 

0.01686 

9„10429 

o„i32I5 

o„4i939 

o„59248 

o„7i425 

o„8o5o6 

o„8739i 

{)  cos  9- 

I . 11308 

1.11144 

1 . 10876 

1 .10496 

1 .09998 

1 .09369 

1 .08607 

1.07704 

cos  # 

9.99999 

9.99999 

9.99999 

9.99999 

9-99999 

9-99999 

9.99999 

9-99999 

p  sin  * 

8„95  374 

8„948o5 

«„94228 

«„93603 

8„9296i 

8„92286 

8„9i6o4 

8„9o87i 

(>— > 

8.88691 

8.88855 

8.89123 

8.89503 

8.90001 

8.90630 

8.91392 

8.92295 

p-3 

6.66073 

6.66565 

6.67369 

6.68509 

6.70003 

6. 71890 

6.74176 

6.76885 

»■,-3 

6.99928 

6.99868 

6.99811 

6.99757 

6.99706 

6.99658 

6.99616 

6.99574 

Subtract. 

0.07205 

0.06180 

0.04558 

0.02261 

9.99196 

9.95197 

9.90112 

9.83640 

K 

6„73278 

6„72745 

6„7I927 

6„70770 

6„69199 

6^67087 

6„64288 

6„6o525 

fl  :   (»■) 

o„52340 

o„53563 

0„54I40 

o„53937 

o„5276i 

o„50388 

o„46499 

o„4o645 

(ick)'-  m\  lo"  /i 

9„8638o 

9„85847 

9„«5029 

9„83872 

9„823oi 

9„8oi89 

9,,7739o 

9,,73627 

»Ti  ('•) 

0.49132 

9„56905 

o„5«734 

"„86538 

i„02993 

i„ 14410 

i„22856 

I«29259 

U 

—        2.27 

+       0.27 

+        2.74 

+        5.06 

+       7.13 

+       8.83 

-|-      10.06 

+      10.69 

R 

+        2-44 

+       2.48 

+        2.46 

+        2.39 

+       2.24 

4-      2.02 

+       1.73 

+        1-39 

"-, 

+        0.07 

+       0.06 

4-     0.06 

+       0.06 

+       0.06 

+      0.05 

+       0.05 

+       0.04 

"■i 

-|-       0.62 

+       0.63 

+     0.64 

+        0.65 

+       0.68 

+      0.71 

+       0.75 

+       0.79 
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1872 

1871 

April  2o 

März  II 

Jan.  31 

Dec.  22 

Nov.  12 

Oct.  3 

Ang.  24 

Juli  IS 

Juni  5 

+  oOlg'zr" 

+  o"2i'34" 

+  o"24'4o" 

+  o''27'46" 

+  0"  3o'5o" 

+  o"33'54" 

+  o0  36'57" 

+  o"39'59" 

+  o"43'  0" 

285"29'34" 

284"i7'i6" 

283"    5'  0" 

28i"52'47" 

28o"4o'35" 

279''28'25" 

278''i6'i7" 

277"   4'io" 

275"  52'    3" 

1S9"46'S4" 

I58"34'36" 

157"22'2o" 

156" 10'   7" 

154''57'55" 

153°  45 '45" 

152°33'37" 

151°  21 '30" 

150"    9'23" 

9-53857 

9. 56260 

9-58517 

9.60643 

9.62651 

9.64551 

9.66352 

9.68063 

9.69691 

9.99999 

9.99999 

9.99999 

9.99999 

9-99998 

9-99998 

9.99997 

9-99997 

9.99997 

9«97238 

9,196891 

9,19652  I 

9,196130 

9„957I5 

9„95278 

9,194817 

9„9433i 

9„9382i 

7.72972 

7-7975' 

7-85583 

7.90724 

7-95274 

7-99392 

8.03133 

8.06559 

8.09718 

9-99995 

9-99994 

9.99992 

9.99991 

9.99990 

9.99989 

9.99988 

9-99987 

9   09986 

9.53856 

9-56259 

9.58516 

9.60642 

9.62649 

9.64549 

9.66349 

9,68060 

9.69688 

o"53'2  3" 

o"59'   2" 

1°   4'  6" 

1"    8'43" 

l''l2'5l" 

i'>i6'40" 

1°20'10" 

l''23'24" 

1°26'24" 

358"4o'59" 

358"46'38" 

358''5.'42" 

358"  56-19" 

359"    o'27" 

359°   4' 16" 

359°    7'46" 

359°"'  0" 

359° '4'  0" 

8„36i4i 

8„329I9 

8„298i2 

81,26773 

8,123859 

8„20982 

8„i8i66 

8„i539i 

81,12647 

9.53861 

9.56265 

9.58524 

9 .60651 

9.62659 

9.64560 

9.66361 

9-68073 

9.69702 

9.99989 

9.99990 

9.99991 

9.99993 

9-99993 

9-99994 

9-99995 

9.99996 

9.99996 

9-53850 

9-56255 

9-58515 

9 . 60644 

9.62652 

9-64554 

9-66356 

9.68069 

9.69698 

9„97238 

9„9689i 

9„9652i 

9,196130 

9ii957i5 

9,i95277 

9,i948i6 

9„94329 

9„938i9 

9,.972  37 

9„9689o 

9,196520 

9„96i29 

9„957i3 

9,195276 

9,194814 

9„94328 

9,193818 

159" 47'  3" 

I58"34'43" 

157"22'22" 

i56"io'  4" 

i54"S7'so" 

153''45'37" 

152°33'26" 

15l"2l'l2" 

150"  9'   2" 

9.99999 

9.99999 

9.99999 

9-99999 

9-99998 

9-99999 

9,99998 

9.99999 

9-99999 

I .00155 

1 .00166 

1.00177 

1 .00186 

1.00195 

1 .00202 

i .00208 

I .00214 

1 .00218 

7„90002 

7„89i84 

7„88336 

7,187424 

7,186518 

7,185552 

7,(84527 

7,183464 

7„82  349 

237"   4'3i" 

246"    2' 18" 

255"   o'3o" 

263"53'4i" 

272"36'44" 

281"    5'i7" 

289''i5'57" 

297"    6'2l" 

304"35''8" 

9«73523 

9„6o866 

9,141276 

9,.02676 

8.65874 

9.28402 

9.51845 

9,65861 

9.75410 

I .00154 

I .00165 

1 .00176 

1 .00185 

1 .00193 

1 .00201 

1 .00206 

1 .00213 

1 .00217 

9«92396 

9„96o86 

9,198496 

9„99753 

9„999SS 

9,199182 

9,i97497 

9„94947 

9„9i553 

o„73677 

o„6io3i 

0,141452 

o„0286i 

9.66067 

0.28603 

0.52051 

0. 66074 

0.75627 

0.41562 

0.41447 

0.41531 

0.41 809 

0.42266 

0.42880 

0.43622 

0.44465 

0.45376 

0.16949 

0. 21406 

0. 30063 

0. 14856 

9-9175' 

9.59019 

9.33082 

9-80937 

0.00295 

«„90157 

»„89350 

8,188513 

8„876lo 

81,86713 

8,.857S4 

8,184735 

8,183678 

81182567 

6,j03262 

5„88762 

5,164933 

5,i03743 

5.36361 

5.75128 

5-94547 

6.07078 

6. 16017 

9.99941 

9-99957 

9-99975 

9-99994 

0.00014 

0.00034 

0.00054 

0.00074 

0.00094 

o„9o626 

o„82437 

o„7i594 

0,156665 

o„340i7 

9,187622 

9.76704 

0, 25402 

0.45671 

9„85«9o 

9„90775 

9,i945i5 

9„97225 

9,198991 

9„99874 

9,.999J8 

9,.99i43 

9„97545 

o„92S5o 

o„9625i 

0,198672 

o,i99938 

I  „00 148 

0,199383 

o„977o3 

o„95i6o 

o„9'77o 

1 .06660 

1.05476 

1.04157 

1.02713 

1.01157 

0.99509 

0.97785 

0.96017 

0.94225 

9.99999 

9-99999 

9-99999 

9.99999 

9-99999 

9.99999 

9-99999 

9-99999 

9.99999 

8„9oo98 

»„89307 

8^88488 

8,187604 

8„867Z7 

8,185788 

8,184789 

8„83752 

8^82661 

8-93339 

8.94523 

8.95842 

8.97286 

8.98842 

9.00490 

9.02214 

9.03982 

9-05774 

6.80017 

6.83569 

6.87526 

6.91858 

6.96526 

7.01470 

7.06642 

7.11946 

7-17322 

6.99535 

6.99502 

6.99469 

6.99442 

6.99415 

6.99394 

6-99376 

6-99358 

6.99346 

9-75389 

9.64661 

9.50041 

9.28059 

8.83749 

8.68987 

9-26035 

9-52663 

9.70989 

6„554o6 

6„482  3o 

61,37567 

61,19917 

5„8o275 

5.68381 

6.25411 

6.52021 

6.70335 

o„32ii5 

o„i9584 

9,i9992i 

9„6ioS2 

9.23801 

9.85723 

0.08429 

0. 2160g 

0. 30251 

9„68508 

9„6i332 

9,150669 

9,i33oi9 

8,i93377 

8.81483 

9-38513 

9.65123 

9-83437 

i„34"2 

i„37698 

i„40203 

I,i4i747 

I„42414 

■„42263 

I„4i325 

'„39625 

I1137146 

-f     10.62 

+       9-78 

+       8.10 

+        5-59 

+        2.28 

—       1-73 

—       6.29 

—     11. 16 

—     i6.o6 

+           I.Ol 

+       0.64 

+       0.32 

+        0.09 

—       0.01 

+       0.05 

+       0.29 

+       0,74 

+        1-37 

+       0.04 

+       0.03 

-|-       0. 02 

+       0.02 

+       0.01 

0.00  1 

—       0.02 

—       0. 03 

—       0.05 

+       0.85 

+       0-93 

+        1 .01 

+          1.12 

+        1.25 

+        I-40   1 
1 

+        1-58 

+       1-78 

+       2.01 

25* 
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IJaluin 

1        i 

/■ 

:i^  if 

;/■ 

l':^udt 

\ogpUdt 

\0frj'U'd( 

i«-i   .Juni      <; 

+    11-15 

\—  264.62 

+   5499-25 

+  5630-84 

3-750573 
+  102 

3.750675 

Juli     15 

+ 

0.74 

+     5-46 

+   16.61 

—  253-47 

+   5245-78 

+  5371-36 

3.730084 
+    97 

3.730181 

Aug.  24 

+  0.12 

+ 

0.86 

+     6.20 

+  22.81 

—  236-86 

+   5008.92 

+  512575 

3.709757 
+    93 

3.709850 

üct.      3 

+  0-15 

+ 

1  .01 

+     7-06 

+  29.87 

—  214,05 

+  4794-87 

+  4899-71 

3.690170 
+    89 

3.690259 

Nov.  12 

—  0.02 

+ 

0.99 

+     8.07 

+  37-94 

-  184.18 

+  4610.69 

+  4699-97 

3.672095 
+    85 

3.672180 

Dec.  22 

+  0.04 

+ 

1.03 

+     9 -06 

+  47-00 

—  146.24 

+  4464-45 

+  4534.05 

3.656486 
+    82 

3.656568 

1872  Jan.    31 

—  0.07 

+ 

0.96 

+    10.09 

+   57-09 

—  99 ■ 24 

+  4365-21 

+  4410.50 

3.644488 
+    80 

3.644568 

März  1 1 

—  0.13 

+ 

0.83 

+    ■1-05 

+  68.14 

—  42-15 

+  4323-06 

+  4338.91 

3-637381 
+    79 

3.637460 

April  20 

—  0. 21 

+ 

0.62 

+   11.88 

+   80.02 

+  25.99 

+  4349-05 

+  4329-89 

3.636477 
+    78 

3.63655s 

Mai    30 

—  0.35 

+ 

0.27 

+   '2-5° 

+  92.52 

+  106-01 

+  4455-06 

+  4394-87 

3 . 642946 
+    80 

3.643026 

Juli      9 

-  0.58 

_ 

0.31 

+   12.77 

+  105.29 

+  19853 

+  465 3 -59 

+  4546-09 

3.657638 
+    83 

3.657721 

Aug.  .8 

—  0.97 



1.28 

+    12.46 

+  117-75 

+  30382 

+  4957-41 

+  4796-21 

3.680898 

+    87 

3.680985 

Sept.  27 

—   1-55 

_ 

2.83 

+   11.18 

+  128.93 

+  421-57 

+   5378-98 

+  5157.88 

3.712471 
+    94 

3-712565 

Nov.     6 

—  1.32 

_ 

5-15 

+      8-35 

+  •37-28 

+  550.50 

+   5929-48 

+  5643-11 

3.751519 
+  102 

3-751621 

Duc.   16 

—   3-47 



8.62 

+     3 -20 

+  140.48 

+  687.78 

+   6617.26 

+  6261 .70 

3.796692 

+  "3 

3-796805 

1873  Jan.    25 

—  4-49 

_ 

13.  11 

—     5-42 

+  13506 

+  828.26 

+   7445-52 

+  7019.73 

3.846321 
+   127 

3.846448 

.Alärz    6 

—   5-40 

_ 

18.51 

—   18.53 

+  "6.53 

+  963  32 

+   8408.84 

+  7916. 50 

3.898533 

+  144 

3  898677 

April  1 5 

—   5.12 



23.63 

—   37-04 

+   79-49 

+1079.85 

+  9488.69 

-i-  8940.23 

3-951348 
+  162 

3.951510 

Alai    25 

-    2-44 



26.07 

—  60.67 

+    18.82 

+1159-34 

+  10648.03 

+10063.98 

4.002770 
+  182 

4.002952 

Juli      4 

+   3-OI 



23.06 

—  86.74 

—  67.92 

+1178.16 

+  11826.19 

+11238-75 

4.050718 
+  204 

4.050922 

Aug.  13 

+  11-91 



11.15 

— 109.80 

—177-72 

+1110.24 

+  12936.43 

+12391-32 

4093117 
+  224 

4.093341 

Sept.  22 

+20.40 

+ 

9.25 

—  120.95 

—298.67 

+  932.52 

+  13868.95 

+13422.51 

4-127834 
+  243 

4. 128077 

Nov.     1 

+24.39 

+ 

33-64 

— III .70 

-    410.37 

+  633-85 

+  14502.80 

+14215.76 

4.152770 
+  257 

4.153027 

Dec.  II 

+  18.70 

+ 

52-34 

—  78.06 

—488-43 

+  223.48 

+  14726.28 

+14652.59 

4-165915 
+  265 

4. 166 180 

1874  Jan-    20 

+   5-13 

+ 

57-47 

—  25.72 

-514-15 

—  264.95 

+  14461.33 

+  14636.44 

4-165435 
+  26s 

4. 165700 

März    1 

-10.55 

+   31-75 

—  779-10 

+14113.93 

4.149648 

4.149904 

+  46.92 

—482.40 

+  13682.23 

+  256 

April  10 

—  19.89 

+ 

27.03 

+   78.67 

—403-73 

— 1261 . 50 

+  12420.73 

+13088.96 

4.1 16905 
+  237 

4.117142 

Mai  20 

—21.42 

+ 

S.61 

+  105.70 

— 298.03 

—1665.23 

+10755.50 

+1 1617 .61 

4.065117 
+  211 

4.065328 

Juni    29 

—15.32 



9.71 

+  111.31 

— 1S6.72 

-1963.26 

+   8792.24 

+  9793-95 

3.990958 

+  177 

3.991135 

Aug.     8 

-   8.23 

_ 

•7-94 

+  101 .60 

—   85.12 

—2149.98 

+  6642.26 

+  7728.40 

3.888090 

+  140 

3.888230 

Sept.  17 

—  2.76 



20.  70 

+   83.66 

—      1.46 

—2235.10 

+  4407.16 

+  5528.36 

3-742596 
+  100 

3.742696 

t)ct.    27 

+  2.17 



18-53 

+  62.96 

+   61.50 

— 2236. 56 

+  2170.60 

+   3286.00 

3.516668 
+     60 

3.516728 

Dec.     6 

+   3.15 



15-38 

+  44-43 

+  105.93 

—2175.06 

-         4-46 

+   1075.85 

3-031752 
+     19    j 

3-031771 

1875   Jan.    is 

+   29.05 

+  134-98 

— 2069. I 3 

—  2073-59 

—   1049.30 

3,1020900 
—     19    , 

3„02o88i 

Febr.  24 

—1934 15 

—   3052.73 

3„484688 

3«48463  5 

1 

—     55 

197 


Datum 

f" 

/■"■ 

/" 

/' 

/ 

■/ 

1871  Juni     5 

134-34 

+ 

222.94 

+  6278.89 

—       385-75 

Juli     15 

+ 

4.84 

'9-97 



154-31 

+ 

88.60 

+  6367.49 

+     5893.14 

Aug.  24 

+ 

3.08 

+ 

7.92 

■ 

15.13 



169.44 

65-.  71 

-\-  6301 .78 

-\-   12260.63 

üct.     3 

+ 

2.91 

+ 

10.83 

~ 

7.21 

_ 

176.65 



235.15 

+  6066.63 

+   18562.41 

Nüv.  12 

+ 

1.76 

+ 

12.59 

+ 

3.62 



173-03 



411.80 

+  5654-83 

+  24629.04 

Dec.   22 



0. 16 

+ 

12-43 

+ 

16.21 

_ 

156.82 

584.83 

+  5070.00 

+  30283.87 

1872  Jan.    31 



2.31 

+ 

10. 12 

+ 

28.64 

_ 

128.18 



741.65 

+  4328.35 

+335353-87 

März  1 1 



4.26 

+ 

5.86 

+ 

38.76 



89.42 



869.83 

+  3458.52 

+  39682.22 

April  20 

— 

4.83 

+ 

1.03 

+ 

44.62 

_ 

44.80 

959.25 

+  2499.27 

+  43140.74 

Mai    30 



4-53 

"" 

3 -so 

+ 

45-65 

+ 

0.85 



004.05 

+    1495-22 

4-  45640.01 

Juli      9 



3-32 

6.82 

+ 

42.15 

+ 

43.00 

1003.20 

+     492-02 

+  47135.23 

Aug.  18 



1-37 



8. .9 

+ 

35-33 

+ 

78.33 



960 .  20 

—     468.18 

+  47627.25 

Sept.  27 



0.28 

+ 

27.14  1 

— 

881.87 

+  47159.07 



8.47 

+ 

105.47 

—   1350.05 

Nuv.     6 

+ 

1.14 



7-33 

+ 

18.67 

+ 

124.14 



776  40 

—  2126.45 

+  45809.02 

Dec.    16 

+ 

1.23 



6. 10 

+ 

11.34 

+ 

135.48 

^ 

652.26 

—  2778.71 

+  43682.57 

1873   Ja"-    -5 

+ 

1.30 

. 

4.80 

+ 

5-24 

+ 

140.72 



516.78 

—   3295 -49 

-|-  40903 .  86 

März    6 

+ 

0.88 

_ 

3.92 

+ 

0.44 

+ 

141. 16 



376.06 

—   3671-55 

+   37608.37 

.\pril  15 

-H 

0.32 



3.60 

3-4« 

+ 

137.68 



234.90 

—   3906.45 

+   33936.82 

Mai    25 

— 

0.22 



3.82 

"^ 

7.08 

+ 

130.60 



97-22 

—  4003.67 

+    30030.37 

Juli       4 

— 

O.S4 



4.36 

10.90 

+ 

119.70 

+ 

33-38 

—   3970.29 

+   26026.70 

Aug.  13 

— 

0.39 



4-75 



15.26 

+ 

104.44 

+ 

153.08 

—  3817.21 

-|-   22056.41 

Sept.  22 

+ 

0.51 



4.24 

20.01 

+ 

84-43 

+ 

257.52 

—  3559-69 

-J-    18239.20 

Nov.     I 

+ 

1-53 

_ 

2.71 



24.25 

+ 

60.18 

+ 

341.95 

—   3217.74 

+    14679.51 

Dtc.   1 1 

+ 

2.76 

+ 

0.05 

26.96 

+ 

33-22 

+ 

402.13 

—   2815.61 

+    U461.77 

1874  Jan.    20 

+ 

2.96 

+ 

3-01 



26.91 

+ 

6.31 

+ 

435.35 

—  2380.26 

+      8646.16 

März    1 

+ 

2.19 

+ 

S.20 



23.90 

_ 

'7.59 

+ 

441.66 

—    1938.60 

+      6265.90 

A])ril  10 

+ 

0.91 

+ 

6.11 



18.70 

_ 

36.29 

+ 

424.07 

—   1514-53 

+     4327.30 

Mai    20 

— 

0.35 

+ 

5.76 



12.59 

_ 

48.88 

+ 

387.78 

—   1126.75 

+      2812.77 

Juni   29 

— 

1 .22 

+ 

4-54 



6.83 

_ 

55-71 

+ 

338.90 

—     787-85 

-|-      1686.02 

Aug.    8 

— 

"•43 

+ 

3.11 



2.29 

_ 

58.00 

+ 

283.19 

—     504.66 

+        898.17 

Sept.  1 7 

— 

i.i8 

+ 

1-93 

+ 

0.82 

_ 

57.18 

+ 

225.19 

—     279.47 

+        393.51 

Oct.    27 

— 

1.03 

+ 

0.90 

+ 

2-75 

_ 

54-43 

+ 

168.01 

I  n  .  46 

+        114.04 

Dec.     6 

— 

O.S7 

+ 

0.33 

+ 

3-65 



50.78 

+ 

113.58 

-\-         2.12 

+            2.58 

1875  Jan.     15 

+ 

3.98 

46.80 

+ 

62.80 

+       64.92 

+            4.70 

Feb.  24 

+ 

16.00 

+       80.92 

+          69.62 
+        150-54 
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Datum 

./ 

IV 

/ 

111 

J 

'11 

/' 

d  fi 

/ 

"f 

1871  Juni     5 

+ 

4.  i6 

— 

3I.75 

268.74 

+ 

1448.63 

Juli     15 

+ 

0.02 

+ 

1.38 

+ 

5-54 

— 

27-59 



296.33 

+ 

1179.89 

Aufe'.  24 

~- 

O.II 

0.  ig 

+ 

1.40 

+ 

6.94 

— 

22.05 



318-38 

+ 

883.56 

Oct.      5 

— 

o.is 

0-34 

+ 

1 .21 

+ 

8.15 

— 

15. II 



333  49 

+ 

565    18 

Nov.   I  2 



0. 14 

0.48 

+ 

0.87 

+ 

9.02 

— 

6.96 



340.45 

+ 

231.69 

Dec.  22 



0.13 



0.61 

+ 

0.39 

+ 

9.41 

+ 

2.06 



338.39 

~ 

108.76 

1872  Jan.    31 

0 

_ 

0.61 



0.  22 

+ 

9.19 

+ 

11.47 



326.92 

~ 

447.15 

März  1 1 

+ 

0.07 



0.54 



0.83 

+ 

8.36 

+ 

20.66 



306. 26 



774-07 

April  20 

+ 

0.23 

_ 

0.31 



■•37 

+ 

6.99 

+ 

29.02 



277-24 

■ 

1080. 33 

Mai    30 

+ 

0.15 

0. 16 



1.68 

+ 

S-51 

4- 

36.01 



241 .23 

"357-57 

Juli      9 

+ 

0.23 

+ 

0.07 

• 

1.84 

+ 

3-47 

+ 

41.32 



199.91 



1598.80 

Aug.  18 

+ 

0.07 

+ 

0.14 



1.77 

4- 

1.70 

+ 

44-79 



155.12 

1798-71 

Sept.  27 

+ 

0.16 

+ 

0.  30 



1.63 

+ 

0.07 

+ 

46.49 



108.63 

~ 

1953-83 

Nov.    6 



0.05 

+ 

0.25 



'•33 



1.26 

+ 

46.56 



62.07 

2062.46 

Dec.    16 



0.07 

+ 

0.18 



1.08 



2-34 

4- 

45.30 



16.77 

~ 

2124.53 

1873  Jan.    25 



0.04 

+ 

0. 14 



0.90 

_ 

3-24 

+ 

42.96 

+ 

26. 19 

" 

2141.30 

März    6 

— 

0.05 

+ 

0.09 



0.76 

_ 

4.00 

+ 

39-72 

+ 

65.91 

21 15  .  11 

April  15 



0.09 

0 



0.67 

_ 

4.67 

+ 

35-72 

+ 

101.63 

" 

2049. 20 

Mai    25 

0 

•     0 



0.67 



5-34 

+ 

31.05 

+ 

132,68 

1947.57 

Juli      4 

+ 

0.02 

+ 

0.02 



0.67 

_ 

6.01 

+ 

25.71 

+ 

158.39 

~ 

1814.89 

Aug.  13 

+ 

0.16 

+ 

0.18 



0.65 

_ 

6.66 

+ 

19.70 

+ 

178.09 

~~ 

1656.50 

Sept.  22 

+ 

0.11 

+ 

0.29 



0.47 



7.13 

+ 

13.04 

+ 

191.13 

1478.41 

Nov.     I 

+ 

0.14 

+ 

0-43 

• 

0. 18 

_ 

7.31 

+ 

,-.91 

+ 

197.04 

~ 

1287.28 

Dec.   1 1 

+ 

0.06 

+ 

0.49 

+ 

0.25 

_ 

7.06 



1.40 

+ 

195.64 

1090. 24 

1874  Jan.    20 



0.03 

+ 

0.46 

+ 

0.74 

_ 

6.32 



8.46 

+ 

187.18 

894.60 

März    I 

0.26 

+ 

0.  20 

+ 

1 .  20 



5.12 



14.78 

+ 

172.40 

~~ 

707.42 

April  10 

" 

0.13 

+ 

0.07 

+ 

1.40 



3.72 



19.90 

+ 

152.50 

~ 

535.02 

Mai    20 

0.23 



0.  i6 

+ 

1-47 

_ 

2.25 



23.62 

+ 

128.88 

~ 

382.52 

Juni   29 



0.03 

_ 

0.19 

+ 

1.31 

_ 

0.94 



25.87 

+ 

103 .01 



253.64 

Aug.     8 



0. 1 1 

_ 

0.  30 

+ 

1  .12 

+ 

0. 18 



26.81 

+ 

76.20 



150.63 

Sept.  17 

+ 

0.09 

_ 

0.  21 

+ 

0.82 

+ 

1 .00 



26.63 

+ 

49-57 



74-43 

üct.    27 

+ 

0.02 



0. 19 

+ 

0.61 

+ 

I.6I 



25.63 

+ 

23.94 



24.86 

Dec.     6 

+ 

0.06 

, 

0.13 

+ 

0.42 

+ 

2.03 



24.02 



0.08 



0.92 

1875  Jan.    15 

+ 

0.29 

+ 

2.32 

21.99 

_ 

22.07 

1 .00 

Febr.   24 

19.67 

41.74 

— 

23.07 
64.81 

499 
JM 


Datum 

/" 

/"■ 

/■' 

/' 

(UM 
dt 

y 

+ 

1"  3'24"8io 

1871   Juni     5 



32"i09 

+          i"882 

+ 

i"  3'26"692 

Juli      1  <; 

-  o"383 

—          30"227 

+  o"785 

— 

32.492 

+ 

1"  2'56"465 

Aug   24 

+  o"o75 

+  0.402 

—     i'    2"7I9 

-f-  0.860 

— 

32.090 

+ 

i"   r53"746 

Oct.       3 

-t-  0.023 

+   1.262 

—    i'34"8o9 

+  0.883 

— 

30.828 

+ 

1"  o'i8"93- 

Nov.  12 

—  0.019 

+   2.145 

-    2'   5"637 

+   0.864 

— 

28.683 

+ 

58'i3"3oo 

])«■    22 

—   0.090 

+    3-009 

-    2' 34"  3  20 

+  0.774 

— 

25-674 

+ 

55'38"98o 

i«-2  Jan.    31 

—  0. 142 

+    3-783 

—    2'59"9g4 

+   0.632 

— 

21.891 

+ 

52'38"986 

März  1 1 

—  0.198 

+   4.415 

—     3'2i"885 

+   0.434 

— 

17.476 

+ 

49'i7"ioi 

April  20 

—  0.217 

+  4.849 

—    3'39"36i 

+  0.217 

— 

12.627 

+ 

45'37"740 

Mai    30 

—  0.227 

+    5.066 

-     3'5i"988 

O.OIO 

— 

7-561 

+ 

4i'45"7S2 

Juli      9 

—  0.208 

—  0.218  . 

+   5-056 

__ 

2-505 

—     3'59"549 

+ 

37'46"203 

Aug.  18 

—  0. I -I 

+  4-838 

—   4'   2"o54 

—  0.389 

+ 

2-333 

+ 

33'44"'49 

fSupt.  27 

—  o- 137 

+  4-449 

—     3'59"72i 

—  0. 526 

+ 

6.782 

+ 

29'44"428 

Nov.    6 

—  0.091 

+  3-923 

—    3'52"939 

—  0.617 

+ 

10.705 

+ 

25'5i"489 

])ec     16 

—  0.060 

+    3-306 

—    3  42" 2 34 

—  0.677 

+ 

14    Ol  I 

+ 

22'  9"255 

i8'3   Jau    25 

—  0.027 

+   2.629 

-      3'28"223 

—  0.704 

+ 

1 6 . 640 

+ 

i8'4i"o32 

Miirz    6 

—  0.007 

+    1-925 

—    3'i>"583 

—  0.7II 

+ 

18.565 

+ 

15'29"449 

April  I  5 

+  0.019 

+    I-214 

—    2'53"oi8 

—  0.692 

+ 

19.779 

+ 

I2'36"43i 

Mai    25 

-|-  0.028 

+  0.522 

-    2'33"239 

-  0.664 

+ 

20   301 

+ 

10'    3"i92 

Juli      4 

4-  0.056 

—  0. 142 

—    2'i2"938 

—  0.608 

+ 

20.159 

+ 

7'50"254 

Aug.  13 

+  0.074 

—  0.750 

—     i'52"-7g 

—  0.534 

+ 

19.409 

+ 

5'57"475 

Sept.  22 

-\-  0.  lOI 

-   1.284 

—    i'33"37o 

—  0.433 

+ 

18. 125 

•+- 

4'24"i05 

Nov.     I 

-l-  0. 120 

—    1.717 

—    i'i5"245 

—  0.313 

+ 

16.408 

+ 

3'   8"86o 

l)l-C.     II 

+  0.139 

—   2.030 

-        58"837 

—  0.174 

+ 

14-378 

+ 

2'io"o2  3 

1874   Jan.   20 

-1-  0.135 

—  2 . 204 

—       44"459 

—  0.039 

+ 

12.174 

+ 

1'2S"564 

März    I 

+  0.124 

—   2.243 

-        32"285 

f-  0.085 

+ 

9.931 

+ 

o'53"279 

April  10 

+  0.094 

—  2.158 

—        22"354 

+  0.179 

+ 

7.773 

+ 

3o"925 

Mai     20 

+  0.068 

—   1.979 

-        .4"58i 

+  0.247 

+ 

5.794 

+ 

i6"344 

Juni    29 

+  0-034 

—    1-732 

—          8"787 

+  0.281 

+ 

4.062 

+ 

7"557 

Aug.    8 

+  0.017 

—    I-451 

-          4"72  5 

+  0.298 

+ 

2. 611 

+ 

2"832 

Sept.  1 7 

—   0.009 

-    ■.153 

-             2"I14 

+  0.289 

+ 

1.458 

+ 

o"7i8 

Ort.  27 

—  0.008 

—   0.864 

—          o"656 

+  0.281 

+ 

0.594 

+ 

o"o62 

Dec.     6 

—  0.022 

+  0.259 

—  0.583 

H- 

0.011 

—         o"o62 

o"ooo 

1875    Jan.    15 

—   0.324 

0.313 

—          o"o5i 



o"o5i 

Febr.  24 

-         o"364 



o"4i5 

"-XW* 

—          A^\J\J 

JlO 

Datum 

f" 

/'" 

r 

P 

dJui 
dt 

;/ 

—    9'   i"7i8 

1871    Juni     5 

_ 

o"o7  5 

+ 

I4"37i 

—    8'47"347 

Juli     15 

—  o"ooi 

—  o"o39 

_ 

0.114 

+ 

14.296 

—    8'33"o5i 

Aug.  24 

+  o"oog 

4-  0.008 

—  0.040 

0.154 

+ 

14. 182 

—     8'i8"869 

Oct.      3 

-f-  0.005 

+  0.013 

—  0.032 

0. 186 

+ 

14.028 

-     8'  4"84i 

Nov.  12 

+    O.Ol  I 

-j-  0.024 

—  0.019 

0.  205 

+ 

13.842 

—    7'5o"999 

Dec.   22 

+  0.004 

+  0.028 

+  0.005 

_ 

0.  200 

+ 

»3-637 

—    7'37"362 

1872    Jan.    31 

-|-  0.009 

+  0  037 

+  0.033 

_ 

0.167 

+ 

'3.437 

—    7'23"925 

März  1 1 

0 

-t-  0.037 

-)-  0.070 

_ 

0.097 

+ 

I 3 . 270 

—    7'io"655 

April  20 

0 

+  0.037 

-t-  0.107 

+ 

0.010 

+ 

13-173 

—    6'57"482 

Mai    30 

—  0.007 

+  0.030 

+  0.144 

+ 

0.  154 

+ 

13.183 

—    6'44"299 

Juli       y 

—  0.007 

+  0.023 

+  0.174 

+ 

0.328 

+ 

13-337 

—    6'3o"962 

Aug.  18 

—  0.009 

+  0.014 

+  0.197 

+ 

0.525 

+ 

13-665 

—    6'i7"297 

Sept.  27 

O.Ol  I 

-f-  0.003 

+    0. 211 

+ 

0.736 

+ 

14-190 

—    6'    3" 107 

Nov.     6 

—  0.012 

—   0.009 

+    0.214 

+ 

0.950 

+ 

14.926 

-     5'48"i8i 

Dec.   16 

—  0.015 

—  0.024 

+    0.205 

+ 

1.155 

+ 

15.876 

—    S'32"305 

1873    Jan.   25 

—  0.020 

—  0.044 

+    O.I8I 

+ 

1.336 

+ 

17.031 

—     5'I5"274 

März    6 

—  0.020 

—   0 . 064 

+    0.137 

+ 

1.473 

+ 

18.36- 

—    4'56"907 

April  15 

—  0.036 

—  0 . I 00 

+    0.073 

+ 

1.546 

+ 

19.840 

—    4'37"o67 

Mai    25 

—  0.025 

—  0.125 

0.027 

+ 

1.519 

+ 

21.386 

~    4'iS"68i 

Juli       4 

—  0.032 

—  0.157 

0. 152 

+ 

1.367 

+ 

22.905 

-    3'52"776 

Aug.  13 

—  0.006 

—  0. 163 

—    0.309 

+ 

1 .058 

+ 

24.272 

—     3'28"504 

Sept.  22 

+  0.012 

.--  0.I5I 

—    0.472 

+ 

0.586 

+ 

25.330 

—    3'    3"i'4 

Nov.     I 

+  0.051 

—  0 . 1 00 

—    0.623 

0.037 

+ 

25.916 

—    2'37"258 

Dec.   1 1 

+  0.074 

—  0.026 

—    0-723 

0.760 

+ 

25.879 

—    2'ii"379 

1874   Jan.   20 

+  0.084 

4-  0.058 

—    0.749 

1.509 

+ 

25.119 

—     1  '46"26o 

März    1 

+  0.063 

+    0. 121 

—    0.691 

2.  200 

+ 

23.610 

—     r22"650 

April  10 

+  0.043 

+    0.164 

0. 570 

2.  770 

+ 

21.410 

—     r    i"240 

Mai    20 

-l-  0.002 

+    0.166 

0.406 

3.1-6 

+ 

18.640 

—       42"6oo 

Juni    29 

—   0.022 

+  O.I44 

0.240 

_ 

3.416 

+ 

1 5 . 464 

—        27"i36 

Aug.     8 

—  0.030 

+  O.II4 

0.096 

3.512 

+ 

12.048 

—        15"o88 

Sept.  17 

—  0.034 

+  0.080 

+    0.018      , 

3-494 

+ 

8.536 

—          6"552 

Oct.    27 

—  0.034 

+  0.046 

+    0.098      j 

3-396 

+ 

5.042 

—           1 "  5  1 0 

Dec.     6 

—  0.021 

+  0.025 

+    0.144 

3.252 

+ 

1.646 

+          o"i36 

18-5    Jan.    I  <; 

-|-    0.  169 

3083 

■ 

1.606 

-            i"470 

Febr.  24 

" 

4.689 

-          6"i59 

201 


Datum 

^  dJ3I 

.^    d  J  ui 

V 

^,    ,i2. 

V 

^   d-^z 

"      dt 

"       dt 

~     dfi 

"  dfi 

1860    Juni 

22 

+ 

3"  7'i6"749 

—     39'25"450 

— 

59172.01 

+ 

8844.62 

Aug. 

I 

+ 

3"ii'    3"54S 

—    39'n"278 

— 

44051.97 

+ 

7708.41 

Sept. 

10 

+ 

3"I3'2S"366 

—    38'57"288 

— 

27625 .01 

+ 

6384.95 

Ort. 

20 

+ 

J"i4'i7"824 

—    38'43"6i5 

— 

10257.87 

-f 

4899.22 

Nuv. 

29 

+ 

3°i3'38"8i8 

-    38'3o"383 

+ 

7614.36 

+ 

3284.52 

1861     Jan. 

8 

+ 

3"ii'28"729 

—    38'i7"694 

+ 

25509.36 

+ 

1581.28 

Febr. 

17 

+ 

3"  7'50"448 

—    38'   5"6m 

+ 

42927.36 

— 

165.17 

März 

29 

+ 

3"  ^'^9"M^ 

—    37'54"i5» 

+ 

59385.22 

— 

1907.51 

Mai 

8 

+ 

2"56'32"489 

-    3  7'43"283 

+ 

74449-26 

— 

3599-63 

Juni 

17 

+ 

2"49'  9"2i9 

—    37'3»"923 

+ 

87761 .20 

— 

5199-52 

Juli 

17 

+ 

2"4o'49"7ii 

—     37'22"948 

+ 

99053-77 

— 

6671 .46 

Sept. 

? 

+ 

2"3i'44"99i 

—     37'i3"2oi 

+ 

108155. 12 

— 

7987.28 

Oct. 

'S 

+ 

2''22'    6"4os 

—    37'  3"499 

+ 

114983.78 

— 

9126.67 

Nov. 

»4 

+ 

2"l2'     5"249 

-    36'S3"645 

+ 

■19537-17 

— 

10076.78 

1862     Jan. 

3 

+ 

2"   i'52"473 

—    36'43"43' 

+ 

121877.04 

— 

10831. 36 

Febr. 

12 

+ 

i"5''38"463 

—    36'32"644 

+ 

122114.33 

— 

11389.70 

März 

i4 

+ 

i"4i'32"883 

—    36'2i"o66 

+ 

120395.52 

— 

11755.50 

Mai 

3 

+ 

I°3I'44"S69 

-    36'   8"478 

+ 

I 16890.99 

— 

11935.88 

Juni 

12 

+ 

l"22'2l"474 

—    3.?'54"6S8 

+ 

111785.97 

11940.54 

Juli 

22 

+ 

i''i3'3o"624 

-    35'39"383 

+ 

105273.76 

— 

11781 .08 

Aug. 

3' 

+ 

1"  5'i8"io7 

—    3S'22"43o 

+ 

97551-02 

— 

11470.55 

Oct. 

lO 

+ 

o°57'49"o7S 

-    35'  3"576 

+ 

88814.59 

— 

11023.08 

Nov. 

•9 

+ 

0051'    7"739 

—    34'42"6o6 

+ 

79259.63 

10453-71 

Dec. 

29 

+ 

o"'45'i7"38i 

—    34'i9"3>7 

+ 

69078.57 

— 

9778.27 

1863     Febr. 

•T 

+ 

o"4o'2o"357 

—    33'S3"S33 

+ 

58460.57 

— 

9013.36 

März 

19 

+ 

o''36'i8"io8 

-    33'25"I2. 

+ 

47S9J-30 

— 

8176.34 

April 

28 

+ 

o"33'ii"i67 

—    32'S4"oi3 

+ 

36652.51 

— 

7285.32 

Juni 

7 

+ 

o"30'59"i7O 

—      32'20"234 

+ 

25821.25 

— 

6359.08 

Juli 

17 

+ 

o"29'4o"878 

—     3i'43"933 

+ 

15268.28 

— 

5416.83 

Aug. 

26 

+ 

o"29'l4"2I3 

—    3''   5"403 

+ 

5155-57 

" 

4477-77 

Oct. 

5 

+ 

o"29'36"3io 

—     3o'2S"o95 



4367.28 

— 

3560.43 

Nov. 

14 

+ 

o"3o'43"596 

—    29'43"6o3 



13167.29 

— 

2681.78 

Dec. 

24 

+ 

o°32'3i"892 

—    29'  l"628 

21132.32 

1856.31 

Oppolzer,  Bahnbestimraungen.  U. 
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Datum 

^  dJM 

"     dt 

^  d  J  la 

'"'  dfi 

"      dt 

1 864     Febr. 

2 

+ 

o"34'.';6"534 

—    28'i9"9ii 

— 

28174.28 

— 

1095.25 

März 

13 

+ 

o"37'52"502 

—    2-'39"i66 

— 

34230-37 

— 

406. 10 

April 

22 

+ 

o"4i'i4"546 

—    27'  o"oo8 

— 

39261.96 

+ 

207.30 

Juni 

I 

+ 

o"44'57"298 

—      26'22"9I2 

— 

43251-31 

+ 

744.28 

Juli 

I  I 

+ 

o''48'ss"363 

—    2S'48"'93 

— 

46197.12 

+ 

1206.49 

Aug. 

20 

+ 

o"53'  3"383 

—    25'i6"oi3 

— 

48109.97 

+ 

159703 

Sept. 

29 

+ 

o"57'i6"o87 

—    24'46"402 

— 

49008.37 

+ 

1919.65 

Nov. 

8 

+ 

i"   r28"322 

—    24'i9"286 

— 

48916.09 

+ 

2178.15 

Dec. 

18 

+ 

i"  5'35"o8o 

—    23'54"5i7 

— 

47860.61 

+ 

2375  96 

1865     Jan. 

27 

+ 

i"  9'3i"5i8 

—    23'3i"897 

— 

45872.82 

+ 

2515-97 

März 

8 

+ 

i"i3'i2"98o 

—    23'ii"i97 

— 

42987.54 

+ 

2600.48 

April 

'7 

+ 

i"i6'35"o36 

—      22'52"l69 

— 

39244.94 

+ 

2631 .26 

Mai 

27 

+ 

■"'9'33"5>5 

—    22'34"558 

— 

34692.46 

+ 

2609.68 

Juli 

6 

+ 

i"22'  4"56i 

—      22'l8"lo6 

— 

29387.26 

+ 

2536.89 

Aug. 

15 

+ 

i"24'  4"696 

-    22'  2"558 

— 

23398.97 

+ 

2414.07 

Sept. 

24 

+ 

i°25'3o"902 

—    2i'47"663 

— 

16812.52 

+ 

2242.66 

Nov. 

3 

+ 

i''26'2o"707 

—    2i'33":78 

— 

9730.85 

+ 

2024  66 

Dec. 

>3 

+ 

l"26'32"288 

—    2i'l8"874 

— 

2277.02 

+ 

1762.93 

1866     Jan. 

22 

+ 

i"26'  4"57i 

-    21'  4"538 

+ 

5404.88 

+ 

1461 .46 

März 

3 

+ 

I°24'S7"328 

—    2o'49"983 

+ 

13150.62 

+ 

1125.61 

April 

12 

+ 

i"23'n"2si 

—    2o'35"o57 

+ 

20779.32 

+ 

762.25 

Mai 

22 

+ 

i"2o'47"99S 

—    2o'i9"65o 

+ 

28099.94 

+ 

379-72 

Juli 

I 

+ 

i"i7'50"i72 

—    20'  3"7oi 

+ 

34920.71 

— 

12  .36 

Aug. 

10 

+ 

l"l4'2l"29I 

—    I9'47"202 

+ 

41060. 70 

— 

403-54 

Sept. 

19 

+ 

i"io'25"635 

—     i9'3o"i94 

+ 

46361.97 

— 

783-12 

Oct. 

29 

+ 

i"  6'   8"o92 

—     i9'!2"76o 

+ 

50700. 16 

— 

II40. 84 

Dec. 

8 

+ 

i"   i'33"95i 

—    i8'55"oii 

+ 

53991.71 

— 

1467.57 

1867     Jan. 

17 

+ 

o"56'48"689 

-    i8'37"o73 

+ 

56196.56 

— 

1755.79 

Febr. 

26 

+ 

o"5i'57"768 

—    i8'i9"o7i 

+ 

57316.18 

— 

1999.93 

April 

7 

+ 

o"47'  6"4s6 

-     18'    1"123 

+ 

57388.03 

— 

2196.43 

Mai 

17 

+ 

o"42'i9"695 

—    17'43"327 

+ 

56477.94 

— 

2343-62 

Juni 

26 

+ 

o"37'42"ooi 

—    I7'25"763 

+ 

54671.82 

— 

2441.49 

Aug. 

S 

+ 

o'>33'i7"4o2 

—     17'   «"488 

+ 

52067.96 

2491-34 

ÄV»0 

1  )atum 

^  ,/  JM 
"      dt 

^  dJu, 

"    dt 

^^    dti 

dH 
"  dt- 

1867     Sept. 

14 

+    o"29'  9"4i2 

—    i6'5i"54i 

+     48770.61 

— 

2495-50 

Oct. 

24 

+      0"25'2l"024 

—     i6'34"944 

+     44885.04 

~ 

2457.00 

Dec. 

3 

+     o"2i'54"720 

—     i6'i8"7o6 

+     40514.04 

~ 

2379-34 

1868     Jan. 

12 

+     o"i8's2"498 

—     16'   2"823 

+     35755.66     1 

" 

2266.27 

Febr. 

21 

+    o"i6'i5"894 

—    I5'47"285 

+      30701-94 

~ 

2121.68 

April 

' 

-|-    o"i4'   6"oi9 

—     I5'32"075 

+     25438.35 

" 

1949.46 

Mai 

1 1 

+    o"i2'23"58s 

—    I5'i7"i70 

-f-     20043 .  66 

~ 

1753-44 

Juni 

20 

+    o"ii'  8"938 

-    15'  2"S46 

+     14590.21 

i 

1537-34 

Juli 

30 

-j-    o"io'22"o89 

—    I4'48"I7S 

+       9'44.32 

1304.75 

Sept. 

8 

+    o"io'  2" 7 34 

—     i4'34"o2« 

-)-        3766.80 

1059.14 

Oct. 

18 

-\-      0"l0'l0"282 

—     i4'2o"o76 

—        1486.47 

~ 

803.80 

Nov. 

27 

+    o"io'43"874 

—     14'   6"289 

—       6564.03 

"^ 

541.89 

i86g     Jan. 

6 

+    o"ii'42"40  3 

-    .3'S2"637 

—     11418.30 

~ 

276-45 

Febr. 

IS 

+    o"i3'  4"529 

—    i3'39"°9i 

—     16005.12 

10.39 

März 

27 

+    o"i4'48"693 

—       I3'2S"622 

—     20283.32 

4- 

253.50 

Mai 

6 

+     o"i6'53"ij2 

—      I3'l2"202 

—     24214.35 

+ 

512.53 

Juni 

15 

+    o"i9'is"887 

—     i2'58"8o4 

—     27762.01 

+ 

764.08 

Juli 

25 

+    o"2i'54"820 

—     I2'4S"404 

—     30892.18 

+ 

1005.60 

Sept. 

3 

+     o"24'47"6l6 

—    I2'3i"979 

—     33572.71 

+ 

1234. 62 

Oct. 

13 

+    o"27'5i"8o2 

—     i2'i8"so9 

—     35773-36 

+ 

1448-73 

Nov. 

22 

+     o"3i'  4"749 

—    12'  4"977 

—     37465-81 

+ 

1645.56 

1870     Jan. 

' 

+     o"34'2  3"692 

—    ii'5i"370 

—     38623.81 

+ 

1822.78 

Febr. 

10 

+     o"37'45"736 

-    ii'37"677 

—     39223-40 

+ 

1978. 1 I 

März 

22 

+     o"4i'    7"876 

—     ii'23"892 

—     39243-30 

+ 

2109.31 

Mai 

I 

+    o"44'27"oii 

—     1 1 ' I o"o 1 2 

_     38665.44 

+ 

2214.21 

Juni 

10 

+     o"47'39"972 

—    io'56"o38 

—     37475-65 

+ 

2290.71 

Juli 

20 

+     o"so'4j"s43 

—    Io'4i"972 

—      35664-53 

+ 

2336.81 

Aug. 

29 

+     o''53'34"496 

I0'27"820 

—     33228-57 

+ 

2350.64 

Oct. 

8 

+     o"s6'  9"63i 

—    io'i3"s90 

—     30171-54 

+ 

2330.52 

Nov. 

I  7 

+    o"58'2s"823 

—      9'59"29« 

—     26506.10 

+ 

2275.03 

Dec. 

27 

4-     i"  o'2o"o78 

—       9'44"936 

—     22255.75 

+ 

2183 .09 

1871     Febr. 

s 

+     i"   i'49"6os 

—       9'3o"S4> 

—      17457-10 

+ 

2054.09 

März 

I- 

+     i"  2'5i"894 

—      9'i6"i26 

—     12162.34 

+ 

1888.01 

26' 


20  i 


Datum 

"     dt 

"     dt 

*""  dp 

^^  dfi 

1871     April 

26 

+ 

i"   3'24"8io 

-      9'   i"7i8 

—       6441 . 70 

+ 

1685.62 

Juni 

5 

+ 

i"  3'26"692 

-      8'47"347 

—         385-75 

+ 

1448.63 

Juli 

IS 

+ 

i"  2'56"46s 

—      8'33"o5i 

+        5893-14 

+ 

1179.89 

Aus- 

24 

+ 

1"    i'53"746 

—       8'i8"869 

-1-      12260.63 

+ 

883.56 

1875     Jan. 

15 

o"o5i 

—             l"470 

+              4-70 

— 

1 .00 

Febr. 

24 

_ 

o"4is 

6"!  59 

+            69.62 

— 

23.07 

April 

5 

_ 

l"i75 

—           I3"756 

+          150.54 

— 

64.81 

Mai 

15 



2"i96 

—          24"093 

+          204.58 

— 

123-74 

Juni 

24 

_ 

3"i39 

—         37"oi2 

+          192-53 

— 

197.26 

Aug. 

3 



3"484 

—          52"375 

+           78-56 

282.71 

Sept. 

12 

_ 

2"542 

—      i'io"o6o 

—          170-05 

— 

377-39 

Oct. 

22 

+ 

o"53o 

—       i'29"966 

-          583-I4 

478.57 

Dec. 

I 

+ 

6"7i3 

—       i'52"oii 

—       1187.79 

— 

583.49 

1876    Jan. 

10 

+ 

17""  5 

—       2'i6"i3i 

—       2008.31 

— 

689.36 

Febr. 

'9 

+ 

32.952 

—          2'42"277 

—       3066.08 

— 

793.36 

März 

30 

+ 

S5"S35 

—       3'io"4i4 

—       4379-25 

— 

892 . 64 

Mai 

9 

+ 

l'26"25  2 

—       3 '40".";  19 

—       5962.23 

— 

984.33 

Juni 

18 

+ 

2'   6"54i 

—       4'i2"57S 

—        7824.98 

— 

1065.52 

Juli 

28 

+ 

2'57"867 

—      4'46"570 

—       9972.04 

1133.32 

Sept. 

6 

+ 

4'   i"686 

—       5'22"488 

—     12401.39 

— 

1184.86 

Oct. 

16 

+ 

5'i9"4o6 

—      6'  o"302 

—     15103.00 

— 

1217.36 

Nov. 

25 

+ 

6'S2"336 

—      6'39"966 

—      18057.28 

~ 

1228.23 

i8-'7     Jan. 

+ 

8 '41  "62  8 

—       7'2i"399 

—     21233.47 

" 

1215.17 

Febr. 

I  3 

+ 

io'48"2i5 

-       8'  4"472 

—     24588.09 

— 

1176.35 

März 

"^ 

+ 

'3''2"733 

—       8'48"993 

—     28063.85 

— 

H10.57 

Mai 

+ 

I5'5S"453 

—       9'34"697 

—     31589-29 

1017.47 

Juni 

1 3 

+ 

i8'56"2o8 

—       I0'2l"238 

—     35079-71 

~ 

897-73 

Juli 

23 

+ 

22'i4"338 

—     11 '   8"203 

—     38439.78 

— 

753-17 

Sept. 

+ 

25'48"658 

-     ii'55"i32 

—     41568.16 

— 

586.81 

Oct. 

1 1 

+ 

29'37"45- 

—     •2'4«"5So 

—     44363.85 

— 

402.74 

Nov. 

20 

+ 

33'38"539 

—     i3'27"oii 

—     46733-46 

— 

205.92 

Dec. 

30 

+ 

37'49"294 

-     I4'ti".29 

—  48598.29 

—  49899.82 

+ 

1-79 
204. 11 
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Als  Beispiel  zu  tlen  Forinohi  zum  Uebergang  auf  osculirende  Elemente 
leite  ich  die  osculirenden  Elemente  für  1871  Sept.  13  ab.  Es  tritt  zwar,  wie 
die  im  obigen  Beispiele  ausgeführte  Stöningsrechnung  erweist,  durchaus  nicht 
die  Nothwendigkeit  auf.  die  Störungen  auf  die  Elemente  zu  übertragen,  da  der 
Gang  der  Störungen  noch  hinreichend  regelmässig  ist  und  selbst  bei  der  Fortführung 
der  Rechnung  bis  zum  Jahre  1860  zurück,  vom  Anfang  1875  ausgehend,  niemals 
allzu  unregelmässig  wird.  Der  Uebergang  wird  also  hier  nur  als  Beispiel  aufzu- 
fassen sein,  welches  vergleichende  Anhaltspunkte  für  die  Leistungsfähigkeit  der  ver- 
schiedenen Methoden  der  Störungsrechnung  abgeben  soll ;  denn  für  dieselbe  Epoche 
wurden  bereits  osculirende  Elemente  abgeleitet  bei  dem  Beispiele  der  Störungs- 
rechnung nach  den  rechtwinkeligen  C.oordinaten,  wobei  jedoch  für  diese  letztere  Me- 
thode der  Uebergang  auf  osculirende  Elemente  dringend  nothwendig  war.  Die  Ele- 
mente,   welche  der  Störungsrechnung  zu  Grunde  liegen,    sind  wie  oben  (pag.  173)  : 

/62)  Erato 

Epoche,   Osculation   1874  Dec.  26,0  mittl.  Berl.  Zeit 
mittl.  Aeq.   1870,0 

io  =  2i9"     8'     6"8 
Mo  =  i8o    40    48.9 

TTo  =      38      27      17.9 

Qo  =  125    42    39.7 

i,=         2       12      23.9 

yo  =      9    59    14-9 
fi(,  =  640"  89605 
log  «0  =  0.495  4793  • 

Wählt  man  wieder  als  Zeiteinheit  das  Intervall  der  Störungsrechnung  (40  Tage, 
also  für  k  überall  40 X-,  für  w  aber  die  Einheit  einzusetzen),  so  finden  sich  die  der 
Rechnung  zu  Grunde  zu  legenden  einfachen  und  Doppelintegrale ,  weil  die  neue 
Osculationsepoche  in  die  Mitte  eines  Störungsintervalles  fällt,  nach  den  Formeln 
(vergl.  pag.   35,    53)  : 

ff  (.r)  dx  ='f{a+  [i+  i]  w)   +  ^/-  la  +  [{+  ^]w]  -  -^/"-  [a  +  [i-\-^]w)  + 


24-'      '  L  -.j     ;  jy6o 

367 
967680 


+  i^/'(«+t*'+i^----- 


<l+\i+i]w 

'und  man  findet  demnach  unter  Zugrundelegung   der  beim  obigen  Beispiele  erhalte- 
nen  Integraltafeln ,  zunächst  für  die  einfachen  Integrale  leicht : 
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24 


JM  J(o  dv  :  dt         dz  :  dt      (^  U dt 

'f{a+[i  +  \]tv)   +i"i'53"74(>  — 8'i8"869  +6301.78  —31-8.38  +5008.92 
/'    {a-^[i  +  \]w)       —  i"337    —      0.006    —        7.06  +      0.29+         0.95 


^ /'■'(« +['+^]'<')       —  0.003  o    —        0.02 


('f[x)dx  +i"i'52"4o6   — 8'i8"875   +6294.70   —318.09  +5009.87 


inid  für  die  Dojipelinte^ralo : 


+ 


V 

z 

'/(«+['+i]«') 

+ 

15411.52 

+ 

724-37 

-^/  («+[t+il«') 

+ 

6.27 

+ 

0.77 

~^r[a  +  [i  +  \]M 

— 

0.10 

+ 

O.Ol 

T^/-M«  +  [*+^l-) 

— 

O.Ol 

0.00 

a+\i+}M 

fix]  dx^ 

+ 

15417.68 

+ 

725-15 

Die  Rechnung  nach  dem  Formelsystem  II)  (pag.  170)  führe  ich  7Stellig  durch, 
weil  man  die  aus  derselben  resultirenden  Zahlen  später  bei  der  Controlrechnung  mit 
grösserer  Genauigkeit  braucht,   als  dies  die  östellige  Rechnung  gewähren  kann  : 

-Mo    327° 2' 53" 64  M  328°  4'46"o5 

-Eo»    32o"'45'45"99  ^0  32i''57' 2o"o9 

sin^Qo    9„8oi   0829  sin  £,,  9^789  7726 

cosi'oD    9.889  0403  cos  £0  9.896  2688 

Snbtr.     o.  110  0930  Subtr.  0.108  0295 

cos  J^o— ej  9.788  2393 

((r))  sin  V  o„278  6201 

9,(852  0193 

(fr))  cos  V  0.283  7186 

V  3i5°2o'io"7i 

(W)    0.431  6993 

log  (i +y)  0.000  6691 

z     5.860  4279  (?•)  0.432  3684 

tang  &  5.4280595       ^  r  0.432  3684 

cos  h     0.000  0000 

dv:  dt     6.798  9750 

d[r)\     7-230  6743 
Add.     0.015  6437 
d  [r]  -.dt     8„666  2730. 


cosi?„(,— e« 

9-778  9473 

»osin«o 

o„2  89  9304 

9„857  0986 

»•0  cos  »0 

0.274  4266 

»0 

3 13"  5  8' 39"  07 

»•0 

0.432  8318 

[wk]  :>/^o 

9.596  5336 

[wk]  e^-.ypo 

8.835   6650 

sin  V 

9^846  9208 

[i+v]-' 

9.999  3309 

dir)^ 

8„68i   9167 
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Von    hier   ab    kann    die  Rechnung    östellig   geführt    werden;     man    erhält  so 
nach  III)    (pag.  170)  : 

dz:dt     5„502   550  sin  [l — K^)idin^J  5.428  059 

{r)dz:dt     5,1934918  g„969  477 

zd'r':dt     4„526  701  cos  (/— ifo)  tang/  5„838  682 

Subtr.     9.982  694  l—K^^  i58°46'io"2 

iok]\]i^     0.078749  l=V-\-w^-\-Jio  227°56'3o"o 

J2  Udt     6.699  826  -Ä"«       69°io'ig"8 


Add.     0.000   181 

Nenner    0.078  930  tang  /  5.869  205 

Zähler     5„9i7  612  tang  .^- /  5-368   175 

sin^  ^J  1.136   .. . 

(i)/^  ^'^^   ^-^^^  ^^5  zyp,  0.542  138 

zypf^sm'^^J     1.678    ...  log.  Add.  0.000091 

Add.     0.000003  zVp'ü  -\-  J^Vp)  0.542   229 

sec  /    0.000  000  \og  J  iß)  7404  417 

log^(Vp)     6.862   188  J  [u]  o'ooo 

finden : 

iK,  i38''2o'39"6 

sin  Äj)  9.970  651 

sin  2  Äi  9.822   595 

sin  A'(,  :  sin  i"  5.285  07 

sin  2  7i'g  :  sin  2"  4.835   990 

J[K]  —  b'q'qte 
Q— Qu     4-  6'io"240 

^J(K)  -  3'  5"o 

/i'o  +  ^J  [K)     69°  7'i4"8  tang  ^  (i—i,)  5-120  112 

cos{Ko+^J{K]}     9-551  937  T  4-685  575 

tang  i  7    5-568175  \  {i—h)  +  z'-jzo 

sec  |z/  (Jf)     0.000  000  i — «u  •+•  5"440 

Nun  kann  an  die  Berechnung  der  Formeln  V)  (pag.  171J  geschritten  werden. 

i  (£0+^00)   32  i"2r33"o  cosf/)o  9.993368 

ß     9.999  992  /*'  cos  iV  g.886  o6i 

cos  .J-  (£o+-Eoo)     9-892  693  9-890  083 

sin  f/)^     9.239   131  «'  sin  iV  9„795  488 

e„ /)' cos  4  (£0+^00)     9-131816  N  320°55'54"2 


weiter 

lässt  IV)    (pag.  170,  171) 

l  io     i°6'u"95 

tang  ^  /(,     8.284  632 

a     3.852   807 

5     7.283  543 

Ä2     4.567  086 

(11),     -  6'io"356 

(11)2      +         o"2  53 

II     —  6'io"i03 

I     +        0.137 
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Nenner     g.936  784 
^M"     3.569  656 

£„-£00     +i"ii'34"io 

iV-üo     6"57'i5"i 


n  9.995  978 

«0  /^  0-495  471 

^0—^00  3-632  872 

sin  i"  4.685  575 


cos  (JV— ü,,) 

9-996  793 

k  [y-< 

o°4o'45"8 

n 

8.809  896 

k[V+v,] 

3i4°39'24"9 

sin  (iV— y„) 

9-083  057 

iV-|(F+«o) 

6"i6'29.3 

n  sin  (iV — «Jq) 

7-892  953 

sin{iV-|(F+Co)} 

9.038  610 

'0 

0.432  832 

—  n 

8„8o9  896 

Subtr. 

9.998  746 

sec^(F-üo) 

0.000  031 

Nenner 

0.431  578 

log[((rj)-ro] 

7»848  537 

n  cos  (iV — Co) 

8.806  689 

tang  ( r— üo) 

8.375  III 

r 

4.685  656 

V-%     +i"2i'3i"64 

Znr  Controle  der  eben  erhaltenen  Werthe  findet  man  aus  VI)  (pag.  171): 
ao/!?(£o— -^oolsin  1"     8.813  9^8  ^  «o  co»  To     0.187  817 

eosin|(£o+-Boo)     9n034  619  compl.  j/^o ((»•))     9-567   734 

log[((r))-ro]     7„848  537  /:?  sin  i"  (^o— -^oo)     8.318439 

sin|  (F— üo)     8.073  990 
Ä     4.685   565 
\  [V-v^]   +     4o'45"82 
F— «0     +i°2i'3i"64 

Die    Controlwerthe    stimmen    somit   vollkommen;    aus  VII)    (pag.   171)   ergibt 
sich  nun: 

((r))  y  7.619  718 
Add.  9-841  129 
J  (r)      7„46o  847 


sin  »0  9„857  099 

dv  :  dt  6.798  975 

(r)  dv  :  dt  7.231    343 

[wk]  eo {----}  :  ypo  7-085   540 

Add.  0.234  219 

dz  :  dt  5„502   550 

[z  :  (r]}{dz  :  dt}  o„930  609 

(l)  +  (2)  7-465    562 

Add.  0 


sin  ^  b 

5.127  02g 

2  sin^  1  b 

0.555  088 

V 

7.188  019 

Add. 

0.000  000 

t»  +  2  sin  2  ^  6 

7.188  019 

7 

7.188  019 

2  sin  ^  [V—v^] 

8.375  020 

cos|  (F+üo) 

9.846  869 

2  sin|  ( F— üo)cos-^(  F+c^) 

8.221   889 

ysin  z)o  7„045   118 

Subtr.  0.027  986 

{ }  8.249  875 

(wA)co  :  Vi'o  8.835  665 
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\p  0.241  289 

p  0.482  578 

Nun  kann    an    die    Bestimmung 

geschritten  werden ;  die  Formel  VIII) 

f/?-ii :  dt  8^692  764 

I  5n554  952 

II  7.706   182 

Add.  9.996   924 

(Jömpl.  [pk]  0.162   359 

Jöo  :  »0  0.049  384 

n  7,»3io  231 

I  7.404  417 

Subtr.  0.251    338 

Compl.  r  9.567  632 


cos  h  :  (i+j')   9.999   331 
J  g)      7.464  893 

der  Excentricität    und    der  wahren  Anomalit 
(pag.  171)   hefern  hierfür: 

g  sin  Cr     7.865   465 
9.982   361 
g  cos  G     7.329  201 
G     73"46'5o"o 


G  —  \[v  +  v^) 

ii8°4i'  2"4 

cos{G  — ^((j  +  ü,,)} 

9,(681    222 

gcns{G—\  («5+»o!} 

7n564  326 

sec|  («  — »o) 

0.000  083 

z/(e) 

7„564  409 

% 

9.239   131 

Add. 

9.990  717 

sin  (/i 

9.229  848 

'/> 

9°46'2  7"o 

\  {9  +  'jPo) 

9"52'50.9 

cos  ^   (f/)  +  (/!„) 

9-993   510 

i-^N 

7n263  379 

sin  ^  (fp  —  cp(,] 

7„269  869 

S 

4-685   575 

Uv-vo) 

-   6'23"967 

fp—fPu 

— 12'47"934 

G  — »„ 

ii9°48'io"9 

sin  (G— p„) 

9-938  389 

ff 

7.883  104 

cos    [G üg) 

9n696  373 

g  cos  (G  —  »ü' 

7«579  477 

«0 

9-239   131 

Add. 

9.990  385 

Nenner 

9.229   516 

g  sin  (G — Vq] 

7.821   493 

tang  («— Oo) 

8.591   977 

r 

4.685   796 

v  —  Vo  2"i4  17  14 

^(»-«0)  1°  7'  8"57 

l(»  +  »o)  315"  5'47"6 

2^0  9.540    161 

Add.  9.995  383 

(2^0  +  ^e)  9.535   544 

^{e'^)  7»099  953 


Aus  IXl    (pag.  172)   findet  sich  weiter: 

log  2  0.301   030 

sin  ^  [0  —  »0)  8-290  699 

cos|  (ü+»ol  9-850  216 

cos  (p  9.993  650 

(0)1  8.435  595 

2  sin  I' (f/)  —  f/)„)  7»570  899 

sin^  («-/>  + Vo)  9-234   515 

Opimlzpr,   Palinlu'stimroungfii.  11. 


2  sm  •^-  (» —  «nj 

8.591    729 

sin-^  (ö  +  »o) 

9/1848   752 

(y)2 

8„440  481 

Subtr. 

9.938  007 

iy) 

8.378  488 

(r:p) 

9-949   790 

27 

iio 


sin  v„ 

9«857  0Q9 

:<;), 

6.662   513 

Subtr. 

9.Q92  614 

la^ 

8.428  20Q 

[&,  [r  :  p] 

8-377   999 

(A)  sin  £„0 

7.080  074 

A(l(l. 

0.021    338 

■  iy)  [r  ■■  p] 

8.328  278 

•X)  cos  £qi, 

7«i68  031 

Add. 

9.968  883 

(/'  !sin  G' 

8-399  337 

9.894  618 

g   cos  Cr' 

8.297    161 

G' 

5i''4o'43"o 

G' i?|,u 

9o"54'57"o 

sin  (G— £00) 

9.999  944 

9 

8.504  719 

cos  (G'-£„„) 

8„203  675 

E  322"35  40  2 

—  sin  E  9.783   512 

J{e]  :sini"  2^878  834 

loof  J  M  ^  2nbb2  346 


—  ff  cos  G  7„329  201 

W  7»2  78  991 

sin  £|)o  9n8oi   083 

cos  £„11  9.889  040 

ff'  cos  [G'  —  Eoo)     6„7o8  394 

Nenner     9.999  778 

^r'sin  (G'  —E^o)     8.504  663 

tang  [E—EJ     8.504  885 

T    4685  723 

E-Eo,     i°49'54"20 

i  (E—E,o)     o"54'57"io 

i(£+£oo)     32i°4o'43"i 

cos  ^  (£  +  £00)     9-894  618 

(£—£,,0)     8.203  688 

2  sin  (/7q  :  sin  I "     4 „8 5 4  586 

\0gJM2     2„952  892 

JM-i  —    i4'57"206 

.^i»/,  -      7'39"564 

7»i  — J/o   +  i"27'i7"43 


sm 


Nach  X"    (pag.  1721   erhalt  man: 


J{K) 
J  [u] 

V-v, 


—  6'   9"g66 

0.000 

—  8'i8"875 
+  i"2i'3i"64 

—  2°i4'i7"i4 


w— Wo  —       I     7  14  34 

;r  —  /Tu  —       1°   r   4"io 

L  —  L,  +      o"2  6'i3"33 

ftot  —  2i3"37'55"26 


Aus  XI)    (nag.  172)   leitet  man  schliesslich  ah  mit  Henützung  der  Tafel  XI ; 


^{■P)  7-404  417 

«o^^(e"^)  7«5'?5   432 

Pd  0.482   216 

Snhtr.  0.000  563 

Add.  9.742   286 

p„—a„J[ei]  0.482   779 

Nenner  0.783  809 


J(p)  +  (i„J[e-^)  7„i46  703 

l"S'y  6„362   894 
q         — 0.000   2306 

/  0.477   371 

—  <<„  2„8o6   787 

log  (."  — /'(i)  9-647   052 

II  — II»  +  o"44366 
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Die  neuen  Elemente  sind  also,  wenn  man  die  Epoclie  auf  den  Osculations- 
punkt  legt : 

(g)  Erato 
Epoche  und  Osculation  1871   Sept.  13,0  raittl.  üorl.  Zeit, 
mittl.  Aeq.  1870,0. 

L  =  5"56'24"87 

M  -■=  328  30  1 1.07 

yr  =  37  26  13.80 

Q  =  125  4849.94 

i  =  212  29.34 

f/)  ^  9  46  26.97 

f<  =  64i"3397i 

Vergleicht  man  diese  Elemente  mit  jenen,  die  auf  pag.  136  mitgetheilt  sind 
und  in  ganz  anderer  Weise  durch  eine  völlig  verschiedene  Methode  der  Störungs- 
rechnung erhalten  wurden,  so  findet  man  die  befriedigendste  l  ehereinstimmung; 
doch  ist  den  hier  erhaltenen  Elementen  das  grössere  Vertrauen  zu  schenken,  weil 
die  Störungsrechnung  nach  E  n  c  k  e '  s  Methode  .  in  Folge  des  Anwachsens  der  Stö- 
rungen, nicht  mehr  die  hinreichende  Sicherheit  bot  und  eigentlich  länger  fortgesetzt 
wurde,  als  es  gestattet  erscheint ;  man  kann  aber  aus  dem  hohen  Grade  der  Lcber- 
einstimmung  den  Scliluss  ziehen,  dass  selbst  in  diesen  extremen  Fällen  die  mecha- 
nischen Quadraturen  alles  geleistet  haben,  was  von  denselben  verlangt  werden  kann. 
Die  unten  durchgeführte  Störvmgsrechnimg  nach  der  ^'ariatiou  der  Constanten  be- 
stätigt die  eben  hier  gemachten  Schlüsse. 

Zur  ('ontrole  kann  man  die  Formeln  III) — VI)  (pag.  172.  173)  benützen;  man 
erhält  aus  III) ,   wenn  man  die  Rechnung  7stellig  .durchführt: 

dz  :  dt  5„502  5500  sin  [l — /ro)  tang/  5-428  0595 

(»•)  dz  :  dt  5„934  9184  9„969  4769 

zd'\r):dt  4„526  7009  cos  (/ — /fp)  tang/  5,(838  6820 

Subtr.  0.017  3058  / — /i'o  i58"46'io"o3 

Zähler  5,1917  6126  V-\-uiii-\-Jw  =  l  2  2-"'^b'-},o"o\ 

[wk]  Vpo  0.078  7492  K„  bq"io'2o"oi 

fl  Udt  6.699  8265 

Add.     0.000   1814  tang  J^  5.869  2051 

Nenner     0.078  9306  T  4.6S5   5749 

(wk)yp     0.078  9306  /  15-263 
iu]  =  i58"46'io"o3 

Aus  IV)  (pag.  172)   findet  sich   nun: 

^«0       i"  6'ii"95  cos|-(«'„— y)     9.9999198 

'^J      o"  o'7"63i  sec  ^- (?o -|- 7")     0.000080g 

27* 
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j  («;,  +  /;  i"  6'i.y'58i 

•■!  (h—Ji  i"  ö'  4"3i9 

i  ä;,  34"35'io"oo 

im^\  /i'o  9.838   5318 

Mn|(/„— J;  8.283  7167 

cosec I  («0  + /)  1.714  6147 

tgifÄ— (Q-Öo)}  9.836   8632 

(Q-Q„)}  34"28'59"9i 

Q— Qo  +       6'io"2  5 

a  i2  5"48'49"95 


tgi{ür+(Q-Q,.)}  9.838   5325 

^{A'+(Q— ö,,;}  34"35''o"i6 

K  69"  4'io"o7 

-^-(ir+Ä-or  69"  7'i5"o4 

cüs|(ir+i[';,,,  9.531   ()354 


sec 


fir- 


0.000  0002 


MA' 


tang-^/  5.568    1751 

tang}(e  — «fll  5.120   1107 

2'— log  2  4.384   5449 

«'— «t)  +    5"440 


US   \j    ;pag 

■  172,  1 

[73J    erhal 

f  man  nun : 

dir) 
dt 

8„666 

2730 

sin  (p  sin  v 

g,pb()  9208 

[r)  :  r 

0.000 

0000 

9.858  5055 

m 

o„930 

6095 

sin 

([>  cos  V 

9.088  3528 

Add. 

0.000 

0000 

V 

3i6"i2'55"76 

dr  :  dt 

8„666 

2730 

sin  fp 

9.229  8473 

\  p  :  [wk] 

0.403 

6478 

'f 

9"46'26"89 

P 

0.482 

3784 

K—  V 

ii2"5r!4"3i 

p  :  r 

0.050 

2100 

7t 

27i"37'24"34 
37"26'i4"2g 

Schlip,sslich  findet  sich  nach  VI)    (pag.  173) 

(45" +  *'/>;       49"53'i3"44 

^  V  158"  6' 2 7. 88  .sir 

cotg  145  +  l^fjp)  9.925   5514 

tang  I  V  9„,604  0536 

4^  i6i°i7'49''86 

E  322''35'39"72 


sin£  9„783   5134 

>  :  sin  :"  4.544   2724 

JM  -  5°54'30> 

M  328^30' io"6  2 

cos  fp  9.993  6498,5 
log   u- 


cos  ff-     9.987   2997  log   er        0.742   9180 

log  (/     0.495   2787  /,■"     3.550  0066 

|lüga     0.2476393  /(     64i"3404 

Die  Uebereinstimmnng  ist  eine  im  Ganzen  genügende,  zeigt  aber  ganz  deut- 
lich den  überwiegenden  Vortheil,  den  die  Bestimmung  der  neuen  oscidirenden 
Elemente  durch  die  Differenzen  gewährt. 
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C.  Variation  der  Constanten. 
§  1.    Aufstellung  der  Differentialgleicliungeii. 

In  den  vorausgehenden  Paragraphen  wurden  die  Methoden  der  .Stürungsrechnung 
7Aun  Vortrage  gebraclit,  die  den  Einfliiss  der  Störungen  auf  die  Coordinaten  finden 
lassen.  Man  kann  aher  auch  die  Störungen  dadurch  bestimmen,  dass  man  durch 
Variation  der  sechs  willkürlichen  C'onstanten  des  Problemes  für  jeden  gegebenen 
Augenblick  den  Ort  und  die  Geschwindigkeit  des  gestörten  Himmelskörpers  darstellt; 
diese  Methode  bewahrt  auch  in  der  Anwendung  die  hohen  ^'orzügc,  welche  dieselbe 
in  der  Analyse  in  Anspruch  nimmt  und  ich  stehe  nicht  an,  zu  erklären ,  dass  mir 
dieselbe  in  den  meisten  Fällen  als  das  geeignetste  Mittel  erscheint ,  die  Störungen 
mit  der  grössten  Schärfe  zu  bestimmen. 

Eine  verhältnissmässig  kurze  Ableitung  der  diesbezüglichen  Formeln  lässt  sich 
auf  die  bereits  vorhandenen  Entwickelungcn  gründen ,  und  ich  werde  hierzu  die 
Formeln  heranziehen ,  die  oben  beim  Uebergange  auf  die  osculirenden  Elemente 
entwickelt  wurden;  man  kann  dieselben  nämlich  sofort  für  das  vorliegende  l'roblem 
verwerthen ,  wenn  man  die  Störungen  in  den  Coordinaten  selbst  der  Null  gleich 
setzt,  die  Geschwindigkeiten  aber  den  störenden  Kräften  entsprechend  abändert,  und 
nur  die  ersten  Potenzen  der  Störungen  mitnimmt,  da  man  es  thatsächlich  nur  mit 
differentiellen  Aendeningen  zu  thini  hat. 

Als  störende  Kräfte  sollen  eingeführt  werden :  die  Störung  im  Radiusvector  Ä,,, 
positiv  gezählt,  wenn  der  Radius  vector  vergrössert  wird ;  die  Störung  senkrecht  auf 
denselben  in  der  IJahnebene  aS',,  ,  positiv  in  der  Richtung  der  Ueweg^ng  des  Him- 
melskörpers und  endlich  die  auf  der  Bahnebene  senkrechte  Störungscomponente  Wq. 
Die  positive  Richtung  der  Zähhnig  für  die  letzte  Coordinate  ist  dadurch  bestimmt, 
dass .  vom  Pol  der  positiven  Z-Achse  gesehen .  sich  der  Himmelskörper  im  umge- 
kehrton Sinne  wie  der  Zeiger  einer  Uhr  liewegt.  Es  soll  vorerst  vorausgesetzt  wer- 
den, dass  die  Kraftcomponenten  berechnet  vorliegen;  wie  dieselben' bestimmt  werden, 
Avird  im  folgenden  Paragraphen  erläutert  werden. 

Fm  ziniächst  den  Einfluss  der  Störungen  auf  die  Lage  der  Bahnebene  zu  be- 
stimmen, nehmen  wir  die  Gleichungen  15)  (pag.  1661  vor;  mit  Rücksicht  darauf, 
dass  die  Störungen  in  den  Coordinaten  selbst  der  Null  gleich  gesetzt,  die  Ge- 
schwindigkeiten aber  um  den  Betrag  der  angreifenden  Kräfte  vermehrt ,  und  dass 
die  Glieder  zweiter  Ordnung  weggelassen  werden  müssen,  nehmen  diese  Gleichungen 
die  Gestalt  an : 

sin  (/ — Kij)  tang/=  o 

dz 

~dr  r  Wa 


cos  il — Kf^)  tang^  = 


k  \'p        k  y^ 
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es  ist  /  in  (liesciii  Fülle  mit  dein  Argumente  der  üreile  i(  identiseli,  denn  es  be- 
rechnet sich  /  ans: 

/  ^  F  +  '"ii  +  ^"J  ; 
da   aber   die   Elemente    osculiren,    so    ist    V  identisch    mit  v  und   Ju)  ist  der  Null 
gleich,   wodurch : 

l  ^  u 

wird;  hieraus  erschliesst  man  sofort  mit  Kücksicht  auf  die  erste  Relation  in  i), 
(pag.  213),  dass  auch 

74  =  M 

ist,  welche  Kelation  übrigens  sofort  ans  der  geometrischen  Anschauung  klar  wird. 
Mit  Kücksicht  auf  diesen  Umstand  ist  also,  wenn  man  wieder  den  JSogcn  mit  der 
Tangente  vertauscht : 


'■  n\ 


Man  erhält  daher  statt  der  Formeln  21',    (pag.  168)    sofort: 

I  ö  K  -\-  ^ÖQ.  ^  \  J  tang  J  /  sin  u  \ 

^dK —  idQ  =  —  ^/cotg^e  sin?<  ,  / 

wobei  ich  von  nun  an  die  ^  ariationen  der  Elemente  durch  die  Störungen  ,  soweit 
dieselben  von  der  Ordnung  differentieller  Grössen  sind,  durch  ein  vorgesetztes  d  von 
den  Diöerentiationen  unterscheide ;    es  wird  also  aus  3]   erhalten : 

dj sin  tt  I      Tf'o     \   »■  sin  u  . 

sin «  \   kfp     1     sin  » 

d  7f  =  —  J  cotg i  sin«  =  —  ( 7^—)  r  cotg«  sin  u  .  5) 

\  k  \  p     I 

und  aus  der  Gleichung  24)    (pag.  168)   folgt  sofort: 

(5  z  =  /cos  ZI  =  ( ~  1  r  cos  u  .  6) 

\  k  yp  I  ' 

Die  erste  Gleichung  in  13)  (pag.  166)  gibt,  da  cos/  der  Einheit  gleich  gesetzt  wer- 
den kann : 

,  ,,—  du  dx 

legt  man  die  A'-Achse,  wie  es  von  nun  ab  vorausgesetzt  werden  soll,  in  den  Radius- 
vector,    so  wird : 

x  =  r  ,     1/  =  o 
und  nothwendig : 

'^'/ dl/n     1^  ^. 

dt  —  ~dr  ~^  '^'^  ■ 

wenn  durch  -—  die  ungestörte  Geschwindigkeit  in  der  Y-Coordinate  dargestellt  wird ; 
nun  ist  aber  wegen: 

^^  =  dv 
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auch : 

'»     dt     —'^  ^P'' 
und  man  liat  also,   da  r,,  mit  r  idcntificirt  werden  mnss : 

li  (J  \  p  ==  r  6'u 


oder : 

6yp 


rSo 


Beim    Ueber^ange    anf  osculirende  Elemente    wnrden    auf  ]m^.  8g    die  Glei- 
chungen gefunden : 

e  sin  0  =  e,  sin  v,  +  j-  \f^  J  [Vp]  +  Vp  ^  (^)  j 

e  cos  V  =  eo  cos  f,,  +   ';   \  -^  ip)  —  '^  -^  ('")     • 

Setzt    man    nun    in    diesen  Gleichungen    für  die  Aenderungen  des   Parameters 

die  Variationen  aus  7)   ein  und  heachtet  die  Relationen : 

dr  ■  k 

-—  ^  e  sin  V  --=. 
dt  Yp 


[dt] 
J  'r\  =  o 


^(i)-^'> 


so  wird  : 


ö{e  sin»)  =  ?in  0  de  -\-  e  cosücJü  ^  —  )  - — ^   r  ^^  -|-  \ p  ]t„  ' 
6  [e  cos v)  =  cos  v  de  —  e  sin  0 (J »  =  — r^  y'^ . 


(       8) 


Bei  diesen  Gleichungen  hat  man,  um  späteren  Missverständnissen  vorzubeugen, 
zu  beachten,  dass  unter  öv  die  Variation  zu  verstehen  ist,  welche  die  wahre  Ano- 
malie durch  die  momentanen  Störungen  allein  erleidet;  es  ist  also  de  wohl  zu  tren- 
nen von  dem  Ausdrucke  (-77-)  dt ;  dieser  Umstand  wird  später  nochmals  ausführ- 
lich besprochen  werden. 

Um  ö  e  und  ö  v  aus  den  Gleichungen  8)  zu  bestimmen ,  hat  man  zunächst, 
wenn  man  statt  e  den  Excentricitätswinkel  (p  einführt, 

de  =  cos  (pd(p 

cos  (fdip  =  {er  sin«-  -|-  2;^  cos«}  ( — j=]  -\-  p  sin»  ( ßrjr-]  ; 

\/c  yp  I  \    k  yp     I 

ersetzt  man  nun  r  durch  den   Werth  ~ ,     so  findet  sich  leicht : 

i+ecosu 

(      e  sin  r2         ,  1  |  cost'  +  e      ,    cos » -f- e  cos  «2 ) 

e  r  sm  ;'-  -f-  in  cos  v  =  p     — ; H  2  cos  v  \  =  p  '  — h  — — r — „„, ..       = 

'        '  ^    {  i  -\-  e  cos  V  )  '    fi  -\-c  cos  V  i  +  e  cos  v     ) 

^=  p  {  COS  e  -\-  cos  E ) , 
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1111(1  man   luit,    wenn  iiiuii  ji  (liircli  acosip-  ersetzt,   sofort: 

d(p  =  a  cosyi  {cosy  -\-  v.oüE]  ( ^1  +  a  aus  (/i  sin»  1        "    |  .  g) 

Weiter  folfj;t  uns  8)    (pag.  215): 

edo  =  sin«  (er  cos«  —  2p]  l      '  "-   ]  -\-  p  eos  r  (        '^  |    ; 

nun  ist  aller : 

P 

ecost)  ^=  — I 

r 

wodurch  erhalten  wird  : 

öv  =  -^  (p  +  ,•}  (-^)  +P^^  (_A^\ 

siny      l'  >    \/,  Yjj  I  smrp     \kyp  I 

Die  Formel  23)    (pag.  i68j   gibt  weiter  die  Relation: 
j7t  =  A[K]  +  J{u)  +^w  +  {(F— üo)  —  (»-»o)}+  (Q  — Q„)  ; 
hierbei  ist  den  gemachten  Voraussetzungen  und  Entwickelungen  nach  zu  setzen 

J  [K]  =  —  r  sinu  cotgi  1 ^ 

\k  y  p 

z/  (m)  =0 
z/  (w)  ^=  o 
V—v„  =  o 

V »0    =    d  D 

sinj    \  f,.,yp    /  ' 

I 
demnach  wird  man  haben : 


10 


0  71  =  —. —  [p  +  r]   — ^    —  ^. — %z:\  +  niwutsli    — =    . . . 

sinqp  >'        '\kypi        '^i'^'pu-yp'  ^   \kypi 


in 


Vm  die  Variation  der  täglichen  mittleren  siderischen  Bewegung  /<  zu  finden, 
soll  zuerst  der  in  dem  Ausdrucke 

d  /<  =  —  /  (/  fi 

(vergl.  pag.  92)   auftretende  Factor  y«/  näher  erörtert  werden. 

Wenn  man  beachtet,  dass  q  von  der  Ordnung  der  Störungen  ist,  und  dass 
der  Factor  J"  sich  von  dem  numerischen  Werthe  3  nur  um  Grössen  von  der  Ord- 
nung der  Störungen  unterscheidet,  so  wird  man  auf  die  hier  gestellten  Bedingungen 
sich  stützend  schreiben  dürfen  : 

d  fi  =  —  i  (j  ft  ,  12) 

und  es  stellt  sich  demnach  die  Aufgabe ,  den  Factor  q  durch  die  störenden  Kräfte 
auszudrücken,  wobei  man  q  nach  pag.  92  annimmt,  sofort  aber  die  Glieder  zweiter 
Ordnung  fortlässt  und  statt 

z/  (e^)  =3  2  e  d  (' 
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schreibt ;  man  hat  so  zunächst : 


q  =   -^^^^ ^  I^  +      "^  <?  ö  <•/.  ; 

die  Substitution  der  Variationen  aus  7)   und  q    gibt,   wenn  man  beachtet,   dass 


ap 
ist,   sofort : 


r  -\-  a  sin  (f  {  cos  v  -\-  cos  iJ  }  =  «  ( i  -|-  sin  (f  cos  «)  = 


<7  =  "^(  ^)  +  «  «n  r.  sin  W-^)  ; 


führt  man  diesen  NVerth  in    12'  ein  und  ersetzt  //   durch      '    .   so  findet  sich: 

d  ,t  =  -  14  ■  U-^\  -  H  sin  tp  sin  .   (-^)     .  13) 

Wir  liaben  nun  noch  die  Störung  des  letzten  Elementes,  nämlich  der  mitt- 
leren Anomalie  zu  betrachten.     Diese  bedarf  einer  besonderen  Erwägung. 

Will  man  die  ungestörte  mittlere  Anomalie  [M]  zur  Zeit  T  finden .  so  hat 
man.    wenn  man  mit  J/q  die  mittlere  Anomalie  zur  Zeit   Tq  darstellt  : 

r 

(iJ/)  =  J/„+|'(^)rf<   .  14) 

V« 

Da  aber  in  der  ungestörten   Hewegung 

dMv. 

-dT  =^''' 

ist,   so  kann  die  Gleichung   14)   in  der  gewöhnlichen  Form 

geschrieben  werden,  doch  bietet  die  erstere  Schreibweise  für  die  vorliegenden  Be- 
trachtungen wesentliche  "Northeile. 

Die  gestörte  mittlere  Anomalie  zur  Zeit  T,  die  mit  M  bezeichnet  werden  soll, 
erscheint  von  der  Zeit  in  zweifacher  Weise  abhängig,  indem  dieselbe  vorerst  eine 
explicite  Funktion  der  Zeit  ist  und  andererseits  durch  die  Störungen  Aenderungen 
erfährt.  Wir  haben  hier  also  Differentiationen  und  Variationen  getrennt  von  einander 
zu  halten. 

Ich  bezeichne  daher  die  Zeit  mit  t,  wenn  eine  gewöhnliche  Differentiation 
nach  der  Zeit  verstanden  werden  soll,  und  mit  t  ,  wenn  es  sich  um  eine  Variation 
durch  die  Störungen  handelt ;  ausserdem  unterscheide  ich  die  erstere  Operation  von 
der  letzteren  durch  die  beziehungsweise  vorgesetzten  Operationszeichen  d  und  d. 

Will  man  nun  die  gestörte  mittlere  Anomalie  zur  Zeit  T  kennen  und  durch 
die  Gleichung  14)  darstellen,  indem  man  derselben  durch  die  Variation  der  Con- 
stanten Genüge  leistet,   so  wird  offenbar  sein : 

Oppolzer,  Bahnbestimraungen.  II.  28 
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wobei  -^ Mf,  dir  unmittelbare  Variation  von  71/,,  diircli  die  StorinifJi'cn  vorstellt,   /l — j-^ 

jedoch  der   Idee  des   Integrales  entsprechend,    die  Variation  für  die  inibestinirnt  ge- 
lassene Zeit  /  lie/.eiehnet;   es  ist  aber  leicht  einzusehen,   dass 


J  M,  -- 

dt. 

-im"' 

f« 
ist,  inan  hat  also  statt  15)    (pag.  217)   zu  schreiben: 

T  f  T 

M=  M,  +  /<o  [T-T,]  +f  [^^)  dT  +  fdtf(^)   dr  16) 

Die  Störung  der  mittleren  Anomalie  J  M  zerfällt  also  in  zwei  wesentlich  ver- 
schiedene Theile;  der  erste  Theil  entsteht  aus  einer  einfachen  Integration  der  Va- 
riation des  Elementes  M^^  ,  der  zweite  Theil  beruht  auf  der  integrirten  Variation 
von  //  nach  der  Zeit.  Da  aber  in  dem  vorliegenden  Falle  die  Variation  und  Inte- 
gration nach  derselben  Grösse  stattfinden,  indem  di=dx  ist,  so  kann  man ,  wenn 
aucli  in  nicht  ganz  correcter  Weise  dafür  das  Doppclintegral  (eigentlich  iterirtes 
Integral)  ■[ 

''^  '    '■■  '  dß 


JJ    (dt) 


schreiben,   und  erhält  so  die  allgemein  übliche  Schreibweise  für  dasselbe. 

Bildet  man  nach  1 6)   die  Variation  von  6  J  M  nach  t.   so  erhält  man  sogleich : 

T 

ÖJM={ÖM]T  +  f(-^)dT,  17) 

wobei  der  dem  ersten  Gliede  angehängte  Index  anzeigt,  dass  für  d  M  die  für  den 
Zeitpunkt  T  geltende  Variation  einzusetzen  ist,  ebenso  ist  im  zweiten  Gliede  die 
obere  Grenze  dem  entsprechend  eingeführt.  15eide  liestimmungen  erklären  sich 
einfach  aus  der  IJedeutung  des  Differentiales  eines  bestimmten  Integrales.  Es  stellt 
sich  mm  die  Aufgabe,  die  Variation  von  J M  durch  die  störenden  Kräfte  auszu- 
drücken, und  hierbei  kann  man  sich  auf  das  Glied  [dM]T  allein  beschränken,  da  die 
Variationen  von  (i  durch  die  störenden  Kräfte  bereits  oben  entwickelt  sind  und 
daher  auf  die  bekannte  Anwendung  der  mechanischen  Quadraturen  reducirt  erscheinen. 
Man  wird  übrigens  diesen  zweiten  Theil  bei  der  Anwendung  zweckmässig  nicht  mit 
dem  ersten  Gliede  von  dJM  vereinigen ,  sondern ,  um  zur  Kenntniss  von  J  M  zu 
gelangen,  die  Integration  der  Variation  von  J M  durch  eine  einfache  Quadratur  für 
sich    allein    ausführen    und   nach    der   Integration    das    Doppelintegral ,    welches    aus 

-T^  entsteht,   nachträglich  hinzufügen. 

Um  zur  Kenntniss  der  ^'ariation  d  M  zu  gelangen,  bieten  die  vorangehenden 
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Entwickelungen    hinreichende   Anhaltspunkte,    doch    wird    die    hierfür   nöthige   Ke- 
duction  ziemlich  weitläufig. 

Die  Formeln  8)  (pag.  91)   geben  mit  Weglassung  der  Glieder  zweiter  Ordnung 
und  unter  Berücksichtigung  der  Formel  7)    (pag.  2151: 

((j)  ^  cos  (p  cos  V  8  V  —  sin  (p  sin  v  ö  cp 
(j/)  =  cos  (p  8  cp  —  sin  v  d  v 
_  zr^ 

Tuid  es  findet  sich  demnach : 

sin  E  =  sin  E„ '-A^'  sin EnA \  cos  r/i  cos  vSv  —  sin  (n  sin  1;  ö  it   \ 

"       kVp  '       p  \  '  '    ) 


■yp 

r  S, 

■Vp 


cos  E  =  cos  E»  —  ^^—^  cos  Er,  +  -     cos  w  d  </  —  sin  v  d  r  1 


woraus  sofort  folgt : 

8E  =—\  (cos  (p  cos  V  cos  £+ sin  c  sin  E]  d  c  —  sin  (p  sin  0  cos  E  +  cos  (p  sin  E)6<p    ;  18) 

ausserdem  hat  man  : 

31  =  E—e  sin  E  , 
es  ist  also : 

ö  M  ^  —  ö  E  —  sin  £  cos  (p  6  (p; 


die  Vereinigung  dieses  Ausdruckes  mit  18)  gibt: 

ö  M  ^—[co^w  cos  (j  cos  £  +  sin  ü  sin  jE    dv  —    —  (sin  (p  sin  ü  cos  jB  +  cosr/)  sin  E]  + 
ap\  '  \  I  ap  '        ' 

-(-  cos (p sin E\  dfp  .  i g) 

Dieser  Ausdruck  ist  einer  wesentlichen  Reduction  fähig ;   vorerst  soll  in  lUeser  Rich- 
tinig  der  Coefficient  von  öd  vorgenommen  werden. 
Setzt  man  die  bekannten  Relationen 

a  (COS.B  —  e) 


cos  V 


r 

«  sin  £  cos  <p 


ein,    so  wird 


.^  =  -  cos  m  (1  —  e  cos  £)    =   ^j^^—   .  20) 


Die  Reduction  des  Ausdruckes  ^  ergibt,   wenn  man  sin«  wie  oben  durch  die  ex- 
centrische  Anomalie  ersetzt,  vorerst 

4^  =  —   j   cos  ffi  sin  El  +    -  e  cos  E)  +  -^  ^'>^9  »"»  ^  ( 

dcp  \  *^  P  ap  1 

=  —     —  H +  e  COS  £  1 ; 

nun  ist  aber  bekanntlich : 


e  cos  E  = 


28» 
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so  ilass  schliesslich 

äM  //''  +  ''\     »"-sinu  , 

wird. 

Es  findet  sich  demnach  die  Variation  von  M  als  Funktion  der  Variationen 
d  0  und  ö  (p  nach  den  obigen  Formeln: 

d  M=     .,     dv  —  ip  -\-  r)   -^ 5-  ö  m  22] 

a- cos  (p  '  '    a^coscp'        '  ' 

Da  aher  die  Variationen  von  v  und  (p  durch  die  störenden  Kräfte  mittelst  der  For- 
meln g)  und  10)  (pag.  216)  gegeben  sind,  so  enthält  die  Gleichung  22)  bereits  die 
Lösung   des  Problemes. 

Ehe  ich  jedoch  diese  Substitution  ausführe,  soll  noch  statt  der  Variation  von 
M  die  Variation  der  mittleren  Länge  ö  L  eingeführt  werden ,  da  bei  der  häufigen 
Anwendung  dieser  Methode  auf  die  l^erechnung  der  speciellen  Störungen  der  kleinen 
Planeten  diese  Transformation  zweckmässig  erscheint.  Denn  bei  der  meist  nicht 
allzugrossen  Excentricität  der  liahnen  der  kleinen  Planeten  werden ,  da  (5»  nahezu 
gleich  —  Ö7t  ist ,  die  Variationen  von  it  und  M  nahe  gleich ,  erhalten  aber  das 
entgegengesetzte  Vorzeichen  und  sind  überdies  meist  gross ,  da  dieselben  im  Nenner 
den  Factor  sin  <p  enthalten  ;   es  ist  aber 

L  =  M+  Tt  , 
also : 

d  z.  =  (5  üf  +  6'  TT  ,  23) 

luid  das  Element  h  erscheint  demnach  von  den  eben  angeführten  Nachtheilen  be- 
freit.    Nach  Gleichung  11)    (pag.  216)   ist: 

(}  TT  :=  —  6'  y  -|-  r  sin  M  tang  \,  i  ( — L )  ; 

es  ist  also  auch: 
■    6  L=  {    ,   '" —  —  I  I  6v  —  {p-\-r]     .r^'"''.,    ^'cp  +  ?•  sin « tang  1 1  ( %-\  .        24) 

Der  Coefficient   von  d  v  lässt    sich   aber  schreiben ,    wenn  man    für  r  die  ex- 
centrische  Anomalie  einführt: 

d"  i     zsinjijp- +  e2cos£'-  —  2ecos.B 

&  V  cos  9P  ' 

nun  ist  aber: 

2  sin  i  (p  =  — ~ —  ,     cos  E  {2  —  e  cos  E)  =  cos  £     i  -|-  —  1  ; 
2   r         cos4  (jp  '  ^  '  \       '     a  j 

man  kann  daher  statt  24)   setzen: 

,    ,  a  lang ktp  —  \a  -\-  r]  cos  E      r  ?'  +  >■        •         i        1         •        t      „  1   •  /    '''S)   \         , ,  \ 

dL= ^^^ -^^ eöv 1— !— „rsm  üöff-HrsuiMtangiil — =    .      25) 

acoscp  a^coaq>^  ^  "  ■*    \k\ p  I 

Snbstituirt  man  nun  für  Ö  i-  und  d  (p  die  Werthe  aus  den  Gleichungen  9}  und 
10)  (pag    216),   so  erhält  man,   wenn  man  diejenigen  Glieder  zusammenzieht,    die  mit 

dem  Factor  (       _|  multiplicirt  erscheinen,   den  Coefficienten  von  l ^| 
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^"^\  a  tang  ^  r^  -  («  +  r]  cos  £  '  -  '' '^^  + '"' ^'°  "'  .  26) 

UCOS7)  (  o  i  /         \      <     1  j  acos(;p  / 

Setzt  man  also  für  a  cos  E  den  Werth  (r  cos  v  -\-  a  e]   und  beachtet,   dass 

tang  I  ^  —  sin  9p 

ist,   so  verwandelt  sich  26)   in 

^—  \[p  +  r)  sin  t>'^  +  p  cos  «> (cos  v  +  cos  £|    —  p  cos  » tang  |  (p  , 

oder : 

—  '  p -^- r  sin  v'^ -{- p  cos  vcosE  j  —  pcos  0  tang  ^  r/) . 


Nun  ist  aber: 


cos  jB  =  — , ' — 

I  +  ecoSK 


es  wird    also    der  Coöfficient  von  | — ^i   schliesslich 


1>  I 
—  (2  rcosf/) +^cosütang^f/))  .  28) 

Uer  Coöfficient  von  ( — ^)  findet  sich  zunächst: 
\kypl 

(cos»  +  co8^)    ,             ,        .              rttangio)— (o  +  r)  cos^'  ,      ,      ,    . 
— [p-^rirsinv §Ay^^^Jl_i lp-\-r)  smv 

acosqp  '  «cosijp  '"^  ' 


oder: 

ij)  4-  >■)  sin  (' 


acos  (p 
da  nun 


)•  cos  V  —  a  cos  E  -\-  a  tang  |  y  j  ; 


?■  cos  V  =  a  (cos  £ — e) 

ist,   so  erhält  man  mit  Rücksicht  auf  271    sofort  den  Coefficienten  von  ( — ~\  in  der 

\kyj>l 

schliesslichcn  Form : 

{p  +  r]  sin  0  tang  ^  (p  .  2g) 

Füi-  die  Variation  von  L  wird  man  also  durch  Vereinigung  der  Resultate  der 
Gleichungen  25),   28),   29)   anzunehmen  haben: 

ÖL  =  —  [2rcosq)+pcosvtg^(p;  [j~^)  +  ip  +  ri  sinvtg-^fp  [jy-)    + 

+  rsinw  tg^«  I --^1  ,         30) 

und  hiermit  ist  die  gesaramte  für  die  Variation  der  Constaiiten  nöthige  Entwickelung 
beendet. 

Trägt  man  alle  Formeln  übersichtlich  zusammen  und  wählt  als  Zeiteinheit  das 
bei    der  Störungsrechnung   zu    (irunde    gelegte  Zeitintervull    w,    so  erhält  mau    das 
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folgeiuh;   l''oiraelsystein,   in  welchem  entsprechend  der  {gewählten  Zeiteinheit  tv.    ab- 
kürzend 

So 


S  = 
R  = 
W  = 


iwk]  Yp 
{w  k]  Yp 
iwk]  Yp 


31) 


fjesetzt,  und  aiisserdeni,  um  das  Residtat  der  doppelten  Integration  für  JL  unver- 
ändert beibehalten  zu  können,  der  Zeiteinheit  iv  gemäss,  wd/.i  statt  d /x  einge- 
führt ist : 

di  =  rcosu  TV 

OQ  =  -T-^    W 

sin  ( 

wdf.1:^  —  sm  (f  sm  v  li  —        _     ^  S 

\  a  \  a        '' 

ÖL  =  —  [irco^fp  -\-  p cos V ig \(p)  11  -\-  [r-\-p]  sinotg.^f/uS'-l-rslnMtg^«  PF 
dcp  ^  a  cos  (fi  sin  v  B-\-  a  cos  ^  (cos  v  -j-  cos  £)  »9 

Die  Ermittehmg  der  gestörten  Elemente  hat  daher  keine  Schwierigkeiten, 
indem  die  Variationen  der  Elemente  durch  einfache  numerische  Quadraturen  er- 
halten werden,  und  die  hierfür  geltenden  Formeln  im  ersten  Abschnitte  des  vor- 
liegenden Bandes  entwickelt  sind.  Man  wird  natürlich  die  Anfangsconstanten  der 
einfachen  Integrale  und  des  doppelten  Integrales  so  zu  bestimmen  haben,  dass  die 
Integrale  für  die  Zeit  der  Osculationsepoche  verschwinden. 

Die  Anwendung  des  oben  stehenden  Formelsystems  32)  erscheint  unter  Um- 
ständen unzulässig  oder  sehr  unliequem.  Nähert  sich  nämlich  die  Bahn  einem 
Kreise,  so  werden  die  Störungen  in  ir  wegen  des  Nenners  sin  <p  sehr  gross  und  un- 
endlich für  eine  Kreisbahn;  ähnliche  Verhältnisse  treten  auf,  wenn  die  Neigimg 
gegen  die  Ekliptik  verschwindend  klein  wird,  wegen  des  Nenners  sin«  in  ÖQ;  end- 
lich werden  wegen  der  Wahl  der  Elemente,  deren  Variationen  hier  bestimmt  er- 
scheinen, die  obigen  Formeln  für  die  Anwendung  auf  Kometen,  wenn  deren  Bahn 
nahezu  parabolisch  ist,  unbrauchbar. 

Wir  wollen  vorerst  den  Ausnahmefall  der  kleinen  Neigungen  vornehmen.  Das 
erste  und  naheliegendste  Hilfsmittel  wäre  darin  zu  suchen,  dass  man  die  Elemente 
i  und  Q  auf  eine  andere  Fundamentalebene  beziehen  würde,  etwa  auf  den  Aequator ; 
diese  Transformation  würde  jedoch  besonders  bei  der  Ermittelung  der  störenden 
Kräfte  manche  Unbequemlichkeit  mit  sich  bringen.  Zweckmässiger  wird  es  sein,  in 
diesen  Fällen  anstatt  i  und  Q  als  Elemente  einzuführen: 
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ß  = 


sin  i  sin  Q 

sin  i" 
sin  i  cos  Q 


1111(1  die  Variationen  dieser  Elemente  zu    bestimmen.      Pie  Variation    nach    der  Zeit 
ergibt : 

öS  ^  cos i  sin ü  öi  -\-  sin i  cos Q  ÖQ, 

d  Q  =  cos i  cos Q  öi  —  sini  sin  Q  ^Q  ; 

führt  man  mm  die  Ausdrücke  aus  32)   ein,   so  findet  sich: 

d  Ä  =  ?•  { sin  Q  cos  ti  cos  i  -\-  cos  Q  sin  u  }  W 
(5  ß  =  r  { cos  Q  cos  u  cos  i  —  sin  Q  sin  m  }  W  . 

In  den  Fällen  nun.  in  denen  diese  Fonneln  in  Anwendung  kommen,  wird 
i  stets  sehr  kl^in  sein;  man  erhält  daher  die  folgende  für  die  Rechnung  bequeme 
Form,   wenn  man  l)eachtet.    dass  u  r^  v  -\-  Jt  —  Q  ist: 

d  H  ^  r  sin  [d  -\-  n)   W —  2  >•  sin  4^  ^-  sin  Q  cos  u  W  \ 

dß  ^  ?'COS  (ö  +  /tj    W — 2r  sin4^»2cosQ  cosM  IF,  / 

wobei  man  wohl  das  zweite  Glied  meist  wird  weglassen ,    oder  sich  auf  dessen   Be- 
rücksichtigung nur  bei  bedeutenden  Störungen  wird  beschränken  können. 

Ebenso  wird  man  sich  im  Falle  sehr  nahe  kreisförmiger  lialnK^i  zu  behelfen 
in  der  Lage  sein.     Setzt  man : 


^ sin  9p  am  n 


sin  I 
sin  cp  cos  71 


am  I" 


so  erhält  man  wieder  durch  die  Variation  nach  der  Zeit  leicht: 

dö*  =        sinfjp  cos  7t  ö  71  -\-  sin  TT  cos  cp  dtp 
dW  =  —  sin  <p  sin  ttö  /i  -\-  cos tv  cos <pd(p  . 

Die  Substitution  aus  32)   lässt  daher  finden: 

00  ^  —  p  cos{v  +  7t)  R  +  { \r  +/>    sin c  cos /c  +  p  'cos v  -\-  cosE)  sin /r}  S 

-\-  sin  <p  cos  ft  r  sin  u  tang  J  i  W 

(J  iF  =       p  sin  {v-\-tt]  R  +  { —  (»"4-^)  siuv  sm.iT  +  p  (cos«  +  cos  E)  cosir]  S 

—  sin  (p  sin  jt r  sin u  tang \iW  , 

oder  wenn  man  beachtet,   dass 

cosr  + 


cos£ 


i  -\-  e  cos  (-• 


=  (cos  V  +  e 


r 
P 


ist,    auch  : 


—  p  cos  (»  -\-7t)  ä  +  {  (/j  +  »■)  sin  (e  +  ^A  +  ''  ®  sin  1")  Ä"  + 

+  r  sxuu  (tang^/  'F  sin  i")  W 
ÖW  =        p  sin  (e  +  -tt)  R  +  [p  +  r)  cos  [v  +  rr]  +rW  sin  i"  }  S  — 

—  r  sin?<  (tang^iÖ*  sin  i")  IV  ■ 


34) 
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Die  (lurcli  die  Fonnehi  33)  und  34)  eiiigefühiteii  Variationen  der  Elemente 
können  in  der  That  praktisclie  Bedeutung  erlangen,  wiewohl  die  unten  angegebene 
Methode  der  Anwendung  der  Formeln  32)  derartig  beschaffen  ist.  dass  wohl  kaum 
je  die  Nothwendigkeit  eintreten  wird,  von  diesen  Abänderungen  Gebrauch  zu  machen. 

So  einfach  die  Sache  vorstehend  sich  gestaltet  hat,  um  für  sehr  nahe  kreis- 
förmige IJaluuin  und  für  sehr  geringe  Neigimgen  die  obigen  Formeln  in  geeignete 
Ausdrücke  umzugestalten,  um  so  schwieriger  wird  das  Problem,  wenn  es  sich  um 
nahezii  parabolische  liahncn  handelt,  und  man  wird  sich  hierbei  leicht  überzeugen 
können,  dass  die  Variation  der  (konstanten  in  Folge  der  Discontinuität  des  Elementes 
a  für  parabolische  liahnen  überhaupt  nicht  mit  Vortheil  angewendet  werden  kann 
und  gerade  hier  die  früher  zum  ^^ortrag  gebrachten  Methoden,  die  die  Variation  der 
C!oordinaten  ermitteln ,  den  Vorzug  verdienen .  Ich  will  aber  doch  hier  zeigen,  wie 
man  den  Nachtheil,   so  weit  als  thunlich.   behoben  kann. 

I'ührt  man  statt  der  Stönnig  der  mittleren  Länge  die  Störung  der  Perihelzeit 
T,  imd  statt  der  Störung  der  mittleren  täglichen  siderischen  Bewegung  die  Störung 
der  Periheldistanz  q  ein ,  so  erhält  man  die  Störimgen  in  den  Elementen  ausge- 
drückt,  die  sonst  bei  nahezu  parabolischen  Bahnen  angewendet  werden. 

Bildet  man  zuerst  die  Variation  von  M.   so  ist  zunächst : 

M=L-7v 

und  die  Verbindung  der  entsprechenden  Ausdrücke  in  32)    (pag.  222)   ergibt: 

(5il/=  { — 2r  cosfp  -\- p  cosB  cotgr/)}  M  —  {r-'rp)  sinn  cotgrpS  35) 

da 

cosecf/)  —  tang^  (/)  =  cotgr/i 

ist.  Der  hier  für  öM  gefundene  Ausdruck  enthält  die  vollständige  Variation  von  M 
nach  r;  denn  variirt  man  den  Ausdrack  16)  (pag.  218)  nach  der  Zeit  t.  so  sieht  man 
sofort,   dass  das  von  der  Zeit  <  abhängige  Doppelintegral  verschwindet ;   n\m  ist  aber: 

oder : 

fA. 

also,   wenn  man  nach  r  variirt : 

Substituirt  man  nun  die  Variationen  von  3/ und  /«  nach  den  Gleichungen  35) 
und  32)  ,  so  erhält  man  nach  einigen  leichten  Reductionen  und  Einführung  der 
Grösse  e  statt  sin  (f  : 


ST         "Vp    i              o  cos J)         ik  [t—  T)         ■         \  -r, 
oT  =  — ~-  s  2  >•  —  ^ — -—^ —  e  sm  v   >  R 

H Y—  \  — -'-'-  sm  V Vp.S. 

'         k        \      e  r  f^ } 


36) 
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Zur  Ermittelung  der  Variation  von  q  hat  man,  ausgehend  von  den  Gleichungen: 

1'  I  \  k 

s 

öq  ^  [i  — e]  8a  —  ade  =  —  |  (i  — e)  -^  d^i  —  a  cos(pd(p  . 

In  diesem  Ausdrucke  nun  hat  man  die  Variationen  von  /<  und  (p  ans  32) 
(pag.  222)   einzuführen,   durch  deren  Suhstitution  man  zunächst  findet: 

dq  =  {2siuf/i  (1  — siny;)  —  cosy^j  ^,2  sin »72  -|_  j,  (i  — e)   — 

—  coscp'^  (cos»  -\-  cosjB)  }  a^S  ; 
herücksichtigt  mtin  die  Relationen : 

^*—  =  I  +  e  cos» 
r 

cos  E  =  ; ■ , 

1  +  e  CO8U 

so  erhält  man  nach  einigen  leichten  Reductionen: 

d  o  =  —  q'^  sin  v  R  -\ -^ {2(1  —  cos  v]  -\-  e  sin  vA  S 

^  '■  I  +  e  cos  u    l     *  '  \ 

oder  schliesslich: 

oq  =  —  q'-^\\\V'K-\ — — — "--  <i +ecos^»-J  iS   .  37) 

Die  Herechnung  des  Ausdruckes  37)  hietet  keine  Schwierigkeit,  anders  jedoch 
verhält  es  sich  mit  dem  Ausdrucke  36)  ;  der  Factor  a  zeigt  sofort  an,  dass  der  Klammer- 
ausdruc.k  nothwendig  nahe  gleich  Null  sein  muss  für  nicht  allzuweit  vom  Perihel  ge- 
legene Epochen ;  für  die  Parahel  wird  derselbe  in  der  That,  wie  dieses  eine  einfache 
Substitution  zeigt,  die  unbestimmte  Form  o  •  00  annehmen.  Dieser  Nachtheil  lässt  sich 
aber  leicht  umgehen  mit  Hilfsmitteln,  die  später  bei  der  Entwickelung  der  Diöe- 
rentialquotienten  für  nahezu  parabolische  Bahnen  abgeleitet  werden ;  ich  weise  in 
den  folgenden  Zeilen  nur  kurz  auf  dieselben  hin,  da,  wie  schon  oben  erwähnt,  nach 
meiner  Ansicht,  die  Methode  der  \'ariation  der  Constanten  für  die  Ermittelung  der 
Störungen  in  nahezu  parabolischen  Bahnen  nicht  sehr  geeignet  ist  und  die  Methoden 
der  ("oordinatenstör\ingen  den  ^'orzug  \crdienen.      Es   werden    an   dem  angeführten 

Orte  die  Differentialquotienten  von  ^  und  ~  in  strenge  und  für  die  Rechnung  be- 
queme Ausdrücke  übergeführt.     Setzt  man  nämlich: 

Ö  =  -^tg|»2 

I  -\-e      "  ■^ 


und  entlehnt  mit  diesem  Argumente  aus  der  Tafel  XVI  die  C^oefficienten  E-i,  E^ ,  E/ 
ist: 
dv         sin p  cos A  1)2   ,        ,      n  i»  ^     1     i    1     r»  r  i     1     ji  ^ 


und  E^\   so  ist 


38) 
dr  r  sin  u- 


de-      4(.+.)       {£o'+tgi.'^  +  £/tgi»M 

andererseits  ist  die  ursprüngliche  Form  dieser  Differentialquotienten: 

Oppolzer,   Bahnbeatimmnngeii.  U.  29 


f 
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1(.+^)-.-!  ^^^^'.-f«)i^|r^ 


dv 
de 
dr   j^       ^  ^_^^^_         3     k(t—  T\    ^  ^.^^   _  I 


=  ir  —  q  cos  V  —  ^  -7^-  e  sin  v 


39) 


Beachtet  man  die  Relationen : 

I  ■ 


so  wird  man  leicht  den  Ausdruck  36)    (pag.  224)    auf  die  Form  bringen  können: 

^  y  __    a  g^  Vi  +  e  (<lr^  ycosr\  j^  2  q^  Vi  +  e  L.dv^    ,      (r+p]  sin;;  \  ^  , 

k  \de  ze    f  '  k  \     d e  ~^     2e(i+e)     /  ^   ' 

welche  ohne;  Schwierigkeit  das  vorgesteckte  Ziel  erreichen  lässt,  wenn  inan  lieachtet, 
dass  die  Berechnung  der  auftretenden  Difterentialquotienten  nach  38)  (i)ag.  225) 
leicht  ausgeführt  werden  kann. 


§  3.    Bereclmung  der  Coordinaten  und  der  störenden  Kräfte. 

Die  Berechnung  der  störenden  Kräfte  kann  hier  ganz  kurz  vorgenommen 
werden,  indem  auf  den  §  3  bei  Hansen-Tietj  en' s  Methode  (pag.  156)  hinge- 
wiesen werden  kann,  und  hier  nur  die  geringen  Abänderungen  berührt  werden,  die 
durch  die  etwas  abweichenden  Vorschriften  geboten  sind. 

Man  bedarf  der  Kenntniss  der  störenden  Kräfte  in  der  Richtung  des  Radius- 
vectors,  senkrecht  auf  diesen  in  der  Bahnebene  im  Sinne  der  Bewegung  und  endlich 
in  der  auf  der  Bahnebene  senkrechten  Richtung.  Legt  man  demnach  ein  recht- 
winkeliges Coordinatensystem ,  dessen  Anfangspunkt  im  Sonnenmittelpunkte  liegt, 
so,  dass  die  positive  A' -Achse  mit  dem  Radiusvector  und  die  A  Y-Ebene  mit  der  Bahn- 
ebene zusammenfällt,  und  zählt  die  Y-  und  Z-(Joordinaten  in  der  bereits  festgestellten 
Weise  (vergl.  pag.  213)  ,  so  transformiren  sich  die  Summen  der  angreifenden 
Kräfte  nach  pag.  213  in: 


-^"■-».1-^-5-1 


—  \ 


oder  wenn  man : 


j,3  ,.|3 


setzt,   die  Relation  31)    (pag.  222)  berücksichtigt  und  w  als  Zeiteinheit  annimmt,   so 
erhält  man : 


«  =  --'g«.{ä.^-p} 
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Vv      *  ''  I 


Vi' 

Hierbei  wird  mitn  /i  in  Hogensekunden  ansetzen,  um  die  Störungen  der  Ele- 
mente in  Bogenseknnden  zu  erhalten.  Uie  Werthe  für  (wk")  n^  finden  sich  unter 
der  Annahme  ^v  =  40  für  die  einzelnen  l'laneten  in  der  Tafel  XII  aufgenommen. 
Die  Bestimmung  der  Coordinaten  §,,  r;,  und  Qx  unterliegt  keinen  Schwierig- 
keiten. Sind  nämlich  die  heliocentrischen  Längen  Ay'  und  Breiten  ß^'  (vergl. 
pag.  82)  des  störenden  Himmelskörpers  bezogen  auf  das  gewählte  fixe  Aequinoctium 
gegeben,  so  hat  man,  wenn  man  die  Formeln  2),  3)  und  4)  pag.  157  vergleicht,  zu 
rechnen : 

q  sin  Q   =  sin  /ij' 
y  cos  Q  ==  cos  ß^'  sin  [Xq  — Q) 
cos  Bx  cos  L,  =^  cos  ß^'  cos  [X^  —  q] 
cos  Bx  sin  Lx  =  q  cos  (Q  —  i^] 
sin  Bx  =  q  sin  (Q  —  4) 
^j  —  r  =  Q  cos  !)•  cos  0  ==  /•,  cos  Bx  cos  (£,,  —  l)  —  r 
t^x  =  Q  cos  ^  sin  0  =  ;•,  cos  Bx  sin  {Lx  —  1} 
C,  =  (I  sin  &  =■  >\  SLn.ß,  , 

wobei  offenbar : 

sein  wird   (vergl.  IM1  pag.  144)  . 

Mit  Hilfe  dieser  Formeln  ist  es  leicht  mit  strenger  Berücksichtigung  des  Or- 
tes des  störenden  Planeten  die  störenden  Kräfte  zu  ermitteln.  Die  zweite  früher 
angegebene  Form  (pag.  138  ff.  mit  Hilfe  der  Grösse  Bq  die  Coordinaten  des  störenden 
Planeten  zu  berechnen,  bietet  in  dem  vorliegenden  Falle  keinen  XOrtheil.  weil  wegen 
der  Veränderlichkeit  der  Grössen  i  tind  Q  die  Berechnung  der  Grössen  (/>,  W  und  J 
von  Fall  zu  Fall  vorgenommen  werden  müsste. 

Indem  die  Zusammenstellung  der  Formeln  auf  den  nächstfolgenden  Para- 
graphen verwiesen  wird .  in  welchem  dieselben  an  der  Hand  eines  Beispieles  er- 
läutert werden  sollen,   mögen  hier  noch    einige  Bemerkungen   eingeschaltet   werden. 

Man  wird  die  Rechnung  nach  den  obigen  Formeln  für  jeden  der  störenden 
Planeten  dm'chzuführen  haben ;  dann  kann  man  entweder  die  Summen  der  Kräfte 
für  dieselben  Coordinaten  bilden  und  mit  diesen  Summen  nach  den  Fonneln  32) 
(pag.  222)  die  Variationen  der  Elemente  bilden,  oder,  man  bildet  für  jeden  ein- 
zelnen Planeten,  ohne  die  Summinuig  auszuführen,  die  Variationen  der  Elemente, 
und  summirt  erst  die  letzteren  nachträglich.  Das  letztere  ^'erfallren  erfordert 
zwar  eine  gewisse  Mehrarbeit,  scheint  aber  Vortheile  zu  bieten,  wenn  man  die  be- 
rechneten Störungswerthc  allenfalls  wegen  Corrcctionen  der  Planetenmassen  ver- 
bessern will.  Ich  gebe  daher  dem  zweiten  Verfahren  stets  den  Vorzug.  In  diesem 
Umstände,   ohne  erhebliche  Mühe  die  AVirkungen  der  einzelnen  Planeten   gesondert 
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berechnen    zu    können ,    liefet   ein    grosser    Vorthcil    der    Methode    der    Variation    der 
Constanton,    gegenüber    der  Methode,    die  Störungen    der  (Koordinaten  zu  ermitteln. 

J)ie  Störungen  in  den  Elementen  Q,  i,  n  und  L  sind  von  der  Lage  der  ge- 
wählten Fnndainentalebene  abhängig  und  werden  gewissen  Verändcrnngen  iinter- 
worfen  sein,  sobald  man  dieselbe  ändert,  also  wenn  das  fixe  Aequinoctinm  auf  eine 
andere  Epoche  übertragen  wird ,  welche  Uebertragung  nach  einem  Zeiträume  von 
lo  Jahren  nöthig  ist,  wenn  man  die  Angaben  des  berliner  Jahrbuches  mit  der  mög- 
lichsten IJequeralichkeit  in  Anwendung  ziehen  will. 

An  sich  werden  die  ungestörten  Elemente  (Qq,  «y,  ■Ir^,  und  Lq)  durch  diese 
Aequinoctialänderung  beeinflusst;  diese  Aenderung  kann  aber  leicht  nach  den  bei 
der  Präcession  entwickelten  Formeln  (I,  81)  in  Rechnung  gezogen  werden;  dem 
Umstände  aber,  dass  im  Momente  der  Uebertragung  die  Elemente  die  Werthe  Q,  i. 
n  lind  L  haben,  welche  Werthe  dadurch  erhalten  werden,  dass  man  zu  den  unge- 
störten Werthen  die  durch  die  Störungsrechnnng  ermittelten  Incremente  hinzufügt, 
würde  dadurch  Rechnung  getragen  werden  können ,  dass  man  zur  Berechnung  des 
Einflusses  der  l'räcession  auf  die  Elemente  die  durch  die  Störungen  veränderten 
Elemente  verwendet.  Ausserdem  müssten  bei  völliger  Strenge  die  Integrations- 
constanten  eine  geringe  Abänderung  erfahren ,  weil  die  Diff"erenzwerthe  an  der 
Uebertragungsstelle  selbst  Funktiüiien  der  Lage  des  Aequinoctiums  und  der  Grösse 
der  Störungen  sind ;  doch  ist  der  Einfluss  dieser  Correction,  wie  dieses  eine  einfache 
Ueberlegung  zeigt,  so  gering,  dass  sie  selbst  für  die  schärfsten  Rechnungen  ohne 
Bedenken  übergangen  werden  darf;  ich  werde  daher  auf  diesen  Umstand  weiter 
keine  Rücksicht  nehmen. 

Dieses  eben  angedeutete  Verfahren  ist  aber  nicht  ganz  bequem ,  indem  man 
zur  Bestimmung  sehr  kleiner  Correctionen  die  Differenzen  verhältnissmässig  grosser 
Zahlen  verwerthen  muss.  Ueberdies  wird  gewöhnlich  der  Einfluss  der  Präcession  auf 
die  ungestörten  Elemente  ein  für  allemal  durch  eine  einmalige  scharfe  Rechnung  nach 
Potenzen  der  Zeit  entwickelt  sein ;  es  wird  daher  zweckmässig  erscheinen,  nur  jene 
Correctionen  zu  berechnen,  welche  durch  den  Einfluss  der  Störungen  in  diesen  Wer- 
then entstehen  und  dieselben  an  der  Stelle  der  Aequinoctialänderung  mit  den  betref- 
fenden Differentialquotienten  zu  vereinigen.  Differentiirt  man  daher  die  I  pag.  81 
gegebenen  Ausdrücke  nach  den  Elementen  Q  und  /,  indem  man  nur  die  Glieder  erster 
Ordnung  mitnimmt  und  bezeichnet  die  Störungen  zur  Zeit  der  Aequinoctialänderung 
mit  J '2  und  Ji,  so  erhält  man  sofort,  wenn  man  J Q,  und  Ji  in  Bogensekimden 
angesetzt  nimmt : 

ÖJQ.  =        cotgen  cos  (Qii  —  JI)  jtz/q  sin  i" ^  "'.  ".„ nJi  sin  i" 

"  '  sin  to 

b  J  L  =  SJn  =  —  tang4£,  cos  (Q,, —  JT)  nJQ  sin  i"  —  -^^^^ — °T". .,  ^    n  J i  sin  i" 

'^  ■^  '    '  '  2  cos  J«o 

öJi  =        sin  (Qo  — /I)  nJQ,  sin  i"  , 
wobei   die  Werthe   für  J7  und    jt   für   die  entsprechende   Epoche   und   das    Intervall 
nach  I  pag.  81   anzunehmen  sind. 

Hierbei  wäre  nur  noch  zu  bemerken,   dass,   wenn  im  ^'erlaufe  der  Rechnung 
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eine  solche  Uebertragung  bereits  stattgefunden  hat,  man  von  dem  Resultate  der  zweiten 
Uebertragung  das  der  ersten  in  Abzug  bringen  muss ,  oder  man  ermittelt  die  vor- 
stehenden Correctionen  dadurch,  dass  man  für  z/Q  und  _/«  die  Incremente  der  Stö- 
rungen innerhalb  des  Zeitintervalles  zwischen  der  ersten  und  zweiten  Uebertragung 
allein  in  Rechnung  zieht;  ähnlich  wird  man 
bei  allen  folgenden  Uebertragungen  vorzu- 
gehen haben. 

Die  Störungen  beziehen  sich  der  ge-  S'^^t.E^'^ 
machten  \'oraussetzung  nach  auf  die  Eklip- 
tik; es  kann  aber  unter  Umständen  erwünscht 
sein ,  dieselben  auf  den  Aequator  zu  über- 
tragen. Die  strenge  Lösung  gestaltet  sich, 
wie  folgt:  Nennt  man  die  Länge  des  auf- 
steigenden Knotens  der  gestörten  Mahn  in 
der  ungestörten  J7,  die  Neigung  /(,  so  wird  das  sphärische  Dreieck  qB{q.-\- jQ)\v?ihen.: 


die  Seiten 

die  Winkel 

JQ 

71 

180  — «F 

180  —  i 

180  — 7r 

i-\-  Ji 

I) 


wobei  'P  die  Länge  des  absteigenden  Knotens  der  ungestörten  Bahn  in  der  gestörten 
bezeic^iuet.  Die  hier  auftretenden  Grössen  :c  und  TI  sind  nicht  mit  den  obigen 
gleich  bezeichneten  Präcessionsgrössen   zu  verwechseln. 

Aus  diesem  Dreiecke  ergeben  sich  nun  die  Relationen : 

sin^7csin|(f-f- J7)  =  s'va.^jQsui[i  +  \Ji) 

sin^7ircos^  CF-j-JI)  =  cos^jQsm^Ji 

cos^TTsin^  (J7 —  W]  =  sin^^Qcos  [i-\-\Ji] 

COS^TTCOSj  (JI — f)  ^cos^z/£2cos^<^/  . 

Von  diesen  Grössen  werden  in  der  weiteren  Entwickelung  die  AVerthe  von 
n ,  n  und  J7  —  f  gebraucht ;  die  A\'erthe  von  ic  und  Fl  —  W  werden  selbst  bei 
Anwendung  kleiner  logarithmischer  Tafeln  mit  grosser  Genauigkeit  erhalten  werden, 
da  beide  Winkel  nur   von  der  Ordnung  der  Störungen  sind. 

Betrachtet  man  das  sphärische  Dreieck  Bq'  (q'  -\-  Jq'),  so  sind  in  demselben 
bekannt  die  Winkel  180  — «'  und  /r,  ferner  die  Seiten  B  2'  =  180  —  Tl — ct,  wobei 
a  den  Bogen  üq!  vorstellt,  welcher  Bogen  aus  der  einmaligen  strengen  Uebertragung 
der  ekliptikalen  Elemente  in  die  äqiuitorealen  (I  pag.  g)  bekannt  ist ;  zu  ermitteln 
sind  J<^,   Ji'  und  J  lo' . 

Letztere  Grösse  setzt  sich  aus  mehren  Correctionen  zusammen;  ist  q  der 
Bogen  (Q -f- ^Q)  [q'  +  ^Q')-i  so  ist,  wenn  der  Index  o  für  die  ungestörte,  der 
Index  I   für  die  gestörte  Bahn  angenommen  wird: 

Wo'  =  Wo  -I-  a 
wi'  =  wi  -h  ?  ; 
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daraus  folgt: 

Jm    =  J  10  -\-  Q ff 

und:  e-a=  ('P+e)  —  (/T+ff)  +  (/I— f) 

in  welcher  Relation    ^V  +  q  vorerst  unbekannt    ist.      Uas    üben    erwähnte    s])härische 
Dreieck  erj^iht  aber : 

tang  ^,l^^Q-J  a']  =  Zl^'+^   ^'^"g  ^  ^"  +  «^l 

tang-i  ('F + Q + Ja)  =  :::| ;;:;:;  tan^.  [n+o) . 

Die  Berechnung  dieser  Ausdrücke  würde  bei  der  fast  nothwendigen  Kleinheit 
von  TT  sehr  beschwerlich  sein.  Ist  aber  /c  klein,  so  wird  man  mit  \'ortheil  die  fol- 
gende Reihe  anwenden  dürfen  (vergl.  I  pag.  27  und  28).  Hat  man  nämlich  Aus- 
drücke von  der  Form : 

tang  ff'  =  n  tang  r/i , 
so  ist : 

,  n  —  I     .  1     1     / » —  I  \  ■^    •  11/"  — '  \  ■'    •     ^         I 

'f  -'f^-^^^^^^'^^'P^k  („  +  ,)  ^"i4'/^4-i(;,-:j:,|   sm 6  .z- -|- . . . 

Ersetzt  man  nun  die  beiden  obigen  Gleichungen  durch  diese  Reihe  und  schreibt 
vorerst : 

—  tang  I  n  cotg  -^  i  =  a 
tang  ^  71  tang  ^  i'  ^  b 

so  wird  man  berechnen : 

A  =  -^„  sin  (77  +  a]  4-  -?^„  sin  2  (J7+  ff)  -| t-r,  sin  3  (JT-|-  ff)  -f 

B  =  -J-r,  sin  (JT  -f  ff)  -f  -'f^„  sin  2  (77  -j-  ff  1  -] .*%,  sin  3  (77  -[-  ff)  -l-  .  . .         | 

sm  i"  ^        1/1    2sini"  ^  jsini'  j\        <      1    '  j 

woraus  folgt: 

Jio- :=  z/io  +  [A  +  B]  +  [H—'^V)  \ 

J  Q'  =  [B-A]   .  J 

Das  eben  betrachtete  sphäri_sche  Dreieck  gibt  aber  auch : 

tang  2  z/ « cosiM  +  B)  tang^ TT.  \  ) 

Die  Gleichungen  I).  II),  III),  IV)  und  \]  enthalten  die  strenge  Auflösung 
des  Problemes ;  will  man  aber  nur  die  ersten  Potenzen  der  Aendennigen  mitnehmen, 
was  meistens  ausreicht,  weil  die  bei  den  Planeten  meist  kleinen  Störungen  der  Hahn- 
lage nur  in  Betracht  kommen ,  so  werden  die  Ausdrücke  weit  einfacher  und  man 
erhält  leicht  aus  den  voranstehenden  Formeln  durch  diese  Abkürziuig : 

71  sin  n  ^  J  Q  sin  i 

7t  cos  77  =  Ji  la) 

77—  W  =   JQ  cos  i 


H) 


III) 


IV 
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la) 


.     ,  71  sin  (/74-<r) 


sin  2 
J%    =  n  cos  (JT  +  ö)  . 

Will  man  den  Ort  eines  Hiramelskörjiers  mit  den  Elementen  miter  Herück- 
sichtigung  der  Störungen  vergleichen,  so  wird  man  sich  erst  ans  den  Integraltafeln 
die  Stönmgen  der  Elemente  ableiten  und  mit  diesen  gestörten  Elementen  den  Ort 
des  Himmelskörpers  berechnen.  Hierbei  können  die  Formebi  la),  wenn  die  Co- 
ordinaten  des  Planeten  sich  auf  den  Aequator  beziehen,  nnd  die  Vergleichung  mehr- 
mals mit  veränderten  Elementen  aber  unveränderten  Störungen  vorgenommen  werden 
muss,   zur  Abkürzung  der  Rechnung  nützlich  sein. 

Hat  man  aber  eine  Ephemeride  zn  rechnen,  und  hat  dieselbe  keine  allzu- 
grosse  Ausdeluuing ,  so  kann  man  mit  den  beiläufig  für  die  Mitte  der  Zeit  oscu- 
lirenden  Elementen  dieselbe  ableiten,  oluie  weiter  auf  Störungen  Rücksicht  zu  nehmen ; 
hat  die  Ephemeride  aber  eine  grössere  Ausdehnung  nnd  will  man  dieselbe  strenge  den 
Beobachtungen  anschliessen,  so  kann  man  ganz  zweckmässig  sich  für  die  Emiitte- 
kmg  dieser  Störungen  der  Encke 'sehen  Methode  bedienen,  indem  man  von  der 
gewählten  Osculationsepoche ,  die  der  Mitte  der  Zeit  nahe  entsprechen  soll ,  aus- 
geht; es  führt  diese  Methode  in  diesem  Falle  auf  eine  sehr  kiu'ze  Rechnung,  da 
man  selbst  für  E])bemeriden,  die  sich  auf  ein  halbes  .lalir  erstrecken,  mit  der  l)o])])el- 
iutegration  der  dirccten  Glieder  ausreichend  genaue  Resultate  erhält  und  die  in- 
directen  Glieder  ganz  unberücksichtigt  lassen  kann. 


§  3.    ReclmHiigsbeisiüel  zur  Variation  der  Coustaiiten. 

Ich  werde  wieder,  inn  die  voranstehenden  Entwickelungen  durch  ein  Beispiel 
zu  erläutern,  die  Störungen  ennitteln,  welche  der  Planet  (§)  Erato  durch  die  An- 
ziehung der  Planeten  Jupiter  und  Saturn  erleidet,  und  zwar  innerhalb  desselben 
Intervalles  nnd  mit  Annahme  derselben  Elemente,  die  zur  Ermittelung  der  Störungen 
nach  den  rechtwinkeligen  nnd  polaren  (Koordinaten  gedient  haben;  es  werden  damit 
neue  Gesichtspunkte  zur  Beurtheilung  der  verschiedenen  Methoden  gewonnen.  In- 
dem ich  wieder  betreffs  der  Wahl  des  Intervalles,  des  fixen  Aequinoctiums  etc.  auf 
die  bei  der  Encke'  sehen  Methode  gemachten  allgemeinen  Bemerkungen  verweise, 
führe  ich  nochmals  die  der  Störungsrechnung  zu  Grunde  gelegten  Elemente  hier  an. 

(«2)  Erato 

Epoche  und  Osculation   1874  üecbr.  26,0  mittlere   Berliner  Zeit. 

mittl.   Aeq.    1870,0 

L  =    219"  8'  6"8 

M^    1804048.9 
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TT  =      38°2  7'i7"9 
Q    =    125  42  39-7 

4      =  2    12  23.9 

<P   =        9  59  14-9 
/t    =  640"  89605 
V  .  log«  =  0.4954793  . 

Das  ZeitiBtervall  w  für  die  Stöningsrechnung  mit  40  Tagen  annehmend,  wird 
im  Beginn  der  Rechnung  für  zwei  der  Osculationsepoche  vorangehende  und  nach- 
folgende Orte  die  Variation  der  Elemente  unter  Annahme  der  obigen  constanten 
Elemente  auf  einem  Nebenblatte  berechnet.  Die  in  15etr<acht  kommenden  Zeitepochen 
der  Rechnung  sind  also  für  diese  4  Orte: 

1874  Oct.  27,   Dec.  6,    1875  Jan.  15  und  Febr.  24. 

Die  Rechnung  wird  ganz  nach  den  weiter  unten  folgenden  Vorschriften  aus- 
geführt, nur  werden  jene  vorbereitenden  Rechnungen ,  die  die  Elemente ,  den  Stö- 
rungen entsprechend,  variiren,  fortgelassen ;  es  entstehen  auf  diese  Art  Fehler  zweiter 
Ordnung  in  Bezug  aiif  die  störenden  Massen,  welche  übrigens  bei  der  Nähe  der 
Osculationsepoche  als  völlig  verschwindend  betrachtet  werden  können,  umsomehr,  da 
diese  so  gewonnenen  Wertiie  erst  der  definitiven  Rechnung  zu  Grunde  gelegt  werden, 
also    Fehler  dritter  Ordnung  veranlassen. 

Mit  diesen  provisorischen  Werthen  der  Elementenänderungen : 


10 


(S)."(")-"(").'"(^)'"K-f  )'«■(*) 


für  die  obigen  vier  Orte  bildet  man  für  die  sechs  Elemente  einzeln  die  einfach 
summirten  Reihen  und  bestimmt  die  Anfangsconstanten  so .  dass  die  einfachen  In- 
tegrale für  die  Osculationsepoche  verschwinden;  man  hat  hierfür  (vergleiche 
pag-  35)  : 

'f{a-\w)  =  -  ^  /■  i«  -  ^w)  +  ^  /"  {a  -  U„)-... 

Für  das  letzte  Element  wird  man  eine  Doppelintegration  auszuführen  haben  und 
man  wird  als  Anfangsconstante  für  die  Bildung  der  zweiten  summirten  Reihe  den 
Werth 

annehmen   (vergl.  pag.  53). 

Nunmehr  ergeben  sich  die  einfachen  und  Doppel-Integrale  für  die  vier  oben 
genannten  Zeitepochen  mit  genügender  Genauigkeit  durch  die  Formeln : 

jf  [x]  dx=  'f  [a^iw]  —  ^/'  [a-\-iw] 
fff  [X)  dx^  =  "f(a  +  iic)  +  -^  /  («  +  itv)    . 
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Indem  man  diese  so  gewonnenen  Incremente  zu  den  constanten  Elementen 
hinzufügt,  wobei  zu  beachten  ist,  dass  man  für  die  Störung  der  täglichen  mittleren 
siderischen  Bewegung  den  »(^-fachen  l?etrag  (hier  den  40-fachen  Betrag)  erhält  und 
üherdiess  setzt: 

erhält  man  die  für  die  obigen  Zeite])oehen  osculirenden  Elemente,  die  nun  der  de- 
finitiven Rechnung  zu  Grunde  gelegt  werden  ,  wobei  eventuell  schliesslich  eine 
Neubi;stimmung  der  Anfangsconstanten  der  Integrale  vorgenommen  wtudfui  kann. 
Ist  die  Rechnung  einmal  im  Gange,  so  werden,  je  nachdem  dieselbe  nach 
vorwärts  oder  nach  rückwärts  fortschreitet,  aus  den  bekannten  Differenz-  und  Summen- 
werthen  leicht  die  für  das  nächste  Intervall  geltenden  Stöi-ungsgrössen  ermittelt 
werden  nach  den  Formeln   (vergl.  pag.  68)  : 

für  die  Rechnung  nach   vorwärts: 

n+|i  +  i|<o 

Jf{x)  dx=.'f  («4-  [i  +  l]y^  +  ~f  {a  +  iw]  +  ^^  [10/'  [a+:[i-h]  w]  + 

-f  9/"  [a  +  [i—  1  ]  ic)  +  8/'"  («  -H  [/—  |]  %o]  -f  7/"-  («  -(-  [/— 2]  w\  +  .  .  .  1 
für  die  Reclinung  nach  rückwärts: 

//(.r)  dx  =  y  [a+[i-  {]  10]  ~  \f  [a+iw]  +  ^  [lo/'  Ui+\i+\\  w)  - 

—  9/"  («-!-[/+  i|«')  +  8/-"   («-|-l»-ff]«))  —  7/"-  («-f-[«"+2]w)  +.  .  .] 

Die  Bestimmung  des  hicreraeutes  von  >t  entspricht  hier  natürlich  wieder  dem 
«ü-fachen  Betrage. 

Für  das  Doppeliuti'gr;il   hat  man  zunächst  zu  emiitteln : 
für  die  Rechnung  nach  vorwärts: 

./'  [a  +  \i^  i]  w)  =/(«  -^  /«')  -f-/'  {,1  -V  \i—\\  «')  -f/"  («-I-  {i-  i]  w]  -t- 

+  /"'lff-|-[/— |]W')  -f  ... 

für  die  Rechnung  nach  rückwärts: 

/  («+  [«—  il«^j  =/  i</  +  /«-)  — /•  [a^\i^\\u^  +f"  [a+[i+  i]tc\    - 

-/■"    [a  +  [i+l]w]  +  ...  , 

und  hat  dann  mit  genügender  Annäherung  : 

o+(i±i;iii 
fjf  [x]  f/.r2  =  ■;/  a  +[i±i  ]  «=j  -I-  _L  /  («  4-  [/±  ,  ]  to)  . 

Dann  ist: 

wobei  man,  da  Ln  +  ."0 '  ^o"  'l''"  Störungen  unabhängig  ist,  die  Rechnung  dieser 
Grösse  gleich  im  Beginne  der  Störungsrechninig  für  den  ganzen  \'erlauf  derselben 
erledigen  kann. 

Oppolzer,  Bahnbestimmungen.  11.  :jO 


/« 

L, 

n 

■/  {a  +  [i-i]w) 

+  9'52"45 

— 

— 

f  («+  [«■  — il'^'i 

+ 

5"72 

+  21 

'i2"37 

—  5 

i'o"45    — 

./  («+»«') 

— 

6.23 

— 

6.22 

+    1 

159.20  + 

J'    {u-h[i+^]w) 

— 

0.92 

— 

7.21 

+ 

30.68  + 

/■■  {a+[i+i]w] 

+ 

0.13 

— 

2.14 

— 

«•25    - 

/■"(a+[t  +  |» 

+ 

0. 10 

— 

0.15 

— 

2.70  + 

/"(a  +  [»+2]M') 

•+ 

0.02 

+ 

0.25 

— 

0.42   + 

/'■   («  +  ['  +  !]«') 

— 

0.02 

+ 

0.15 

+ 

0.42 
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Ich  entlehne  zur  Erläuterung  dieser  Formeln  aus  dem  unten  folgenden  aus- 
führlichen Heispiele  die  Bestimmung  der  Störungen  der  Elemente  für  1871  Dec.  16, 
wohei  vorausgesetzt  ist,  dass  die  Rechnung  nach  rückwärts  geführt  werde  und  his 
1872  Janiuir  25  fortgesetzt  sei.  Die  in  Jietracht  kommenden  völlig  bekannten 
Summen-  und  Differenzwerthe,  die  ich  der  Deutlichkeit  halber  hier  aus  dem  später 
folgenden  Rechnungsschema  herausschreibe  und,  was  vollkommen  genügt,  auf  zwei 
Decimalstellen  abkürze,   sind  also  : 

(f>  Q.  i 

2  2\"20  -h6'8"76  +  5"8o 
14.23   —     0.60   -|-O.IO 

o.g3  +    0.39       0.00 
0.20  —     0.06  — 0.02 

0.24    0.22    O.Ol 

0.12  —     0.08 


Nach  der  oben  angesetzten  Formel  findet  sich  für  /'  [u-\-\i — \\w)  der  Werth 

—  5"24  und  hiermit  für   1871   Dec.  16 

Für  die  einfache  Integration  findet  sich  der  Reihe  nach  ,   wenn  man  den  Klammer- 
ausdruck 

xop[a+\i  +  \\w]   —  9/"  [ö-l-{,-|-i],^)   +8/"'(r/+[/-M]w)    -... 
mit  y  bezeichnet : 

f{a+[i-\]n-)     +  5"72     -|-2i'i2"37     -5,'o"45    -i2'2i"20    -|- 6'8"76    -|- 5"8o 

—  —/("  +  »'")     +311      4-        3u      —     119.60    —         7. II     +     0.30    —0.05 
+  ^7  —0.41      —        2.29     +      12.58    -f         0.51      -f-     0.13 

-I- 8"42      -I-  2i'i3"2       —  52'   7"5     —    i2'27"8      +  6'9''2      +5"» 
Hieraus  folgt  für  J ^i  der  Werth  -|-  ü"2  1o  und  ausserdem  für 
(      1-n  +  /'()'  =  87"2  3'43"7 

-f-     [JL)^     =    +    2I'I3"2 

+   [JL]^  =  +     9'52"o  ; 
demnach    sind    die    Elemente,    die    man    zur    Herechnung    der    Störungen    für   1871 
Dec.  16  anzuwenden  hat: 


/. 

87"54'48"9 

TT 

37  35  10.4 

9 

9  4647-1 

Q 

125  4848-9 

i 

2  12  29.7 

u 

ö4i"io6 
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Dieses  hier  auseinandergesetzte  Verfahren  weicht  von  dem  sonst  hierbei 
üblichen  ab :  man  Hess  die  Elemente  gewöhnlich  durch  mehre  Intervalle  unverändert. 
Man  wird  sich  aber,  wenn  man  einmal  an  den  hier  vorgeschlagenen  Rechnungsmechanis- 
mus gewöhnt  ist,  bald  überzeugen,  dass  keine  wesentliche  Mehrarbeit  aus  dieser  Mo- 
dification  entsteht,  insbesonders,  wenn  man  beachtet,  dass  man  bei  der  älteren  Me- 
thode, um  sich  vor  constanten  Fehlern  zu  schützen,  häufig  genug  den  Anschlussort 
doppelt  rechnen  muss.  Zudem  erreicht  man  mit  der  hier  vorgeschlagenen  Methode 
den  \'ortheil ,  dass  man  frei  wird  von  Sprüngen  im  Gange  der  Funktionen ,  die 
sonst  unvermeidlich  sind  und  das  Resultat  keineswegs  so  wenig  schädigen,  als  man 
es  bisher  anzunehmen  gewohnt  war. 

Sind  die  bezüglichen  osculirenden  Elemente  ermittelt,  die  ich  auf  dem  Bogen, 
der  mit  @  überschrieben  ist,  in  die  ersten  sechs  Zeilen  aufnehme,  dann  kann  an 
die  Rechnimg  der  Zerlegungscoefficienten  geschritten  werden,  die  sich  auf  diesem 
Bogen  erledigt.  Die  zur  Ausführung  dieser  Rechnung  nöthigen  Formeln  sind  mit 
Rücksicht  auf  32)    (pag.  222)  : 

«2=  log  Ä        =3.550007 


sinijp 

sin  i" 


^»^slF?''  =  5-3.4  425 


M=  L  —  Ti 

E—e"sinE=  M 

r  sin  »  =  a  cos  tp  sin  E 

r  cos  V  =  a  (cos  E  —  sin  f/>) 

(,j  =  /r — Q 

u  =  V  4-  o) 

I 

p  =  a  cos  (p^ 
{ i  :   W }  =  r  cos  u 

{  ,,  :  ie  }  =  _  JAü:  sin  ,p  sin  v  \     '"  '^''^  Intervall  in  Tagen ;    unter 

1^ "  '         der  .\nnahme  to  =  40  wird  : 

[li:S}  =  —^~-^  j  3A.W  =  0.314763 

{  Z<  :  -ß }  =  —  p  tang  J  qp  cos  0  —  2  r  cos  (p 

{  L:  S}=  [p  +  r)  üino  tg\ (p 
{  L  :  W}  =  r  sin  u  tang  .|  i 

{  71  :  R\  = r^  cos  V 

'  '  sin  qp 

,           „  ,                 ,      .     sin  c 
{  7t  :  S\=  {p-\-r\  -. 

^  '  '     '  gin  q) 

{(p  :  li)  =  a  cos  rp  sin  v 

{  (p  :  S  }  =^  a  cos  rp  (cos  v  -\-  cos  Ej 

30* 
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Nun  heginnt  die  Rechnung  der  störenden  Kräfte,  und  es  ist  jedem  der  in 
Rücksicht  gezogenen  störenden  l'laneten  ein  Bogen  gewidmet,  der  ;ils  Ueberschrift 
das  Zeichen  des  bctreffen(k'n   l'laneten  trägt. 

Hezeichnet 

li„'  die  heliocentrische  Breite  des  störenden  Planeten    ^  bezogen  auf  das  fixe  Aequi- 
/.„'     »  ))  Länge     »  "  »  /       noctiura  der  Elemente 

r,       II  »  Entfernung  des  störenden  Planeten 

und  ist  w?|    die  Masse  des  störenden  Planeten  in  Einheiten  der  Sonnenmasse,   so  hat 
man  für  jeden  Planeten  gesondert  zu  rechneu : 

y  sin  Q  =  sin  ß,,' 
q  cos  Q  =  cos  /iu'  sin  (Aq'  ■ —  Q) 
cos  B^  cos  i,  =  cos  /^o'  cos  (Ao'  —  Q) 
cos  i?|  sin  L^  =  q  cos  ( Q  —  i) 
sin  Bi  =  q  sin  [Q  —  i) 

^,  =  fy  cos  Ä,  cos  [Li  —  u) 
ri\  =  r,  cos  Bi  sin  [Li  —  u) 
ti  =  Vi  sin  Bi 

Q  cos  d-  cos  ©  ^  ^j  —  ?• 
Q  cos  d-  sin  0  =  t]i 
Q  sin  d-  ^=  C\ 

c»  T-'  o  Itok"  Uli  \      ^, 

\    yp    I 

W,  =  Kl,     ,  W=  i""^]    Tf-,  . 

\    j/p    / 

Die  Logarithmen  der  AVerthe  w  k"  nif  finden  sich  unter  der  Annahme  w  =  40 
in  der  Tafel  XIL     Weiter  ist  nun: 

Ji={  i:  W)  W 
jQ  =  [a  :  W)  w 
wJn  =  {n  :  R}  B  +  {fi:  S}  S 
J  Li  =  {L:  R}  R  +  {L:  S}S+  {L:   W}  W 
J7T  =  {7T.:  R)  R  +  {,T.:  S}S+{L:   W]  W 
J (p  =  [fp  :  R)  R  +  [ip  :  S]  S. 

Sind  die  Werthe  der  Differentialquotienten  der  .Störungen  für  die  einzelnen 
Planeten   bekannt,    so  werden   dieselben   summirt,    und   die  Resultate   in  die  Inte- 
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grationsbogen  singetragen,    welche    wohl    keiner  näheren  Erklärung  bedürfen.     Der 
Alisdruck 

h)  +  /'o  ' 
wurde  vor  IJegiim  der  Störungsrechuimg    für    ;ilh'  vorgelegten   Intervalk'  an   der  be- 
treffenden Stelle  eingesetzt. 

Schliesslich  miiss  ich  noch  erwähnen,  dass  für  die  vier  ersten  Orte  des  hier 
ausführlich  aufgenommenen  Keclnuingsbeispieles  die  Störungswerthe  einer  früheren 
auf  anderen  weniger  genauen  Elementen  beruhenden  Rechnung  entlehnt  wurden, 
welcher  Umstand  keine  wesentlichen  Fehler  hervorbrhigen  kann ;  in  der  That  unter- 
scheiden sich  die  gemachten  Annahmen  nicht  merklich  von  den  definitiven  Störnngs- 
werthen . 

Es  wurden  angenommen  für: 


i875Febr.  24 

1875. Tan.  I 

5 

1874  üec.  6 

i874  0ct.  27 

(z/L),  -K  [JL]^ 

-      36-2 

-  i6"7 

+    2,"q 

+     l'2l"4 

J^i 

+       o"347 

+    o"ii 

9 

—      o"l2I 

—        o"368 

Jn 

+  2'39"6 

+  5i"i 

-  48"9 

—  2' 20"  i 

Jip 

+  i'2  7"3 

+  3o"o 

—  3o"7 

-  i'36"5 

JQ 

-     52"4 

-  .8"4 

+   i7"3 

-1-     l'    0"2 

Ji 

4-        o"2 

+    o"i 

o"o 

+        o"i 

Ermittelt  man  mit  den  Ergebnissen  des  unten  folgenden  Heispieles  für  die 
Epoche  1871  Sept.  13,  d.  i.  für  jenen  Zeitpunkt,  für  welchen  bei  den  früher  be- 
handelten Methoden  der  Störnngsrechnung  von  Encke  und  von  Hansen-Tie tjen 
der  Uebergang  auf  osculirende  Elemente  gemacht  wurde,  die  Werthe  der  Störungen, 
wie  sie  jetzt  durch  die  Methode  der  Variation  der  Constanten  erhalten  werden  und 
setzt  die  aus  den  drei  verschiedenen  Methoden  erhaltenen  Störungswerthe  zur  Ver- 
gleichung  neben  einander,   so  hat  man : 


Encke 

Hansen-Tietjen 

N'ariation  d.  Const. 

J-'d        J-'w 

+ 

o"26'i3"36 

+ 

o°26"i3"33 

+ 

o"26'i3"36 

71 ST-o 

— 

1°    l'    4"l2 

— 

1"  r  4"io 

— 

1"  1'  4"o8 

9— n„ 

+ 

6'io"36 

+ 

6'io"24 

+ 

6'io"2  7 

i—h 

+ 

5"44 

+ 

5"44 

+ 

5"44 

ff'—<r<> 

— 

i2'47"9i 

— 

•2'47"93 

— 

i2'47"94 

/'  — ./'o 

+ 

o"44353 

+ 

o"44366 

+ 

o"44367 

Die  Uebereinstimmung  ist  eine  sehr  befriedigende ;  dennoch  aber  zeigt  sich 
die  überwiegende  Genauigkeit  der  Hau  sen-Tietjcn'schen  Methode  gegen  die 
Encke'sche,  wenn  die  Störungen  stark  anwachsen,  denn  das  für  die  künftige  Ueber- 
einstimmung wichtigste  Element  /.i  —  /(q  ist  nach  der  letzteren  Methode  fast  identisch 
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mit  dem  luidi  der  Variation  der  Constanteii  sich  ergebenden  Werthe  gefunden 
worden,  während  der  aus  Encke's  Methode  rcsultirende  Wertli  schon  eine  kleme 
•Abweichung  zeigt.  Uebrigens  ist  dieser  F'ehler  nur  dem  Umstände  zuzuschreiben, 
dass  die  Kechnuiig  nach  Encke's  Metliode  länger  fortgesetzt  wurde,  als  es  die 
Grösse  der  Störungen  ruthsam  erscheinen  lässt  und  man  hätte  früher  auf  osculirende 
Elemente  übergehen  müssen.  Auch  hierin  zeigt  sich  ein  eminenter  Vortheil  der 
Hansen-Tietjen'schen  Methode,  denn  die  Störungsrechnung  Hess  sich  nach 
dieser  Methode  für  mehr  als  lo  Jahre,  innerhalb  welcher  Zeit  sich  noch  einmal  die 
.Tu])itoniähe  ereignete,  fortführen,  ohne  dass  die  Rechnung  sehr  beschwerlich  und 
unsicher  wurde,  so  dass  im  Allgemeinen  für  diese  Methode  wohl  nur  erst  nach  sehr 
langer  Zeit  ein  üebergang  auf  osculirende  Elemente  nöthig  wird. 


Ausführliches  Beispiel 


]>XetUocle  <lei«  >"ariatioii 

der 

Coiistaiiteii. 
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Datum 

1» 

75 

1 

874 

Febr.  =4 

.lan.  15 

Doc.  6 

Oct.  27 

Sept.  17 

Ang.  8 

Juni  29 

Mai  20 
639"64i 

^ 

64i"243 

64i"oi5 

64o"77S 

64o"S28 

64o"28o 

64o"o42 

639"825 

229"48'24"4 

222"4l'28"o 

2l5"34'5o"8 

208" 28'34"4 

20l"22'40"8 

i94"i7'io"o 

187"  12'  i"8 

18©"    7'i3"9 

n 

38"29'57"5 

38" 28'  9"o 

38"26'29"o 

38"24'57"8 

38"23'33"3 

38"22'i3"7 

38"2o'53"6 

38"i9'25"i 

l 

10"    o'4i"2 

9"59'44"9 

9"58'44"2 

9"S7'38"4 

9"  56'29"8 

9"55'2©"o 

9"S4'i©"6 

9"  53'   3"9 

I25"4l'47"j 

I25"42'2l"3 

i25"42'57"o 

'25"43'39"9 

I25"44'23"2 

125"45'  7"6 

I25"45'si"5 

I25"46'33"© 

i 

2"l2'24"l 

2"  12'24"o 

2"l2'23"9 

2"  12'24"o 

2"l2'24"l 

2"l2'24''5 

2"l2'25"0 

2"l2'25"7 

!.i 

1"     6'l2"0 

i"    6'i2"o 

1"    6'ii"9 

1"    6'i2"o 

l"    6'i2"o 

l"     6'12"2 

i"   6'i2"5 

l"    6'i2"8 

!,cf 

1;"    o'2o"5 

4"59'52"4 

4"59'22"i 

4"58'49"2 

4"58'i4"9 

4"57'4©"o 

4"  57'   S"3 

4"56'3i"9 

'"3 

2.807023 

2.806868 

2.806705 

2.806538 

2.806370 

2.806208 

2.806061 

2.805937 

«^ 

0.742984 

0.743139 

0.743302 

0.743469 

0.743637 

o- 743799 

0.743946 

0.744070 

a~ 

0.247661 

0.247713 

0.247767 

0.247823 

0.247879 

0-247933 

0  .247982 

0.248023 

a 

0.495323 

0.495426 

0.495535 

0.495646 

0.495758 

©.495866 

0.495964 

0.496047 

coscp 

9-993337 

9-993357 

9-993379 

9-993404 

9.993429 

9-993455 

9.993481 

9-993505 

sin  ff 

9.240162 

9.239490 

9-238764 

9-237976 

9.237153 

9.236313 

9-235477 

9.234672 

log  c" 

4.554587 

4-553915 

4-553189 

4-552401 

4-551578 

4.550738 

4.549902 

4.549097 

M 

I9i"i8'26"9 

184"  i3'i9"o 

177"    8'2i"8 

170"    3'36"6 

162"  59'   7"5 

I55"54'56"3 

148" 51'    8"2 

I4i"47'48"8 

E 

i89"38'22"5 

i83"35'52"3 

I77"33'42"4 

i7i"3i'i7"o 

165" 28'   3"2 

i59''23'26"7 

I53"i6'56"8 

147"    8'   3"5 

sin  B 

9„223885 

8„797636 

8.628819 

9. 168616 

9-399549 

9.546533 

9.652819 

9-734537 

(i  cos  IJ> 

0.488660 

0.488783 

0.488914 

0.489050 

0.489187 

©.489321 

0.489445 

0.489552 

cosE 

9„9g3824 

9.«999i43 

9„9996o6 

9^995227 

9„985878 

9«97I277 

9«950965 

9,1924251 

Subtract. 

0.070531 

0.069638 

0.069462 

0.069995 

0.071274 

©.©73386 

©.©76472 

©.©80761 

cos  E —  e 

o„o64355 

o„o6878i 

o„o69o68 

0„065222 

©„057152 

o„o44663 

o„o27437 

0„0050I2 

r  sin  (' 

9„7i2545 

9„2864I9 

9-I17733 

9.657666 

9.888736 

0.035854 

0. 142264 

o.224©89 

9„995654 

9«999397 

9«999723 

9»996635 

9«99oo36 

9«979725 

9«965375 

9„9465I5 

J'COSC 

o„55967B 

o„5642o7 

o„ 5 6460 3 

o„56o868 

o„5529io 

o«540529 

©„523401 

o„50i©59 

V 

188"    5'33"4 

183"    i'io"i 

I77"57'ii"6 

I72°52'36"5 

i67"46'26"2 

i62"37'4i"2 

I57"25'24"5 

152"    8'39"8 

u> 

272"48'io"2 

272"45'47"7 

272"43'32"o 

272"4i'i7"9 

272"  39'io"i 

272"  37'  6"i 

272" 35'    2"l 

272"32'52"i 

^f. 

ioo"53'43"6 

95"46'57"8 

9o"4o'43"6 

85"3  3'54"4 

8o"25'36"3 

75"i4'47"3 

70"   o'26"6 

64"4i'3i"9 

r 

0.564024 

0.564810 

0.564880 

0.564233 

0.562874 

0.560804 

©.558026 

0-554544 

A\ 

0.481997 

0.482140 

0.482293 

0.482454 

0.482616 

0.482776 

0.482926 

0.483057 

Adel. 

0.343977 

0.344326 

0.344284 

0.343841 

0.343010 

0.341794 

0.3402©! 

0.338243 

r  +  p 

0.825974 

0. 826469 

0. 826577 

0. 826295 

0.825626 

©.824570 

0.823127 

0.8213©© 

sin  (' 

9„ 14852 I 

8„72i6o9 

8.552853 

9-093433 

g. 325862 

9.475050 

9.584238 

9.669545 

COS  i- 

9„995654 

9„999397 

9«999723 

9^996635 

9„99oo36 

9«979725 

9„965375 

9„9465I5 

Ackl. 

0. 3001 16 

0. 300903 

0. 300971 

0. 300327 

0.298956 

0. 296826 

0.293885 

0.290041 

cos  )•  4-  COS  E 

o„295770 

o„3oo3oo 

o„ 300694 

o„296962 

©„288992 

©„276551 

©„259260 

©„236556 

sin  u 

9. 992100 

9-997784 

9.999970 

9.998698 

9.99391© 

9.985440 

9.973006 

9.956180 

cos  u 

9„2765o2 

9„oo3272 

8„o73595 

8.888326 

9.220914 

9.405964 

9.533898 

9-630917 

tRi' 

8.2S4638 

8.28463S 

8.284627 

8.284638 

8.284638 

8.284660 

8.284692 

8.284725 

)•  sin  « 

0.556124 

0.562594 

0. 564850 

0. 562931 

0.556784 

©.546244 

0.531032 

©.5i©724 

SIM  ( 

8.585512 

8.585506 

8. '585501 

8.585506 

8.585512 

8.585534 

8.585561 

8.585599 

—  (p:sin<jp) 

'«241835 

i„24265o 

i«243529 

I «244478 

'»245463 

I „24646 3 

I „247449 

■„248 38 5 

{p  +  r]  sin  (1 

9«974495 

9„548078 

9-379430 

9.919728 

0. 151488 

©. 299620 

0.407365 

0.490845 

tS  i  '/• 

8.942582 

8.941767 

8.941032 

8.940231 

8.939396 

8.938544 

8-937694 

8.936876 

sin  f|)  sin  p 

8„388683 

7„96i099 

7-791617 

8.331409 

8.563015 

8.711363 

8.819715 

8.904217 

—  ■ihw:\'n 

o„o67io2 

o„o6705o 

o„o66996 

©„066940 

o„o66884 

©„©6683© 

©„©66781 

©„©66740 

p:r 

9-917973 

9-917330 

9-917413 

9.918221 

9-919742 

9.921972 

9.924900 

9.928513 

—  /'  tg  i  '^' 

9«424579 

9„423907 

9«42332  5 

9„4226a5 

9„4  22012 

9„42i320 

9„42o62© 

9„4i9933 

—  2  cos  f/^ 

o„29436-' 

o„294387 

o„294409 

o„294434' 

o„ 2 944 5 9 

o„294485 

©„294511 

o„294S3  5 

—  2cos(jp .  r 

o„85839i 

o„859i97 

o„859289 

©„858667 

o„8s7333 

©„855289 

o«8S2S37 

©„849079 

—  pXg  .',  (p  cosr 

9.420233 

9-423304 

9.423048 

9.41932© 

9.412048 

9.40i©45 

9-385995 

9.366448 

Add. 

9.983869 

9-983783 

9-983796 

9-983914 

9.984137 

9.984466 

9-984907 

9.985465 

1':  "'1 

9„840s26 

9^568082 

8„6384-5 

9-452559 

9.783788 

9.966768 

©.©91924 

0.185461 

\Qnri 

1 .970612 

I .977088 

1-979349 

1-977425 

1.971272 

I .960710 

1.945471 

1. 925125 

;  /(  :  7i'  1 

8-455785 

8.028149 

7„8586i3 

8„398349 

»„629899 

8„778i93 

8„886496 

8,,97©957 

1  /'  ■  *"  1 

9„985075 

9h98438o 

9„984409 

9„985i6i 

9„986626 

9„9888o2 

9„99l68i 

9„995253 

1  L :  A'  i 

©„842260 

0^842980 

©„843085 

o„84258i 

©„841470 

o„839755 

o„837444 

o„834544 

>,L-Sl 

8„9I7077 

«„489845 

8.320462 

8.859959 

9.090884 

9.238164 

9.345059 

9.427721 

IL    Jl| 

8.840762 

8.847232 

8.849477 

8.847569 

8.841422 

8.  830904 

8.815724 

8.795449 

>,T.n< 

1.237489 

1.242047 

1.243252 

1.241113 

1.235499 

1 .226188 

1 . 212824 

1 . 194900 

1  ■^  :  'Vf 

o„734333 

o„ 308588 

0. 140666 

0.681752 

0.914335 

I .063307 

1.1-1888 

1.256173 

1  'f  ■•  1'  1 

9„637i8i 

9„2io392 

9.041767 

9.582483 

9.815049 

9.964371 

©.©73683 

©. 159©97 

!^/-    ■V,' 

o„-8443o 

o„-89o83 

o,„7896o8 

©„-86012 

©„7-81-9 

©„765872 

o„748705 

©„726i©8 

Vp 

0,240998 

0. 241070 

0.241146 

0. 241227 

©.2413©8 

0.241388 

0.241463 

0.241528 
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1874 

I 

873 

April  lo 

März  I 

Jan. 20 

Dec.  II 

Not.  I 

Sept.  23 

Aug.  13 

Jnli  4 

Mai  25 

639" 506 

173"  2'42"l 

38"i7'39"o 

9" 52'  2"l 

i25"47'io"5 

2"  I2'26"5 

639"430 

i65"58'2o"4 

38"i5'25"8 

9" 51'  7"3 
i25"47'42"i 

2"l2'27"3 

639"422 

158" 54'  o"5 

38"  12'38"6 

9"50'20"4 
125" 48'  7"2 

2''l2'28"o 

639"482 
i5i"49'34"9 

38"  9'i5"i 

9"49'4i"6 

125"48'25"2 

2"l2'28"7 

639"6o3 

i44''44'55"o 

38"  5'19"2 

9''49'io"2 

I25"48;37"i 

2°I2'29"3 

639"77i 

I37"39'5S"3 

38°  o'59"7 

9"48'44"6 

I2s"48'43"6 

2"l2'29"7 

639"97o 

i3o°34'32"4 

37"56'29"2 

9"48'23"2 

I25"48'46"8 

2"l2'29"9 

640"! 85 

I23"28'45"i 

37052'  o"8 

9»48'  4"5 
I2S''48'47"8 

2°I2'30"0 

64o"4oi 
ii6"22'34"5 

37''47'46"2 

9"47'47"3 

125"48'47"8 

2"i2'3o"o 

."  6'i3"2 
4"  56'  i"o 

2.805845 

0.744162 

0. 248054 
0.496108 

i"  6'i3"6 

4"55'33"6 
2.805793 

0.744214 

0. 248071 
0.496143 

1"  6'i4"o 
4"55'io"2 
2.805787 

0.744220 

0.248073 
0.496147 

1"  6'i4"3 
4"54'5o"8 
2.805828 

0.744179 

0.248060 
0.496119 

1"  6'i4"6 

4"54'35"i 
2.805910 

0.744097 

0.248032 
0.496065 

1"  6'I4"8 
4"54'22"3 
2.806025 

0.743982 

0-247994 
0.495988 

i"  6'14"9 
4"54'ii"6 
2.806160 

0.743847 

0.247949 
0.495898 

i"  6'i5"o 

4" 54'  2"2 
2.806305 

0.743702 

0.247901 
0.495801 

i"  6'i5"o 
4''5  3'S3"6 
2.806452 

0-743555 
0.247852 
0.495703 

9-993527 
9.233924 

4-548349 

9-993548 
9. 233260 
4.547685 

9-993565 
9.232692 

4-547117 

9-993579 
9.232221 
4 . 546646 

9-993591 
9.231838 
4-546263 

9.993600 
9-231527 
4-545952 

9.993608 
9.231267 
4.545692 

9.993614 
9.231039 
4.545464 

9.993621 
9.230829 
4-545254 

■34"45'  3"i 

i4o"56'i7"i 

9-79945« 

0.489635 

I27"42'54"6 

>34"4i'  7"o 

9.851857 

0.489691 

12o"4l'2l"9 

I28"2i'57"4 
9-894350 
0.489712 

ii3"4o'i9"8 

I2i"58'  8"3 

9.928567 

0.489698 

io6"39'35"8 

ii5"28'5i"4 

9-955557 

0.489656 

99"38'55"6 

io8"53'i5"o 

9.975962 

0.489588 

92"  38'  3"2 

102"I0'24"4 

9-990123 

0.489506 

85"36'44"3 

95"l9'25"5 

9.998123 

0.489415 

78"34'48"3 

88''i9'29"o 

9.999814 

0.489324 

9„890I22 
0.086609 

9^97673 I 

0.289086 

9«922478 

0,1472839 

I46"46'29"6 

272"3o'28"5 

59"i6'58"i 

9„847o86 

0.094582 

9„94i668 

0.341548 

9„892325 

o„4378ii 

I4i"i7'54"8 

272"27'43"7 

53"45'38"5 

9„792869 

0. 105616 

9,(898485 

0.384062 

9„8547o6 

o„394&32 

i35"4i'49"8 

272"24'3i"4 

48"  6' 21 "2 

y„723833 
0. 121361 

9„845194 
0.418265 
9.884570 

0,(341313 

129"  5  7'  o"9 

272"2o'49"9 

42"i7'5o"8 

9,(633681 
0.145017 
9,(778698 
0.445213 
9.918398 
0,(274763 
124"  2'  3"9 

272"l6'42"l 

36"i8'46"o 

9„5ioi57 
0.183687 

9,(693844 
0.465550 
9.946241 
0,(189832 
ii7"55'26"i 

272"l2'l6"l 

30"  7'42"2 

9,(3  240 18 
0.257126 

9„58ii44 

0.479629 

9.968406 

0,(077042 

II  i"  35'26"9 

272"  7'42"4 

23"43'  9"3 

8,(967470 

0. 188941 

9,(41 9980 

0.487538 

9-984931 

9,(915781 

105°  o'22"6 

272"  3'i3"o 

17"  3'35"6 

8.465902 
9.918125 

9„148954 
0.489138 
9-995601 

9,(644657 
98"  8'29"4 

27i"58'58"4 
10"  7'27"8 

0. 550361 
0.483162 
0.335927 
0.819089 

0.545486 
0.483239 
0.333268 
0.816507 

0.539926 
0.483277 
0.330277 
0-813554 

0.533695 
0.483277 
0.326971 
0.810248 

0. 526815 
0.483247 
0.323360 
0.806607 

0.519309 
0.483188 
0. 319466 
0.802654 

0.51 1223 
0.4831 14 
0.315312 
0. 798426 

0.502607 
0.483029 
0.  310930 
0-793959 

0-493537 
0.482945 
0.306358 

0.789303 

9.738725 
9„922478 

9 . 796062 
9„892325 

9.844136 
9„ 8 5 4706 

9.884570 
9,(807618 

9.918398 
9,(747948 

9.946241 
9,(670523 

9.968406 
9,(565819 

9.984931 
9,(413174 

9.995601 
9„i5ii2o 

0.285153 
o„20763i 

0.278999 
o„i 71324 

0.27121 1 
o„i259i7 

0.261 155 
0,(068773 

0.247644 
9„995S92 

0.228207 

9,(898730 

0.196745 
9,(762564 

0. 133009 
9,(546183 

9.899583 
9,(050703 

9.934347 
9.708252 

9  ,906634 
9.771704 

9.871795 
9.824618 

9.828002 
9.869032 

9.772463 
9.906225 

9. 700651 

9.936967 

9.604502 
9.961672 

9.467418 
9.980457 

9.244984 
9-993184 

8.284769 
0.484708 
8.585643 

8.284812 
0.452120 
8.585687 

8.284856 
0.411721 
8.585725 

8.284889 
0. 361697 
8.585763 

8.284922 
0.299278 
8.585796 

8-284944 

0.219960 

8.585818 

8.284955 
0.115725 
8.585829 

8.284966 
9.970025 
8.585834 

8.284966 
9.738521 
8.585834 

■„249238 
0.557814 
8.936118 

i„ 2499 7 9 
0.612569 

8  935444 

1,(250585 
0.657690 
8.934867 

1,(251056 
0.694818 
8.934389 

i„25i409 

0.725005 
8.934001 

i„25i66i 
0.748895 
8.933685 

1,(25184:' 
0.766832 
8.933421 

•„251990 
0.7-8890 
8.933189 

I„2521l6 

0.784904 
8.932976 

8.972649 
o„o667o9 
9.932801 

9.029322 
o„o66692 
9-937753 

9.076828 
0,(066690 
9-943351 

9.116791 
o,.o6670  3 
9.949582 

9.150236 
o„o6673i 
9.956432 

9-177768 
0,(066769 
9-963879 

9.199673 
o,(0668i4 
9-971891 

9-215970 
o,(066862 
9.980422 

9.226430 
0,(066911 
9.989408 

9,,41928o 

o„29455- 
o„8449i8 

9-34<758 
9.986147 

9„4i8683 
o„294578 
0,(840064 
9. 311008 
9.986962 

9„4i8i44 
o„294595 
0,(834521 
9.272850 
9.987918 

9,(417666 
o„2946o9 
o„828304 
9.225284 
9.989029 

9,(417248 
0,(294621 
o„82i436 
9. 165196 
9.990309 

9„4i6873 
0,1294630 
0,(813939 
9.087396 
9-991771 

9,(41 65  35 
0,(294638 
0,(805861 
8.982354 
9-993430 

9,(41 62 18 
0,(294644 
o„79725i 
8.829392 

9-995298 

9,(41592  1 
0,(294651 
o„788i88 
8. 567041 
9-997382 

0.258613 
1 .899065 

0. 317190 
1.866433 

0.364544 
I .825996 

0.402727 
1-775934 

0-433040 
1.713482 

0.456276 
I. 634142 

0.472895 
1 .  529896 

0.483064 
1.384191 

0.486721 
1 . 152687 

9„039358 
9„9995io 

9„o96oi4 
o„oo4445 

9,(143518 
o„o 10041 

9„ 18 3494 
o„oi6285 

9,(216967 
0,(023163 

9„24453- 
0,(030648 

9,(266487 
0,(038705 

9,(282832 
0,(047284 

9,(293341 
0,(056319 

o„8  3io65 
9-493932 
8.769477 

0,(827026 
9.548013 
8.736932 

0,(822439 
9-592557 
8.696577 

0,(817333 
9.629207 
8.646586 

0,(811745 
9 .659006 
8.584200 

0,(805710 
9.682580 
8 . 504904 

0,(799291 
9.700253 
8.400680 

o„792549 
9. 712079 
8.254991 

0,(785570 
9.717880 
8.023487 

I .171716 
1. 323890 

1.142304 
1-379309 

1 . 105291 
•  1.424998 

1 .058674 
1.462597 

0-999357 
I. 493167 

0.922184 
1.517368 

0.817666 
1-535565 

0.665164 

1.547851 

0.403236 
1-554075 

0. 228360 
o„697266 

0.285753 
o„66ioi5 

0-333848 
0,(615629 

0.3-4268 
o„ 5 58471 

0.408054 
0,(485248 

0.435829 
o„3883i8 

0.457912 
0,(252070 

0-474346 
o„035598 

0.484925 
9„540O2- 

0.241581 
Opp  ulzer, 

0.241619 
Hahubestimmun 

0. 241638 
geu.  U. 

0. 241638 

0.241623 

0.241594 

0-241557 

0.241514 
3 

0.241472 

1 

242 


Datum 

1873 

1872 

April  15 

März  6 

Jan.  25 

Doc.  16 

Nov.  6 

1      Sept.  27 

Aug.  18 

Juli  9 

1 

n 

64o"6o7 

io9",i6'   2"7 

37"43'5  3"8 

9"47'3i"o 
I2';"48'47"6 

2"l2'30"0 

64o"796 

102"   9'i2"6 

37°4o'29"i 

9"47'i5"5 
I25''48'47"7 

'1        2"l2'29"9 

64o"963 

95"   2'   7"o 

37"37'34"5 

9" 47'  o"8 

I25"48'48"i 

2"l2'29"7 

641"! 06 

87"54'48"9 

37"35'io"4 

9"  46 '4  7"  I 

I25"48'48"9 

2"l2'29"7 

64i"225 

8o"47'2i"i 
37"33'i5"o 

9"46'34"9 

125"48'49"9 

2"  i2'2g"6 

64i"320 

73"39'45"8 

3  7"3i'45"3 

9"46'24"5 

I2s"48'5i"i 

2"12'29"5 

64i"39i 

66" 32'  5"3 

37"3o'37"6 

9"46'i6"2 

125"48'52"2 

2"!2'29"5 

64i"44i 

59"24'2l"2 

37"29'47"3 

9"  46' 10"  2 

.2S"48'53"2 

2"12'29"4 

a 

i"    6'i5"o 

4"S3'4S"5 
2.806592 

0.743415 
0.247805 
0.495610 

r*    6'i4"9 

4"S3'37"7 
2.806720 

0.743287 

0.247762 

0-495525 

i"    6'i4"8 

4"53'3°"4 
2.806833 

0.743174 

0.247725 
0.495449 

i"    6'14"S 

4"53'23"5 
2. 806930 

0.743077 

0.247692 
0.495385 

i"    6'i4"8 

4"53''7"4 
2.807010 

0.742997 

0.247666 
0.495331 

1"    6'i4"7 
4"53'i2"2 
2. 807075 

0.742932 

0.247644 
0.495288 

i"    6'I4"7 
4"53'   8"i 
2. 807123 

0.742884 

0. 247628 
0.495256 

1"    6'I4"7 

4" 53'   5"^ 
2.807157 

0.742850 

0.247617 
0.495233 

cos  (p: 
sin  (/) 

1"K  '■" 

9.993627 
9.230630 
4-';4505S 

9.993632 
9.230441 
4.544866 

9.993638 
9.230262 
4-544687 

9-993642 
9.230094 
4-544519 

9.993647 
9.229945 
4-544370 

9.993651 
9.229818 
4-544243 

9-993654 
9.229717 
4.544142 

9.993656 
9.229643 
4.544068 

M 
E 

A\iE 
a  cos  <p 

71"  32'   8"9 

81"   9'52"3 

9.994816 

0.489237 

64"28'43"5 

73"5o'   i"3 

9.982478 

0.489157 

57"24'32"5 

66"i9'32"8 

9.961822 

0.489087 

5o"i9'38"5 

58"38'i5"8 

9.931404 

0.489027 

43"  14'   6"i 

5o"46'i7"o 

9.889094 

0.488978 

36"    8'  o"5 

42" 44'  o"8 

9.831608 

0.488939 

29"    l'27"7 

34"32'i4"o 

9-753538 

0.488910 

2i"54'3  3"9 

26"  12'    7"8 

9.644970 

0.488889 

cosi',' 
.Sul)tract. 
cos  jS —  <■ 

)•  sin  ü 

r  cos»! 
y 
w 

9.186385 
9.030390 
8„2i6775 
0.484053 
9-999938 
««712385 
90" 58'  9"i 
27i"55'  6"2 
^"53'i5"3 

9-4447II 

9.804708 

9.035149 

0.471635 

9.997169 

9-530674 

83"27'52"5 

27i"5r4i"4 

355"i9'33"9 

9.603725 

0.134495 

9-364757 

0.450909 

9.986151 

9.860206 

75"36'2S"6 

27i"48'46"4 

347"25'i2"o 

9.716377 
9.828418 

9-544795 

0.420431 

9.965244 

0.040180 

67"22'55"2 

27i"46'2i"5 

339"    9' 16"  7 

9.801003 

9.864215 

9.665218 

0. 378072 

9.932077 

0. 160549 

58" 47'   i"9 

27i"44'25"i 

33o"3i'27"o 

9, 866002 
9.885865 
9.751867 
0.320547 
9.883095 
0.247155 
49" 49'  6"o 
27i"42'54"2 

32l"32'    o"2 

9.915799 

9.899807 

9.815606 

0.242448 

9. 881009 

0.310862 

4o"|3o'2o"5 

27i"4i'45"4 

3i2"i2'   s"9 

9.952909 
9-908957 
9.861866 
0.133859 
9-933598 
0.357099 

30"52'S8"3 
27i"4o'54"i 
302"33'52"4 

r 

}> 
Add. 

0.4841 15 
0.482864 
0.  301655 

0.784519 

0.474466 
0.482789 
0.296888 
0.779677 

0.464758 
0.482725 
0.292139 
0.774864 

0.455187 
0.482669 
0.287507 
0.770176 

0.445995 
0.482625 
0.283101 
0.765726 

0.437452 
0.482590 

0.279047 

0. 761637 

0.429853 
0.482564 

0-275474 
0. 758038 

0.423501 
0.482545 
0.272511 
0.755056 

sm  V 
cos  r 

9.999938 

8„228270 

9.997169 
9.056208 

9.986151 
9-395448 

9.965244 
9-584993 

9-932077 
9-714554 

9-883095 
9.809703 

9.812595 
9. 881009 

9-710358 
9-933598 

Add. 
cos  V  +  cos  ii 

9-949329 
9.135714 

0.148845 
9.593556 

0.209259 
9.812984 

0.240288 
9-956665 

0.259953 
0.060956 

0.273792 
0.139794 

0.283983 
0. 199782 

0.291482 
0.244391 

sin« 
cos  If 

8.702228 
9.999448 

8„9iio77 
9-998553 

9„338o63 
9.989447 

9„55i263 
9.970600 

9„6920I5 
9.939800 

9„79383i 
9.893745 

9„8696j3 

9.827205 

9„9257^7 
9-730984 

tgU 

r  sin  it 

sin «' 

8.284966 
9.186343 
8.585834 

8.284955 

9„385543 
8.585829 

8.284944 
9„8o282i 
8.585818 

8.284944 
o„oo645o 
8.585818 

8.284944 
o„i 38010 
8.585812 

8.284933 
o„23i283 
8.585807 

8.284933 
o„299546 
8.585807 

8.284933 
o„3492i8 
8.585802 

—  (^j  ;  sinfp] 
Ip  4-  '')  sin?' 

■„252234 
0.784457 
8.932775 

•„252348 
0. 776846 
8.932582 

i„252463 
0.76101 5 
8.932401 

i„252575 
0.735420 
8.932230 

i„25268o 
0.697803 
8.932079 

■„252772 
0.644732 
8.931950 

1,1252847 
0.570633 
8.931848 

■„252902 
0.465414 
8-931773 

sm^)  sniii 
—  iktv.fu 

9.230568 
o„o66958 
9.998749 

9.227610 
o„o67ooi 
0. 008323 

9.216413 
o„o67038 
0.017967 

9.195338 
o„o6707i 
0.027482 

9. 162022 
o„o67097 
0.036630 

9.112913 

o„o67ii9 

0.045138 

9.042312 
o„o67i35 
0.05271 I 

8 . 94000 1 
01,067146 

0.059044 

—jJtg'.cp 

■ —  2  COS  cp 

—  2  COS  qp  .  )• 

— ;'tg;.',  rpcour 

Ada. 

9„4I5639 
0« 29465 7 
o„778772 
7.643909 
9.999681 

9„4i537i 
o„294662 
o„769i28 

8„47I579 
0.002183 

9„4i5i26 
o„294668 
o„759426 

8„8i0574 
0.004859 

9„4I4899 
o„294672 

o„749859 
8„999892 
0.007656 

9„4i4-04 
o„294677 
o„74o672 
9„I29258 
0.010498 

9„4I4540 
o„29468i 
o„732i33 
9„224243 
0.013281 

9„4i44^2 
o„294684 
o„724S37 
9„29542i 
0.015875 

9„4i43i8 
o„294686 
o„7i8i87 
9„34-9^6 
0.018131 

0.483563 
0.600509 

0.473019 
o„7997i4 

0.454205 
i„2i7O03 

0.425787 
I „4206 3 2 

0.385795 
■„552198 

0.331197 
■„645476 

0.257058 
■„713739 

0.154485 
'„763416 

1  "  -  ^"^  1 

9„297526 
o„o65707 

9„2946li 
o„075324 

9„ 2 8 3451 
o„o85oo5 

9„262409 
o„094553 

9„229ii9 
o„io3727 

9„i8oo32 

0„II2257 

9„^09447 
o„ 1^9846 

9„00714- 
o„ 126 190 

°«778453 
9.717232 

7-471309 

o„77i3" 
9.709428 
7,1670498 

o„764285 
9.693416 

8„o87765 

o„7575i5 
9.667650 

8„29I394 

o„75ii70 
9.629882 
8„422954 

o„7454i4 
9.576682 
8„5i62i6 

o„7404i2 
9.502481 
8„5844-9 

o„7363i8 
9.397187 
8„634i5i 

9.480504 
1-55382- 

o„3o8556 
1.546405 

o„6479Ii 
1-530753 

o„837568 
1.505326 

o„967234 
1.467858 

■„062475 
1.414914 

'„■33856 

1.3409 16   ; 

i„i 86500 
1-235771 

{cp.l!  l 

0.489175 
9.624951 

0.486326 
0.082T13 

0.475238 
0. 302071 

0.454271 
0.445692 

0.421055 
0.549934 

0.372034 
0.628733 

0.301505 
0.688692 

0.199247 
0.733280 

^J' 

0.241432 

0-241394 

0.241362 

0.241334 

0. 241 312 

0.241295 

0.241282 

0.241272 

243 


@J 

1872 

187 

I 

Mai  30 

•      April  20 

Mär/.  II 

Jan.  31 

DoC.  22 

Nov.  12 

Oct.  3 

Aug.  24 

64i"47I 

52"i6'35"i 

37"29'io"i 

9"  46'   6"6 

I25"48'5  3"7 

2"l2'29"4 

64i"484 
45"    8'48"2 
37"28'4i"6 

9"/46'    S"2 
i25"48'54"o 

2"l2'29"4 

641 "481 
j8"    1'    i"6 
37"28'i7"6 

9"'46'  6"o 
i25"48'54"o 

2"I2'2  9"4 

64i"465 
30"  5  3' 16"  3 
37"27'S4"9 

9" 46'  8"7 
I25"48'53"6 

2"l2'29"4 

64i"439 

23"45'32"6 

37"27'3o"8 

9"46'i2"8 

I25"48'52"8 

2"l2'29"4 

641 "404 
i6"37'5i"4 
3 7" 27'   3"4 

9''46'i8"o 
I25''48'5l"8 

2"l2'29"4 

64i"362 

9"3o'i3"o 

37"26'3i"6 

9"46'23"9 

i2  5"48'5o"6 

2"l2'2  9"4 

64i"3i6 

2"22'37"6 

37"25'54"9 

9"  46' 30"  1 

I25"48'49"3 

2"l2'29"3 

i"    6'i4"7 

4"  53'   3"3 
2.807177 

0.742830 

0.247610 
0.495220 

i"    6'i4"7 
4" 53'  2"6 
2.807186 

0.742821 

0.247607 
0.495214 

1"    6'i4"7 

4" 5 3'   3"o 
2.807184 

0.742823 

0.247608 
0.495215 

l"    6'i4"7 

4"  5  3'   4"3 
2.807173 

0.742834 

0.  24761 1 
0.495223 

I"    6'14"7 
4"  5  3'  6"4 
2.8071SS 

0.742852 
0.24761 7 
0.495235 

i"    6'i4"7 

4"  5 3'  9"o 
2.807132 

0.742875 

0.247625 
0.495250 

i"    6'14"7 
4"53'ii"9 
2.807103 

0.742904 

0.247635 
0.495269 

i"    6'i4"6 
4"53'i5"o 
2.807072 

0.74293s 
0.247645 
0.495290 

9.993657 
9.229599 
4.544024 

9.993658 
9.229582 
4.544007 

9.993658 
9.229592 
4.544017 

9-993657 
9.229625 
4.544050 

9-993655 
9.229675 
4.544100 

9-993653 
9-229739 
4.544164 

9.993651 
9.229811 
4-544236 

9.993649 
9.229886 
4-5443" 

i4"47'25"o 

I7"45'i6"9 

9.484218 

0.488877 

7" 40'  6"6 

9"  13' 3  8"! 
9.205070 
0.488872 

o"32'44"o 

o"39'2S"3 
8.059451 
0.488873 

353"25'2i"4 
352"    5'    ."2 

9,ii  39019 
0.488880 

346" 18'    i"8 

343"32'47"9 

9„452147 

0.488890 

339"io'48"o 

335"   4'59"i 

9m624S9S 

0.488903 

332"    3'4i"4 

326"43'3i"i 

9,1739298 

0.488920 

324"s6'42"7 

3i8"29'57"8 

9,1821270 

0.488939 

9.978806 

9.914791 

9-893597 

9-973095 

9- 9701 39 

0.388817 

21"   o'i6"o 

27."4o'.6"4 

292"4o'32"4 

9-994344 
9.918091 
9.912435 
9.693942 
9.992032 
0.407649 
io"56'3o"6 

27i"39'47"6 
282"36'i8"2 

9.999971 
9.919248 
9.91921g 
8.548324 
9  -  999960 
0.414434 
o"46'47"3 
27i"39'23"6 
272"  26'io"9 

9.995841 
9.918392 
9.914233 
9„627899 
9.994142 
0.409456 
35o"36'36"9 

271" 39'   i"3 
262"i5'38"2 

9.981842 
9.915430 
9.897272 

9„94io37 

9.974416 

0.392507 

34o"3i'32"4 

27i"38'38"o 

252"  io'io"4 

9-957569 

t). 910015 

9-867584 

o„i 13498 

9.940175 

0.362834 

33o"36'42"2 

27i''38'ii"6 

242"i4'53"8 

9.922232 
9-901437 
9.823669 

0„2282l8 
9.890141 
0.318938 

320"s6'28"4 
27i°37'4i"o 
232"  34'   9"4 

9-874452 

9-888353 

9.762805 

0,1 3 10209 

91,873982 

0.258095 

3i:"34'i4"o 

27i"37'  S"6 

223"  1  i'i9"6 

0.418678 
0.482534 

0.270275 
0. 752809 

0.415617 
0.482530 
0.268861 
0.751391 

0.414474 
0.482531 
0.268333 
0.750864 

0.415314 

0.482537 
0.268717 

0.751254 

0.418091 
0.482545 
0.269997 

0.752542 

0.422659 
0.482556 
0.272113 
0. 754669 

0.428797 
0.482571 

0.274975 
0.757546 

0.436227 
0.482588 
0.278468 
0.761056 

9-554417 
9.970139 

9.278325 
9.992032 

8.133850 
9.999960 

9„2I2585 
9.994142 

9„522946 
9.974416 

9,i69o839 
9.940175 

9,i79942i 
9.890141 

9,1873982 
9.821868 

0.296718 
0.275524 

0. 299876 
0. 294220 

0. 301024 
0.300995 

0. 300181 
0.296022 

0.297333 
0.279175 

0.292420 
0.249989 

0.285281 
0.207513 

0.275534 
0. 149986 

9,1965062 
9.586040 

9,1989404 
9.338913 

9„9996o7 
8.628489 

9„996o25 
9,1129263 

9„978622 
9„486oo6 

9,1946930 
9„668o52 

9,1899869 
91,783762 

9,1835313 
9,(862789 

8.284933 
o„383740 
8.585802 

8.284933 
o„40502i 
8.585802 

8.284933 
o„4 14081 
8.585802 

8.284933 

o„4il339 
8.585802 

8.284933 

o„3967i3 
8. 585802 

8.284933 

0,1369589 
8.585802 

8.284933 
o„328666 
8   585802 

8.284922 
0,1271540 
8. 585796 

■„^5^935 
0, 307226 
8.931729 

1„252948 
0.029716 
8.931712 

i„252939 
8.884714 
8.931722 

i„2529'2 
9„963839 
8.931753 

i„252870 
o„275488 
8.931806 

1,1252817 
o„4455o8 
8.931870 

i„25276o 
0,1556967 
8.931942 

1,1252702 
0,1635038 
8.932019 

8. -84Ö16 
o„o67i53 
0.063856 

8.507907 
o„o67i56 
0.066913 

-.363442 
0^067155 
0.068057 

8„4422io 
o„o67i52 
0.067223 

8„75262i 

o„o67146 
0.064454 

8,1920578 
o„o67i38 
0.059897 

9,1029232 
o„o67i28 
o.053-'74 

9„io3868 
o„o67i 18 
0.046361 

9„4'4263 
o„294687 
o„7i3365 
9„384402 
0.019899 

9„4i4242 
o„294688 
0„7I0305 
9„4o6274 
0.021047 

9„4I42  53 
o„294688 
o„709i62 

9„4142I3 
0.021481 

9„4I4290 
o„294687 
o„  7 1 000 1 
9„4o8432 
0.021164 

9„4i435i 
o„294685 
o„7i2776 
9„388767 
0.020123 

9„4I4426 
0,1294683 
0,1717342 
9„3546oi 
0.018441 

9,1414513 
0,1294681 
o„723478 
9,1304654 
0.016249 

91,414607 
0,1294679 
o„7 30906 

9,1236475 
0.013693 

0.004718 
i„797938 

9.754530 
I„8i92i9 

9.042963 
■„828279 

9„544577 
i„825537 

9„904097 
I„8i09ii 

0„09071I 
1,1783787 

o„2i2559 
11,742864 

o„2  99oi6 
I „6 8 5 744 

8„85ii69 
o„i3ioo9 

8„5^5o63 
o„  134069 

7„43°597 
o„i 35212 

8.509362 
o„i 34375 

8.819767 
o„i3i6oo 

8.987716 
o„  12 70 3 5 

9.096360 
o„ 120902 

9. 170986 
0,1113479 

o„733264 

9.23895s 
«„668673 

o„73i352 
8.961428 
8„689954 

o„ 7 3064 3 
f. 816436 
8,1699014 

o„73ii65 
8,(895592 
8„696272 

o„732899 
9„2072g4 
8„68i646 

01,735783 
9,1377378 
81,654522 

o,i739727 
9,1488909 
8,1613599 

o„  7445  99 
9,1567057 
8„556462 

i„223074 
1 .077627 

i„24498o 
0 .8001 34 

i„252899 
9.655122 

i„24-o54 
0,,' 342 14 

I„227286 

I„0458i3 

1,1192992 
I„2I5769 

i„i4290i 
1,132-156 

i„o7457o 
1 „405 152 

0.043294 
0. 764401 

9. 767197 
0. 783092 

8.622723 
0.789868 

9„:'Oi465 
0. ^84902 

0„0T 1836 

0. 768065 

o„ 179742 
0.738892 

01,288341 
0.696433 

0,1362921 
0.638925 

0.241267 

0.241265 

0.241265 

0.241268 

0.241272 

0.241278 

0.241285 

0.241294 

I 


31' 


244 
^1 , 


1  »Mtum 

1875 

1874 

Febr.  24 

Jan. 15 

Dec.  6 

Oct.  27 

Sept.  17 

Aug.  8 

Juni  29  • 

Mai  20 

/So' 
Q. 

sin  (h'—Q.) 

cos  ßa 
cos  {X'„  —  Q.) 

+  I°l6'24"o 

202"47'52"5 

I25"4i'47"3 

77"  6'  5"2 

9.988901 

9-999893 

9-348744 

+  i"i7'i6"7 
I99"46'32"6 

I25"42'2l"3 

74"  4''i"3 
9-982993 
9-999890 
9.438488 

+1"I7'S6"4 
I96"45'i9"i 
i25"42'57"o 

71"  2'22"l 

9.975773 
9.999888 
9.5II772 

+  i''i8'23"i 

19 3" 44'  9"o 

I25"43'39"9 

68"  o'2g"i 

9.967190 

9-999887 

9-573424 

+i''i8'36"8 

i9o"42'59"i 

I25"44'23"2 

64"58'35"9 

9.957193 

9.999886 

9.626327 

+  i"i8'37"5 

i87''4i'46"3 

125"45'  7"6 

6i"56'38"7 

9.945710 

9.999886 

9.672405 

+i"i8'25"o 

i84"4o'27"3 

I25"45'5i"5 

58"54'35"8 

9.932655 

9.999887 
9.712974 

+i"i7'59"4 
i8i''38'59"2 
i25"46'33"o 

55"S2'26"2 

9-917928 
g. 999888 
9.748975 

sin  /Jo' 

cos/5o'sin(^o' — Q] 
Q 
i 

8.346784 
9.999887 
9.988794 

l"l8'22"6 
2"l2'24"l 

-o"54'  i"5 

8.351747 
9.999881 
9.982883 

l"20'2l"8 

2"l2'24"o 

— 0"52'  2"2 

8-355449 
9-999875 
9.975661 

l"22'24"6 
2"l2'23"g 

-o"49'5g"3 

8.357921 
9-999869 
9-967077 

l"24'32"0 
2"l2'24"0 

-o"47'52"o 

8.359185 
g. 999861 

9.957079 
i"26'_45"2 

2"  12'24"l 

-o"45'38"g 

8.35924g 

9.999854 
9.945596 
i"29'  5"4 

2"12'24"5 

— o"43'ig"i 

8.358097 
9.999846 
9.932542 
i°3i'33"9 

2"  I2'25"o 

— o"4o'5i"i 

8.355728 
9.999837 
9.917816 
."34'i2"3 

2"12'25"7 

— o"38'i3"4 

sin  [(l  —  i) 

'J 

cos  [Q  —  i) 

8„i96303- 
9.988907 
9.999946 

8„  1800  ig 
9.983002 
9-999950 

8„i62579 
g. 975786 
9-999954 

8„i43745 
9.967208 
9-999958 

8„i23i38 
9-957218 
9-999962 

8„ioo387 
9-945742 
9-999965 

8„o74926 
9.932696 
9.999969 

8„o46o46 
9-917979 
9-999973 

cosi^i  sinX] 
cosi?]  CÜSii 

9.988853 

9.988904 

9-348637 

77"  6'ii"3 

9.982952 

9.982998 

9.438378 

74"  4'20"0 

9.975740 

9.975782 

9.51 1660 

71"  2'33"6 

9.967166 
9.967203 

9-5733" 
68"  o'43"6 

9.957180 

9.957211 

9.626213 

64"58'54"4 

9.945707 

9.945734 
9. 672291 

6i"57'  o"8 

9.932665 
9.932687 
9.712861 

58" 55'  i"5' 

9.917952 

9.917971 

9.748863 

55"52'56"i 

cos  7i, 

.'1 
sin7?i 

9-999949    9-999954 
0.736575    0.736732 
8„i852io    8„i63o2i 

9-999958 
0.736828 
8„i 38365 

9-999963 
0.736862 

8„i 10953 

g. 999969 
0.736835 
8„o8o356 

9-999973 

0.736747 
8„046i29 

9999978 
0.736597 
8„oo7622 

9.999981 
0. 736386 
7„964025 

Xi  — u 

C0S(i|— ?<) 

»•i  cosi?i 

sin  (X,  —  ?<) 

336"i2'27"7  338"i7'22"2 
9.961428    9.968046 
0.736524    0.736686 
9„6o576o  i   9„568i04 

34o"2i'5o"o 
9.973980 
0.736786 
9,1526398 

342".26'4g"2 

9-979293 
0. 736825 

9„479414 

344"3  3'i8"i 
g.g84026 
0.736804 
9„425392 

3  46"42'i3"5 
9. 988200 
0.736720 
9„36i702 

348"54'34"9 
9-991813 

0.736575 
9„284io6 

35i"ii'24"2 
9.994846 
0.736367 
9„i85i38 

fi 

r 

Subtract. 

0.697952    0.704732 
0.564024    0.564810 
9.557770    9-579939 

0.710766 
0.564880 
9.601214 

0. 716118 
0.564233 
9.621883 

0. 720830 
0.562874 
g. 642120 

0. 724920 
0. 560804 
g. 662006 

0.728388 
0. 558026 
9.681550 

0.731213 

0.554544 
g. 700700 

',1 

0.121794 
9„932870 
o„342284 

0.144749 

9„g 15084 
o„30479o 

0. 166094 
g„892648 
o„263i84 

0. 1861 16 
9„864024 
o„2i6239 

o-204gg4 
9.869831 
o„i62ig6 

0.  222810 
g.9028gi 
o„og8422 

0.239576 

9-932445 
o„02o68i 

0.255244 
9-957705 
9„92i5o5 

()  cos  !^ 

l-'l 

0.409414  j  0.389706 
g. 999770    9-999773 
8„g2T785  1   8„899753 

0.370536 
9.999778 
8„875I93 

0.352215 
9.999788 
8„8478i5 

0.335163 
g.g998oo 
8„8i7i9i 

0.319919 
9-999817 
8„782876 

0. 307131 
9.999838 
8„7442i9 

0297539 
9.999861 
8„7004ii 

ri-3 
Sul)tract. 

9-59°356 
8.771068 

7-790275 
9.952055 

9.610067 
8.830201 
7.789804 
9.958508 

9.629242 
8.887726 
7.789516 
9.963901 

9-647575 
8.942719 
7.789414 
g.g68362 

9.664637 
8-993911 
7.789495 
9.971991 

9.6798g8 
9.039694 

7-789759 
9.974860 

9.692707 
9.078121 
7.790209 
9. 977022 

9.702322 
9. 106966 
7.790842 
9.978503 

A' 

Subtract. 

8.723123  1  8.788709 
9.421075    9.493441 
9.335092    g.395011 
9.340328  1  9.405486 

8.851627 
9-562393 
g. 452606 
9.458817 

8.911081 
9.62719g 
9.506952 
g. 503800 

8.965902 
9.686732 
9-556785 
9.542573 

9.014554 

9-7394-4 
9.600498 
9.576496 

9.055143 

9.783531 
g. 636147 
9.606441 

9.085469 
9.816682 
9.661510 
9-632923 

A'„ 

*;, 

Wo 

irk"m^  :   ]/;) 

8 .675420 
9^065407 
7,1644908 
1.890757 

8.800497 

9„093499 
7„688462 

1.890685 

8.911423 
g„i 1481 1 
7„72682o 

1  .890609 

g. 010752 
g„i27320 
7„758896 
1 .890528 

g. 099358 
9„ 128098 
7„783og3 
1.890447 

9.176994 
g„ii2976 
7„79743o 
1 . 890367 

9.242588 
97,075824 
7„799362 
1 .890292 

9-294433 
9„oo6974 
7„78588o 
1 .890227 

W 

0. 566177 
o„956i64 
9„53S665 

0.691182 
o„g84i84 
9h579147 

0.802032 
i„oo542o 
9„6i7429 

0.901280 
i„oi7848 
9„649424 

0.989805 
i„o 18545 
9,i673S4o 

I .067361 
'«003343 
9k687797 

1 . 132880 
o„966ii6 
9„6896S4 

1.184660 
0,1897201 
9„676io7 

+   o"2  38 
—  32"o83 

+   o"i40 
—  35"994 

4-   o"oi8 
-  39"5i6 

—  0"l26 

—  42"35o 

—  o"287 

-  44"<38 

-  o"4Si 

-  44"5I5 

—  o"6o5 

-  43"i64 

-  o"727 

—  39"924 

Jim 
jf.. 

-|-   0"l052 

+  8"7345 
+   8"83g7 

+  o"o524 
+  9"3oi7 
+  9"354i 

—  o"o458 
+  9"7685 
+  9"7227 

—  o"i994 
+  io"o695 
+  g"8-oi 

—  o"4i66 
+  io"iig8 
+  9"7032 

—  o"7007 
-1-   g"82o8 
+  g"i2oi 

—   i"0456 
+  9"o740 
-H   8"o284 

—  i"4309 
+  7"8o65 
+  6"3756 

JL, 
JL.. 
JL, 
JL 

—  25"6i2  1—  34"2ii 
+   o"747  ;+   o"2g8 

—  o"o24  1 —   o"o27 

—  24"88g  1—   33"940 

—  44" 169 

o"2I2 

—  o"o2g 

-  44"4io 

—  55"445 

—  o"7S5 

—  o"o3i 

—  56"2  3i 

—  i'  7"8o7 

—  l"287 

—  o"o33 

—  i'  9"i27 

—  i'2o"745 

—  i"744 

—  o"o33 

1  '22"522 

—  i'33"395 

—  2"o47 

—  o"o32 

—  ''35"474 

—  i'44"52i 

—  2"I13 

—  o"o3o 

—  i'46"664 

Jtt, 
Jn 

+  I'  3"63i 
+  49"° 34 
+  i'52"64i 

+  i'25"749 
+  I9"6=3 
+  i'45"345 

+  i'5o"g90 

—  I3"999 
+  i'36"962 

+  2'i8"8oi 
—  5o"o73 
+  i'28"697 

+  2'4:-"998 
—  l'25"68o 

+  l'22"285 

+  3'i6"585 
—  i'56"587 
+  i'i9"965 

!+  3'4i"668 
—  2'i7"405 
+  i'24"2  3i 

-f-  3'59"64i 

—  2'22"3S5 

+  i'37"256 

J  rp 

—   i"597 
+   55"029 
+  53"432 

—   o"797 
+  59"329 
+  58"532 

-f-   o"698 
+  I'  2"378 
+  1'  3"076 

+   3"o46 
+  1'  3"659 
+  1'  6"705 

4-   6"38o 
+  1'  2"622 
j+  1'  9"oo2 

+   lo"7  58 
+  58"778 

+  i'  9"536 

1 

-f-  i6"ogo 
\+     5i"859 
1+1'  7"949 

-f-   22"o68 

-|-  42"oo6 
+  I'  4"o74 

245 


2^2 


i874 

1873 

April  lo 

Mürz  I 

Jan.  20 

Dec.  II        Nov.  I 

Sept.  22    1   Aug.  13    1 

Juli  4        Mai  25    1 

+  i"l7'2o"7 

I78"37'i9"2 

i25"47'io"5 

52"  50'  8"7 

9.901408 

9.999890 

9.781111 

+  i''i6'29"o 

175"35'24"2 

I25"47'42"i 

49"  4  7 '42"  1 

j. 882946 

9.999892 

9.809913 

+  i"i5'24"6 

.72"33'""4 

I25"48'  7"2 

46" 45'  4"2 

9.862361 

9-999896 

9-835797 

+  i"i4'  7"o  +i"i2'36"6 
i69"3o'37"4  i66"27'39"3 
I25"48'25"2   I25"48'37"i 

43"42'l2"2    40°39'  2"2 

9.839431    9-813877 
9.999899    9-999903 
9.859094    9.880068 

-f-i"io'53"6 

i63"24'i4"2 

125"48'43"6 

37"35'3o"6 

9-785353 
9.999908 
9.898932 

+  1"  8'58"4 

160"  20' 19"! 

125"48'46"8 

34"3i'3^"3 

9-753411 

9.999913 

9.915860 

+  1"  6'5o"8 

157"l5'5i"6 

12  5''48'47"8 

3i"27'  3"8 

9-717479 

9.999918 

9.930993 

+  1"  4'3i"2 

i54°io'48"3 

125"48'47"8 

28"  22'  o"5 

9.676798 

9.999924 

9-944445 

8. 352122 
9-999827 
9.901298 
i"37'  2"8 

2''l2'26"5 

— o"35'23"7 

8.347257 
9.999816 
9.882838 
i°4o'  7"9 

2"l2'27"3 

-o"32'i9"4 

8.341121 
9.999803 
9.862257 
i''43'3o"9 

2"  12'2  8"o 

-o"28'57"i 

8.333608 
9.999788 
9.839330 
I"47'i5"2 

2"l2'28"7 

— o"2  5'i3"5 

8. 324690 
9-999772 
9.813780 
i"'5r26"3 

2°.2'29"3 

— o"2i'  3"o 

8.314301 
9.999752 
9.785261 
i»56'ii"i 

2°  12'29"7 

— o"i6'l8"6 

8.302378 
9.999728 
9-7533^4 
2»  i'39"6 

2°12'29"9 

— o"io'5o"3 

8.288778 
9.999699 
9-717397 
2"  8'  4"3 

2"l2'30"0 

-0»  4'25"7 

8.273395 
9.999662 
9.676722 
2»15'44"6 
2"  i2'3o"o 
+0"  3'i4"6 

8„oi266o 
9.901471 
9-999977 

7„973236 
9.883022 
9-999981 

7„925  395 
9-862454 
9.999985 

7„865553 
9-839542 
9.999988 

7„786976 
9.814008 
9-999992 

7„676l78 
9.785509 
9-999995 

7„498688 
9-753596 
9.999998 

7„109967  1   6.974718 
9.717698     9.677060 
0.000000     0.000000 

9.901448 

9.901463 

9. 781001 

52"5o'43"o 

9.883003 

9.883014 

9.809805 

49"48'2o"7 

9.862439 
9.862447 
9-835693 

46"45'47"4 

9.839530 

9.858998 

9-858993 

43"42'59"8 

9.814000 

9.879974 

9-879971 

4o"39'53"7 

9.785504 

9.898841 

9.898840 

37''36'26"4 

9-753594 

9-915773 

9.915773 

34"32'32"2 

9.717698 

9.930911 

9.930911 

31" 28'  7"4 

9.677060 

9.944369 

9.944369 

28"  23'  7"6 

9.999985 
0.736113 
7„9i4i3i 

9.999989 
0.735780 
7„856258 

9.999992 

0.735387 
7„787849 

9-999995 
0.734934 
7„705095 

9.999997 

0.734427 
7„6oo984 

9.999999 
0.733864 
7„46i68  7 

0.000000 
0.733246 
7„2 52284 

0.000000 
0.732574 
6„827665 

0 . 000000 
0.731849 
6.651778 

353"33'44"9 
9-997253 
0.736098 
g„o49682 

356"  2'42"2 
9.998964 
0.735769 
8„838673 

358"39'26"2 
9.999881 
0.735379 
«„369824 

i"25'  9"o 
9.999867 

0.734929 
8.393866 

4°  21'  7"7 
9.998746 

0.734424 
8.880163 

7"28'44"2 
g. 996290 
0.733863 
9.114484 

lo°49'22"9 
9.992205 
0.733246 
9.273640 

14"  24' 31  "8 
9.986120 
0.732574 
9-395919 

18»15'39"8 
9-977558 
0.731849 
9.496026 

0.733351 
0.550361 
9-719346 

0.734733 
0.545486 
9-737300 

0.735260 
0.539926 
9-754314 

0.734796 

0.533695 
9.770054 

0.733170 
0.  526815 
9.784086 

0.730153 
0.519309 
9.795855 

0.725451 
0.511223 
9.804600 

0.718694 
0.502607 
9-809359 

0.709407 
0.493537 
9.808805 

0.269707 
9-977792 
9„78578o 

0.282786 
9.991837 
9„ 5 74442 

0.294240 
9.999092 
9„io5203 

0.303749 
9-999032 
9.128795 

0. 310901 
9.991380 
9-614587 

0.315164 
9.976068 
9.848347 

0.315823 
9.953104 
0.006886 

0.31 1966 
9.922394 
0.128493 

0.302342 
9-883542 
0.227875 

0.291915 
9.999887 
8„650244 

0.290949 

9-999913 
»„592038 

0. 295148 
9.999938 
8„523236 

0.304717 
9-999959 
8„440029 

0.319521 
9-999977 
8„33  54ii 

0-339096     0.362719 
9.999989     9.9g9996 
8„i9555i     7„985530 

0.389572 
0.000000 
7„  5 602 3 9 

0.418800 
0 . 000000 
7-383627 

9.707972 
9.123916 
7.791661 
9.979306 

9.  708964 
9. 126892 
7.792660 
9.979402 

9.704790 
9-114370 
7.793839 
9.978726 

9.695242 
9.085726 
7.795198 
9.977164 

9.680456 
9.041368 

7-796719 
9-974543 

9.660893     9.637277 
8.982679     8.911831 

7.798408     7.800262 
9.970615     9.965040 

9.610428 
8.831284 

7.802278 
9-957349 

9. 581200 
8.743600 
7.804453 
9.946923 

9. 103222 
9-836573 
9-674277 
9.656197 

9. 106294 
9.841027 
9.672378 
9.676250 

9.093096 
9.828356 
9.654296 
9.692848 

9.062890 
9.797686 
9.619421 
9.-05459 

9.015911 
9.749081 
9.568183 

9.713232 

8.953294     8.876871 
9.683447     9.602322 
9.501988     9.423054 
9.714879     9.708432 

8.788633 
9.507327 
9-333891 
9.690955 

8.690523 
9.399930 
9-237137 

9-657787 

9.3304-4 
«„889002 
7«753466 
1.8901-4 

9.348628 
8„68o736 
7„698332 
1 .890136 

9-347144 
»„198299 
7„6i6332 
1 .890117 

9.324880 
8. 191685 
7„5029I9 
1 .8901 17 

9.281415 
8.630498 
7„35I322 
1 .890132 

9.216867 
8.801641 
7„148845 
1 .890161 

9. 131486 
8.883757 
6„ 8 6 2401 
1 .890198 

9.024846 
8.917126 
6„348872 
I .890241 

8.894924 
8.918398 
6.074150 
1 .890283 

1.220648 
o,„779i76 
9„643640 

1.238764 
o„57o872 
9„588468 

I . 237261 
o„o884i6 
9„ 506449 

1.214997 
0.081802 
9„393036 

1.171547 
0.520630 

9n24l454 

I . 107028 
0.691802 
9„o39oo6 

1.021684 
0.773955 
8„752599 

0.915087 
0.807367 
8„239ii3 

0.785207 
0.808681 
7.964433 

-  o"798 

—  34"890 

—  o"8o5 

—  2  8"504 

—  o"743 

—  21 "500 

—  o"625 

—  14"7  56 

-  o"473 

—  9"oi4 

—  o"3i3 

—  4"7II 

—  o"i68 

—  i"9i6 

-  o"o53 

—  0"420 

+     0"02  8 

+   o"i3i 

^   i"8i97 
+  6"o074 
+  4"i877 

—  2"i6i6 
+  3"-6ii 
4-  i"5995 

—  2"403i 

+   i"2  54S 

—  i"i486 

—  2"5032 

—  i"2534 

—  3"- 566 

-  2"4463 

-  3"4978 

-  5"944i 

—  2"2468 

—  5"2778 

—  7"5246 

—  r'9416 

—  6"4962 

—  8"4378 

—  i"5773   —   i"i983 

—  7"i55-   —  7"3282 

—  8"7330   —  8"5265 

—  i'52"645 

—  i"875 

—  o"o2  6 

—  i'54"546 

—  i'56"356  —  i'54"736 

—  i"3i5  ' —   o"48o 

—  o"021  ' —    o"oi6 

—  i'57"692  '—  i'55"232 

—  i'47"728 
+   o"5.4 

—  o"oii 

—  l'4-"225 

—  i'36"226 
+   I"5I2 

—  o"oo7 

—  i'34"72i 

—  l'2l"797 

+   2"368 

—  o"oo3 

—  ■'i9"432 

—  1'  6"2i8 
+   2"98o 

—  o"ooi 

—  1'  3"239 

—  5i"oo8   —  37"22o 
+   3"307   +   3''362 

o"ooo  i      o"ooo 

—  47"70i  '  —   33"858 

+  4'  6"8u 
—  2'  6"784 
+  2'  o"ooi 

+  4'  o"474  +  3'4o"o65 
—  i'29"i62  —   32"6i5 
+  2'3i"29i  +  3'  7"434 

+  3'  7"79o 
+  35"o27 
+  3'42"8o6 

+  2'28"2i9   -f  i'46"958 
+  i'43"228   +  2'4i"87i 
-+-  4' 11  "440   +  4'2  8"826 

+  1'  9"o8o   +   38"o4i 
+   3'23"948   +  3'46"578 
+  4'33"o27   +  4'24"6ig 

+   15"433 
+  3'5o"545 
■4-  4'  5"977 

+   28"l20 

+  29"95  3 
+  58"o73 

+  33"4S9 
+   i7"o56 

+  5o"5i5 

+   37"248 
+    5"o59 
+   42"307 

+  38"839 
-   4"368 
+   34"47i 

+   37"984 
—  io"i36 
+   2  7"848 

+  34"903 

I2"o26 

+   22"877 

+   3o"i7i 
—   io"6i8 
+   I9"55  3 

+   24"515 
—   6"966 
+   17"549 

+   i8"627 

-     2"232 

+   i6"395 
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DaUau 

1873 

1872 

April  15 

Mära  6 

Jan.  35 

Dec.  16, 

Not.  6 

Sept.  27 

Aug.  18 

Jnli  9 

Q 
sin(V— ß) 

cos/?!,' 

cos  (;io'  —  Q.) 

cos    ().(]' —  Q) 

+  1»    2'  o"o 

151"    5'   7"i 

125"48'47"6 

2  5"i6'i9"5 

9.630344 

9.999929 

9.956308 

+o"59'>7"4 

I47"58'45"3 

I25"48'47"7 

22"   9'57"6 

9.576677 

9-999935 

9.966655 

+o"56'2  3"4 

'44"5i'4o"o 

I25"48'48"i 

19"    2'5i"9 

9.513692 

9.999942 

9-975545 

+o''53'i8"8 

.4i"43'48"6 

I2  5''48'48"9 

I5"54'59"7 

9-438127 

9.999948 

9.983022 

+o°5o'   3"6 

138" 35'  8"5 

125"48'49"9 

I2"46'i8"6 

9-344528 

9-999954 
9.989120 

+o»46'38"4 
I35"25'37"6 
I25"48'5i"i 
9"36'46"5 
9.222693 
9  -  999960 
9.993858 

+o"43'   3"8 
I32»i5'i3"8 
125"48'52"2 
6"26'2I"6 
9.049804 
9.999966 
9.997252 

+0"  39'2o"i      ' 
129"    3'54"8 
125"48'53"2 
3"  15'   i"6 
8.753587 
9.999972 
9-999301 

sin  ,%' 

cos;5()'sin(io' — Q) 
Q 

l 

X. 256094 
9.999613 
9.630273 
2° 2 5'  9"4 

2"l2'3o"o 

o"i2'39"4 

8. 2 3 6686 

9-999547 
9.576612 
2° 37'    3"2 

2"l2'29"9 

o"24'33"3 

8.214909 
9.999452 
9-513634 
2°52'39"4 

2"l2'29"7 

0-40'  9"7 

8.190545 
9.999307 
9.438075 
3°i4'i2"9 

2''l2'29"7 

1»    i'43"2 

8.163201 
9.999059 
9.344482 
3° 46'  8"o 

2°12'29"6 

l°33'38"4 

8.132471 
9.998572 
9.222653 
4"38'42"i 

2"l2'29"5 
2"26'l2"6 

8.097822 
9-997308 
9.049770 

6"22'24"6 
2»I2'29"5 

4"    9'5S"i 

8.058495 
9.991331 

8-753559 
ii''24'34"o 

2"l2'29"4 

9" 12'  4"6 

sin  {(J—i] 

<l 

cos  {(i — /) 

7.566044 
9.630660 
9.999997 

7.853862 
9.577065 
9.999989 

8.067528 
9.514182 
9.999970 

8.254129 
9.438768 
9.999930 

8-435134 
9-345423 
9.999839 

8.628572 
9.224081 
9.999607 

8.861142 
9.052462 
9.998851 

9-203857 
8.762228 
9-994376 

cos  2^1  sin/y] 
cos  B\  cos  J>i 

9.630657 

9.956238 

9-956237 

2  5"i7'3o"o 

9-577054 
9.966592 
9.966590 

22"ll'll"0 

9.514152 

9-975490 

9-975487 

19"    4'  7"9 

9.438698 
9.982975 
9.982970 

I5"56'l7"9 

9.345262 

9.989082 

9.989074 

12"47'38"5 

9.223668 
9.993830 
9.993818 

9" 38'   7"6 

9.051313 
9.997232 
9.997218 
6"27'43"4 

8.756604 
9.999291 

.      9-999273 

3"i6'23"7 

cos  7^1 

.  '■• 
sin  B^ 

9.999999 
0.731074 
7.196704 

9.999998 
0.730250 
7-430927 

9-999997 
0.729380 
7.581710 

9-999995 
0. 728465 
7.692897 

9.999992 
0.727507 
7.780557 

9.999988 

0. 726509 

7.852653 

9.999986 

0-725473 
7.913604 

9-999982 
0.724406 
7.966085 

cos  [L\  — «) 
Ci  cos  B\ 

sin  (Z,  —  «) 

22°24'l4"7 

9.965916 
0.731073 
9.581080 

26"5i'37"i 
9.950419 
0.730248 
9.654962 

3i"38'55"9 
9.930072 
0.729377 
9.719921 

36''47'  i"2 

9-903579 
0.728460 

9-777278 

42"i6'ii"5 
g. 869223 

0.727499 
9-827772 

48"    6'   7"4 
9.824650 
0.726497 
9.871769 

54"i5'3  7"5 
9.766488 

0-725459 
9.909385 

6o"42'3l"3 
9.689531 
0.-T24388 
9-940588 

.Subfract. 

0.696989 

0.484II5 

9.801 I I 5 

0.680667 
0.474466 
9.783679 

0.659449 
0.464758 
9-752538 

0.632039 
0.455187 
9. 701248 

0.596722 
0.445995 
9.617948 

0.551147 
0.437452 
9.476043 

0.491947 
0.429853 
9.186685 

0.413919 
0.423501 

8.348455 

'/i 

0.285230 
9. 862530 
0.312153 

0.258145 

9-903853 
0.385210 

0.217296 
9.935872 
0.449298 

0.156435 
9.960379 
0.505738 

0.063943 
9.978500 
0.555271 

9-913495 
9.990920 
0.598266 

9.616538 
9.998013 
0.634844 

8„762374 
9.999966 
0 .664976 

^1  cos  * 

0.449623 
9.999998 

7.927778 

0.481357 

9-999995 
8.161177 

0.513426 
9.999992 
8.311090 

0-545359 
9.999988 
8.421362 

0.576771 
9.999984 
8.508064 

0.607346 
9.999981 

8.579162 

0.636831 
9.999978 

8.639077 

0.665010 
9.999976 

8 .690491 

(.-3 

r,-3 
Siibtract 

9-550375 
8.651 125 
7.806778 
9.932928 

9.518638 
8.555914 
7.809250 
9.914238 

9.486566 

8.459698 
7.811860 
9.889308 

9.454629 
8.363887 
7.814605 
9.855940 

9.423213 
8.269639 

7.817479 
9.810868 

9-392635 
8.177905 
7.820473 
0. 106314 

9-363147 
8 .089441 
7.823581 
9.926559 

9-334966 
8.004898 
7.826782 
9-705015 

7i 

liA' 

Siibtract 

8.584053 
9.281042 
9.135240 
9.600918 

8.470152 
9.150819 
9.030380 
9.504592 

8. 349006 
9.008455 
8.924456 
9.329167 

8.219827 
8.851866 
8.819074 
8.894486 

8.080507 
8.677229 
8.715634 
8.965950 

7.926787 

8-477934 
8-615357 
9.570796 

7.750140 
8.242087 
8.519294 
9.950990 

7-531797 
7.945716 

8-428399 

9.826663 

8.736158 
8.896206 
6 .  5  1 1 8  3 1 
1 .890323 

8.534972 
8.855362 
6.631329 
1 .890361 

8.253623 

8.798304 
6.660096 

1.890393 

7-713560 
8.725565 
6.641189 
I . 890421 

7„643179 
8.635778 
6.588571 
1.890443 

8„04873o 
8.525053 
6.505949 
1 . 890460 

8„  19 307 7 
8.384984 
6   389217 
1.890473 

8„2  5  5o62 

8.196773 
6.222288 

I . 890483 

0.626481 
0. 786529 
8.402154 

0.425333 
0.745723 
8.521690 

0 . I 440 I 6 
0.688697 
8.550489 

9.603981 
0.615986 
8.531610 

9„533622 
0.526221 
8.479014 

9„939i90 
0.415513 
8.396409 

o„o8355o 
0.275457 
8.279690 

o„i45545 
0.087256 
8.H2771 

JQ. 



-f-       o"o77 
-{-       o"ioi 

+       o"o99 

o"2IO 

H-       o"ioi 

-        o"585 

-h       o"o9i 
—       o"896 

+       o"o73 

-        i"07  5 

+       o"053 
—        i"ioi 

4-       o"o34 
—       o"985 

+      o"oi9 

—       o"7  52 

^/'. 
_/»., 
_/',< 

—  o"8395 

—  7"ii6o 

—  7"9555 

—  o"5247 

—  6"6229 

—  7"i476 

—  o"2676 

—  5"9388 

—  6"2o64 

—  o"o73  5    -h     o"o579 

—  5"i35o    -     4"2653 

—  5"2o85    —     4"2074 

-H     o"i3i6 

—  3"37ii 

—  3"2395 

-f-     o"i56o 

—  ^"4849 

—  2"3289 

+     o"i42i 

—  i"6347 

—  i"4926 

JL 

—  2 5 "406 
+        3" 190 

o"ooo 

22"2l6 

—  15"727 

+          2"852 

o"ooo 

—  I2"87  5 

-  8"o97 

+           2"4I1 

o"ooo 

—  5"686 

—  2"299 

+       i"92i 

—  o"oo 1 

—  o"379 

+        i"927    1+        4"837 
+        i"433    +        o"982 
—       o"ooi     —        o"ooi 
+        3"3  59    +        5"8i8 

+       6"667 
+       o"6oo 
—        o"ooi 

+      -"266 

+        7"6i8 
+       o"3o5 
—       o"ooi 

+           7"922 

Ja 

+        i"279 
+   3'38"955 
4-   3'4o"2  34 

—        5"419 
+    3'i5"942 
•4-   3'io"523 

—        6"i93 
+   2'45"749 
+   2'39"556 

—       2"764    -+-       3"i69    +      io"o38 
+   2'i2"225   4-   i'38"646  +    1'  7"675 
-^-   2'   9"46oi4-    l'4i"8i4l+    i'i7"^i2 

+      i6"497 
+     4i"340 
+      57"836 

+     2i"48l 
+      21 "039 
+     42"5i9 

+      >3"o5i 
+       ^"579 
+      ■5"630 

+        8"i59 
+        6"737 
+      I4"896 

+       4" 162 
+        9"790 
+      13"952 

+        i"i44 
+      ii"526 
+      i2"67o 

—        o"90i 
+      ""917 
+      ii"oi6 

-        2"o47 
+      ii"o73 
+       9"026 

2"42  7 

+        9"2o8 
+        6"78i 

+       4"403 
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21-4 


I 

i72 

1 

871 

Mai  30 

j         April  20 

März  II 

Jan.  31 

Dec.  22 

1        Nov.  12 

Oct.  3 

Aug.  24 

+o'>35'28"o 

.2  5°5,'38"7 

I2  5''48'53"7 

0"    2'45"o 

6.903059 

9-999977 
0.000000 

■4-o»3i'27"8 

122°38'23"2 

i25"48'54"o 

356"49'29"2 

8^743429 

9.999982 

9-999333 

+o<'27'2o"5 

119°  24'   6"7 

i25''48'54"o 

353°35'i2"7 

9«o48o4i 

9-999986 

9-997274 

+0023'  6"7 

116"    8'48"o 

125"48'53"6 

350°19'54"4 

9„225i6i 

9.999990 

9-993787 

+o''i8'46"7 

112"52'25"3 

125"48'52"8 

347"    3'32"5 

9ii350i45 

9-999993 

9.988827 

+o''i4'2i"8 

Io9"34'57"4 
I25°48'5i"8 
343" 46'  5"6 

9,1446419 
9.999996 
9.982334 

+0°   9'52"S 
io6"i6'23"o 
i25"48'5o"6 
34o"27'32"4 
■     9„524372 
9.999998 

9-974237 

+0"   s'i9"6       ' 
102"  56'4i"4 

I2S"48'49"3 
337"    7'52"i 

9,1589529 

9.999999 

9 . 964447 

8.013539 

9.998699 

6. 903036 

85"33'59"2 

2''l2'29"4 

83°2i'29"8 

7.961525 
9m994I5> 

8„7434il 
170"  37'    2"l 

2"I2'29"4 

i68°24'32"7 

7.900546 

9«998902 

9„048o27 

I75°55'37"4 

2»I2'29"4 

I73"43'   8"o 

7.827554 
9,1999653 
9„225I5I 

177"42'27"3 

2"  I2'29"4 

>75''29'57"9 

7-737381 

9„99987> 

9,1350138 

178" 36'   9"8 

2".2'2y''4 

1  76"  2  3  '4o"4 

7.620980 

9„999952 

9,14464  >  5 

179"    8'37"i 

2"l2'29"4 

176"  56'    7"7 

7-458263 

9,1999984 

9„524370 

i79"3o'28"6 

2"l2'29"4 

I77"i7'59"2 

7. 190181 

9„999997 

9,1589528 

I79"46'i7"6 

2"  12'29"3 

i^7"33'48"3 

9.997076 
8.014840 
9.063185 

9-303033 
8.749260 
9„99I052 

9.039043 
9.049125 
9„997  38  5 

8.894700 
9.225498 
9,1998659 

8.798549 
9.350267 
9„999140 

8. 728034 
9-446463 
9,i999379 

8.673116 

,    9-524386 

9,i9995i8 

8.628528 
9.589531 
9„999607 

7 .078025 
0.000000 
9.999977 
0»    4'   6"9 

8„7403'2 

9-999342 

9-999315 

356"5o'5o"3 

9„0465io 

9.997293 

9.997260 

353"36'32"5 

9,1224157 
9.993815 

9-993777 
35o"2ri2"4 

9„349407 

9.988863 

9.988820 

347"    4'48"2 

91,445842 

9.982379 

9.982330 

343"47'i8"6 

91,523904 
9.974289 

;    9-974235 

1    34o"28'42"2 

9,1589138 

9.964506 

9.964446 

337"    8'58"5 

9-999977 
0.723308 
8.011916 

9-99997  3 
0.  722180 
8.052293 

9.999967 
0. 721028 
8.088168 

9.999962 
0. 719851 
8. 120198 

9-999957 
0, 718657 
8.148816 

9-999951 

0.717448 

t        8.174497 

i        9-999946 
0.716231 
8. 197502 

9.999940 
0. 715006 
8.218059 

67"23'34"5 
9.584794 
0.723285 
9.965278 

74" 14' 32"! 
9.433882 
0.722153 
9.983364 

8i"io'2i"6 
9.185987 
0.720995 
9.994826 

88"    s'34"2 
8.522185 
0.719813 
9-999759 

94"54'37"8 
8„93247l 
0. 718614 
9.998403 

ioi"32'24"8 

9»3on5i 

0.717399 
9.991131 

107"54'32"8 

9,1487856 
0.716177 
9.978429 

ii3"57'38"9 
9„6o8646 
0.714946 
9.960862 

0.308079 
0.418678 
9.462439 

0.156055 
0.415617 
9.912727 

9.906982 
0.414474 
9.838333 

9.241998 
0.415314 
9.969838 

9,1651085 
0.418091 
0.068556 

o„oi855o 
0.422659 
0.144374 

0„20403  3 
0.428797 
0.203029 

01,323592 
0.436227 

0-248354 

9„7705i8 
9.996856 
0.688563 

o„o68762 
9.988730 
0.705517 

o„2528o7 
9.975668 
0. 715821 

0,1385152 
9.95^825 
0.7195-2 

o„486647 

9-935454 

0.717017 

0,1567033 
9.908906 
0. 708530 

0,1631826 
9.878614 
0.694606 

o„68458i 

9,1853827 
0.675808 

0.691 707 

9-999973 
8.735224 

0.716787 
9.999972 

8.774473 

0.740153 
9.999970 
8.809196 

0.761747 
9.999969 
8 . 840049 

0.781563 
9.999968 

8.867473 

0.799624 
9.999967 
8.89194s 

0.815992 
9.999966 
8.913733 

0.830754 
9.999965 
8-933065 

9. 308266 

7.924798 
7.830076 
9.386889 

9.283185 

7-849555 
7.833460 

8.576973 

9.259817 

7-779451 
7.836916 
9. 150667 

9.238222 
7. 714666 
7 . 840447 
9. 526238 

9.218405 
7.655215 
7.844029 
9.736071 

9-200343 
7.601029 
7.847656 
9-883391 

9.183974 
7.551922 
7.851307 
9.996704 

9. 16921 I 

7.507633 
7.854982 
0.088171 

7.216965 
7.525044 
8.343476 
9-928445 

6.410433 
6.566468 
8.265172 
9.991221 

M30118 
6„837ioo 

8.193925 
0.018689 

7,1240904 
6,1482902 
8. 129980 
0.009679 

7„39i286 

7.042371 
8.073306 
9-957547 

7,1484420 
7.502970 
8.023688 
9.844169 

7,1548626 
7-752659 
7.980719 
9-839273 

7„5958o4 
7.919396 
7.943860 
8.763033 

«„271921 
7.905528 
S. 952189 
1.890488 

8„256393 
7.115950 
S. 184906 

1 .890490 

8„2i26i4 

■      7„645939 

5„7393i4 

I .890490 

8,1  "39659 
7,1960476 
61,080953 
1 .890487 

81,030853 
8„io8303 
6,1258759 
I .890483 

7,1867857 
8„i929SO 
6,1376365 
1.890477 

7mS9'932 

8„243232 

6,1462359 
I .890470 

6,1682429 
8„27l6i2 
6,1528869 
1 .890461 

o„i62409 
9. 796016 
7.842677 

o„i46883 
9.006440 
7.075396 

0,^  1 0  3 1 04 

9«536429 
7„6298o4 

0,1030146 
9,1850963 
7„97I440 

9,1921336 
9,1998786 
«„149242 

9,1758334 
0,1083427 
8„z66842 

9,1482402 
0,1133702 
«„352829 

81,572890 
o„i62073 
«„419330 

+       o"oo7 
—       o"437 

+       o"ooi 
—       o"o78 

o"ooo 
+       o"287 

+       o"oo3 
+       o"627 

-|-       o"oii 
+       o"9i2 

+       o"o2  3 
+        I"I24 

+       o"o37 
+        i"247 

+       o"o52 
+       i"274 

-H     o"io32 

—  o"8453 

—  o"742i 

-\-     o"o527 

—  o"i382 

—  o"o855 

-f-     o"oo34 
+     o"4695 
+     o"4729 

—     o"o346 
+     o"9668 
+     o"9322 

—     o"o55i 
+     i"3502 
+      i"295> 

—     o"o557 
+      i"6235 
+      i"5678 

—     o"o379 
+      i"7972 
+      l"7593 

—     o"oo55 
+      l"886o 
+      i"88o5 

+        7"865 

+       o"io8 

o"ooo 

+       7"973 

+       7"555 

+       o"oo9 

o"ooo 

+       7"564 

-f       6"8i9 

0"002 

o"ooo 
+       6"8i7 

+       5"772 

+       o"o56 

o"ooo 

+        5"828 

+       4"5" 
+       o"i6i 
+       o"ooi 

+       4"673 

+       3" 120 
+       o"289 
-j-       o"ooi 
+        3"4io 

+        i"668 
+       o"4i9 
+       o"ooi 
+        2"o88 

+       o"2o8 
+       o"536 
+       o"ooi 
+       o"745 

+      24"293 
+        7"476 
+      31 "769 

+     24"653 
+       o"64i 
+     25"294 

+     22"699 
-       o"i55 
+      22"544 

+     i8"932 
+       3"847 
+      22"779 

+      i4"o8i 
+      ii"o82 
+     25"i64 

+        8"940 
+     I9"9i6 
+      28"857 

+          4"220 

+      28"897 
+      33"ii8 

H-       o"444 
+      36"9I7 
+     37"362 

—       i"6o6 
+        3"634 

4-           2"028 

—  o"82i 
+        o"6i6 

—  o"205 

—  o"o5  3 

2"l20 

—  2"173 

+        o"539 

—  4" 3 24 

—  3"78s 

+        o"857 

-  5"846 

-  4"989 

+       o"867 

—  6"642 

-  S"775 

+       o"59o 

-  6"763 

—  6"i73 

+       o"o86 

-  6"324 

—  6"238 
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t». 


Datum 

1875 

1874 

Febr.  24 

Jan. 15 

Doc.  6 

Oct.  57 

Sept.  17 

Aug.  8 

Juni  29 

Mai  20 

ßo' 

—   1°    2'23" 

—  0» 59-26" 

—  o"s6'27" 

—  o"53'27" 

-  0" 50-25" 

-  o''47'2  3" 

-  o''44'i9" 

—  0"  41-19" 

h' 

siy-'is'  3" 

316°    0'27" 

3 14"  45 '59" 

3i3"3i'39" 

3 12"  17-26" 

311"    3-21" 

309"  49' 2  3" 

3o8''35'32" 

^^^ 

I25"4>'47" 

I25"42'2l" 

125"42'57" 

i25"43'4o" 

I25"44'23" 

125"45'  8" 

i25''45'5>" 

i25''46-33" 

h'-a 

I9i"33'i6" 

190"  18'  6" 

189"    3'  2" 

'«7"47'59" 

i«6"33-   3" 

185"  18-13" 

184"    3-32" 

182"  48-59" 

sin  (Xo  — Q] 

9„30i6g 

9«2  5244 

9,.i9675 

9„i326i 

9„05723 

«„965«3 

8„84992 

«„69140 

cos  ßo 

9-99993 

9-99993 

9.99994 

9-99995 

9-99995 

9.99996 

9.99996 

9.99997 

cos  (^i)' — ^^) 

9„99iii 

9^99^94 

9„99456 

9„99596 

9„997i6 

9„99«i4 

9„99«9i 

9„9994« 

sin  /V 

«„25877 

«„23773 

8„2I537 

«„19166 

8„i6628 

«„13934 

8„iio28 

«„07984 

9„99822 

9„9979« 

9„9976s 

9„997i7 

9„99644 

9„9952  3 

9„9929i 

9„9873« 

cos,Vsin(Xu — Q) 

9«3o>6i 

9„25237 

9„ 19669 

9„132S6 

9„o57i« 

«„96579 

«„84988 

«„69137 

Q 

i85"io'38" 

i85"3i'2i" 

■85"57'35" 

i«6"32'ii" 

i87"i9-32" 

i88"28'54" 

190"  19-21" 

193"44'42" 

i 

2",2'24" 

2"l2'24" 

2"  12 '24" 

2"l2'24" 

2"  12-24" 

2"  12 '24" 

2"  12-25" 

2"  12-26" 

Q-i 

I82"s8'i4" 

i83"i8'57" 

183"  45'"" 

1  «4"  19-47" 

185"   7'  «" 

1  86'' 16-30" 

188"   6-56" 

I9i"32-i6" 

sin  (Q—i) 

«„71452 

«„76223 

«„«1595 

«„87792 

«„95047 

9„03862 

9„14974 

9„30io6 

1 

9.30339 

9-25439 

9.19904 

9-13539 

9.06074 

8.97056 

8.85697 

8.70399 

cos  (Q !) 

9«9994J 

9„99927 

9„ 99907 

9„99«76 

9„99826 

9-99739 

9.99563 

9„99ii3 

cos  7^1  sin  ii 

9„302  8i 

9«2S366 

9„i98ii 

9„i34i5 

9„05900 

«„96795 

8„8526o 

«„69512 

9,,99i°6 

9„9929o 

9„99452 

9„99593 

9„997I3 

9„998i2 

9„99890 

9„99947 

cos  i^i  cos  Zi 

9«99io4 

9„992«7 

9„99450 

9„99S9i 

9„997ii 

9„998io 

9„998«7 

9„99945 

u 

191"  35'  8" 

i9o"i9'54" 

189"   4'47" 

i87"49'4l" 

i86"34-4i" 

185"  19-47" 

184"    5'   3" 

182"  50-27" 

cos  i/i 

9.99998 

9.99997 

9.99998 

9.99998 

9.99998 

9-99998 

9-99997 

9-9999« 

'■l 

0.99500 

0.99537 

0.99573 

0. 9960« 

0.99642 

0.99676 

0.99708 

0.99740 

sin  B\ 

8„oi79i 

8„oi662 

8„oi499 

8„oi33i 

«„01121 

8„oo9i8 

8„oo67i 

«„00505 

Lx  —  it 

90"  41 '24" 

94"32'56" 

98"  24'   3" 

102"  15-47" 

106"    9'   5" 

110"    5'  0" 

114"    4'36" 

118"    8-55" 

cos  [L\ — m) 

8„o8o72 

«„89933 

9„  16464 

9„327i5 

9„44432 

9«S3578 

9„6io62 

9„67372 

ri  cos  B\ 

0.99498 

0-99534 

0.99571 

0.99607 

0.99640 

0.99674 

0.99705 

0.99738 

sin  (ii— «) 

9-99997 

9.99863 

9-99532 

9-9«997 

9.98251 

9. 97276 ~ 

9.96047 

9-94533 

fl 

9«07S70 

9„89467 

o„i6o35 

o„3232i 

o„44072 

o„53252 

o„6o767 

o„67iio 

»• 

0.56402 

0.56481 

0.56488 

0.56423 

0. 56287 

0. 56080 

0.55803 

0. 55454 

Subtract. 

0.01388 

0.08412 

0.14426 

0.19703 

0.24424 

0. 28712 

0.27692 

0.24665 

Ii-'- 

o«5779° 

o„64893 

o„709i4 

o„76i26 

o„8o7ii 

o„«4792 

o„««459 

o„9i775 

9.97031 

9.95966 

9.94758 

9-93400 

9.91882 

9.90188 

9.88291 

9.86161 

'/i 

0.99495 

0.99397 

0.99103 

0.98603 

0.97891 

0.96950 

0.95752 

0.94271 

(^>  cos  i'^ 

1 .02464 

1.03431 

1.04345 

1.05203 

1 .06009 

1 .06762 

1 .07461 

1 .08110 

9.99998 

9.99998 

9.99998 

9.99998 

9.99998 

9.99998 

9.99998 

9.9999« 

SI 

9„oi29i 

9„oii99 

9„oi072 

9„oo939 

9„oo763 

9„oo594 

9„oo379 

9„oo245 

It  "• 

«•97534 

8.96567 

8.95653 

8.94795 

8.93989 

«.93236 

8-92537 

8.91888 

y-3 

6.92602 

6.89701 

6. 86959 

6.«43«5 

6.81967 

6,79708 

6. 77611 

6.75664 

»-1-3 

7.01500 

7.01389 

7.01281 

7.01 176 

7.01074 

7.00972 

7.00876 

7.00780 

Subtract. 

9.35676 

9.48970 

9.59180 

9-67395 

9.74244 

9.80051 

9-85042 

9-8937« 

A' 

6„2827« 

6„3867. 

6„46'39 

6„5i7«o 

6„562.i 

6„59759 

6„62653 

6„65042 

fi  A 

5.35848 

6.28138 

6.62174 

6.84101 

7.00283 

7.13011 

7.23420 

7-32152 

,•;(,.:* 

7 . 49004 

7.46182 

7-43447 

7.40808 

7.38254 

7.35788 

733414 

7.31118 

Subtract. 

9.99678 

9.97035 

9.92742 

9.86274 

0.14527 

9.83856 

9.41288 

8.38192 

V^ 

7„48682 

7„432I7 

7„36i89 

7„2  70«2 

7„i48io 

6„96867 

6„647o8 

5.69310 

&o 

7„27773 

7„38o68 

7„45242 

7„5o3«3 

7„54102 

7„56709 

7„58405 

7„593i3 

Tf'o 

5.29569 

5-39870 

5.47211 

5-52719 

5.56974 

S-60353 

563032 

5.65287 

wk"nix:Y'i> 

1.36680 

1.36673 

1 . 36665 

1.36657 

1.36649 

1.36641 

1.36634 

1 .36627 

R 

«„85362 

8„79«90 

8„72«54 

«„63739 

8„5I459 

8„335o8 

8„oi342 

7.05937 

a 

«„64453 

«„74741 

«„81907 

«„«7040 

«„90751 

8„9335o 

«„95039 

«„95940 

w 

6.6624g 

6.76543 

6.83876 

6.89376 

6.93623 

6.96994 

6.99666 

7.01914 

ji 

o"ooo 

o"ooo 

o"ooo 

©"ooo 

+     o'-ooi 

-\-     o'-ooi 

+     o-ooi 

-|-       0-002 

JQ. 

+     o"o43 

+     o"o55 

+     o"o66 

+     o"o74 

+     o"o8i 

+     o"o85 

+     o"o88 

+       0--088 

-Jfh 

0"0020 

—  o"ooo7 

4^  o"oo04 

+  o"ooi 1 

-f-  o"ooi4 

-|-  o"ooi  3 

+  o"ooo8 

—     0--0001 

Jli., 
Jn 

-f-  o"o426 

+   o"o539 

4-  o"o636 

+  o"o7i7 

+  o"o784 

4-  o"o836 

+  o"o87  5 

4-     o"o9oi 

+  o"04o6 

+   o"o532 

-\-  o"o640 

+  o"o72« 

4-   0-0798 

-j-  o"o849 

+  o"o883 

4-     0-0900 

JL, 

+     o"496 

,+      o"438 

+     o"373 

-1-      o"302 

+      o"227 

-f-     o"i5o 

+      0-071 

—       0-008 

JL. 

+     o"oo4 

+       0"002 

—     o"ooi 

—     o"oo5 

—     o"oio 

—     o"oi5 

—     o"o20 

—       o"o24 

JJ'^ 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

JL 

4-     o"5oo 

+     o"440 

+     o"372 

+     o"297 

+       0"217 

+     o"i35 

+     0-051 

—       0-032 

Jn, 

—     i"233 

—      i"o99 

-     o"937 

—     o"756 

—     o"562 

—     0-364 

—     0-168 

4-      0-018 

Jn., 

+     o"2  39 

+     o"il4 

—     o"o9 I 

—     o"357 

—     o"664 

—     o"993 

-     i"325 

—     1-643 

Jn 

—     o"994 

—     o"98  5 

—        l"028 

—     i"ii3 

—        l"226 

-     i"357 

—     '"493 

—       1-625 

J,,, 

+     o"o3i 

-|-      o"oio 

—     o"oo6 

—     o"oi7 

0"021 

—        0"020 

—        o"ol2 

~\-       0-002 

J,f, 

+     o"268 

+      o"344 

-)-     o"4o6 

+     0-453 

+       0-485 

+     o"5oo 

4-     o"500 

+       0-4« 5 

-i'r 

+      o"2  99 

+     o"354 

+     o"400 

+     0-4 36 

+       0-464 

+     o"48o 

+    0-488 

4-      0-487 

^41) 


1874 

1873 

April  lo 

Mära  I 

Jan.  20 

Dec.  II 

Nov.  I 

Sept.  22 

Aug.  13 

Juli  4 

Mai  25 

—  o"38'  9" 

307"  21 '48" 

I2s"47'io" 

181"  34-38" 

8„43972 

9-99997 

9„99984 

-  o''3S'  3" 
306"    8'lo" 

I25"47'42'' 
i8o"2o'28" 

7„77477 
9.99998 

9„99999 

-  o"'3i's6" 

304"  54' 3  8" 

I25"48'    7" 

179"   6'3i" 

8.19193 

9.99998 

9„99995 

—  o"28'48" 

303"4i'i2" 

12  5"  48 '2  5" 

I77"52'47" 

8.56817 

9.99998 

9,,99970 

—  o-zsV" 

3o2"27'53" 

I25"48'37" 

I76"39'i6" 

8.76610 

9.99999 

9,,99926 

—  o"22'3i" 

3oi"i4'39" 

I25"48'44" 

175"25'55" 

8 .  90 1 1 5 

9.99999 

9„99862 

—    0"l9'22" 

300"    i'3o" 

.25''48'47" 

I74"i2'43" 

9.00367 

9.99999 

9„99778 

—  o''i6'i3" 

298"48'27" 

I25"48'48" 

172"59'39" 

9.08626 

0.00000 

9„99675 

—  o"i3'   3" 

297"35'29" 
I25"48'48" 

I7i"46'4i" 
915536 
0.00000 

9„9955i 

8„0452I 

9„96729 

«„43969 

20i"57'33" 

2"l2'26" 

199" 45'   7" 

8„oo84i 

9„9363o 

7„77475 

239"43''o" 

2"l2'27" 

237"3o'43" 

7„96796 

9-93378 

8.19191 

329"    9'3o" 

2"l2'28" 

326" 57'  2" 

7„923i' 

9.98914 

8.56815 

347"i4'27" 

2"l2'29" 

345"    ■'58" 

7,187309 

9.99647 

8.76609 

352°42'34" 

2"l2'29" 
350" 30'     5" 

7„8l62  3 
9.99854 
8.90114 

35S°I7'55" 
2"  12' 30" 

353"    5'25" 

7„75078 

9.99932 

9.00366 

356" 48'   9" 

2"l2'30" 

354"3  5'39" 

7„67369 
9.99968 
9.08626 

357° 47'  7" 

2°  I2'3o" 

355"34'37" 

7„57934 
9.99985 
9-15536 

3  5  8"  2  8 '46" 
2"  12' 30" 

356"  i6'i6" 

9„52885 
8.47240 
9„97366 

9,^92609 
8.07211 
9„73007 

9„7  3668 
8.25813 
9-9^335 

9„4i207 
8.57901 
9.98501 

9«21754 
8.76962 
9 . 99400 

9„o8o28 
8.90260 
9.99683 

8„97409 
9.00434 
9.99806 

»„88717 
9.08658 
9.99871 

«„81315 
9.15551 
9.99908 

8„446o6 

9„9998  3 

9„9998i 

i8i"36'  2" 

7„8o2.8 

9«99999 

9„99997 

180" 21 '48" 

8. 18 148 
9„99995 
9„99993 

179"    7'47" 

8.56402 

9„9997i 

9„99968 

•77"  5 3 '59" 

8.76362 
9«9992  7 
9.,99925 

176''4o'24" 

8.89943 

9„99863 

9„9986i 

175"26'59" 

9.00240 

9„99779 

9„99777 

174"  13 '43" 

9.08529 

9,199676 

9«99675 

173°  o'35" 

9.15459 

9„99553 

9„9955i 

17i"47'33" 

9.99998 
0.99770 
8„ooi25 

9.99998 
0.99800 
7„99820 

9.99998 
0.99829 
7„9948i 

9.99997 
0.99857 
7„99io8 

9.99998 
0.99884 
7„987i6 

9.99998 
0.99909 
7„98288 

9 . 99998 
0.99934 
7„97843 

9-99999 
0.99958 

7„97375 

9.99998 
0.99981 
7„96866 

122"  19'  4" 
9„72  8o4 
0.99768 
9.92691 

126"  36'   9" 

*9„77544 
0.99798 
9 . 90460 

131"     l'26" 

9„8i7i5 
0.99827 
9.87762 

13 5" 36'    8" 
9„8  540i 
0.99854 
9.84487 

i4o"2i'38" 
9„88654 
0.99882 
9.80479 

"45"'9'>7" 
9^91506 
0.99907 
9-75509 

i5o"3o'34" 

9„93973 
0.99932 
9-69221 

I55"56'59" 
9,196056 

0.99957 
9.61017 

i6l"40'   5" 
9„97738 
0.99979 
9.49765 

o„72S72 
0.55036 
0.22214 

o„77  342 
0.54549 
0.20185 

o„8i542 

0.53993 

0.18477 

o„85255 

0.53369 
0.17023 

o„88536 
0.52681 

0.15775 

o„9'4i3 
0.51931 
0. 14702 

o„93905 
0.51122 

0. 13780 

o„96oi3 
0.50261 
0. 12992 

o„977i7 
0.49354 
0.12332 

o„94786 
g„86o8i 
0.92459 

o„97527 
9„8828o 
0.90258 

1  „000 1 9 
9„902  86 
0.87589 

1„02278 

9„92ii5 
0.84341 

'„°43" 
9„93776 
0.80361 

i„o6i 15 
9„95272 
0.75416 

■„07685 

9„96599 
0.69153 

1„09005 

9„97744 
0.60974 

i„ 10049 
9„98689 
0.49744 

1 .08705 
9.99999 
»„99895 

1.09247 
9.99999 
8„99620 

1.09733 
9.99999 
8„993io 

1 . 10163 

9.99999 
8„98965 

1.10535 
9.99999 
8„986oo 

-1.10843 
9.99999 
8„98i97 

1.11086 
9-99999 
8„97777 

1.11261 
9.99999 
8„97333 

1 . 1 1360 
9.99999 
«„96847 

8.91294 
6.73882 
7.00690 
9-93139 

8.90752 
6.72256 
7 .00600 
9.96408 

8.90266 
6.70798 
7.00513 
9.99220 

8.89836 
6.69508 
7.00429 
0.01621 

8.89464 
6.68392 
7.00348 
0.03630 

8.89156 
6.67468 
7.00273 
0.05246 

8.88913 
6.66739 
7.00198 
0.06471 

8.88738 
6.66214 
7.00126 
0.07311 

8.88639 
6.65917 
7.00057 
0.07730 

6„6702i 

7.39593 
7.28918 

9-44505 

6^68664 
7.46006 
7.26805 
9-74507 

6„7ooi8 
7. 51560 
7.24791 
9-93055 

6„7  1129 

7-56384 
7.22877 

0.06561 

6„72022 
7.60558 
7.21073 
0. 1 7093 

6„727'4 
7.64127 

7.19399 
9.80818 

6„73iio- 
7.67115 
7. 17861 
9.83142 

6„73525 
7-69538 
7.16475 
9.84838 

6„7364- 
7.91364 
7.15271 
9. 86044 

6-734^3 
7„5948o 
5  .66916 
1 . 36622 

7.01312 
7„589" 
5.68284 
I  . 36618 

7-1784'' 
7„5  76o:^ 
5.69328 
1 . 36616 

7.29438 

7„5547o 
5  -  70094 
1 . 36616 

7.38166 

7„52383 
5 .70622 

1.36618 

7.44945 
7„48i30 
5.70911 
1.36621 

7- 50257 
7„42363 
5.70987 

1 . 36624 

7-54376 
7„ 34499 
5.70858 

1 . 36629 

7.57408 

7„2339i 
5 . 70494 

1.36633 

8.10045 
8„96io2 
7-03538 

8.3-930 
8„95540 
7.04902 

8.54462 
8„942J3 
7-05944 

8.66054 
8„92o86 
7.06710 

8.74784 
8^89001 
7.07240 

8.81566 

8„8475i 
7.07532 

8.86881 

8„78987 
7.07611 

8.91005 
8„71128 
7.07487 

8.94041 
8„6oo24 
7.07127 

+       0"002 

-)-     o"o86 

4-      o"oo2 
+      o"o82 

-j-     0  005 

+     o"o77 

+       o"oo3 
-i-       o"o70 

-|-       o"oo3 
+       o"o6i 

-|-       o"oo3 
+       o"o5i 

-f-        o"oo4 
-j-       o"o40 

-|-        o"oo4 

+          0"029 

4-     o"oo4 
4-     o"oi7 

—  o"ooi4 
4-  o"o9i3 
-f-  o"o899 

—  o"oo3o 
-\-   o"o9i2 
4-  o"o882 

—  o"o049 
-j-  o"o896 
+  o"o847 

—     o"oo70 
-f-     o"o865 
+     o"o795 

—     ©"0092 
4-     o"o8i9 

4-     o"o727 

—     o"oii5 

+     o"o755 
-|-     o"o640 

—     o"oi37 
-)-      o"o674 
+     o"o537 

—     o"oi56 
+     o"o574 
-t-     o"o4i8 

—  o"oi7i 
+  o"o453 

4-    0"0282 

—  o"o85 

—  o"o29 

0 

—  o"ii4 

—  o"i6r 

—  0"032 

0 

—  o"i93 

—  o"2  35 

—  o"o34 

0 

—  o"267 

—  o"30i 

—  o"o35 

0 

—  o"336 

-  o"363 

-  o"o3S 

-  o"398 

—  o"4i8 

—  o"o34 

0 

—  o"452 

—  o"466 

—  o"o3i 

0 

—  o"497 

—  o"504 

—  o"o27 

0 

—  o"53. 

—  o"532 

o"o2 I 

0 

—  o"553 

+     o"i87 

-  i"9^7 

-  >"74o 

+     o"332 

—  2"l6l 

—  i"828 

+     o"447 

—  2"329 

—  i"882 

+       o"524 

—  2"4i8 

-  i"894 

+       o"559 

—  2"4i6 

-  i"857 

+        o"547 

-  2"317 

-  i"770 

+        o"486 

—  2"ll6 

—  i"63o 

+       o"3-6 
—        i"8i6 
~        i"440 

4-       o"22  1 

-  i"42  7 

—  l"206 

+       0"0  21 

+     o"455 
i     +      o"476 

-|-     o"o46 
+     o"4i3 
+      o"459 

-|-     o"o76 
+     o"36i 
+      o"437 

+        o"io8 
+        o"302 
+        o"4io 

+        o"i43 
+        o"2  37 
+       o"38o 

+        o"i78 
+        o"i72 
+        o"350 

-|-          o"212 

+       o"iio 

+          o"312 

+        o"242 
4-        o"o56 
4-        o"298 

4-      o"266 
4-      o"oi4 
4-      o"28o 

Uppolzer,  B:ibnl>estiminungpn.  II. 
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1873 

1872 

Datuiii 

April  15 

März  6 

Jan.  25 

Doc.  16 

Nov.  6 

Sept.  27 

Ang.  18 

Jnlio 

,<»' 

-  o"    9'54" 

-  0°    6'44" 

-   0°    3 '34" 

—  0"    0-23" 

+  0"    2'45" 

+  0°    5'54" 

+  0"   9'   3" 

+  o"l2'n" 

K' 

2g6"2:'3f)" 

295"    9'47" 

293"  57'   2" 

292" 44 -21" 

29i"3i'45" 

290"  I9'i2- 

289"    6'43" 

287"  54' 17" 

U 

.2S"48'4K" 

12  5"  48-48" 

12  5"  48-48" 

■  25"  48-49" 

125"  48-50" 

I25"48'5i" 

125"48'52" 

I2;"48'53- 

Xa'—Q 

i7o"33'48" 

i69"2o'59" 

168"    8'i4" 

166"  5  5 '3  2" 

■65"42'S5" 

164"  30-21  " 

163-17-51" 

162"    524" 

sin  (Xo'— Q) 

9.21473 

9.26673 

9.31296 

9-35452 

9-39224 

9.42674 

9-45849 

9.48788 

cos  ßo 

0.00000 

0.00000 

0 . 00000 

0.00000 

0.00000 

0.00000 

0 . 00000 

0.00000 

cos  (Xo'-S) 

9,,994o8 

9„99245 

9„99o62 

9„98859 

9„98636 

9,198392 

9„98i28 

9„97842 

sin  ,'V 

7„4S93& 

7„29i96 

7„oi599 

6„04730 

6.90306 

7-23458 

7-42037 

7.54949 

9-99993 

9.99998 

9.99999 

0.00000 

0. 00000 

9.99999 

9 . 99998 

9-99997 

c•lls,^|/si^(X|)'— Q) 

9-21473 

9.26673 

9.31296 

9-35452 

9.39224 

9.42674 

9.45849 

9.48788 

f^ 

358"  59 '3  7" 

3  59"23'34" 

359"42'39" 

359"58-.8" 

o"ii'  9" 

0"22'    5" 

0" 3 1-29" 

0"  39-37" 

2 

2"  12' 30" 

2"l2'30" 

2"  12-30" 

2"  12-30" 

2"  12-30" 

2"  1  2  29" 

2" 1 2-29" 

2"  12-29- 

Q-» 

356"47'   7" 

357"  11'  4" 

357"  30'  9" 

357"45'48" 

357"  58-39" 

358"   9'36" 

3  58"  19-  0" 

358" 27'  8" 

sin  [(i-i'i 

«„74879 

8„69i27 

8„63924 

8„59i37 

8„54768 

8„5o662 

8„46799 

8,(43153 

<1 

9.21480 

9.26675 

9.31297 

9-35452 

9.39224 

9.42675 

9.45851 

9.48791 

cos   («"^ — (j 

9-99932 

9.99948 

9-99959 

9.99967 

9-99973 

9.99978 

9.99981 

9-99984 

cos  /<!  sin  Li 

9.21412 

9. 26623 

9.31256 

9-35419 

9.39197 

9.42653 

9-45832 

9.487-5 

9„994io 

9„99247 

9„99o64 

9„9886i 

9„98638 

9»98394 

9„98i29 

9,(97844 

cos  7>'|  cos  X| 

9„994o8 

9„99245 

9^,99062 

9„98859 

9„98636 

9,198392 

9„98i28 

9„97842 

/>! 

i7o"34'3.5" 

169"  21 '42" 

168"    8-52" 

i66"56'   7" 

.65"43-26" 

164"  30-46" 

163"  18-14- 

162"    5-40" 

cos  /i| 

9.99998 

9.99998 

9.99998 

9.99998 

9.99998 

9.99998 

9.99999 

9.99998 

»■] 

I .00003 

I .00024 

I . 00044 

i .00063 

I .00081 

I .00098 

1 .001 14 

1 .00128 

sin  7)| 

^«96359 

7«958o2 

7„9522i 

7„9458g 

7„93992 

7„93337 

7„9263o 

7„9I944 

il — !< 

i67"4i'2o" 

174"   2'  %" 

i8o"43-4o" 

i87"46-5o" 

i95"ii'59" 

202"  5  8-46" 

211"    6'   8". 

2 19"  3  1-48" 

cos  (/,| «) 

9„98990 

9«99764 

9„99996 

9„99598 

9„984S3 

9,196409 

9„9326o 

9,(88722 

r[  cos  7>'i 

I .00001 

I .00022 

I . 00042 

i .00061 

1 .00079 

1 .00096 

1 .001 13 

I .00126 

sin  iL\  —  n\ 

9.32883 

9.01666 

8„io386 

9„I3I55 

9„4i86o 

9„59i5" 

9„7i3i2 

9,(80379 

fi 

o„9899i 

o„99786 

I „000 3 8 

o„99659 

0^98532 

0,(96505 

o„93373 

0,(88848 

)■ 

0.4S411 

0.47447 

0.46476 

0-45519 

0.44599 

0.43745 

0.42985 

0.42350 

Subtract. 

0- II 794 

0.11383 

0. 1 1 104 

0.10974 

0. I 1020 

0.11286 

0. 11840 

0. 12801 

-"!  —  '■ 

I„i0785 

i„iii69 

I„1II42 

i„io633 

■«09552 

i„0779i 

•«05213 

'((O1649 

9„99407 

9„9986o 

9„99998 

9„99757 

9„99056 

9„97794 

9„95844 

9„93043 

',1 

0. 32884 

0.01688 

9„I0428 

0„i32i6 

o„4i939 

o„59247 

o„7i425 

0,(80505 

()  GUS  'y- 

1.11378 

1 . I 1309 

1. II 144 

1.10876 

1 . 10496 

1.09997 

1 .09369 

1.08606 

9.99999 

9-99999 

9.99999 

9.99999 

9.99999 

9.99999 

9.99999 

9-99999 

Sl 

8„96362 

8„95826 

«„95265 

8^94652 

8„94073 

8„93435 

8,(92764 

8,(92072 

(»  " ' 

8.88621 

8.88690 

8.88855 

8.89123 

8.89503 

8.90002 

8.90630 

8.91393 

y-3 

6.65863 

6. 66070 

6.66565 

6.67369 

6.68509 

6. 70006 

6.71890 

6.74179 

)V-3 

6.99991 

6. 99928 

6.99868 

6.99811 

6.99757 

6.99706 

6.99658 

6.99616 

Siilitracl. 

0.07708 

0.07211 

0.06180 

0.04558 

0.02261 

9.99190 

9-95197 

9.90106 

A' 

6„7357i 

6„7328. 

6„72745 

6^71927 

6„7O770 

6„69i96 

6,(67087 

6,(64285 

i'i  A' 

7.72562 

7-73°67 

7-72783 
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D.   Allgemeine  üebersicht  der  Methoden  zur  strengen  Berechnung  der 

speciellen  Störungen. 

UeljerWickt  iniiii  ilio  für  J(h1o  der  dici  vorangehend  cntwickolten  Methoden 
nöthigcn  nuincnschcii  Opciiitiöiicii .  so  wird  mau  leichl  waliviiehmen ,  dass  die 
Encke'sche  Methode  am  wenigsten  Arbeit  bedingt;  etwas  mehr  Mühe  erfordert  die 
ITansen-Tietjen'sche  Methode,  die  meiste  Arbeit  verursacht  die  Methode  der 
Variation  der  (!onstanton,  ohne  dass  übrigens  dieser  Arbt-itszu wachs  ein  all/u  be- 
deutender zu  nennen  ist.  Diese  Ucnicrkiiugen  verlieren  jedoch  ilnc  (iiiltigkeif.  wenn 
di(!  Störiingsrechnnngen  diuch  hing(M(>  Zeil  fortgesetzt  werden  und  die  Störungen 
anzuwachsen  beginnen;  dann  dr(>h(Mi  sieh  die  A  erhältnisse  völlig  um;  bei  Encke's 
Methode  wird  zuerst  die  Notliwcudigkeil.  auftreten,  auf  oscnlirende  Elemente  über- 
zugehen, imd  diese  Arbeit  ist  als  eine  nicht  ganz  geringe  anzusehen,  um  so  mehr, 
da  beiiit  Heginn  der  Rechnung  an  der  neuen  Osculationsepoche  die  fntegration  von 
Neuem  zu  beginnen  ist.  I>ei  1 1  an  sen-'l'i  et  j  eu 's  Methode  kann  dieser  Uebergang 
sehr  lange  hinausgeschoben  werd(Mi,  doch  wird  dcrsidbe  endlich  nöthig;  denn,  wenn 
die  Störungen  sehr  bedtMiteml  anwachsen,  so  wird  der  (iang  der  zti  ermittelnden 
Differentiah|uotienten  ein  seiir  unregelmilssiger :  die  l'riuci|iiru  di'r  iu(>(dianisehen 
(inadratur  fordern  aber,  dass  sich  die  vorgelegte  l''uuktioH  iuiu  ilialb  der  Störungs- 
intervalle nach  I'otenzen  der  Argumente  entwickeln  lässt,  dass  also  die  Differeuz- 
werthe  an  Grösse  verhältnissmässig  rascli  abnclnnei\.  Man  sieht,  wenn  man  dieses 
Erforderuiss  zusammenhiilt  mit  der  'l'hatsachc.  dass  hei  der  Bestimmung  der  Coor- 
diiuitenstörungen  selbst  bei  massigen  Störungen  endlich  stets  der  Zeitpunkt  eintritt  wo 
der  Gang  der  Differenzen  ein  sehr  unregelmässiger  wird,  dass  die  Mcjthode  der  Variation 
der  ('onstantcn  sich  den  Forderungen  der  mechanischen  Quadratur  am  besten  anschliesst. 
Ich  stehe  daher  nicht  an,  zu  be]iau))teu.  dass.  wenn  es  sich  darum  bandelt,  für  ein  sehr 
langes  Zeitintervall  die  Störungen  zu  bestlTumen,  man  das  gc-naueste  und  sicherste  Re- 
sultat nach  dieser  Methode  erhalten  wird ,  denn  der  sonst  als  das  radikalste  Mittid 
empfohlene  Uebergang  auf  oscnlirende  Elemente  ist  ein  Nothbehelf,  der  leicht  so  viel 
Mehrarlxüt  verursacht,  als  durch  die  frühere  kürzere  Rechninig  gewonnen  wurde;  an- 
dererseits kann  die  Discontinuität  in  der  Rechnung  leicht  die  Quelle  eines  Rechnnngs- 
fehlers  werden ,  während  bei  der  Variation  der  C'onstanten  der  regelmässige  CJang 
der  Differenzwerthe  für  immer  vor  constanten  Fehlern  schützen  w-ird.  IJeachtet  man 
überdies,  da  wohl  kaum  ein  Rechner  beliau])ten  darf,  dass  er  niemals  fehle,  dass 
die  Ausmerznng  der  Fehler  bei  der  Methode  der  Coordinatenstönnigen  viel  schwie- 
riger ist,  indem  kleine,  das  Resultat  merkbar  schädigende  Fehler  erst  nach  einigen 
Intervallen  entdeckt  werden  mid  ein  grosser  Theil  der  Rechnmig  von  der  Stelle  des 
Fehlers  an  eorrigirt  werden  mnss,  so  wird  man  sich  wohl  der  von  mir  auf  Grund- 
lage vielfältiger  Erfahriingen  aufgestellten  IJehauptung  anschliessen ,  dass  die  Va- 
riation der  fJonstanten  in  der  numerischen   .Vnwendnng  ebenso,    wie  in  der  Analyse 
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ihion  Vorrang  licliaiiptct.  Nur  in  jenem  Fitll(;n.  wci  die  Kiihncn  sehr  excentrisch 
sind,  wird  die  Folge  des  Umstiindos,  dass  die  ('onstanten  bei  verhältnissmässig  ge- 
ringen Störungen  starke  Variationen  erfahren,  die  II  ansen-Ti  etjen'sche  Methixh- 
den   Vorrang  belianpten. 

Hat  man  aber  die  Störungen  nur  für  einen  sehr  beschränkten  Zcitranu)  zu 
ermittehi,  etwa  für  die  Erscheinung  eines  Kometen  oder  für  einen  Planeten  für  die 
Zeit  einer  Opposition,  dann  wird  Encke's  Methode  unstreitig  den  Vorzug  ver- 
dienen. Als  ein  \'ortheil  der  Methode  der  C'oordinatonstörungen  muss  auch  di(!  15e- 
iHieniliehkeit  betrachtet  werden,  mit  welcher  die  Störungen  an  die  ungestörten 
Coordinaten  angebracht  werden  können. 

l>ei  den  kh^nen  Planeten  wird  man  in  der  Regel  zuerst  mit  sehr  rohen  Ele- 
menten die  Störungsrechnung  beginnen  können;  es  wird  daher  wohl  stets  noth- 
wcndig  werden,  dieser  genäherten  Störnngsrechnnng  eine  zweite  nachfolgen  zu  lassen, 
die  aber  auf  den  Zeitpimkt  zu  verschielten  sein  wird,  bis  das  vorhandene  Heobach- 
tungsmatorial  in  ^'erbin(lung  mit  den  genäherten  Stöningswerthen  die  Ermittelung 
hinreichend  sicherer  Elemente  zur  Bestimmung  der  definitiven  Störungswerthe  ge- 
stattet. Zur  Berechnung  dieser  provisorischen  Stönnigen  kann,  wenn  rhan  die 
Variation  der  Constanten  znr  Ermittelung  derselben  benützt,  in  Anbetracht  der 
Ungeiuiuigkeit  der  zu  (irnnde  gelegten  Elemente,  diu'ch  längere  Zeit  ein  und  das- 
selbe Elementensystem  zur  Auswerthung  der  Differentialquotienten  verwendet  werden, 
und  ebenso  können  bei  Anwendung  der  Methode  der  ( 'nordinatenstörungen  alle 
Glieder,  die  zweiter  Ordnung  sind,  fortgelassen  werden;  ich  lege  aber  auf  solche 
Abkürzung^'u  keinen  besonderen  Werth,  indem  nicht  allzuviel  Arbeit  erspart  wird. 
Will  man  sich  abiu'  mit  Resultaten  begnügen ,  die  blos  die  ersten  Potenzen  der 
Massen  berücksichtigen,  so  wird  man  sich  mit  Vortheil  der  im  folgenden  Abschnitte 
auseinandergesetzten  Methoden  bedienen  können ,  die  den  \' ortheil  gewähren ,  dass 
dieselben  die  Kürze  und  Genauigkeit  der  (!oordinatenstörungen  gewähren,  jedoch 
die  den  letzteren  anhaftenden  Uebelstände,  die  durch  die  Einführung  der  indirecten 
Glieder  entstehen,   ganz  beseitigen. 

Schliesslich  ist  noch  auf  einen  Umstand  aufmerksam  zu  machen,  der  bei  der 
Methode  der  Störungsrechnung  nach  der  Variation  der  Coordinaten  möglicher  Weise 
in  P>etracht  kctmmt.  Es  wird  sich  nämlich  häufig  genug  Veranlassung  finden,  nach- 
dem man  längere  Zeit  die  Störungen  mit  nahe  richtigen  Elementen  fortgeführt  hat, 
die  zu  Grunde  gelegten  Elemente  nach  neueren  Beobachtiuigen  zu  verbessern;  die 
Fortsetzung  der  Stönuigsrechnung  wird  dann  offenbar  an  der  Stelle,  wo  mau  den 
Wechsel  in  den  Elementen  hat  eintreten  lassen,  einen  mehr  minder  hervortreten- 
den Spnnig  in  den  Differenzwerthen  der  Störuiigscomponeuten  zeigen,  der  um 
so  auffälliger  sein  wird,  je  grösser  die  in  den  Elementen  vorgenommenen  Verbesse- 
rungen sind.  Dieser  Sprung  erklärt  sich  einfach  genug  aus  den  vernachläs.sigten 
Productcn  der  Incremente  der  Elemente  in  di(!  Störungswerthe.  Hierbei  wird  man 
aber  die  auffällige  Bemerkung  machen,  dass  eine  nach  der  Variation  der  Constanten 
diir(lii,fefülnle   Beehnung  diesen  Spruuu-  kaum  nierklicli  hervortreten  lässt,    während 
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bei  der  Variation  der  Coordinaten  in  Folge  der  grossen  indirecten  Glieder  derselbe 
viel  auffälliger  hervortritt;  man  wird  daher  voraussichtlich  der  Wahrheit  näher 
kommen  und  bessere  Resultate  erlangen,  wenn  man  (die  Störungsreehnung  nach  der 
Variation  der  C'oordinaten  durchgeführt  vorausgesetzt)  an  der  Stelle,  von  wo  ab  die 
Störungsrechnung  mit  den  verbesserten  Werthen  der  Elemente  fortgeführt  werden 
soll,  auf  osculirende  Elemente  übergeht,  luid  hierbei  zur  Ermittelung  der  ungestörten 
Coordinaten  und  Geschwindigkeiten  die  der  bisherigen  Stönnigsrechnung  zu  Grunde 
gelegten  Elemente  benützt.  Man  findet  so  jene  Incremente,  welche  die  Stönnigen 
von  der  Osculationsepoche  an  den  Elementen  hinzugefügt  haben ,  und  erhält  somit 
ein  mit  der  \'ariation  der  Constanten  identisches  Resultat.  Diese  so  bestimmten 
Incremente  wird  man  an  die  verbesserten  Ausgangselemente  anbringen  und  mit 
diesen  Werthen  die  Störungsrechnnng  von  der  neuen  Osculationsepoche  ab  nach  der 
Variation  der  Coordinaten  fortsetzen. 

Mit  Rücksicht  auf  die  oben  gemachten  Einschränkungen  möchte  ich  als  Re- 
sultat der  hier  gemachten  Betrachtungen  den  Satz  hinstellen,  dass  von  den  in  diesem 
Werke  entwickelten  Methoden  der  strengen  Störungsrechnung  die  Methode  der  Va- 
riation der  Constanten  in  der  Anwendung  den  unbedingten  \'orzug  verdient. 


E.  Ermittelung  der  Störungswerthe  mit  Rücksicht  auf  die  ersten  Potenzen  derselben. 

Es  kann  unter  Umständen  eine  blos  genäherte  Kenntniss  der  Störiingswerthe 
erwünscht  sein,  in  welchem  Falle  man  sich  auf  die  Glieder  erster  Ordnung  in  IJezng 
auf  die  störenden  Kräfte  beschränken  darf;  da  sich  unter  dieser  Voraussetzung  für 
die  Rechnung  wesentlich  bequemere  ^'orschriften  angeben  lassen,  als  dies  bei  den 
vorstehenden  Methoden  möglich  ist ,  so  werde  ich  hier  aiif  dieselben  eingehen ,  um 
so  mehr,  da  mir  nicht  bekannt  ist,  dass  von  den  hier  zur  Entwickelung  gelangenden 
(Laplace'schen)  Integrationsniethoden  zur  Ermittelung  der  speciellen  Störungs- 
werthe irgendwo  Gebrauch  gemacht  ist.  Ich  werde  die  Methode  auf  die  II  ans  cm - 
Tietjen'schc  Form  der  Störung  der  polaren  Coordinaten  anwenden,  wodurch  sich 
Fonnen  ergeben  werden,  welche  die  Vortheile  der  Coordinatenstörungen  mit  jenen 
der  Variation  der  Constanten  verbinden .  indem  jede  iiidirecte  Rechnung  vennieden 
ist,  ohne  dass  die  Glieder  zweiter  Ordnung,  die  bei  der  Variation  der  (-'(mstantcn 
sehr  bald  merklich  hervortreten,  einen  allzu  nachtheiligen  Einfluss  äussern.  Es 
lassen  sich  allerdings  noch  wesentlich  veränderte  und  bequemere  Integrationsmetluxb^n 
angeben,  auf  welche  ich  jedoch  vorerst  hier  nicht  eingehe. 

Die  Differentialgleichungen,  welche  in  der  Han  sen-Tietjen'schen  Methode 
die  indirecte  Rechnung  bedingen,   haben  die  Form    (vergl.  pag.  149)  : 

Verbindet  man  diesen  Ausdruck  mit  den  beiden  für  die  ungestörte  Bewegung  gelten- 
den Differentialgleichungen    'I  pag.  42) : 

Op  p  0  Izer  ,  Üahnbestimmungeu.  U.  33 
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— -«0  —  "  I 

2) 


dfi  +ro3^» 


d'^yn     ,      fi  I 

7#  +  , §2/0=0,  ) 

so  ovliält  man  /iinilc.list,   wi'ini  iniiii  r,,  mit  r  ideiitificirt,    \vas  gestattet  ist.   oliiic  mehr 
als  (ilieder  zweiter  Ordmiii^;-  in   ISeziig  auf   die  Massen  zu  veniachlilssigeii ,    weil    -^ 
mit  einem  Stovuiigswertlie  ^  selbst  multi])licirt  erscheint,    durch  die  Klimiiiation  von 
.j   aus  der  ersten  Gleichung  2)  imd  der  Gleichung   i): 

und  ehenso  aus  der  zweiten   Gleichung  in  2) : 

d-i  .-  d-i/s,  . 

die  lutegratinu   dieser  Ausdrücke  gibt  zufolge  der  llelation  : 

d   i       dS  _  i,  d^X  _        'li_t:  dixo 
dt  Y"  dt        ^  'dt  j  -"  •^"  dt:^        ^   df^    ' 


sofort  die  Formen  : 


"  d(  ^    dt    ~  J  -^■'0'"+  ^ 


di 

y"  dt 

Knüjjft  mau  au  diese  Integrale  die  Uedingnng .  dass  dieselben  für  die  Osculations- 
epoche  der  Null  gleich  werden,  so  resultirt  daraus,  dass  die  Integrations-C'onstanten 
ebenfalls  der  Null  gleich  zu  setzen  sind;  diese  üestimmung  wird  in  der  Folge  fest- 
gehalten werden.  Midtiplicirt  man  nun  die  erste  der  Gleichungen  3  mit  + //„  .  die 
zweite  mit  — .r,,  und  addirt  die  Resultate,   so  erhält  man  sofort: 

^  V^»  Ä'  -  y»  tI }  =  yofA.r,  elf  -  .r„fAi/„  df   .  4) 

Uetrachtet  man  als  die  .r//- Ebene  die  ungestörte  Hahn(d)ene,  so  ist  der  in  der 
Klammer  stehende  Ausdruck  nichts  anderes .  als  das  doppelte  Sectordifferential 
(vergl.   1  ]>ag.  42  und  45);   man  kann  daher  schreiben: 

rf?/o  dx(s  ,,  dv 


^"7^7    y'>'dt—^dt~''^P'' 


m] 


vernachlilssigt  man .    wie   dies    sclion    oben  geschehen  ist ,    die  zweiten  und  höheren 
l'otenzen  der  Massen,   und  lässt  überall  den  Nullindex  weg,    so  erhält  man : 


=  -'^  (Ax  elf ^  [Ay  df  , 


6) 


in  welchem  Ausdrucke  der  Parameter  und  die  auftretenden  Coordinaten  der  un- 
gestörten ISewegung  entlelint  werden  dürfen,  nline  die  gesetzte  Genauigkeitsgrenze 
zu  überschreiten. 
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Durch  die  Gleichung;  6)  ist  demnach  eine  directe  Integration  der  vorjj^elegten 
Differentialgleichung  ermöglicht,  welche  bis  axif  Grössen  von  der  zweiten  Ordnung 
der  Massen  richtig  ist.  Man  könnte  das  eben  angezeigte  Verfahren  ohne  allzugrosse 
Schwierigkeiten  auf  strenge  Formen  hinführen ,  doch  würden  in  diesem  Falle  viel- 
fache Complicationen  auftreten,  so  dass  die  früher  entwickelten  strengen  Störungs- 
methoden für  die  Anwendung  l)equemer  erscheinen.  Uebrigens  bietet  diese  Methode 
noch  die  Möglichkeit,  jene  Correctionen  der  Störungswerthe  zu  ermitteln,  die  aus 
einer  Abänderung  der  zu  Grunde  gelegten  Elemente  entstehen;  doch  gehe  ich  auf 
diese  Entwickelungen  hier  nicht  näher  ein. 

Bei  der  Gleichung  6)  wurde  vorerst  über  die  Wahl  des  Coordinatensystemes 
für  X  inid  y  nichts  weiter  festgesetzt,  ausser  dass  die  ry- Ebene  mit  der  ungestörten 
Hahnebene  zusammenfällt,  was  durch  die  Einführung  der  Gleichung  5)  geschah. 
Legt  man  die  positive  a;-Achse  in  das  Perihel,   so  wird 

X  =^r  cos  0 
y  ^  r  sin  v  ; 

da  aber  bei  der  gewöhnlich  üblichen  Einheit  in  /■  durch  die  Multiplication  luit  x 
und  y  bei  der  Anwendung  dieser  Methode  auf  die  kleinen  Planeten  eine  \  ergrosserung 
der  numerischen  Werthe  eintreten  würde,   so  setze  ich: 

X  =  cos  E  —  e  , 

y  ^  sin  £  cos  (p  , 

wo  E  die  excentrische  Anomalie  vorstellt,  also  die  Grösse  a  (die  halbe  grosse  Achse) 
als  Einheit  eingeführt  erscheint;  die  hier  auftretenden  Grössen  siiul  übrigens  durch 
die  vorbereitenden  Kechnungen  bereits  bekannt. 

Das  Resultat  der  bisherigen  UntersTichungen  lässt  sich  also  dahin  aussprechen, 
dass  ein  bis  auf  (irösseu  zweiter  Ordnung  richtiger  Werth  aus  der  Integration  der 
Differentialgleichung   i )   hervorgeht  durch : 

§  ^ -^hhiE  cos(p  IA[cosE  —  e)  dt — (cos£  —  e]  j  A  i^m  E  costf  dr  .     7] 

Es  soll  nun  diese  Form,  die  einer  sehr  allgemeinen  Anwendung  fällig  ist.  für 
die  Hanseu-Tiet  j  en'sebe  ^^'a]ll  der  polaren  Coordinaten  verwendet  werden.  Die 
Anwendung  der  urs))ünglichen  Hansen'schen  Form  wäre  zwar  in  diesem  Falle  zweck- 
mässiger, doch  wird  es  imter  der  Voraussetzung,  dass  einer  nach  der  vorliegenden 
Methode  geführten  vorläufigen  Störungsrechnung  seiner  Zeit  eine  strenge  Berechnung 
der  Stönmgen  etwa  nach  der  Hansen-Tietjen'schen  Methode  nachfolgen  soll, 
angemessener  und  bequemer  sein,  diese  Form  bereits  in  Rechnung  gezogen  zu  haben. 

Nimmt  man  nur  auf  die  ersten  Potenzen  der  Massen  Rücksicht,  so  lassen 
sich  die  bei  der  Entwickelung  der  Ilanseu-Tie  t j  en'schen  Methode  gegebenen 
Differentialgleichungen   ipag.  148)   in  der  Form  schreiben: 

33* 
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dl 

d2~_    ,    /.;■-': 
dC-    '^    ;•••' 

dJm 
dt 


=  —  Zfiy 


'^/^  [in  elf. 


8) 


woliei  (lio  Heileiitiiiig  der  in  diosi'u  Foniicln  vipikonimcndcii  (iiüssoii  leiclit  aus  den 
dortigen  Entwickelungen  klar  gelegt  werden  kann.  In  diesen  Ausdrücken  wollen 
wir  einige  lunvesentliche  Abänderungen  vornehmen,  um  die  Anwendung  des  Inte- 
grales 7)  zu  erleichtern;  dadurch  werden  die  Buchstaben  in  den  obigen  Formeln 
eine  etwas  geänderte  ISedeutung  gegen  früher  erlangen.  Setzt  man  nämlich,  um 
nicht  nachträglich  die  Multiplication  mit  «^  ausführen  zu  raüs.scn  : 

„2 

■/  =  —^  nti  [wli)  10' 
Vi> 

und 

U=y.  Krri' 


R-. 
W. 


71    KV    , 


welche  Grössen  für  jeden  einzelnen  störenden  l'laneten  gerechnet  werden  müssen, 
und  bezeichnet  durch  ein  vorgesetztes  Summenzeichen  die  Summen  der  so  ermittelten 
störenden  Kräfte  für  die  verschiedenen  in  15etracht  gezogenen  Planeten ,  so  wird 
man  zunächst  in  den  Formeln  8)   zu  setzen  haben : 

(lU))  =J'2{U)df 

und  die  erforderlichen  einfachen  Integrale  sind  dann  : 

Z,=  fliW]  [cosE—e}dt 
Z,.  =  C:^  ( W)  sin  E  cos  (p  d  t 
N,  =  /'( J?))  { cos E—e]dt 
iVp  =  j  ((Ä ;  sin  E  cos  (p  dt   . 

sobald  diese  mit  Hilfe  der  mechanischen  Quadratur  ermittelt  sind,  ergeben  sich  die 
Integrale  der  in  8    auftretenden  Stönnigsgrössen  durch  die  Ausdrücke : 

V  =  iVj  sini?  cosf/1  —  N^.  [cosE  —  e] 

jM=-^:^f.dt 


10 
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a-  10'  sin  I   ,/       r- 
z  =  Zg  sin  E  cos  r/)  —  Z^.  ^cos  £ 


IIJ 


woliei  zu  beachten  ist.  dass  die  drei  letzten  Integrale  aus  den  einfach  summirten 
Werthen  nur  für  jene  bestimmten  Zeitepochen  berechnet  zu  werden  brauchen,  für 
welche  deren  Kenntniss,  etwa  zum  Zwecke  des  Vergleichens  der  Rechnung  mit  den 
lieobachtungen,    erforderlich  ist. 

Wie  man  sieht ,  ist  jede  indirecte  Rechnung  vermieden,  und  man  ist  in  der 
Lage ,  die  Slörungsrechnung  durchaus  ephemeridenartig  für  das  ganze  vorgelegte 
Zeitintervall  zu  erledigen,  und  so  alle  in  der  Rechnung  auftretenden  und  im  weiteren 
Verlaufe  derselben  nöthigen  Grössen  vor  ihrer  ^  erwendung  durch  lüldung  der 
Differenz werthe  streng  auf  ihre  Richtigkeit  prüfen  zu  können. 

•  Vergleicht  man  die  nöthigen  Rechnungsoperationen  bei  den  strengen  Methoden 
mit  den  hier  erforderlichen ,  so  wird  man  eine  sehr  wesentliche  Abkürzung  nicht 
wahrnehmen ,  doch  verursacht  die  zuletzt  erwähnte  Anlage  und  Durchführung  der 
Rechnung  eine  solche  Erleichterung  bei  der  thatsächlichen  Anwendung,  dass  über 
die  A  ortheile  der  eben  entwii'kelten  Methode  kein  Zweifel  bestehen  kann. 

Trägt  man  nun  alle  für  die  Rechnung  nöthigen  Formeln  zusammen,  so  wird 
man  zunächst  die  gegenseitige  Rahnlage  des  gestörten  und  des  störenden  Planeten 
zu  berechnen  haben  nach : 

sin  1  / sin \  [<l>  -\-  <lt' \  =  sin  ]  (Q'  —  Q)  sin |  [i'  +  i] 
sin^/cos^  (®  -\-  0'\  =  COS.J  (q' — Q)  sin^  [i' — i] 
cos ^J' sin j  (©  —  ©')  =  sin  <  iß'—  Q)  cos^{e"  +  «J 
cos  \  J  ct)s  !(«/>—  </> ')  =  cos  ^-  (Q '  —  Q)  cos {  [i'  —  i]    . 

Ich  finde  so,  indem  ich  für  Erato  die  bei  den  vorhergehenden  Störungs- 
rechnuugen  (pag.  173)  benützten  Elemente  venvende  und  für  Jupiter  und  Saturn 
annehme : 


Q'21.  =  99"   o'36" 
i'-2^=^     i"i8'46" 


nach  I) 


O—m)^,- 


i-ii   30- 

333"  17' 50" 

—  63"  8' 48" 


a\=  II 2"  31 '36" 
i\=     2°  12' 24", 

J^--=      0"36'2  2" 

;ö)  — w;t,  =  i7"58'48" 


Ist  L'  die    aus    den    astronomischen  Ephemeriden    zu    entnehmende  Länge  in 
der   lialui,   so  wird  für  joden  störenden   Planeten  zu  setzen  sein: 


ii'  =  L'  —  (q'+  Ö>'j 
tang?<  =  i?ct\gu'  cos/ 
sin 5,  ^  sin  u'  sin/ 


11) 
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Im  vorlioffciulcii  Falle  wurde  aber  von  der  Kleinheit  der  Neif^iing  Vortheil 
^cz()fj;en,  indem  unmittelbar  u  atis  «'  abgeleitet  wurde  (vergl.  l>ag.  i6ü^  mittelst  der 
Formel : 


tang|/^ 


sni  2  u 


welche  Rechnung  durch  eine  kleine  Tafel,  die  mit  dem  Argumente  ti'  den  C'or- 
rectionswerth  gab,   erleichtert  ^\•urde. 

Die  migestörten  wahren  Anomalien  und  Radienvectoren  für  Erato  wurden  der 
Rechnung  entlehnt,  welche  bei  der  Encke'schen  Methode  als  Beispiel  gedient  hat. 
und  ebenso  die  Logarithmen  der  Grössen  (cos  E  —  e)  und  sin  E  cos  cp ;  dieselben 
stehen  auf  dem  mit  @  bezeichneten   Bogen   (pag.  266  iF.) . 

Man  hat  nun  für  jeden  einzelnen  störenden  Planeten,  indem  dessen  Radius- 
vector  ?'|   aus  den  Ephemeriden  entlehnt  ■^^ird.   weiter  zu  berechnen: 

Q  cos^  COS  0  =  r,  cosi/j  cos  [L\  —  v)  —  r  =  S'  —  r 
Q  cosi9-  sin  &  =  Vi  cosBi  sin  [L\  —  v]  =  ;/' 

Q  sin  &  =^  >•,  sin  .ß,  ^  '-' 


J ±_ V- 

[wk]  10' »?i  -—  =  z 
VP 

\0^[l0k)   Io'OT2(.  =  3-81733 

log(M?Aj  io'??»t,  =  3-2934 
U=  y.Krii' 

r  Q 


40  tägiges 
Intervall . 


III) 


Dann  bildet  man  : 


2  (E)    =  i?2^  +  i?t.  + 


IV) 


Die  hierfür  nöthigen  Rechnungen  habe  ich  im  Umfange  der  früher  ausgeführten 
Beispiele  berechnet  und  für  Jupiter  durchaus  fünfstellig  durchgeführt .  um  später 
(pag.  264)  die  Fehler  der  Methode  mit  Sicherheit  nachweisen  zu  können;  sonst 
würde  im  Allgemeinen  eine  vierstellige  Rechnung  genügen.  Die  Rechnung  selbst 
ist  auf  dem  mit  2[.  und  1q  bezeichneten  liegen  (pag.  268  ff.:  durchgeführt,  und 
zwar  steht  oben  die  Rechnung  für  Ju])iter,   unten  jene  für  .Satiun. 

Nun  schreitet  man  zur  liilduug  des  Integrales  von  -  f-^  ;  man  wird  für  dieses 
und  die  folgenden  Integrale  nach  der  mechanischen  Quadratur  die  oljen  entwickelten 
Formeln    (pag.  35)    anzuwenden  haben,    und  zwar  : 

Für  die  Bildung  der  Anfangsconstanten  hat  man  die  Formel : 
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.'/  [a-^w]  =  -  ^/'  ia-^to]  +  ^/'"  («-!' 


Für  (lio   Ilildimg  des  Integrales  die  Formel: 

n-{-iir 


Jfix)  dx  =  ]f{fl  +  iw,  -  ^/'  Ui  +  iv)  +  ^J'"  ia  +  9w^.  - 


In  dem  letzteren  Ausdrucke  sind  die  angesetzten  Fimctionswerthe  iiritliiiiedsclie 
Mittel.      Ausserdem  bildet  man  die   Integrale  Z^  inid  Z^.;   man  hat  also: 

((U))=p{U)df 
Z,  =  fl  ( ir )  (cos  E—e)dt 


VI) 


Z,.  =  f^  ( W]  sin  E  cos  r/.  f/^ 

*2  =  Zj.  sin  £  cos  y  —  Z^  [cos  £  —  e) 


Hat  man   diese  Integrahvertlie    für   die   Epochen    der   Rechnung  mittelst    der 
Formeln  ^  )  hergestellt,  so  hat  <lic  lüldiing  der  folgenden  Cirössen  keine  Sidiwierigkeit: 


log2(w^)  =0.13867    (40tagiges  Intervall) 

«2 10' sin  i'V  »■-   "     '' 
iVj  =  f[[R))  {cosE—e}  dt 

N^.  =  f[[R]]  ?,\\\E  cosf/)  dt  . 


MI) 


Alis  diesen  letzteren  Grössen,    welche   ebenfalls   ohne  Schwierigkeit   nacli   ^ 
hergestellt  werden  können,   bildet  man  schliesslich: 


V  =  Ng  sin  E  cos  (p  —  N^  (cos  E  —  e) 
log  |—  ^  I  =  4«90309   i40tägiges  Intervall   . 


I 


\    VIII) 


Die  in  VII)  nnd  VIII)  auftretenden  Constanten  Factoren  der  Integrale  wir<l  man 
bei  der  Rechnung  sogleich  unter  das  Integralzeichen  bringen  und  beacliten .  dass 
die  in  den  Fonnelsystemen  VI),  VII)  und  \\\\]  mit  *  bezeichneten  Integrale  aus 
den  summirten  Reihen  nur  an  jenen  .Stellen  abzuleiten  sind,  wo  die  Kenntniss  der 
Störungswerthe  aus  anderen  Gründen  nöthig  ist. 

Nach  diesen  Bemerkungen  wird  das  nachfolgende  Beispiel  wohl  leicht  ver- 
ständlich sein.  Ich  habe  das  Resultat  dieser  genäherten  Störungsrechnung  mit  den 
früher   streng   ermittelten  Werthen   von    120   zu    120  Tagen   verglichen    und   erhalte 
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die  nachstehenden  Unterschiede  im  Sinne:  strenge  —  genäherte  Rechnung;  es 
sind  also  die  aus  der  ^'crnaclll;issigung  der  höhereu  l^otcnzen  entstehenden  Cor- 
rectionen  angesetzt,  wobei  die  Fehler  von  z  und  v  in  Einheiten  der  siebenten  Stelle 
verstanden  werden  : 

dz  dv  dJM  dJio 

1875   Febr.  24  o  o                 o"o  o"o 

1874  Octbr.  27  o  o                 0.0  0.0 

1874  Juni  29  o  o                 0.0  0.0 

1874  März  1  0+2                 0.0  0.0 

1873  Nov.  I  0+13  — 0.2  +     o.i 

1873  Juli  4  —     I  +32  —  0.8  +    0.5 

1873  März  6  —    3  +66  — 2.5  +1.4 

1872  Nov.  6  —  10  -(-  137  —  5.0  +    2.7 

1872  JuU  9  —19  +257  —7-1  +    4-5 

1872  März  II  — 31  +390  — 6.5  +    6.6 

1871   Nov.  12  —38  +415  —  2.7  +    8.7 

1870  Juli  15  —  36  +  259  +  2. 1  +  10.5   . 

Betrachtet  man  die  in  der  vorstehenden  Zusammenstellung  enthaltenen  Werthe. 
so  wird  man  den  hohen  Grad  der  Annäherung,  der  durch  das  eben  entwickelte 
A'erfahren  erreicht  wurde,  sofort  erkennen.  In  dem  vorgelegten  J^eispiele  sind  mit 
Absicht  sehr  ungünstige  Verhältnisse  gewählt  worden  Jupiternähe) ;  in  der  Hegel 
werden  sich  die  Annäherungen  noch  weit  günstiger  gestalten.  Ausserdem  ist  die 
Rechnung  ■\\eiter  fortgeführt  worden ,  als  man  dies  in  ähnlichen  Fällen  thun  wird, 
w-as  bei  der  ausserordentlichen  Grösse  der  Stöningen  (Encke's  strenge  Methode 
wird  am  Schlüsse  kaum  mehr  mit  Sicherheit  anwendbar)  bedeutende  Differenzen 
hervorbringen  muss;  man  wird  von  dieser  Methode  in  der  Regel  Gebrauch  machen, 
wenn  etwa  nicht  mehr  als  drei  oder  vier  Oppositionen  zur  Hahnbestimmung  vor- 
liegen ;  legt  man  dann  die  Osculationsepoche  nahe  in  die  Mitte ,  so  werden  selbst 
bei  noch  ungünstigeren  Verhältnissen ,  als  sie  im  vorliegenden  Beispiele  auftreten, 
die  obigen  Formeln  nahezu  strenge  Werthe  liefern.  ISestimmt  man  nun  mit  Hilfe 
dieser  genäherten  Störungswerthe  die  Elemente  nach  den  vorhandenen  Beobachtungen, 
so  wird  man  \om  Zeitpunkte  der  gewählten  Osculationsepoche  an,  nach  einer  der 
oben  entwickelten  Methoden  die  strengen  Stöiinigswerthe  neu  zu  berechnen  haben. 
Die  Ermittelung  der  Störungen  von  der  Osculationsepoche  nach  rückwärts  wird  wohl 
in  der  Regel  unterbleiben  können .  da  meist  in  den  hier  in  l'etracht  kommenden 
Fällen  eine  Rückrechnung  auf  entferntere  Epochen  nicht  nöthig  sein  wird  und  für 
den  naheliegenden  Zeitraum  die  vorhandenen  Näherungswerthe  selbst  strengen  An- 
forderungen genügen  werden. 

Schliesslich  mache  ich  darauf  aufmerksam ,  dass  ich  im  LXII  Bande  [No- 
vember-Heft der  Sitzungsberichte  der  kais.  Aeademie  der  ^\'issenschaften  zu  ^^'ien  eine 
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Methode  der  Stönmg;srechnimg  piil)licirt  habe,  die  ebenfalls  nur  die  ersten  Potenzen 
der  Massen  berücksichtigt  und  ganz  ausserordentliche  Vortheile  und  Abkiirzimgen 
liefert,  wenn  es  sich  darum  handelt,  die  Störungwerthe  für  mehre  Revolutionen 
eines  periodischen  Kometen  zu  berechnen.  Da  aber  diese  Forderung  selten  eintreten 
wird,  so  gehe  ich  hier  idclit  näher  auf  diese  Methode  ein  inid  begnüge  mich  mit 
dem  eben  angeführten  Hinweis. 


Oppolzer,  Babribestinimungen.  U.  34 
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Datum 


V 

r 
cos  E  —  e 
sin  E  cos  (f 


1875 


Febr.  24 

188"  8'i6" 
o.  56402 
o„o64is 
9„2i947 


Jan.  15 

183"  2'  2" 
o. 56481 
o„o6872 
«„79299 


1874 


Dec.  6 


Oct.  27 


177   56  23  172  50  20 

0.56488   I  0.56423 

o„o69i2  o„o65  35 

8.62511    I  9.16448 


Sept.  17 

i67"42'5i" 
0.56285 

o„o573' 
9-39533 


Aug.  8 

I62"32'S4" 
0.56076 
O„o4482 
9. 54226 


Juni  29 

I57"i9'26" 

0.5579s 
o„o275  3 
9.64852 


Mai  20 

152"  l'2l" 
0.55442 
o„oo496 
9-73023 


1'  (  W 
log-  W) 


162.9 
,21192 


—  180.0 

2„25S27 


196.7 

2„293  8o 


-   211.8 

2« 3 2 59 3 


223.9  j  —  231.5 
2«35005     2„36455 


-  232.4 
2„36624 


-  225.2 

2„35257 


1'    R 
l"g  H) 


4„77666 

2.25608 

—  331-6 

+  467-8 

2. 13418 


4„3i28l 

2-25924 

—   113. I 

+  627.0 

2.71088 


4-32372 
2.25952 

+   "5-9 

+   812.9 

2.96792 


4.80867 

2 . 25692 

+   356-2 

+  1026.3 

3.14067 


5-03454 

2 . 2  5 1 40 

606.9 

-  1265.0 

5.27229 


5. 18003 

2.24304 

+   864.9 

+  1521.8 

3-37780 


5.28286 

2.23180 

+  1124.8 

+  1782.6 

3-46351 


5-35697 
2.21768 

+   1378. I 
+   2025.8 

3-53'98 


>rk"\'l>, 


U:) 


i„799io 
I . 12804 


i„33525 
I . 12962 


I. 34616 
I. 12996 


N, 

+     '•! 

hl''  >■ 


I „64444 
2„866i7 

+  51 

+  122 

I. 85126 


I„02II9 

2„55654 


o„845io 

2.68305 

+  8 

+  20 

I. 07918 


I .83111 
I . 12846 


.05698 
. 12570 


2.20247 
I . 12152 


2.30530 
1.11590 


2.37941 
I. 10884 


2„0  7737 
3.26203 

+  139 

+  267 

2. 10721 


(^■i 


2„64777 
3.56819 

+  507 

+  919 

2.61490 


3«o3  52  3 

3-78491 

+        1202 

+       2124 
2.96473 


3,,33o47 

3-95293 

+       2280 

+        3994 
3.23401 


3„56790 
4.08828 

+        3740 

+       6584 

3-45393 


Datum 


1874 


April  10 


COS  E —  V 

sin  K  cos  (f 


i46"37'3o" 
0,55016 
9«97642 
9-79514 


Jan.  20 


1873 


141"  6'43"  I35"27'43' 

0.54520  0.53952 

9n9409i  I   9„89700 

9.84754  9.89000 


I29"39'ii" 

0-53315 
9«84259 
9.92412 


I2  3"39'43" 
o. 52611 

9„77437 
9.95092 


Sept.  22 


II7"27'49" 
0.51842 
9„68682 

9.97101 


Ang.  13 


Juli  4 


EI"  l'5g" 
0.51013 
9,(56963 
9.98470 


I04"20'37" 
0.50129 

9h3998o 
9.99205 


2'  ( W) 
log  2'  {W\ 


—     208.9 
2„3I994 


—     183.9 
2,126458 


152.2 

2„l824I 


1 17.0 
2^06819 


82.4 

i„9i593 


-   51.6 
»„71265 


-   26.6 

I  „4248 8 


8.1 

o„9o849 


log  ((ü;) 


m 


5.40871 

2 . 20064 

+  1614.6 

-f-  2222.7 

3.58402 


5.44142 

2. 18080 

+  1822.3 

+  2343.8 

3.61973 


5-45719 
2.15808 

-  1991.2 

-  2365.9 
3.63920 


5-45770 

2. 13260 

-)-  2114.0 

-i-  2280.6 

3.64292 


5-44467 

2.10444 

+  2188.9 

+  2096.5 

3.63199 


5.41996 

2.07368 

+  2219.6 

+  1839.2 

3.60840 


5.38560 

2.04052 

+  2213.5 

+  1540-3 

3  -  5  7447 


5-34375 

2  00516 

-t-  2180.6 

-j-  1230.6 

3-53291 


10'  a- 


2.43115 
1 . 10032 


2.46386 

1.09040 


2.47963 
1 .07904 


2.48014 
I .06630 


2.4671 1 
1 .05222 


3; 
—  Vo 

+  "1 


3„764o8 

4.19886 

+   5502 

+   9863 

3-63959 


3n92825 

4.28912 

+   7399 

+  13698 

3.79927 


4„o66i 1 

4.36197 

9186 

-  17864 

3.93842 


4„i8i67  4,^27801 

4.41952  4-46367 

+   10575  +   11282 

-|-  22062  -)-   25977 

4.06021  4.16717 


2.44240 
1.03684 


2.40804 
1 .02026 


2.36619 
I .00258 


4„35779 
4.49623 

-  11082 

-  29325 
4.26109 


4,142346 
4-51893 

-  9842 

-  31888 

4-34333 


4„47  72i 

4-53341 

+     7534 

+  33532 

4.41494 


267 


1873 

1872 

Hai  25         {        April  15               März  6                Jan.  25 

Deo.  j6 

Nov.  6 

Sept.  27 

Aug.  18       1         Juli  9                 1 

97°22'    5" 

0.49198 

9„I0454 
9.99290 

90"  4'S2"          82"27'29"          74"28'44" 
0.48232            0.47244            0.46251 
7„'3793            9-09506           9-39451 
9-98684           9-97319           9-95090 

66"  7'44" 
0.45276 
9-56439 
9-91844 

57"24'io" 
0.44342 
9.67931 
9-87350 

48°i8'27" 
0.43480 
9.76223 
9.81248 

38"si'S4" 
0.42720 
9  82305 
972933 

29°  6'56" 
0.42094 
g. 86680 
9.61261 

+          4-5        +        "-9        +        15-7 
0.65321             1.07559             '•1959° 

+        16.7 
1 .22272 

4-      16.0 
1 .20412 

+        14-2 
1.15229 

+        11.8 
I .07188 

+         8.9 
0.94939 

+          6., 
0.78533 

5.29656 

1.96792 

+   2131.3 

+     933-4 

3-48639 

5. 24616 

I .92928 

+  2074.3 

+     664.1 

3-43749 

5.19464 

1.88976 

+   2017.8 

+     429 -8 

3-38874 

5.14402 

I .85004 

+   1967.8 

+     233.2 

3.34262 

5-09623 

1 .81 104 

+  1928.4 

4-       73-7 
3.30148 

5-05313 

1.77368 

+   1903  0 

—       51.2 

3-26759 

5.01627 

1-73920 

+   1892.7 

—     143-9 

3.24274 

4.98685 

1.70880 

+   1896.9 

—     207.6 

3-22771 

4.96561 

1.68376 
+    1913-6 

—     244   7 
3.22243 

2. 31900 
0.98396 

2.26860 
0.96464 

2.21708            2.16646 
0.94488           0.92502 

2. 11867 
0.90552 

2.07SS7 
0.88684 

2.03871           2.00929 
0.86960          0.85440 

1.98805 
0.84188 

4„52io3 

4-54>i7 

+        4222 

+      34203 

4.47685 

4n55664 

4-54354 

+            49 

+      33914 

4-52975 

4„58553 
4.54160 

—       4793 

+     32718 

4.57416 

4„6o892 

4.53619 

—      10079 

-|-      30696 

4.61039 

4„6278s 

4.52798 

—      15568 

+      27952 

4.63869 

4,164312 

4-51739 

—      21010 

+      24597 
4-65903 

4n65537 

4.50468 

—      26158 

+     "757 
4-67131 

4„665os          4^67245 

4.48991           4-47305 

—     30768      —     34614 

+     16567      +     12180 

4.67518          4.67019 

1872 

1871 

Ha.i3o         I      April  20                März  11        1       Jau.  31 

Doc.  22 

Nov.  12               Ott.  3 

Aug.  24 

Juli  15 

19"  7'   3"           8"56'48"       3S8''4i'33" 
0.41631            0.41354           0  41277 
9.89620   1        9.91274  ,         9.91718 
9.4360s            9.10984   '         8„275S3 

348"27'   3" 
0.41406 
9.90970 

9„22006 

338"i8's8" 

0.41732 
9.88997 
9„48944 

328"22'29"      3i8"4i'55" 

0.42239   1       0.42902 
9.85710   1       9-80933 
9,164655           9«753io 

3o9"2o'29" 
0.43691 
9.74348 
9„82983 

300''20'20" 
0.44574 
9.65365 
9,188630 

+          3    3 
0.51851 

+         0   5       —         2.0 
9.69897   :        o„3oio3 

—         4-5 
o„65  32i 

—          6.8 
o„83251 

—          9.0       -          11. 0      —        12. 81   —        14.5 
o„95424  '        i„04i39   :        I„i072i    |        i„i6i37 

i 

4.95263 

1.66524 

+   1938.2 

—     258.5 

3.22523 

4.94746 

1 .65416 

+  1964-7 

—     252.2 

3  23363 

4   94923 

1 .65108 

+    1986.8 

—      229.6 

3.24482 

4.95679 

1 .65624 

+   1997-8 

—     194.9 

3-25598 

4.96886 
1.66928 

+   1993-3 

—      151. 8 

3.26517 

4-98423 
1.68956 

+   1970.9 

—     1 04 . 2 

3.27107 

5.00186 

I .71608 

+   1931-0 

—       55-3 

3.27316 

5.02082          5.04044 

1.74764          1.78296 

4-  18758     +  1809.2 

—          7-7       +        37-4 
3.27141          3  26637 

1.97507 
0.83262 

1 .96990 

0.82708 

1.97167 
0.82554 

1.97923 
0.82812 

1.99130 
0.83464 

2.00667 
0.84478 

2.02430 
0.85804 

2.04326 
0.87382 

2.06288 
0.89148 

4„67770 

4.45398 

—      37488 

+        7763 

4-65563 

4„68o8o 

4-43265 

—      39223 

+        3487 

4.63053 

4„68i6s 
4.40911 

—  39704 

—  484 
4-59351 

4„68oi5 
4.38362 

—  38891 

—  401s 
4-54253 

4,^67620 

4-35675 

—  36827 

—  7018 
4-47435 

4,166976 
4-32934 

—  33640 

—  9460 
4.38346 

4„66o86 

4-30249 

—  29525 

-  11366 
4.25910 

4,164967 
4-27743 

—  24726 

—  12801 
4.07646 

4,163640 
4-25544 

—  19501 

—  13859 
3-75143 

34' 
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; 

%  "-   i'n 

I87S 

•874 

1  );itum 

Fetr.  24 

Jan    15 

Dec.  6 

Oct.  27 

Sept.  17       ! 

Aug.  8 

JiiDi29 

Mai  20 

u' 

227°29'So" 

224"28'3J" 

Z2l"27'22" 

Zli°lf,'lf 

ZIS-ZS'   7" 

2I2°23'58" 

209''22'4l" 

zoe-zi'iö" 

Ju 

22 

22 

—              22 

21 

—          21 

—          20 

—               19 

—          17 

sin  u' 

9„8676i 

9„84548 

9„82o89 

9«793S5 

9,176309 

9,.7290i 

9„6907o 

9,(64730 

sin  B\ 

8,.i8s6i 

8„i6348 

«„13889 

•8„iii55 

8„o8i09 

8„047oi 

8^00870 

7,(96530 

n 

0.73657 

0.73673 

0.73683 

0.73686 

0.73683 

0.73675 

0.73660 

0.73639 

cos  -Bi 

9-99995 

9  99995 

9 ■ 99996 

9.99996 

9.99997 

9.99997 

9.99998 

9.99998 

L\ 

i64>'2o'4o" 

i6i"i9'23" 

I58"i8'i2" 

155-.7'  6" 

I52"i5'58" 

i49"i4'5o" 

•46"i3'34" 

i43"i2'ii" 

L'\ — 0 

3 36"! 2 '24" 

338°i7'2i" 

34o"2i'49" 

342"26'46" 

344"33'  7" 

346"4i'56" 

348"54'   8" 

35i"io'5o" 

cos  (i'|— tl) 

9.96142 

9.96804 

',-97398 

9-97929 

9.98402 

9.98819 

9.99180 

9  99483 

»'i  cos  li\ 

0.73652 

0.73668 

0.73679 

0. 73682 

0. 73680 

0.73672 

0.73658 

0.73637 

sin  (i'i — i'l 

9„6o578 

9„568ii 

9„5264i 

9„47944 

9„42  547 

9„36i86 

9„284  39 

9,(18560 

■c' 

0.69794 

0.70472 

0.71077 

0.71611 

0. 72082 

0.72491 

0.72838 

0.73120 

r 

0. 56402 

0.56481 

0.56488 

0.56423 

0.56285 

0. 56076 

0.55795 

0  55442 

Sublr. 

9-55774 

9-5799° 

9.60123 

9.62187 

9.64217 

9. 66211 

9.68176 

9.70103 

f'-r 

0. 12176 

0.14471 

0. 1661 1 

0. 18610 

0.20502 

0. 22287 

0.23971 

025545 

9,.932  89 

9«91509 

9„89265 

9^86404 

9.86981 

9 .90286 

9-93241 

9-95766 

'/ 

o«34230 

o„ 30479 

0,(26320 

0„2l626 

0„l6227 

o„o9858 

o„02097 

9,(92197 

y  cos  # 

0.40941 

0.38970 

0.37055 

0.35222 

0.33521 

0. 32001 

0.30730 

0.29779 

9.99977 

9-99977 

9-99978 

9.99979 

9.99980 

9.99982 

9.99984 

9.99986 

f 

8„922i8 

8^90021 

8„87572 

8„8484i 

8„8i792    . 

8„78376 

8„74;3o. 

8„70i69 

(,'"' 

9.59036 

9.61007 

9.62923 

9-64757 

9 -6645 9 

9.67981 

9.69254 

9.70207 

o  ~  > 

8.77108 

8.83021 

8.88769 

8.94271 

8.99377 

9-03943 

9.07762 

9. 10621 

n-j 

7.79029 

7-78981 

7.78951 

7.78942 

7.78951 

7.78975 

7.79020 

7.79083 

Subtr. 

9.95205 

9.95851 

9.96390 

9.96836 

9.97198 

9,97484 

9.97700 

9-97847 

K 

8,72313 

8.78872 

8.85159 

8 .91 107 

8.96575 

9-01427 

9.05462 

9.08468 

i'    :   '■ 

0-13392 

0.13991 

0.14589 

0. 15188 

0.15797 

0. 16415 

0.17043 

0, 17678 

z/v 

3.29031 

3-35590 

3-41877 

3.47825 

3-53293 

3.58145 

3.62180 

3.65186 

/  '  '■ 

o„9o632 

o„8696o 

o„8:So8 

o„78o49 

o„725i2 

o„65934 

o„57892 

0((47639 

X  K  S.'  :  r 

3-42423 

3.49581 

3.56466 

3.63013 

3.69090 

3-74560 

379223 

3.82864 

X  :  ()■' 

3.33826 

3-39739 

3-45487 

3-50989 

3-56095 

3 .60661 

3.64480 

3-67339 

Sublr. 

9. 34026 

9  40544 

9.45883 

9.50377 

9.54258 

9    57654 

9.60660 

9.63318 

li 

+     477.0 

+     635-1 

+      819    8 

+    1031.9 

-\-   1269.2 

+    1524-6 

+    1784.0 

+   2025.7 

r 

—      15726 

—     16807 

—      17654 

-      18144 

—      18115 

—      17410 

—      15875 

—      13435 

ir 

—      163.1 

—      180.3 

—      197.0 

—      212.2 

—      224.3 

—     231.9 

—      232.9 

—      225.7 

u' 

26o''5o'8 

259"36'2 

258"2i'7 

257"  7'3 

25S"S3'o 

254"38'9 

253"24'9 

252''l  l'o 

Ju 

0.0 

0.0 

0.0 

0.  0 

0.0 

—         0. 1 

—         0.1 

0.  I 

sin  ((' 

9„9944 

9„9928 

9h991o 

9„9889 

9„9867 

9,,9843 

9„98i5 

9,(9786 

sin  Bt 

8„oi88 

8„oi72 

8„oi54 

8«oi3  3 

8,„oiii 

8„oo87 

8„oo59 

8„oo3o 

n 

0,9950 

0  9954 

0.9957 

0.9961 

0.9964 

0.9968 

0.9971 

0.9974 

C(JSZf| 

0. 0000 

0.0000 

0.0000 

0 . 0000 

0 . 0000 

0.0000 

0 . 0000 

0.0000 

X'i 

2  78"49'6 

277"35'o 

276"2o'5 

275°  6'i 

273"5l'8 

272"37'6 

27i"23'6 

270"  9'7 

//,-« 

9o"4i'3 

94"3  3'o 

98"24'i 

io2''i5'8 

106"  9'o 

110"  4'7 

114°  4'2 

118"  8'4 

cos  (i'i  —  »•' 

8„0797 

8„8994 

9„i647 

9„3272 

9n4443 

9„5357 

9„6ios 

9,(6736 

/i  cos  /ii 

0.9950 

0-9954 

0.9957 

0.9961 

0.9964 

0.9968 

0.9971 

0-9974 

sin  IL\  —  r) 

0 . 0000 

9.9986 

9-9953 

9.9900 

9-9825 

9.9728 

9.9605 

9-9454 

^' 

9„0747 

9„8948 

o„i6o4 

o„3233 

°„44°7 

o„5  325 

0,(6076 

0,(6710 

/■ 

0.5640 

0. 5648 

0 . 5649 

0.5642 

0.5628 

0.5608 

0-5579 

0.5544 

Sublr. 

0.0139 

0.0841 

0.1443 

0,1971 

0.2443 

0.2871 

0.2769 

0.2466 

■;' — '• 

o«5779 

o„6489 

o„7092 

o„76i3 

o„8o7i 

o„8479 

0,(8845 

o„9i76 

9-9703 

9-9597 

9.9476 

9.9340 

9.9188 

9.9019 

9.8830 

9.8617 

'/' 

0.9950 

0.9940 

0.9910 

0.9861 

0.9789 

0.9696 

0.9576 

0.9428 

()  COS   // 

1.0247 

1-0343 

1.0434 

1 .0521 

1 .0601 

1.0677 

I .0746 

1.0811 

0 . 0000 

0.0000 

0 . 0000 

0.0000 

0.0000 

0.0000 

0 . 0000 

0.0000 

s 

9«o>38 

9„oi26 

9„oiii 

9„oo94 

9„oo7  5 

9„oo55 

9^^0030 

9„ooo4 

&-' 

8   9753 

8.9657 

8.9566 

8.9479 

8.9399 

8.9323 

8.9254 

8.9189 

e-3 

6.9259 

6.8971 

6.8698 

6.8437 

6.8197 

6.7969 

6.7762 

6.7567 

r,-3 

7.0150 

7.0139 

7.0128 

7 .0118 

7.0107 

7.0097 

7.0088 

7.0078 

Sublr. 

9.3574 

9.4894 

9.5910 

9-6745 

9-7422 

9.8009 

9.8503 

9.8936 

A' 

6„28  3  3 

6„3865 

6„46o8 

6„5i82 

6„56i9 

6„5978 

6,(6265 

6(16503 

;'  :  ;• 

8«5I07 

9„3  3°o 

9„5955 

9„759i 

9„8779 

9„97i7 

o,(0497 

o„ I 1 66 

X  K 

o„3265 

o„4297 

0^,5040 

o„56i4 

o„6o5i 

0,(6410 

0,(6697 

0,(6935 

'.'  '■ 

1,5590 

1.5588 

1-5559 

1 -5503 

1.5417 

1.5304 

1-5155 

1.49-2 

z  A'i"  :  r 

8    8372 

9-7597 

0.0995 

0.3205 

0.4830 

0.6127 

0.7194 

0.8101 

X  :  ^r' 

0.9691 

0.9403 

0.91 30 

0.8869 

0.8629 

0.8401 

0.8194 

0.7999 

Sul)tr. 

9.9968 

9.9704 

9.9276 

9.8625 

0.1456 

9.8377 

9.4:32 

8.3759 

R 

—          9-2 

—        8.1 

-        6.9 

-       5-6 

—       4-2 

—       2.8 

—       1-4 

+          0.1 

U 

—          77 

—          97 

—        115 

—        129 

—        140 

-       148 

—       153 

—          155 

w 

+        0.2 

+        0-3 

+        0-3 

+        0.4 

+        0.4 

+       0.4 

+       0-5 

+          0.5 
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1874 

1873. 

April  10 

Mära  I 

Jan. 20 

Dec.  II 

Nov.  I 

Sept.  22 

Ang.  13 

Juli  4 

Mai  25 

2o3"i9'39" 

2oo°i  7'46" 

i97"'is'36" 

.94"!  3'   5" 

i9i''io'  9" 

188°  6'45" 

185°  z'sz" 

i8i°s8'26" 

I78°S3V 

—          16 

—          14 

—         12 

—          10 

—           9 

—           6 

—           4 

—           2 

+           I 

9,,59768 

9«54017 

9«472  33 

9«39025 

9»287i4 

9«i4958 

-      8„94442 

8„S37ii 

8.28717 

7„9i568 

7„858i7 

7„79033 

7„7o825 

7,i6o5i4 

7„46758 

7„26242 

6„8ssii 

6  60517 

0.7361 1 

0.73578 

0.73539 

0.73493 

0.73443 

0.73386 

0.73325 

0.73257 

0.7318s 

9-99999 

9  99999 

9.99999 

9.99999 

0.00000 

0 . 00000 

0 . 00000 

0 . 00000 

0  00000 

i4o"io'35" 

137"  8'44" 

134"  6' 36" 

131"  4'   7" 

128"     l'l2" 

I24»57'5i" 

I2i''54'  0" 

ii8"49'36" 

II5"44'37" 

353''33'   5" 

356°  2'    1" 

358"38'53" 

i"24'56" 

4"2l'29" 

7"3o'  2" 

IO°52'     l" 

14"28'59" 

l8"22'32" 

9.99724 

9.99896 

9.99988 

9.99987 

9  99874 

9.99627 

9.99214 

9.98597 

9.97727 

0. 73610 

0.73577 

0.73538 

0.73492 

0.73443 

0.73386 

0.73325 

0.73257 

0.73185 

9„o5042 

8„839y3 

8„37279 

8    392-6 

8.88075 

9-11573 

9.27538 

9.39810 

9.49864 

0.73334 

0.73473 

0.73526 

0.73479 

0  73317 

0-73013 

0.72539 

0.71854 

0. 70912 

0. 55016 

0   545-0 

0.53952 

0.53315 

0. 5261 1 

0   51842 

0.51013 

0.50129 

1.49198 

9.71990 

9.73810 

9-75544 

9-77151    1 

9-78595 

9.79810 

9.80725 

9.81232 

9.81204 

0.27006 

0.28330 

0.29496 

0. 30466 

0. 31206 

0. 31652 

0.31738 

0.31361 

0 . 30402 

9-97775 

9.99181 

9-99908 

9 . 99904 

9.99140 

9.97608 

9.95306 

9.92223 

9.88316 

9«78652 

9„57570 

9„io8i7 

9.12768 

9.61518 

9.84959 

0.00863 

0. 1 3067 

0.23049 

0.29231 

0.29149 

0.29588 

0.30562 

0. 32066 

0 . 34044 

0.36432 

0.39138 

0.42086 

9.99989 

9.99991 

9-99994 

9   99996 

9.99998 

9.99999 

0.00000 

0.00000 

0 . 00000 

8„65I79 

8„59395 

«„52572 

8„443i8 

8„33957 

«„20144 

7„99567 

7„58768 

7.33702 

9. 70758 

9.-0K42 

9   70406 

9.69434 

9.67932 

9-65955 

9.63568 

9.60862 

9-57914 

9.I2J74 

9.1252(1 

9    I  1  2  I  K 

9.08302 

9.03796 

8.97865 

8.90704 

8.82586 

8.73742 

7.79167 

7.79266 

7-79383 

7.79521 

7.79671 

7.79842 

7.86025 

7.8022g 

7-80445 

9.97925 

9  97932 

9.97862 

9.97702 

9-97434 

997033 

9-96464 

9.95678 

9.94611 

9. 10199 

9.10458 

9 .09080 

9.06004 

9.01230 

8.94898 

8.87168 

8.78264 

8,68553 

0. 18318 

0.18953 

0.19574 

0.20164 

0    20-06 

0   21171 

0.21526 

0  21725 

0.21714 

3.66917 

3.67176 

3.65798 

3.62722 

3-57948 

3.51616 

3.43886 

3.34982 

3-25071 

o„33668 

0^,12090 

9„64769 

9   66083 

0, 14129 

0. 36801 

0   51876 

0   63196 

0     72247 

3    85235 

3.86129 

3-85372 

3.82886 

3.78654 

3.72787 

3.65412 

3.56707 

3.46785 

3.68992 

3,69244 

3.67936 

3 .65020 

3-60514 

3-54583 

3-47422 

3-39304 

3 . 30460 

9.65663 

9.67688 

9-69375 

9. 70663 

9-71471 

9.71658 

9.71030 

9.69276 

9-65925 

4"  2221.0 

+  2340.6 

+   2361.1 

+   2274.2 

-1-   2088.6 

-1-   1829.8 

-1-    1529-4 

-\-   1218.4 

+     920.1 

—    10136 

—       6204 

—        2021 

+        1941 

+        5257 

-t-        7659 

+        9070 

+        9589 

+       9401 

—     -09 -4 

-      184.4 

—      152.7 

—    ii:t.6 

—        85.0 

—        52.2 

—        27.2 

—          8.7 

+          3-9 

25o"57'2 

249°43'S 

248"29'9 

247°i6'4 

246"  3'o 

244"49'7 

243"3'6S 

242°2  3'4 

24i"io'3 

—          0. 1 

—         0. 1 

—          0.1 

—          0. 1 

O.I 

—         0.1 

—         0. 1 

O.I 

—         0.1 

9„9756 

9„972  2 

9„9687 

9„9649 

9„96o9 

9„9567 

9„9522 

9,.9475 

9„942  5 

8„oooo 

7„9966 

7„993' 

7„9893 

7„9853 

7„98ii 

7„9766 

7„97I9 

7„9669 

0.9977 

0.9980 

0.9983 

0.9986 

0  9988 

0.9991 

0.9993 

0.9996 

0.9998 

0 . 0000 

0.0000 

0.0000 

0 . 0000 

0.0000 

0.0000 

0.0000 

0.0000 

0.0000 

268"55'9 

267''42'2 

266°28'6 

265"i5'i 

264"   l'7 

262°48'4 

26i"35'2 

26o''22'l 

259"  9'o 

I22"l8'4 

I26''3S'S 

131"  o'9 

i35"35'9 

14o"22'o 

i45"2o'6 

i5o"33'2 

156"   i's 

i6i"46'9 

9h7279 

9«7753 

9„8i70 

9„854o 

9«8866 

9„9i52 

9„9399 

9„96o8 

9«9777 

0.9977 

0.9980 

0.9983 

0. 9986 

0.9988 

0.9991 

0.9993 

0.9996 

0.9998 

9.9269 

9.9047 

9.8777 

9-8449 

9.8047 

9-7549 

9.6916 

9.6089 

9'- 49  51 

o„7256 

o„77  33 

o„8i55 

o„8526 

o„8854 

o„9i43 

o„9592 

o„96o4 

o„977S 

0.5502 

0.5452 

0-5395 

0.5331 

0.5261 

0.5184 

0. 5101 

0.5013 

0.4920 

0.2221 

0.2018 

0. 1847 

0. 1700 

0.157s 

0. 1467 

0.137s 

0.1295 

0. 1229 

o„9477 

o„975i 

i„oooo 

I„0226 

i„0429 

i„o6io 

i„0767 

i„o899 

i„Ioo4 

9„86o7 

9„8827 

9«9027 

9«92ii 

9«9377 

9,,9527 

9„966o 

9«9776 

9„9870 

0.9246 

0.9027 

0. 8760 

0.8435 

0.8035 

0.7540 

0.6909 

0.6085 

0.4949 

I .0870 

1.0924 

1.0973 

1 . 1015 

1.1052 

I . 1083 

1 . 1107 

1.1123 

1.1134 

0 , 0000 

0.0000 

0 . 0000 

0.0000 

0.0000 

0.0000 

0 . 0000 

0 .0000 

,    0.0000 

8„9977 

8„9946 

8«99I4 

8„98-'9 

8„984i 

8„9802 

8„9759 

8„97I5 

8„9667 

8.9130 

8.9076 

8.9027 

8.8985 

8.8948 

8.8917 

8.8893 

8.8877 

8.8866 

6.7390 

i           6.7228 

6.7081 

6.6955 

6.6844 

6.6751 

6.6679 

6.6631 

6.6598 

7.0069 

1           7.0060 

7.0051 

7.0043 

7-0035 

7.0027 

7.0020 

7.0013 

7 .0006 

9.9310 

9.9636 

9.9919 

0.0155 

0.0354 

0.0516 

0.0638 

0.0714 

0,0762 

6„6700 

6„6864 

6„-ooo 

6„7IIO 

6„7198 

6„-26- 

6„73i7 

6„7345 

6„736o 

o«i7S4 

0„228l 

■      o„275S 

°«3i95 

o„3593 

o„3959 

o„429i 

o„459i 

o„4855 

o„7i32 

o«7296 

o„7432 

o„7542 

o„763o 

o„7699 

o„7749 

o„7777 

o„7792 

1.4748 

'-4479 

>    4155 

1.3-66 

1.3296 

1.2-24 

1 . 2010 

I .1098 

0.9869 

0.8886 

0.9577 

1 . Ol  90 

1.0-3- 

1.1223 

1.16,-8 

1 . 2040 

1           1.2368 

1.264- 

0.7822 

0.7660 

0.7513 

0.7387 

0.7276 

0.7183 

0.7111 

0. 7063 

0.7030 

9-4434 

9.7442 

9.9306 

0.0655 

0.1707 

9.8083 

9.8316 

9.8483 

9.8607 

+          1-7 

+              3-2 

+          4-8 

-1-          6.4 

+         7.9 

+         9-4 

+        10.9 

-1-        12.2 

+        13-3 

—           154 

—       150 

—          144 

—          135 

—          124 

—         110 

—           95 

—            77 

—            58 

+          0.5 

j    +         o.s 

+          0.5 

+          0.6 

-f-         0.6 

+         0.6 

-|-         0.6 

+          0.6 

1    +          0.6 
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1  );ituiu 

1873 

1872 

April  IS 

März  6 

Jan.  25 

Dec.  16 

Nov.  6 

Sept.  27 

Aug.  18 

Juli  t| 

u' 

•7  5"47'43" 

172''4l'22" 

i69°34'i7" 

i66"26'26" 

i63°i7'4S" 

160°  8'i3" 

ije-srV 

IS3V28" 

Ju 

4-          3 

+           6 

+             8 

+         10 

+         12 

+          14 

+         'S 

+           17 

sin  «' 

8.86522 

9.10465 

9.25770 

9.  37006 

9-45853 

9-53119 

9-59253 

9.64533 

sin  7)'| 

7.18322 

7.42265 

7.57570 

7.68806 

7-77653 

7.84919 

7.91053 

7.96333 

»•i 

0.73107 

0.73025 

0.72938 

0. 72846 

0.72751 

0.72651« 

0.72547 

0.72441 

cos  ]}\ 

0.00000 

0 . 00000 

o.ocooo 

9.99999 

9-99999 

9.99999 

9-99999 

9.99998 

TA 

ii2"38'58" 

i09"32'4o" 

io6"25'37" 

io3"i7'48" 

100"  9'  9" 

96"59'39" 

93"49'i6" 

9o''37'57" 

L\-~o 

2  2"34'  6" 

27"s'ii" 

31"S6'5  3" 

37"lo'  4" 

42''44'59" 

]     48"4i'i2" 

54''57'22" 

6i"3i'  i" 

[•OS  (i'i— 0) 

9.96540 

9-94955 

9.92867 

9.90139 

9.86589 

9.81966 

9.75906 

9-67843 

»'1  cosJSi 

0. 73107 

0.73025 

0.72938 

0.72845 

0.72750 

0. 72650 

0.72546 

0.72439 

sin  (L'i  —  r) 

9. 58409 

9.65833 

9.72358 

9.78114 

9-83174 

9.87570 

9-913I3 

9-94397 

r 

0.69647 

0.67980 

0.65805 

■0,62984 

OS9339 

0  54616 

0.48452 

0.40282 

)• 

0.48232 

0.47244 

0.46251 

0.45276 

0.44342 

0.43480 

0.42720 

0.42094 

■     Siibtract. 

9 . 80440 

9.78674 

9-75488 

9.70193 

9.61536 

9.46581 

9.14950 

8.62946 

l'-c 

0.28672 

0.25918 

0.21739 

0.15469 

0.05878 

9.90061 

9.57670 

9^03228 

9.86324 

9.90468 

9.93678 

9.96130 

9-97935 

9-99158 

9-99837 

9.99988 

';' 

0.31516 

0,  38858 

0.45296 

0.50959 

0.55924 

0.60220 

0.63859 

0.66836 

(>  cos  >'/• 

0.45192 

0.48390 

0.51618 

0.54829 

0.57989 

0.61062 

0.64022 

0.66848 

0 . 00000 

0.00000 

9.99999 

9.99999 

9.99998 

9.99998 

9.99998 

9.99998 

^ 

7.91429 

8 . 15290 

8.30508 

8.41652 

8.50404 

8.57570 

8.63600 

8.68774 

?-" 

9. 54808 

9.51610 

9.48381 

9.45170 

9.42009  . 

9-38936 

9.35976 

9-33150 

?-3 

8.64424 

8.54830 

8.45143 

8.35510 

8.26027 

8.1680g 

8.07928 

7.99450 

n-i 

7.80679 

7.80925 

7.81186 

7. 81462 

7.81747 

7.82047 

7-82359 

7.82677 

Öubtr 

9-93177 

9.91256 

9.88688 

9.85243 

9. 80567 

0.08864 

9.90403 

9.67339 

A' 

8. 57601 

8.46086 

8.33831 

8.20753 

8 .06594 

7.90911 

7.72762 

7.50016 

i     r 

0.21415 

0.20736 

0.19554 

0, 17708 

0.14997 

0.11136 

0.05732 

9.98188 

zA' 

3-14319 

3.02804 

2.90549 

2.77471 

2.63312 

2   47629 

2.29480 

2.06734 

/ '  /■ 

0.79748 

0. 86102 

0.91547 

0.96235 

I .00266 

1 .03700 

1.06579 

I .08930 

■/.  Ki' :  r 

3-35734 

3-23540 

3. 10103 

2.95179 

2.78309 

2.58765 

2.35212 

2.04922 

y  .  ,fl 

3   21142 

3.11548 

3   01861 

2.92228 

2.82745 

2-73526 

2.64646 

2.56168 

Subtr. 

9.60133 

9.50245 

9.32011 

8.84703 

9-03158 

9.60722 

9.98652 

9.84055 

R 

+     649.8 

+     414-9 

+     218.1 

+        58.8 

-        65.3 

—     156.6 

—     218.1 

—     252. s 

r 

+        8723 

+        7746 

+       6622 

+        5458 

+        4323 

+        3261 

+        2294 

+        1434 

w 

+        11-4 

+        15-2 

+        .6.2 

+        15-5 

+        13-7 

+        11-3 

+          8.5 

+          5.7 

u' 

239"S7'4 

238°44'5 

237"3i'7 

2  36»18'9 

235"  6'3 

2  33"53'6 

232"4X'l 

23i''28'6 

Ja 

O.I 

—         0.1 

—         0.1 

—          0.1 

—         0. 1 

—         0.1 

O.I 

—              O.I 

sin  li 

9«9373 

9„93i9 

9„926i 

9»9202 

9«9i39 

9«9074 

9«9oos 

9«8934 

sin  A'i 

7„96i7 

7„9.!63 

7„9505 

7„9446 

7«9383 

7«93i8 

7„9249 

7«9i78 

»■i 

1 .0000 

1 .0002 

1 . 0004 

1 .0006 

I .0008 

I . 00 1 0 

1 .0011 

I .0013 

cos  Bx 

0.0000 

0 . 0000 

0 .0000 

0 .0000 

0.0000 

0 . 0000 

0.0000 

0.0000 

L\ 

257°S6'1 

256"43'2 

255"3o'4 

254°I7'6 

253°  5'o 

25i"52'3 

25«>"39'8 

249°27'3 

L\—v 

l67"5i'2 

I74°I5'7 

181"  i'7 

188"  9'9 

i95''4o'8 

203"33'9 

2ii"47'9 

220''20'4 

cos  (Z'|  — r; 

9«990I 

9«9978 

9« 9999 

9„9956 

9»9836 

9„9622 

9h9294 

9„8821 

;-i  cos  2>'| 

1 .0000 

I . 0002 

1 .0004 

1 . 0006 

I .0008 

I .0010 

1 .0011 

I.0013 

sin  i'Z'i  — »■ 

9-3231 

9.0000 

8„2540 

9„I524 

9„43i8 

9„6oi8 

9« 72 18 

9„8ii2 

c' 

o„990i 

o„998o 

i„ooo3 

o„9962 

©„9844 

0,19632 

o„9  305 

o„8834 

;• 

0.4823 

0.4724 

0.4625 

0.4528 

0.4434 

0.4348 

0.4272 

0.4209 

Subtr. 

0.117s 

0.1133 

0. 1105 

0.1093 

0. 1098 

0.1127 

0. 1185 

0.1286 

f'-r 

i„i076 

i„iii3 

i„iIo8 

i„l°55 

i„0942 

i«o7S9 

i«o49o 

I„0I20 

9„9942 

9« 99 8 7 

o„oooo 

9,,9973 

9„9899 

9,19767 

9„9563 

9«92  7i 

';' 

0-3231 

0.0002 

9„2  544 

o„i530 

o„4326 

o„6o28 

o„7229   , 

o„8i25 

y  cos  tf- 

1.1134 

1.1126 

1 . 1108 

1 .  1082 

1.1043 

I .0992 

1.0927 

1.0849 

0.0000 

0. 0000 

0.0000 

0.0000 

0 . 0000 

0.0000 

0.0000 

0.0000 

^ 

8„96i7 

8„9565 

8„9509 

8„94S2 

8„939i 

8„9328 

8„926o 

«„9191 

(1—1 

8.8866 

8.8874 

8.8892 

8.8918 

8.8957 

8.9008 

8.9073 

8.9151 

e-3 

6.6598 

6.6622 

6.6676 

6.6754 

6.6871 

6. 7024 

6.7219 

6.7453 

n-3 

6.9999 

6.9993 

6.9987 

6.9981 

6.9976 

6.9971 

6.9966 

6.9962 

Subtr. 

0.0749 

0.0694 

0.0582 

0.0423 

0.0187 

9.9872 

9-9456 

9.8932 

A 

<>„7  347 

6„73i6 

6„7258 

6„7177 

6„7058 

6„6896 

6„6675 

6„638s 

i'  :  r 

o„so78 

o„5256 

o„53-8 

o«5434 

o„S4io 

o„5284 

o„5033 

o„4625 

xK 

o«7779 

o„7748 

o„769o 

o„76o9 

o„749o 

o„732  8 

o„7io7 

o„68i7 

r'  r 

0.8054 

0.4726 

9« -169 

0,16058 

o„876o 

'»0376 

i„i5oi 

i„2334 

/.  Ki'    r 

1  -2857 

1 • 3004 

1.3068 

1.3043 

1 . 2900 

1.2612 

I . 2140 

1.1442 

■/. :  ()■' 

0.7030 

0.7054 

0.7108 

0.7186 

0.7303 

0.7456 

0.7651 

0.7885        ] 

Subtr. 

9.8684 

9.8727 

9.8730 

9.8695 

9.8600 

9.8419 

9. 8091 

0.1032        1 

R 

+        14.3 

+        14-9 

+        15-1 

+       14-9 

+        14.1 

+       12.7 

+        10. 5 

+          7-8 

V 

-            38 

—             18 

+              3 

+            23 

+            42 

+            59 

+            73 

+            82 

W 

+         o-S 

+          0.5 

+         0.5 

+         0.5 

+          0.5 

+         0.5 

+         0.4 

+          0.4 
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187 

2 

1871 

• 

Mai  30 

April  20 

März  n 

Jan.  31 

Dec.  22 

Nov.  12 

Oct.3 

Aug.  24 

Juli  IS 

I5o"34'to" 

.47°2o'53" 

144°  6'34" 

i4o»5i'i3" 

I37"34'48" 

I34°17'I7" 

i3o''58'4o" 

I27°38'S5" 

I24"i8'  2" 

+          19 

+         20 

+          2' 

+         22 

+         22 

+         22 

+         22 

+          21 

+         20 

9.69141 

9.73202 

9.76808 

9.80024 

9.82902 

9.85482 

9-87793 

9.89860 

9.91703 

8.00941 

8 .05002 

8.08608 

8.11824 

8. 14702 

8.17282 

8-19593 

8. 21660 

8.23503 

0.7233' 

0.72218 

0.72103 

0.71985 

0.71866 

0.71745 

0. 71623 

0.71501 

0.71378 

9.99998 

9.99997 

9-99997 

9.99996 

9.99996 

9-99995 

9-99995 

9.99994 

9-99994 

87"25'4i" 

84".2'25" 

8o°58'    7" 

77"42'47" 

74''26'22" 

71°  8'5i" 

67"5o'i4" 

64"3o'28" 

61"  9'34" 

68°i8'38" 

7S"iS'37" 

82"i6'34" 

89"'5'44" 

96"  7'24" 

102°46'22" 

109°  8'i9" 

115°  9'59" 

i2o''49'i4" 

9.56770 

9.40556 

9. 12840 

8.10979 

9.„02  8o4 

9„34456 

9,151568 

9,162864 

9,i70957 

0.72329 

0.72215 

0,72100  - 

0.71981 

0.71862 

0.71740 

0.71618 

0-71495 

0.71372 

9.9681 I 

9-98547 

9.99604 

9 . 99996 

9-99752 

9.98912 

9-97531 

9.95668 

9.93388 

0.29099 

0.12771 

9.84940 

8. 82960 

9,174666 

o„o6i96 

o„23i86 

o,i34359 

0,142329 

0.41631 

0-41354 

0.41277 

0.41406 

0.41732 

0.42239 

0.42902 

0.43691 

0.44574 

9.52440 

9.96905 

9.86136 

9-98854 

0.08403 

0. 15718 

0.21354 

0.25687 

0. 28995 

9„8i5  39 

0,109676 

o„274'3 

o„4026o 

o,i50i3  5 

Oi,57957 

0,(64256 

0,169378 

0,173569 

9.99619 

9-98734 

9-97345 

9.95468 

9-93134 

9.90381 

9.87257 

9„86o28 

9,188910 

0 ,69140 

0. 70762 

0.71704 

0.71977 

0. 71614 

0. 70652 

0.69149 

0.67163 

0.64760 

0.69521 

0.  72028 

0. 74359 

0.76509 

0.78480 

0.80271 

0.81892 

0.83350 

0.84659 

9.99997 

9.99997 

9.99997 

9.99997 

9-99997 

9-99997 

9.99997 

9.99997 

9.99997 

8.73272 

8.77220 

8.80711 

•8.83809 

8.86568 

8.89027 

8.91216 

8.93161 

8.94881 

9-30476 

9.27969 

9.25638 

9.23488 

9.21517 

9.19726 

9.18105 

g. 16647 

9-15338 

7.91428 

7.83907 

7.76914 

7 ■ 70464 

7-64551 

7-59178 

7-54315 

7-49941 

7.46014 

7.83007 

7.83346 

7-83691 

7  -  84045 

7 . 84402 

7.84765 

7-85131 

7.85497 

7.85866 

9-33037 

8. 11400 

9.22757 

9.56482 

9,176303 

9 • 90443 

0.01415 

0.10297 

0. 17706 

7. 16044 

5-94746 

6„ 99671 

71,26946 

7  „408 54 

7,149621 

7,i5573o 

7,160238 

71,63720 

9.87468 

9-7'4i7 

9.43663 

8.41554 

9„32934 

9,163957 

9,180284 

9,i9o668 

9,i97755 

1.72762 

0.51464 

i„56389 

1,183664 

i,i97572 

2„o6339 

2,112448 

2,116956 

2,120438 

1.10771 

I . 121 16 

1 . 12981 

'••3383 

I    13346 

1 . 12891 

1 .  12051 

1.10854 

1-09334 

I .60230 

0.22881 

I „000 5 2 

0„252l8 

1. 30506 

1 . 70296 

1.92732 

2.07624 

2.18193 

2.48146 

2.40625 

2.33632 

2.27182 

2.21269 

2.15896 

2.11033 

2.06659 

2.02732 

9.93848 

9.99710 

0.01960 

0.0041 J 

9.94265 

9-81295 

9.71940 

8.35159 

9.63105 

—     263.0 

—     253-1 

—     226.9 

—      188.8 

—     143-0 

—       93-7 

—       44-3 

+          2.6 

+       45-5 

+         684 

+           43 

—         494 

—          934 

—       1286 

—       1557 

-        1758 

—        1897 

—        1985 

+         2.9 

+         0.2 

—         2-3 

—          4-7 

6.9 

—         9.0 

—       10.9 

—        12.6 

—        14.2 

23o°i6'i 

229"  3'7 

227"5i'4 

226»39'o 

225"26'7 

224°I4'S 

223"  2' 3 

22l"5o'l 

220°37'9 

—         0. 1 

—         0.1 

—         0.1 

—         0.1 

—         0. 1 

—         0.1 

—         0. 1 

—              0.  I 

—         0. 1 

9,18860 

9„8782 

9„870I 

9,18617 

9118528 

9„8437 

9,18341 

9,18241 

9„8i37 

1                7„9104 

7„9026 

7„8945 

7,18861 

7„8772 

7„868i 

7,18585 

7,18485 

7,1838. 

I . 1014 

I .0015 

I .0017 

I .0018 

1 .0019 

I .0019 

1 .0020 

I .0021 

1 .0021 

0.0000 

0.0000 

0.0000 

0.0000 

0.0000 

0 . 0000 

0 . 0000 

0.0000 

0 . 0000 

248"i4'8 

247"  24 

245°5o'i 

244"37'7 

243"25'4 

242°!  3'2 

241"  i'o 

239"48'8 

238''36'6 

229"  7'8 

238"  5'6 

247"  8'6 

256''io'7 

26s"  6'4 

273°5o'7 

282''l9'l 

29o"28'3 

298"i6'3 

9,.8iS8 

9„723i 

9,15893 

9,i3782 

8,i93°9 

8.8264 

9-3291 

9.5437 

9-6754 

I .0014 

1 .0015 

1 .0017 

1 . 00 1 8 

I .0019 

1 .0019 

1 .0020 

1 .0O21 

I .0021 

9„8787 

9„9288 

9,19645 

9,19872 

9,19984 

9,1 9990 

9,19899 

9„97I7 

9,i9449 

o„8i72 

o„7246 

o„59io 

o„38oo 

9„9328 

9.8283 

0-3311 

0-5458 

0.6775 

0.4163 

0.4135 

0.4128 

0.4141 

0.4173 

0.4224 

0.4290 

0.4369 

0-4457 

0-1453 

0.1728 

0.2210 

0.2843 

0.1231 

9.8724 

9.4029 

9-4548 

9-8484 

o„9625 

o„«974 

0„8l20 

0,16984 

01,5404 

o„2948 

9ii7340 

9-8917 

0.2941 

9„8868 

9„8653 

9„9i32 

9,i9494 

9„975  3 

9,1.9917 

9„9993 

9,19985 

9,19895 

o„88oi 

o„9303 

01,9662 

o„989o 

i„ooo3 

i„ooo9 

o„99i9 

°„97  38 

o„9470 

1.0757 

I .0650 

1.0530 

I .0396 

1 .0250 

1 .0092 

0.9926 

0.9753 

0.9575 

0.0000 

0.0000 

0.0000 

0.0000 

0.0000 

0.0000 

0.0000 

0.0000 

0 . 0000 

8„9ii8 

8„904i 

8„8962 

8„8879 

8„879i 

8,18700 

8„86o5 

8,18506 

8,18402 

8.9243 

8-9350 

8-9470 

8.9604 

8.9750 

8.9908 

9.0074 

9-0247 

9.0425 

6.7729 

6.8050 

6.8410 

6.8812 

6.9250 

6-9724 

7.0222 

7.0741 

7.1.275 

6.9957 

6-995  3 

6.9950 

6.9947 

6.9944 

6.9941 

6.9939 

6-9938 

6.9938 

9.8263 

9-7403 

9.6290 

9-4752 

9-2387 

8.7096 

8.8282 

9-3077 

9-5569 

6„5992 

6„545  3 

6„47oo 

6,13564 

6„>637 

5„682o 

5 .8221 

6.3015 

6-5507 

o„4009 

o„3iii 

0,11782 

9,19659 

9„5155 

9.4059 

9.9021 

0. 1089 

0.2318 

o„6424 

o„5885 

o„5i32 

o,i3996 

o„2o69 

9,17252 

9-8653 

0.3447 

0.5939 

i„2964 

i„3438 

i„3790 

i„40  3i 

1,14176 

i«42  33 

i„42  09 

i„4>o7 

i„3927 

1-0433 

0.8996 

0.6914 

1          0.3655 

9.7224 

9„i3ii 

9.7674 

0-4536 

0.8257 

0.8161 

0.8482 

0.8842 

0.9244 

0.9682 

I .0156 

1           1.0654 

I    1173 

1.1707 

9-8372 

9.0991 

9-7473 

9-8597 

9.9746 

0.0063 

i          9-9776 

9-8938 

0.0839 

+          4-5 

+          0.9 

—         2.7 

—         6.1 

—         8.8 

—       10.5 

—        11.0 

—        10.3 

—         8.1 

+            87 

+           86 

+            78 

+           63 

+           42 

+            14 

-             19 

—            57 

—            97 

+          0.4 

+         0.3 

H-       0.3 

+         0.2 

+         o.i 

0.0 

1   —          0.1 

—            0.2 

—         0.3 

272 


Datum 

J 

III 

./ 

■■ 

/' 

V 

Udt 

y 

( 

Ui] 

log  ;(c/i) 

+ 

46828 

1871  Juli 

M 

+ 

128 

— 

2082 

+ 

44746 

+ 

45778 

4.66066 

Aug. 

24 

+ 

8 

+ 

49 

+ 

■77 

— 

1954 

+ 

42792 

+ 

43756 

4.64104 

Oct. 

3 

+ 

8 

+ 

57 

+ 

234 

— 

1777 

+ 

41015 

+ 

41887 

4.62208 

Nov. 

1 2, 

+ 

9 

+ 

65 

+ 

299 

— 

1543 

+ 

39472 

+ 

40221 

4.60445 

Deo. 

22 

+ 

8 

+ 

74 

+ 

373 

— 

1244 

+ 

38228 

+ 

38822 

4.58908 

1872  Jan. 

3' 

+ 

8 

+ 

82 

+ 

455 

— 

87' 

+ 

37357 

+ 

37758 

4.57701 

März 

1 1 

+ 

7 

+ 

90 

+ 

545 

— 

416 

+ 

36941 

+ 

37107 

4-56945 

April 

20 

+ 

6 

+ 

97 

+ 

642 

+ 

129 

+ 

37070 

+ 

36956 

4. 56768 

Mai 

30 

+ 

3 

+ 

103 

+ 

745 

+ 

771 

+ 

37841 

+ 

37398 

4.57285 

Juli 

y 

_ 

4 

+ 

106 

+ 

851 

+ 

1516 

+ 

39357 

+ 

38533 

4-58583 

Aug. 

18 

_ 

10 

+ 

102 

+ 

953 

+ 

2367 

+ 

41724 

+ 

40464 

4.60707 

Sept. 

27 

_ 

21 

+ 

92 

+ 

1045 

+ 

3320 

+ 

45044 

+ 

43300 

4.63649 

Nov. 

6 

_ 

43 

+ 

71 

+ 

1116 

+ 

4365 

+ 

49409 

+ 

47136 

4-67335 

Dec. 

16 

_ 

69 

+ 

28 

+ 

II 44 

+ 

5481 

+ 

54890 

+ 

52054 

4.71645 

1873  Jan. 

25 

105 

— 

41 

+ 

1103 

+ 

6625 

+ 

61515 

+ 

58108 

4-76424 

März 

6 

_ 

153 

— 

146 

+ 

957 

+ 

7728 

+ 

69243 

+ 

65291 

4.81486 

April 

IS 

_ 

190 

— 

299 

+ 

658 

+ 

8685 

+ 

77928 

+ 

73516 

4.86638 

Mai 

25 

__ 

217 

— 

489 

+ 

169 

+ 

9343 

+ 

87271 

+ 

82562 

4.91678 

Juli 

4 

_ 

183 

— 

706 

_ 

537 

+ 

9512 

+ 

96783 

+ 

92039 

4.96397 

Aug. 

13 

lOI 

— 

889 

1426 

+ 

8975 

+ 

105758 

+ 

101350 

5.00582 

Sept. 

22 

+ 

79 

990 

2416 

+ 

7549 

+ 

113307 

+ 

109692 

5.04018 

Nov. 

• 

+ 

267 

— 

91: 

_ 

3327 

+■ 

5133 

+ 

I I 8440 

+ 

116II5 

5.06489 

Dec. 

II 

+ 

426 

— 

644 

_ 

3971 

+ 

1806 

+ 

120246 

+ 

119652 

5.07792 

1874  J<'i"- 

20 

+ 

471 

— 

218 

_ 

4189 

— 

2165 

+ 

118081 

+ 

119510 

5.07741 

März 

' 

+ 

3»3 

+ 

253 

_ 

3936 

— 

6354 

+ 

111727 

+ 

115249 

5.06164 

April 

10 

+ 

226 

+ 

636 

3300 

— 

10290 

+ 

101437 

+ 

106888 

5.02893 

Mai 

20 

+ 

46 

+ 

862 

_ 

2438 

— 

13590 

+ 

87847 

+ 

94883 

4.97719 

Juni 

29 

_ 

75 

+ 

908 

1530 

— 

16028 

+ 

71819 

+ 

79998 

4. 90308 

Aug. 

8 

IS4 

+ 

833 

697 

— 

17558 

+ 

54261 

+ 

63131 

4.80025 

Sept. 

17 

157 

+ 

679 

18 

— 

18255 

+ 

36006 

+ 

45161 

4.65476 

Oct. 

27 

_ 

161 

+ 

522 

+ 

504 

— 

18273 

+ 

17733 

+ 

26847 

4.42889 

Deo. 

6 

__ 

125 

+ 

361 

+ 

865 

— 

17769 



36 

+ 

8789 

3-94394 

1875  Jan. 

15 

+ 

236 

+ 

IIOI 

— 

16904 

_ 

16940 

~ 

8571 

3„9330  3 

Febr. 

24 

15803 

— 

32743 

24939 

4„39688 

i,  1  •-> 

Datum 

/'" 

/" 

/' 

d{Z,) 

'/ 

/- 

/" 

/' 

1 

d{Z,) 

■/ 

_ 

21 10. 0 

+ 

912.5 

1871  Juli      15 

—     6.5 

+     11.2 

—  0.6  1 

— 

21 16. 5 

—  2.5 

+ 

923-7 

Aug.    24 

0.0 

—     7-1 

2123.6 

—  2.5 

+        8.7 

+ 

932.4 

Oct.        3 

+  0.6 

—     7-1 

_ 

2130.7 

—  2.2 

+     6-2 

+ 

938.6 

Nov.    12 

+    l.i 

-     6-5 



2137.2 

—  1.9 

+  4-0 

+ 

942.6 

Dec.     22 

+   1.6 

—     5-3 



2142.5 

—    1-4 

+        2.1 

+ 

944-7 

1872  J;in.      31 

—     3-7 

+  0.7 

+       0.7 

+  2.0 



2 I 46 . 2 

—  0.7 

+ 

945-4 

März    1 1 

—     1.7 

+  0.8 

0.0 

+    2.1 



2147.9 

+  0.1 

+ 

945-4 

A))nl    20 

+    2.2 

+     0-4 



2147.5 

+  0.7 

+  0.8 

+       0.1 

+ 

945-5 

Mai      30 

+   1-9 

+      2.6 

_ 

2144.9 

+  0-8 

+   1.6 

+     0-9 

+ 

946.4 

Juli         y 

—  o.s 

+   1-4 

+     4-S 

_ 

2140.4 

+  0.7 

+   2.3 

+      2.5 

+ 

948.9 

Aug.     18 

—  0-5 

4-  0.9 

+     5-9 

_ 

2134  5 

+  0.6 

+  2.9 

+     4-8 

+ 

953-7 

Sept.    27 

—  0.9 

0.0 

+     6.8 

_ 

2127.7 

0.0 

+   2.9 

+      7-7 

+ 

961.4 

Nov.       6 

—  0.9 

—  0.9 

+     6.8 



2120.9 

—  0.2 

+   2.7 

+    10.6 

+ 

972.0 

Dec.     it> 

—  0.9 

+     S-9 

—   1 . 1 

+   '3-3 

—  1.8 

— 

2115.0 

—  0.6 

+  >-6 

+ 

985-3 

1873  Jim.      25 

—  03 

-t-     4.1 

—   1-7 

+   14-9 

+  0.4 

—  2.1 

— 

2110.9 

—  1-5 

—  0.1 

+ 

1000. 2 

März      6 

+     O.I 

4-    2.0 

—    3-2 

+   14-8 

+  13 

—  2.0 

— 

2108.9 

—  0.6 

—  3-3 

+ 

1015.0 

April    1 5 

+   1.4 

0.0 

-  3-8 

+   "-5 

+    1-8 

—  0.6 

— 

2108.9 

—   1-5 

—  7-1 

+ 

1026.5 

Mai      25 

+  3-2 

—    0.6 

—   5-3 

+     4-4 

+    2-1 

+  2.6 

— 

2109.5 

0.0 

—12.4 

+ 

1030  9 

Juli        4 

+  5-3 

+     2-0 

—  S-3 

—     8.0 

+  2.0 

+  7-9 

— 

2107.5 

+  0.4 

—17.7 

+ 

1022.9 

Aug.     13 

4-  7.3 

+     9-9 

—  4-9 

—  257 

+    1-4 

+  15.2 

— 

2097.6 

+   1.8 

—22.6 

+ 

997-2 

Sept.    22 

+  8.7 

+  25.1 

—    2-7 

-  48.3 

—  0.2 

+23-9 

— 

2072.5 

+   3-4 

—25-3 

+ 

948.9 

Nov.      1 

+  8.5 

+  490 

+  0.7 

-  73-6 

—  2.2 

+32-4 

— 

2023.5 

+  4-0 

-24.6 

+ 

875-3 

Dec.     1 1 

+  6-3 

+  81.4 

+  4-7 

_  98.2 

-4.6 

+  38.7 

— 

1942.1 

+   3-8 

—19.9 

+ 

777.1 

1874    Ji"!-         2° 

+  1.7 

+  120. 1 

+   8.5 

_ii8.i 

—  4-7 

+40.4 

— 

1822.0 

+   2.1 

—  11.4 

+ 

659.0 

Miirz      I 

—  3.0 

+  160.5 

+  10.6 

—  129.5 

—  4-5 

+37-4 

— 

1661.5 

—  0.5 

—  0.8 

+ 

529-5 

April    10 

—  7-5 

1 

+197-9 

+  10.1 

—130-3 

-   3.6 

+29.9 

— 

1463.6 

—  1.9 

+  9-3 

+ 

399.2 

Mni      20 

— 10. 1 

+227.8 

+   8.2 

— 121 .0 

—  0.6 

+  19.8 

— 

1235-8 

—  2.9 

+17-5 

+ 

278.  2 

Juni      29 

—  10.7 

+247.6 

+  5   3 

—  103.5 

+  0.4 

+  9-1 

— 

988.2 

—  3.0 

+22.8 

+ 

174-7 

Aug.       8 

—  10.3 

1 

+256.7 

+  2.3 

—  80.7 

+   --■'- 

-    1.2 

— 

731-5 

—  2.7 

+25.1 

+ 

94.0 

Sept.    1 7 

—  8.1 

+255-5 

—  0.4 

—  55-6 

+    1.8 

—  9-3 

— 

476.0 

—   1-7 

+24-7 

+ 

38.4 

Oct.      27 

-  6.3 

+246.2 

—  2.1 

—  30-9 

+    2-2 

-15.6 

— 

229.8 

—   1 .0 

+22.6 

+ 

7-5 

Dec.       6 

—  4.1 

+230.6 

—  3-« 

—     8.3 

+   1.7 

—  19.7 

+ 

0.8 

—  0.6 

+  19-5 

— 

0.8 

1875  Jan.      15 

—   2-4 

— 22. 1 

+  210.9 

+ 

211. 7 

—  3-7 

+  15-8 

+   11.2 

+ 

10.4 

Febr.   24 

+  188.8 

+ 

400.5 

+  27.0 

+ 

37-4 

Oppolzer,   Ciihnbestimmungen-  11. 
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Datum 

/■" 

/" 

/' 

d[JM] 

y 

/" 

r 

d[JiOj 

y 

+ 

."  3'23"95 

—    8'58"i6 

1871  Juli 

15 

— 32"21 

-     28"93 

+ 

l"    2'55"02 

— o"o7 

+  I4"84 

—    8'43"32 

Aug. 

^4 

+o"24 

—  I'    i"i4 

+  14-77 

+o"86 

—  31-97 

+ 

i"  i'53"88 

— 0. 1 1 

—    8'28"55 

üct. 

3 

+  1. 10 

-.'33"ii 

+  14.66 

+0.91 

—  30.87 

+ 

1°  o'2o"77 

—0.14 

—    8'i3"89 

Nov. 

12 

+2.01 

-2'    3"98 

+  14.52 

+0.87 

—28.86 

+ 

58'i6"79 

— 0. 18 

—    7'S9"37 

Dec. 

22 

-1-2.88 

-2'32"84 

+  14.34 

+0.83 

—25.98 

+ 

55'43"95 

— 0.18 

—    7'45"o3 

1872  Jati. 

31 

+3-71 

—  2'58"82 

+  14.16 

+0.67 

—22.27 

+ 

52'45"i3 

— 0. 16 

—    7'3o"87 

März 

1 1 

+4-38 

—  3'2i"o9 

+o"o5 

+  14.00 

+0.48 

—  17.89 

+ 

49'24"o4 

— 0.  II 

-    7'i6"87 

April 

20 

4.-4.86 

-  3'38"98 

+0. 10 

'+13.89 

+0.26 

—  13.03 

+ 

4S'45"o6 

O.Ol 

—    7'   2"98 

Mai 

3° 

4-5.12 

—  3'52"oi 

+0.13 

+  13.88 

+0.02 

—  7.9I 

+ 

4i'53"o5 

+0.  12 

—    6'49"io 

Juli 

9 

-I-5-H 

-3'59"92 

+O.I7 

+  14.00 

— 0.  22 

—  2.77 

+ 

37'53"i3 

+  0.29 

—    6'35"io 

Aug. 

18 

-I-4.92 

—  4'   2"69 

+0.18 

+  14.29 

—0.37 

+  2.15 

+ 

33'So"44 

+0.47 

—    6'2o"8i 

Sept. 

27 

-1-4.55 

-4'   o"54 

+0.21 

+  14.76 

—0.55 

+   6.70 

+ 

29'49"90 

-1-0.68 

—    6'  6"o5 

Nov. 

6 

-1-4.00 

-3'5  3"84 

+0.22 

+  15.44 

— 0.62 

-I-10.70 

+ 

25'56"o6 

+0.90 

—    5'so"6i 

Dec, 

16 

-I-3.38 

-3'43"i4 

+0.20 

+  16.34 

—0.73 

-I-14.08 

+ 

22'l2"92 

+  1. 10 

—    5'34"27 

1873  Jan. 

25 

H-2.65 

—  3'29"o6 

+0.18 

+  17.44 

—0.68 

+  16.73 

+ 

i8'43"86 

-I-1.28 

—    5'i6"83 

März 

6 

+  1-97  ,' 

-3'.2"33 

+0.14 

+  18.72 

— 0.  76 

-I-18.70 

+ 

•5'3i"53 

+  1.42 

—    4's8"ii 

April 

15 

+  I.ZI 

-:''53"63 

+0.07 

+  20.14 

— 0.70 

+  19.91 

+ 

I2'3  7"90 

+  1-49 

—    4'37"97 

Mai 

25 

-I-0-5I 

—  2'33"72 

O.Ol 

+21.63 

—0.66 

-1-20. 42 

+ 

10'   4"l8 

+  1.48 

-    4'i6"34 

Juli 

4 

— o.is 

-2' 13"  30 

—0.17 

+  23.10 

— 0.62 

+  20.27 

+ 

7'5o"88 

+  I-31 

—    3'53"24 

Aug. 

13 

—0.77 

—  i'53"o3 

—0.29 

+  24.42 

^0.54 

+  19.50 

+ 

5'57"85 

+  1 .02 

—    3'28"82 

Sept. 

22 

—1.31 

-i'33"53 

—0.47 

+25.44 

—0.44 

+  18.19 

+ 

4'24"32 

+0.55 

—    3'   3"38 

Nov. 

I 

— I-7S 

-«'>5"34 

— 0.61 

+  25.99 

—  0.28 

+  16.44 

+ 

3'   8"98 

— 0.06 

—    2'37"39 

Duo. 

1 1 

—2.03 

—     58"90 

— 0.72 

+25.93 

— 0. 19 

+  14.41 

+ 

2'io"o8 

—0.78 

—    2' 11  "46 

1874  Jau- 

20 

—2.22 

—     44"49 

—0.74 

+  25.15 

— 0.03 

+  12.19 

+ 

.'25"59 

—1.52 

-    i'46"3i 

März 

I 

—2.2s 

—     32"3o 

-0.69 

+23.63 

+0.09 

+  9-94 

+ 

S3"^9 

— 2.  21 

—      l'22"68 

April 

10 

—2.16 

-        22"36 

-<).56 

+21.42 

+0.17 

+   7.78 

+ 

3o"93 

—2.77 

—     1'    l"26 

Mai 

20 

—  1.99 

-     I4"58 

— 0.42 

+  18.65 

+0.26 

+  S-79 

+ 

i6"35 

—3.19 

—       42"6i 

Juni 

29 

—1-73 

—       8"79 

— 0.22 

+  15.47 

+0.29 

+  4.06 

+ 

7"56 

—3.41 

—       27" 14 

Aug. 

8 

—1.44 

-       4"73 

— 0. 10 

+  12.05 

+0.27 

+  2.62 

+ 

2"83 

—3.51 

—        15"09 

Sept. 

17 

— 1.17 

—           2"II 

-f-O.OI 

+   8.54 

+0.32 

+   1.45 

+ 

•          o"72 

—3.50 

-         6"55 

Oct. 

27 

-0.85 

—       o"66 

-)-0.  10 

+   5.04 

+0.26 

-f-  0.60 

+ 

o"o6 

—3.40 

-          ."5. 

Dec. 

6 

+0.27 

— O.S9 

+  0.01 

—       o"o6 

0 

+0.15 

—3.25 

+  i.6s 

+          o"l4 

1875  Jan. 

15 

—0.32 

—  0.31 

—       o"o5 

_ 

o"o5 

+0.17 

—3.08 

—   1.61 

-          l"47 

Febr. 

24 

—      o"36 

— 

o"4i 

—  4.69 

—         6"i6 

35* 


Methode  der  kleinsten  Quadrate. 


A.   Theoretische  Grundlage  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  und  deren 
Anwendung  auf  die  einfachsten  Fälle, 

§.  1.    AHgemeine  Betrachtunj^en. 

Alle  Bestimnmngen,  die  sich  auf  Ueobachtungeu  gründen,  sind  von  begrenzter 
Genauigkeit;  hat  man  daher  mehre  IJeohachtungen  einer  und  derselben  Grösse,  so 
werden  jene  im  Allgemeinen  nahe  identische  llesultate  geben;  die  Abweichungen 
selbst  untereinander  werden  aber  ganz  wesentlich  von  der  Güte  der  angewandten 
[ustrumente,  der  Geschicklichkeit  des  J^)eobachters  und  den  bei  der  IJeobachtung 
Stattlindenden  Umständen  abhängig  sein.  Liegen  mm  mehre  solche  directe  lie- 
stimnumgen  einer  mul  derselben  Grösse  vor,  denen  man  Allen  a  ])riori  dieselbe  Ge- 
nauigkeit zvischreiben  darf,  so  wird  das  arithmetische  Mittel  der  einzelnen  Beobach- 
tungsresultate wohl  als  der  wahrscheinlichste  Werth  betrachtet  werden  dürfen; 
dieser  .Satz  soll  gleichsam  als  Axiom  ohne  Beweis  hingestellt  werden ,  da  derselbe 
so  viel  AVahrscheinlichkeit  für  sich  in  Anspi-uch  nimmt,  dass  man  die  Annahme  als 
evident  anzunehmen  sich  erlauben  kann. 

Als  Grundlage  für  die  Methode  der  kleinsten  Quadrate  A>ird  man  dem  ent- 
sjjrechend  den  folgenden  Satz  anzusehen  haben :  » Ist  eine  Grösse  durch  eine  Reihe 
unmittelbarer  Bestimmungen  von  gleicher  Verlässlichkeit  bestimmt  worden ,  so  ist 
das  aus  diesen  15eobachtungen  gezogene  arithmetische  Mittel  der  wahrscheinlichste 
Werth«,   d.  h.   der  Werth,   der  voraussichtlich  der  Wahrheit  am  nächsten  kommt. 

Bezeichnet  man  die  durch  die  directe  Beobachtung  erhaltenen  Werthe  der 
Unbekannten  mit  3/i,  M2,  Mi,  ■  .  ■  M,,^,  das  arithmetische  Mittel  mit  ;r,  so  ist,  wenn 
die  Anzahl  der  Einzelbeobachtungen  durch  ??i  bezeichnet  wird,  der  wahrscheinlichste 
Werth  der  Unbekannten  bestimmt  durch 

^  _  3Ii  +  3I2  +  M3  +  .  .  .  +  M,„ 


m 
oder  auch 

mx  =  3/,  +  J/2  -\-3I,+  ...+  M,^. 

liildet   man    mm    die  ] )iiferen/.en    zwischen    den   einzelnen  Beobachtungen  und  dem 
wahrscheinlichsten    Werth ,    so    werden    diese  Differenzen   der  Haujjtsache   nach    als 
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Beobachtiingsfehler  angesehen  werden  können,   und  bildet  man  die  Summe  derselben, 

so  wird  sein : 

[M^—x)  +  [M2—X)  +  . . .  +  [M„—x]  =  Mi+3l2  +  . . .  +  3/,„  — /«.f  =  o.     i) 

Es  ist  also  die  Summe  der  Beobaclitungsfehler  oder  genauer  ausgedrückt,  die 
Summe  der  Differenzen  zmschen  den  Beobachtungsresiiltaten  und  dem  aritlimetiscben 
Mittel  der  Null  gleich ,  eine  Ilelation ,  die  übrigens  unmittelbar  aus  der  Idee  des 
arithmetischen  Mittels  resultirt.  Diese  Relation  kann  aber  auch  in  einer  anderen 
Weise  gefasst  werden ,  die  für  die  folgenden  Untersuchungen  von  besonderen 
Nutzen  ist  und  deren  Giltigkeit  weiter  unten  auf  einem,  anderen  Wege  nachgewiesen 
werden  wii-d.     Sucht  man  nämlich  für  die  Funktion: 

{M,  -xf^  +  [M.^-x,^  +  . . .  +  [M„-xy^ 

die  Bedingung  des  Minimums,  so  erhält  man  durch  Differentiation  dieses  Ausdruckes 
nach  x  und  durch  die  nachträgliche  Nullsetzung  der  Derivation  ebenfalls  einen  mit 
der  Relation  i )  identischen  Ausdruck ;  es  findet  sich  nämlich  nach  Ausführung  der 
angezeigten  Operationen : 

[Ml  —x)  +  [Mi  —  a-:  +  . . .  4-  'M,„—x'^  =  o. 

licdenkt  mau.  dass  diese  Ableitung  aucli  für  das  Maximum  gilt,  dass  aber 
die  Funlition  in  der  lücr  auftretenden  Form  kein  geschlossenes  Maximum  be- 
sitzt, da  mit  unendlich  wachsendem  x  der  \\  crlli  der  Summe  der  CJiuidrate  un- 
endli(;h  gross  wird ,  so  wird  man  ebenfalls  das  oben  hingestellte  Axiom  umformen 
können  in  das  folgende :  »der  wahrscheinlichste  Werth  einer  Unbekannten,  die  durch 
mehre  gleich  verlässliche  Beobachtungen  bestimmt  ist,  ist  derjenige,  welcher  die 
Summe  der  Quadrate  der  Differenzen,  die  zwischen  der  Beobachtung  und  Rechninig 
auftreten,  zu  eineiu  Minimum  macht. «  In  dieser  Form  hingestellt  hat  das  Axiom 
des  arithmetischen  Mittels  der  Methode  den  Namen  gegeben. 

Es  dürfte  aber  angemessen  sein,  den  Nachweis  zu  liefern .  dass  keine  andere 
Funktion  dieser  Minimumbedingung  genügt.  Es  sei  F  eine  Funktion  des  Beobach- 
tungsfehlers {M — x],  welche  Differenz  der  Kürze  halber  mit  J  bezeichnet  werden 
soll ;   das  Axiom  des  arithmetischen  Mittels  sagt  aber  aus : 

Jf  +  Ji-\-  ...  +  J,„  =  o. 
Es  wird  also  zu  untersuchen  sein,   welche  Formen  der  Funktion  der  Bedingung 

FU^)  +  FlJi]  -^  ...  +F  J„,    =  Minimum 
in  ^'erbindung  mit    der  ersteren  Relation  genügen  können.     Für  die  Bedingung  des 
Minimums  kann  aber  gesetzt  werden: 

dF{A)    ,dF{^2)  dF(J,„] 

+  —.rTT, !-••■+  — 


dA        '       dJ^         I     •  •  ■     I         ^ij^^^  ^  ■  -} 

lim  nun  aus  dieser  Finiktionalgleichung  die  Form  der  Funktion  selbst  zu 
bestimmen,  wird  man  diese  Gleichung  nochmals  differentiiren  mit  Rücksicht  auf  die 
Bedingung  des  arithmetischen  Älittels.  Man  wird  dieser  letzteren  Bedingung  einfach 
dadurch  genügen,   dass  man  für  _/„,  den  Werth 

^m  =  —  ^1  —  ~^1  —  •  •  •  •  —  -^Hi-i  3) 
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("infiilut,,   wodurcli  die  iil)iif<cii  Unterschiede  ^i,  .J;_  ...  ^„,_|  von  einander  völlijj;  iin- 
aliliiiiiji^ig  erscliuini'ii.      ISoac-litcl   man,   dass  ist: 


dA 

d(A 

+  ^2+.- 

+  ^m-i! 

dJ-i 

11. 

S.    f. 

ll)er 

für 

dF(J) 
dJ     " 

^F[J)   , 

1(1  sclux'ilit  der  Kürze  halber  für 


so  erhält  man  durch  Differentiation  des  Ausdruckes  2)  nach  _/,  ,  wenn  man  der 
Relation  3)  entsprechend  das  Differential  des  letzten  Gliedes,  welches  nebst  dem 
ersten  bei  der  Differentiation  nach  _/)   nicht  verschwindet  : 

dF'(J,)  _dF'lA  +  J.  +  -.-  ^„-.) 

dJi  d(^i+_/2+...+z/„,_,) 

ähnlich  erhält  man  durch  die  Differentiation  von  2)  nach  J^i  -^a  i'-  >'■  ^^'-  • 

dF'iJ.i)  _dF'[A+Ji+...-]-^„_,) 


dJ. 


d  J,  +  J.,-\-...+J,„_,) 


dF'[J,„_,] 
dJ„,_, 


dF'{A+J.i+  ...  +  J„,_,] 
d[J^  +  J.i+...  +J„,_,] 


])a  also  nun  J^,  J^-  ■  •■^m-\  völlig  von  einander  unabhängig  erscheinen,  so  kann  die 
Gleichheit  dieser  Differentialquotienten  nur  dann  Viestehen .  wenn  diese  selbst  einer 
Constanten  gleich  sind.  Es  resultirt  demnach  für  die  vorgelegte  Funktion  die 
Relation : 

dF'iJ)  _ 

Die  Integration  ergibt,  wenn  man  wieder  für  F'  [J]  die  ursprüngliche  Form 
restituirt : 

Es  lässt  sich  jedoch  leicht  erweisen .  dass  die  Constante  c,  der  Null  gleich 
gesetzt  werden  muss,  denn  führt  man  diese  eben  gewonnene  Relation  in  die  Glei- 
chung 2)    ein,   so  erhält  man : 

Co  [J\  +  J-1+  ■■■  +  J,„)  +  mci  =  o. 
Da    aber    der  Coefficient   von  (\,  nach  der  Idee  des    arithmetischen  Mittels  der  Null 
gleich   ist ,    so    muss    ebenfalls    c^    der    Null    gleich   sein ;    man   kann   also    statt  4) 
schreiben : 

dF{^) 


dJ 


f  0  J   . 


Integrirt  man  mm  diese  Gleichung  nochmals ,   so  erhält  man : 

F[J)  =\c,J-i  +  c.,, 
woraus  unmittelbar  resultirt,   dass  die  einzige  Fxuiktion,   die  der  gestellten  Bedingung 
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genügt,  diejenige  ist,  die  die  Summe  der  Fehlerqnadrate  zu  einem  Minimnm  macht; 
die  willkiiiliche  Constante  kommt  natüvlicli  hier  nicht  weiter  in  l'ietracht,  da  dieselhe 
die  Bedingung  des  Minimnms  nicht  afficirt. 

Indem  so  die  oben  aufgestellten  Axiome  als  völlig  identisch  angesehen  werden 
können .  sieht  man  sofort  ein ,  dass  der  Tiösnng  des  Problems  in  dem  einfachen, 
hier  in  IJetracht  gezogenen  Falle  keine  wesentlichen  Schwierigkeiten  mehr  entgegen- 
stehen ;  doch  complicirt  sich  die  Sache  sofort,  wenn  es  sich  vim  die  Bestimmung  von 
mehren  Unbekannten  aus  vielen  lieobachtinigen  handelt ;  es  wird  sich  aber  in  der 
Folge  zeigen,  dass  man  mit  dem  aufgestellten  Principe  ausreichen  und  durch  con- 
sequente  Anwendung  desselben  die  complicirtesten  Fälle  der  Rechnung  unter- 
werfen kann. 

Es  wurde  hislier  vorausgesetzt,  dass  die  zum  wahrsclieinliclisteu  Hesultatfe 
zusammenzufassenden  Heobachtungen  oder  'Ihcihesultate  von  gleiclier  X'crlässlich- 
keit  sind  :  ist  nun  dies  nicht  der  Fall,  so  muss  auf  diesen  Umstand  gehörig  Rück- 
sicht genommen  werden.  IJei  der  Lösung  der  vorgelegten  Aufgabe  wird  im  weiteren 
Verlaufe  der  Fntwickelungen  ein  grosser  Vorzug  der  Methode  der  kleinsten  Qua- 
drate sich  herausstellen,  indem  man  durcli  dieselbe  in  den  Stand  gesetzt  ^vird,  die 
wahrscheinliche  Unsicherheit  d(!s  Resultates  nach  den  übrigbleibenden  Differenzen 
zwischen  den  Beobachtungen  und  der  Rechnung  zu  bestimmen,  also  die  X'ertrauens- 
würdigkcit  des  Resultates  auf  ein  numerisches  Maass  zurückzuführen.  So  wünschens- 
werth  CS  ist,  Methoden  zu  besitzen,  welche  die  Ermittelung  der  wahrscheinlichsten 
Werthe  der  Unbekannten  gestatten,  so  wenig  befriedigend  wären  dieselben  für  sich 
allein,  wenn  man  nicht  dtucli  dieselben  ein  nacli  bestimmten  Principien  bestimmtes 
Maass  für  die  Genauigkeit  der  gewonnenen  Resultate  erhalten  würde;  die  durch 
die  Methode  der  kleinsten  Quadrate  gebotene  Möglichkeit,  dieser  Forderung  zu 
genügen ,  muss  zu  einem  nicht  immer  gehörig  gewürdigten  Haiiptvorzug  derselben 
gezählt  werden. 

Sollen  15e(d)achtungen  oder  Theilresultate  von  differenter  Genauigkeit  mit 
einander  verbunden  werden,  so  muss  man  sich  \or  Allem  die  Ursachen  klar  machen, 
welche  diese  Verschiedenheit  bedingen;  der  einfachste  Fall  ist  etwa  der,  wo  man 
die  einzelnen  IJeobachtnngsdaten  als  Residtate  verschiedener  P.eobachtungsreihen 
aufzufassen  in  der  Lage  ist,  so  dass  also  das  Residtat  einer  lieobachtungsreihe  als 
eine  l^eobachtung  hingestellt  wird  tind  die  Einzelnbeobachtungen  innerhalb  dieser 
verschiedenen  Reihen  von  gleicher  Genauigkeit  angesehen  werden  dürfen.  Die 
Anzahl  der  zum  Theilresultate  vereinigten  Einzelnbeobachtungen  wird  offenbar  als  ein 
Maassstab  für  die  Genauigkeit  desselben  angesehen  werden,  und  es  soll  die  den- 
selben ausdrückende  Zahl  den  Namen  »Gewicht«  erhalten.  Es  sei  der  Werth  der 
Unbekannten  x  bestimmt  worden  diirch  eine  Reihe  von  m  Beobachtungen,  die  ein- 
zelnen Beobachtungen  sind  \on  gleicher  Vertrauenswürdigkeit,  haben  also  das  gleiche 
Gewicht,  diese  Einzelnbeobachtungen  seien:  i>/,',  M^',  ...  i^m'-  Man  erhält  den  wahr- 
scheinlichsten Werth  X  aus  dieser  Reihe  für  die  Unbekannte  nach  dem  Obigen: 


X    = 
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it/i'  +  Jl£/  +  . . .  +  M\, 


in 

Kiue  zweite   Uüohachtungsreihc  älinlich  behandelt  ergäbe: 

„  _  Jfi"  +  M.J'  +  ■  ■  ■  +  M"„,„ 
^    ~~  m"  ' 

eine  dritte: 

.Vi"'  +  MJ"  +  . . .  +  M"'„,u,  ,. 

a;    =  — ! ^t; ^—   n.  s.  t. 

Hält   man    hierbei    die   geraachte  Voraussetzung   fest,    dass    allen  IJeobaclitungen  in 

jeder    dieser   Beobachtungsreihen    eine    gleiche   Genauigkeit   a   priori    zugeschrieben 

wird,   so  kann  man  auch  den  wahrscheinlichsten  Werth  der  Unbekannten  x  aus  der 

Gesammtheit  dieser  Beobachtungen  nach  dem  Satze  des  arithmetischen  Mittels  finden : 

Jfi'  +  Jf/  +  •  ■  -  +  M^"  +  Mi"  +  ■  •  .+M^'"  +  J/2'"+. .  ■ 
^  -~  m'  +  m"  +  ■;«"'  +  . . .  ' 

welche  Gleichung  mit  Rücksicht  axif  die  oben  aufgestellten  Theilresultate  geschrie- 
ben werden  kann: 

m'x'  +  m"x"  +  m"'x"'  +  ...  , 

^  "  m'  +  m"  +  m'"  + . .  .  '  5) 

welcher  Ausdruck  sofort  xn  dem  folgenden  Satze  führt :  ^\'enn  aus  ]>eubachtungs- 
resultaten,  denen  verschiedene  aber  bekannte  Gewichtszahlen  zugeschrieben  werden, 
der  wahrscheinlichste  Werth  gefunden  werden  soll,  so  erhält  man  denselben,  Avenn 
man  die  Beobachtnngsresultate  mit  dem  zugehörigen  Gewichte  multiplicirt  und  die 
Summe  dieser  Producta  durch  die  Summe  der  Gewichte  dividirt.  Das  (iewicht 
dieser  Bestimmung  selbst  ist  offenbar  der  Summe  der  Gewichte  gleich. 

Weiter  resultirt,   dass  nothwendig  sein  muss: 

m'  [x  —  x]  +  m'  [x"  —  x)  -{-...  =  o  .  6) 

An  dem  Ausdrucke  5)  wird  seinem  Werthe  nach  nichts  geändert,  wenn  man 

den  Zähler  und  Nenner  mit  einem  beliebigen  Factor  a  multiplicirt,   also  setzt: 

am'x'  +  am"x"  +  am"' x"'  +  ... 

am  +  n»n"  +  um"'  +  . . .  ' 

woraus  man  sofort  schliessen  kann,  dass  die  Gewichte  nur  Relativzahlen  sind 
und  keineswegs  ganze  Zahlen  zu  sein  brauchen.  Eine  Beobachtung  mit  dem  Ge- 
wichte iiNiiU«  ist  verfehlt,  und  wird  gleichsam  nicht  mitgezählt,  wird  verworfen,  ein 
negatives  Gewicht  hat  aber  nach  der  Idee  desselben  keine  BcdeTitung.  Bezeichnet 
man  mit  p  das  Gewicht ,  so  wird  man  sich  stets  vor  Augen  halten  müssen ,  dass  p 
einen  positiven  AVerth  hat;  es  würde  sich  daher  einigermassen  aus  diesem  und  an- 
deren später  hervortretenden  Gründen  empfehlen  für  das  Gewicht  das  Symbol  pp 
einzuführen;  da  dies  aber  nicht  üblich  ist,  so  bleibe  ich  bei  der  gewählten  Be- 
zeichnung. 

Mau  kann  sich  die  oben  angeführten  Theilresultate  .r',  x",  x"  . .  .  auf  die 
verschiedenartigste  Weise  entstanden  denken,  so  z.  B.  sei  .r  mit  Hilfe  eines  ge- 
naueren Instrumentes  erhalten  worden  als  x",  x"  wäre  durch  einen  anderen  Be- 
obachter von  geringerer  Geschicklichkeit   geliefert  u.  s.  w.,    so  sind  dies  umstände. 
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die  den  Thcilresultaten  verschiedenes  Gewicht  ertheilen ;  die  Discussion  einer 
jeden  dieser  Heobachtnn^sreihen  wird ,  geleitet  durch  die  Principien ,  die  in  der 
Folge  entwickelt  werden,  aus  den  Beoliachtungen  selbst  eine  Gewichtsbestimmiing 
ermöglichen,  eine  üestimmung,  die  bisher  stillschweigend  als  vollzogen  betrachtet 
wurde ;  es  wird  nämlich  offenbar  jenen  Beobachtungen  der  einzelnen  Reihen ,  die 
innerhalb  derselben  kleinere  Differenzen  zwischen  den  Beobachtungen  rnid  der 
Rechnung  übrig  lassen ,  ein  grösseres  Gewicht  zuzuschreiben  sein  und  damit  das 
Gewicht  gewissermassen  a  posteriori  bestimmt.  Man  wird  aber  hierbei  zu  bemerken 
haben,  dass  ofiFenbar  nur  dann  eine  einigerraassen  sichere  Bestimmung  des  Gewichtes 
der  Beobachtungen  in  den  verschiedenen  Reihen  a  ])osteriori  erlangt  werden  kann, 
wenn  die  Beobachtungen  einer  jeden  Reihe  zahlreich  sind,  weil  ja  nur  in  diesem 
Falle  auf  eine  Ausgleichung  der  zufalligen  Fehlerquellen,  die  die  einzelne  Beobach- 
tung betreffen,  mit  einiger  Sicherheit  gerechnet  werden  darf,  ein  Umstand,  der  nicht 
immer  gehörig  berücksichtigt  wird. 


§  2.    Die  gesetzmässige  Tertlieiluiig  der  Beobaclitungsfehler. 

Nach  den  vorausgehenden  allgemein  orientirenden  Bemerkungen  wird  es  an- 
gemessen erscheinen,  vorerst  die  Gesetze  zu  finden,  nach  denen  die  Beobachtungs- 
fehler trotz  ihrer  scheinbaren  Regellosigkeit  sich  halten  und  anordnen;  hierbei 
werden  aber  nur  die  rein  zufälligen  Fehler  in  Betracht  gezogen  werden,  da  die  Me- 
thode der  kleinsten  Quadrate  kein  Mittel  an  die  Hand  geben  kann ,  eine  die  Be- 
obachtungen in  constanter  A^'eise  entstellende  Fehlerquelle  zu  finden  und  ihrer 
Grösse  nach  zu  bestimmen.  Es  ist  in  diesem  Falle  die  Aufgabe  des  l^eobachters, 
die  Anordnung  und  die  Reduction  der  Beobachtungen  so  zu  treffen ,  dass  solche 
constante  Fehler  möglichst  wenig  in  den  A'ordergrund  treten  ;  hierüber  lassen  sich 
aber  offenbar  keine  allgemeinen  Aorschriften  geben,  doch  wird  man  beachten ,  dass 
es  nur  in  den  seltensten  Fällen  gelingen  wird,  trotz  aller  darauf  aufgewendeten 
Mühen,  die  15eobachtungen  völlig  ^"on  diesen  constanten  Fehlerquellen  zu  befreien ; 
es  wird  daher  im  Allgemeinen  die  durch  die  Methode  der  kleinsten  Quadrate  ge- 
fundene Unsicherheit  des  Resultates ,  die  sich  nur  auf  die  zufallig  auftretenden  Fehler 
gründet,  zu  klein  gefunden  werden  und  die  thatsächliche  grösser  sein,  entsprechend 
dem  begangenen,  seiner  Grösse  nach  aber  unbekannten  constanten  Fehler.  Diese 
Betrachtung,  welche  durch  die  Erfahrung  allseitig  bestätigt  wird,  muss  man  sich 
stets  bei  der  Beurtheilung  der  theoretisch  bestimmten  Unsicherheit  des  Resultates 
aus  der  Uebereinstimmung  der  Beobachtungen  vor  Augen  halten .  und  würde  man 
dies  stets  gcthan  haben,  so  würden  manche  A'orwürfe,  die  man  der  Methode  in  un- 
gerechtfertigter Weise  zugeschoben  hat,   nicht  gemacht  worden  sein. 

Dass  die  zufälligen  Fehler  in  der  That  eine  gewisse  Anordnung  in  Bezug  auf 
ihre  Grösse  zeigen  müssen,   lässt  sich  leicht  in  den  allgemeinsten  Zügen  nachweisen ; 

Oppol/. er,  BahnliestimniDngpn.  U.  3ü 
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so  wild  z.  r>.  (Icv  Fadonantritt  eines  Aeqiiator-Sternes  an  einem  grösseren  Meridian- 
instiiimente  im  Durclischnitt  auf  etwa  0.07  Zeitsecnndcn  für  einen  massig  geübten 
Beobachter  genau  aufzufassen  sein ;  ein  Fehler  von  einer  halben  Secundc  wird  daher 
äusserst  selten  auftreten,  Fehler  von  o.i  aber  sehr  häufig.  Diese  Betrachtung 
berechtigt  also  zu  dem  Schlüsse,  dass  die  Wahrscheinlichkeit  des  Eintretens  einer 
gewissen  Fehlergrösse  selbst  eine  Funktion  der  letzteren  ist. 
Man  wird  daher  behaupten  können, 

f/)(z/) 
wird  die  Waluscheinlichkeit  des  Eintretens  einer  gewissen  Fehlergrösse  J  darstellen, 
wobei  vorläufig  die  Form  der  Funktion  ^p  selbst  unbekannt  ist.  Die  Wahrschein- 
lichkeit, dass  der  Fehler  J'  eintritt,  wird  also  <lurch  (p  [J')  ausgedrückt  werden 
können.  Lässt  man  nun  die  Werthe  z/,  J'  J"  ...  der  Reihe  nach  alle  Werthe 
annehmen  zwischen  den  Grenzen  — c  und  +c,  so  wird  die  Wahrscheinlichkeit, 
dass  ein  Fehler  sich  innerhalb  dieser  Grössen  findet,  offenbar  gleich  sein  der  Summe 
der  Wahrscheinlichkeiten  der  innerhalb  dieser  Grenzen  befindlichen  Fehler,  und  sei 
diese  Summe  durch  P  bezeichnet,   so  ist: 

P=^ip{J); 

J  =  —c 

bei  einer  grossen  lieobachtungsreihe  kann  man  aber  wohl  annehmen,  dass  die  Fehler 
selbst  ihrer  Grösse  nach  nahe  continuirlich  in  einander  übergehen.  Erlaubt  man 
sich  diese  allerdings  nur  theilweise  gerechtfertigte  Annahme,  so  wird  man  diese 
Summe  durch  ein  Integral  ersetzen  dürfen  und  die  Form  erhalten : 

+c 

F  =  f  (p(J)dJ.  i) 

— c 

Dieser  für  die  weitere  Behandlung  nothwendige  Uebergang  von  einer  Summe 
auf  ein  Integral  wird  uns  zur  Vorsicht  mahnen,  wenn  Resultate  aus  einer  geringen 
Zahl  von  Beobachtungen  nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  abgeleitet  werden 
sollen;  die  Methode  fordert,  dass  mindestens  in  einer  gewissen  Annäherung  die 
Summe  durch  das  Integral  ersetzt  werden  darf;  diese  Voraussetzung  wird  um  so 
fehlerhafter  sein ,  je  geringer  die  Anzahl  der  Beobachtungen  ist.  Dieser  hier  her- 
vorgehobene Umstand  tritt  nicht  nur  bei  der  eben  angestellten  Betrachtinig  uacli- 
theilig  hervor,   sondern  auch  bei  den  weiter  unten  folgenden  Betrachtungen. 

In  dem  Ausdruck  i)  wird  nothwendig  P  stets  kleiner  als  die  Einheit  sein 
müssen,  denn  die  WahrscheinUchkeit  des  Eintretens  eines  gewissen  Falles  drückt 
das  Verhältniss  desselben  zu  allen  möglichen  aus ;  dieses  Verhältniss  kann  daher 
nur  dann  der  Einheit  gleich  gesetzt  werden ,  wenn  die  Fehlergrenzen  so  weit  ge- 
zogen werden ,  dass  dieselben  alle  möglichen  Fälle  in  sich  schliessen,  denn  dann 
geht  die  Wahrscheinlichkeit  in  die  Gewissheit  =  i   über. 

Durch  diese  Betrachtungen  ist  man  in  der  Lage,  das  obige  bestimmte  Inte- 
gral für   einen  bestimmten  Grenzwerth  seinem  numerischen  Werthe  nach  anzugeben, 
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eine  Auswerthimg' ,  die  seiner  Zeit  von  besonderem  Nutzen  sein  wird  zur  Bestim- 
mung einer  Integrationsconstante.  Die  Gewissheit,  dass  der  Fehler  innerhalb  der 
gesteckten  Grenzen  liegt,  wird  man  mir  dann  haben,  wenn  man  die  Fehlergrenzen 
imendlich  weit  steckt ,  also  für  c  =  ±  oo  substituirt ,  es  wird  dann  P  =  i  und  es 
besteht  daher  die  für  die  Folge  wichtige  Relation : 

i  =  Jfp  {^]  dJ  .  2) 

Diese  Uetrachtungen  selbst  führen  aber  nicht  zur  Kenntniss  der  ForTn  der 
Funktion;  zu  diesem  Ende  muss  man  das  Problem  von  einer  anderen  Seite  fassen. 
Mag  man  die  Unbekannte  .r.  die  durch  die  Beobachtung  bestimmt  wird,  wie  immer 
wählen ,  so  werden ,  sobald  eine  bestimmte  Annahme  über  dieselbe  gemacht  wird, 
ganz  bestimmte  Diiferenzen  auftreten  zwischen  dieser  Annahme  und  den  beobach- 
teten Werthen,  die  durch  z/',  J'\  J'"  ...  dargestellt  werden  sollen.  Die  Wahr- 
scheinlichkeiten eines  jeden  dieser  einzelnen  Fehler  ist  aber  bestimmt  durch  (p  (z/') , 
(p[J"],  (p  [J'"]  ...,  die  Wahrscheinlichkeit  aber,  dass  diese  bestimmten  Fehler  d', 
J'\  /f"  .  .  .  gleichzeitig  vorhanden  sind ,  also  mit  einer  bestimmten  Annahme  über 
die  Unbekannte  eintreten,  wird  gleich  sein  dem  Producte  dieser  W'ahrschein- 
lichkeiten,  nämlich  der  zusammengesetzten  Wahrscheinlichkeit.  Bezeichnet  man 
diese  letztere  mit    W,   so  wird  man  haben : 

W=cp{J').  (p{J").  (p[J"']  ...  3) 

Diese  Froductform  rechtfertigt  sich  durch  die  folgende  15etrachtung  ans  der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung.     Tritt   unter   y  Fällen    das    geforderte    Ereigniss    nur 

/  mal  ein,   so  ist  die  Wahrscheinlichkeit  seines  Eintretens  bestimmt  durch :   j- ;  sind 

etwa  in  einer  Urne  10  Kugeln,  von  denen  6  weiss  und  4  schwarz  sind,  so  wird 
die  Wahrscheinlichkeit ,    dass   man  mit  einem  Zuge    eine   weisse  Kugel   zieht,   sein : 

—  .     Nimmt   man   weiter   eine   Urne    mit  z  Kugeln ,    von    denen  w   weiss    sind ,    so 

Avinl  die  \N'ahrscheinlichkeit  des  Zuges  einer  weissen  Kugel  sein  —  ;  will  man  nun 

die  Wahrscheinlichkeit  kennen,  welche  sich  darbietet,  dass  bei  gleichzeitigen  Zügen 
aus  beiden  Urnen  zwei  weisse  Kugcbi  gehoben  werden ,  so  bedenke  man ,  dass  im 
Ganzen  yz  verschiedene  Fälle  möglich  sind,  weil  jede  Kugel  aus  der  ersten  Urne 
gleichzeitig  mit  einer  jeden  Kugel  der  zweiten  Urne  gezogen  werden  kann.  Da  nun 
in  der  ersten  Urne  /weisse,  in  der  zweiten  n  vorhanden  sind,  so  ist  die  Anzahl 
der  möglichen  Züge,  bei  der  gleichzeitig  weisse  Kugeln  zum  Vorschein  kommen, 
nach  demselben  Principe  /«;  also  ist  das  Verhältniss  zwischen  den  günstigen  Fällen 
[In]    zu    den   möglichen   Fällen   [yz]    die    Wahrscheinlichkeit  des   Eintretens,    somit 

In 

Wird     die     zusammengesetzte    Wahrscheinlichkeit    sein:    -^—_  .     Die    Betrachtungen 

könnten  beliebig  fortgesetzt  werden  imd  führen  zu  dem  Resultate ,  dass  die  zu- 
sammengesetzte Wahrscheinlichkeit  gleich  ist  dem  Producte  der  einfachen  Wahr- 
scheinlichkeiten   der    einzelnen    Ereignisse.     Es    ist    klar ,    dass   hierbei    die   völlige 

36* 
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Unabhängif^küit  der  einzelnen  Ereignisse  von  einander  gesichert  sein  muss.    Hiermit 
erscheint  die  obige  l'roductform  3)   gerechtfertigt. 

Es  innss  nun  hervorgehoben  werden,  dass  derjenige  W'erth  der  Unbekannten 
der  wahrscheinlichste  ist,  der  W  zu  einem  Maximum  macht,  da  derselbe  zu  der 
wahrscheinlichsten  Fehlercombination  führt.  Ist ,  wie  oben ,  x  die  Unbekannte ,  so 
\\ir(l  jede  Aenderung  in  x.  da  dadurch  die  Fehler  J',  J'\  J"'  .  .  .  geändert  werden, 
auch  den  Wcrth  von  W  beeinflussen ;  für  die  Bedingung  des  Maximums  wird  man 
daher  haben : 

ä  W  , 

Geht  man  auf  die  Entstehung  der  Grössen  J\  J",  J'"  .  .  .  zurück,   wonach  ist : 

J  =  M  —X 
j'  =  M'  —X 
J'"  =  M"'—x  , 


so  wird ,    da   die   beobachteten  Werthe  M',   3f',   M"  ...    in   einem   gegebenen  Falle 
Constante  sind,   sein : 

dJ'  :=  dJ"  =  dJ'"  =  —dx, 
oder : 

dJ'  dJ"  dJ"' 


dx  dx  dx 


5) 


Uifferentiirt  man  also  3)   nach  x,   so  erhält   man : 

+  {9)K)../,(^")...}i^^  +  ... 

oder   auch    mit    Rücksicht    auf   die    l>edingung   des   Maximum  4)    nach    einer  oflen- 
kundigen  Transformation : 

„  _    JV_     d  y  yJ') \V__     dy[J^) 

(f  [J']         dx        "•"    (p  (J")  dx         '^  '  "  ' 

Führt  man  nun  zur  Abkürzung  für   die  erste  üerivation  der  Funktion  cp  das 
Symbol  r/i'  ein,   so  wird  sein  : 

-^JT-   =<P     (^  ),  ^ij„         =(p    [J]    ,     ... 

und  die  Gleichinig  6)   kann  geschrieben  werden,   wenn  man  den  gemeinsamen  Factor 
\V  wegen  der  linlis  vom  Gleichheitszeichen  stehenden  Null  wcglässt : 

V'  (^')  l^'i    ,    y'  (-1")  id^\    ,         _  „ 

(f(J')     \dx]    ^     q>{J")    \dx]   '^  '  "  ' 

oder  mit  Rücksicht  auf  5)  : 

Der  Satz  des  arithmetischen  Älittels  ergab: 

J'  +  J"  +  J"  +  . .  .  +  J'"  =  o  ,  8) 
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welche  Relation  mit  7)  gleichzeitig  der  Voraussetzung  nach  bestehen  rauss.  Man 
könnte  geneigt  sein,  da  vorerst  die  Fehler  J\  J",  J"  .  .  .  von  einander  unabhängig 
sind,  die  einzelnen  Glieder  der  l)eiden  Gleichungen  7)  und  8)  zti  identificiren,  nach- 
dem man  eine  derselben  mit  dem  unbestimmten  Factor  k  midtiplicirt  hat;  letzteres 
ist  nothwendig,  da  in  Folge  der  Form  der  Gleichungen  (beiderseits  steht  rechts  die 
Null)  constante  Factoren  verschwunden  sein  können ,  wie  es  auch  in  der  That  der 
Fall  ist;  man  würde  durch  dieses  Verfahren  auch  richtige  Formen  erhalten,  doch 
erscheint  es  strenger  zum  Nachweise  den  folgenden  Weg  einzuschlagen.  Aus  der 
Gleichung  8)   folgt: 

z/'»  =  —  fz^'  +  J"  +  J"  +  .  . .  +  ^'"'-«)    , 
substituirt  man  diesen  Werth  in  die  Gleichung  7  ,  so  resultirt: 

<f[J']     "•"     (f[J")    "'"•■■"1"    (p(z/"'-')     "•"   y(_^'  — z/"    ..  — ^"'-') 

UifFerentiirt    man    diesen  Ausdruck  nach  J\    J",    J'"  u.  s.  w. ,   und  schreibt 
man  der  Kürze  halber : 

so  ist,"  weil 


da 


J    V^)  — 

<p{J) 

d{- 

J'-J"...- 

_^<-i) 

d/t' 

' 

df{J') 

df[-J'- 

-J"  — . 

..—  ^'»-»J 

dJ'      ' 

~    d(—J'- 

-J"  —  .. 

.—J'"-') 

df[J"] 

df[-J'- 

-J"-.. 

.  —  ^'"-»} 

dJ" 

d{  —  J'- 

J"—  . . 

^"'— ' 

u.  s.  f. 

df[J- 

_  df{^') 

_  df[ 

J'"] 

also: 


Da  aber  nunmehr  J' ,  J",  J"'  .  .  .  völlig  unabhängig  sind,  so  kann  diese  Gleichheit 
der  UifFerentialquotienten  nur  bestehen,  wenn  dieselben  einer  Constante  gleich  sind, 
und  man  hat  also  : 


Die  Integration  dieser  Gleiclumg  ergibt : 

Die  Integrationsconstante  c  ist  aber  der  Null  gleich,  wie  man  sicli  li'icht 
überzeugt,  wenn  man  das  Resultat  dieser  Gleichung  in  die  Gleichung  7)  substituirt 
und  mit  der  IJedingung  8)   vergleicht.     Man  hat  also  : 

'^•  =  *^-  ■  9) 

Es  ist  hieimit  eine  Relation    erlangt,    die    zwischen  der  Funktion  ip   und  ihrer 
ersten  Derivation  besteht,   und  es  wird  dadurch  die  Möglichkeit  geboten,   die  Form 
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der  Funktion    zu    cniin;n.      Setzt    man    mm    in    cj)    diu    früher    ;ils  Abkür/unjj  eiiige- 
führle  Kelatioii : 

ein,   so  findet  sicii 


und  die  Integration  lässt  finden,  wenn  man  die  Integrationsconstante  durch  log.  nat.  / 
darstellt : 

log.  nat.  {(/)  [J]  }  =  I  Ä  z/'^  -f-  lug.  nat.  /  , 
oder : 

log.  nat.  ^^-"  =^^kJ-i  , 
\n\A  schliesslich : 

V)  (z/j  =)tei*^-^  ,  ,10) 

wohei  c  die  ]5asis  der  natürlichen  Logarithmen  vorstellt. 

Leber  das  Zeichen  von  ■/  und  k  lässt  sich  aber  sofort  eine  Entscheidung 
treffen.  Da  die  Wahrscheinlichkeit  eine  positive  Grösse  .><ein  muss,  so  wird  zunächst 
X  nothwendig  positiv  sein  müssen ,  und  da  weiter  z,  e  und  ü  k  Constante  sind ,  so 
wird,  wenn  J  vergrössert  und  k  positiv  vorausgesetzt  wird,  der  Werth  links  vom 
Gleichheitszeichen  ein  grösserer,  und  es  tritt  der  der  Erfahrung  widersprechende 
Fall  ein,  dass  die  Wahrscheinlichkeit  grösserer  Fehler  grösser  ist,  als  die  kleinerer, 
während  gerade  das  Gegentheil  stattfindet;  ist  aber  k  negativ,  so  tritt  sofort  die 
erwünschte  Uebereinstimnnmg  mit  der  Erfahrung  hervor;  um  dies  anzuzeigen,  soll 
in  der  Folge  gesetzt  werden : 

i  Ä  =  -  Ä2  , 
und  man  hat  also  : 

fp{J)  =^y.e-'>''^-'  11) 

welche  Gleichung  nun  (f  der  Form  nach  vollkommen  bestimmt.  Die  C'onstanten 
X  und  k  bedürfen  aber  noch  einer  näheren  Bestimmung,  und  es  soll  zunächst  die  Be- 
stimmnng  von  /  vorgenommen  weitlen.  Es  ist  oben  (pag.  283)  die  Gleichung  ge- 
funden worden : 

cp  [J)  dJ  =  I   , 

hervorgegangen  aus  der  Betrachtung,  dass  man  mit  Gewissheit  voraussetzen  darf, 
dass  die  Fehler  innerhalb  der  Grenzen  ih  00  eingeschlossen  sind;  ersetzt  man  nun 
die  Funktion  <p  durch  ihre  jetzt  bekannte  Form,   so  hat  man  : 

X    Te-'»''^'^  d  J  =  i    ,  12) 

—  CD 

woraus  sofort  resultirt,  dass  eine  Bestimmung  der  Constante  /.  durch  diese  llelation 
möglich  ist,   sobald  der  Werth  des  vorliegenden  bestimmten  Integrales,   welches  ein 


/" 
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E n  1  e  r ' sclies    Integral    (Gammafunktion)    ist,     bekannt  ist.     Um    dasselbe     zu    ent- 
wickeln,   setze  man : 

h,d=t 

h 
und  man  hat  die  Form  : 

Es  ist  aber : 


05 


Ce-^dt  =  Je-^'df  +  fe-" 


dt 


und  vermöge  der  Form  der  Funktion   [(  erscheint  nur  in  quadratischer  Form) ; 


:^fe-ttdt=fe-"df  =  J.  14) 


Da  nun  der  Werth   eines   bestimmten  Integrales  nicht    geändert  werden  kann, 
wenn  man  statt  der  Variabein  eine  andere  Uezeichuuug  einführt,   so  wird  mau  haben  : 


fe-'"'dv  =  J.  15) 


Multiplicirt  man  die  beiden  Gleichungen   14)  und   15)   und  beachtet,   dass  die  Inte- 
grationsordnung beliebig  ist,   so  erhält  man  : 

J'^  =  j'fe-('^^")dtdv  . 

o    o 

Setzt  man  nun: 

V  =  tu  ;     also  do  =  t  du  . 
so  wird  auch : 


J- =  fdu  ff  e-"  ('*"")  dt  . 


o  o 


Führt  man  zuerst  die  Integration  nach  t  aus ,    so    muss    u  als  Constante  an- 
gesehen werden,   man  hat  also  setzend : 

auch : 

und  es  wird : 

f'te-"i^^'"ndt=      ,    '     .,   fer^dx=\ ^^]    . 

j  2(>+«-)J  L  2(l-|-«-:'j 
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Vüv  die   ohcic   Cmimizc   veiscliwiiidrt    der   Wi'itli   des    [hIc^imIcs.    für  dir   iintere 
wird  er  al)(>r : 


in;ui  hat   also: 


«3  "  —  ^ 


Für    die    (d)pre    Grenze    wird    al)cr    der  Werth  des    Integrales  — ,   für  die  un- 
tere verschwindet  er;   man  hat  deninaeli : 

72  _  IL 

■^      -     4     ' 

oder  : 


j\-ii  dt=  \7l       .  i6) 


Setzt  man  also  diesen  Werth  des  bestimmten  Integrales  in  die  Gleichnng  13), 
so  resnltirt : 

oder 


\/7l 

nnd  die  Gleiclumg   11)   erhält  die  Form: 

cp  {J)  =  -A-e-''''  ^-^  17) 

welche  Gleichung  nur  mehr  die  (konstante  /i  enthält,  auf  welche  weiter  unten  näher 
eingegangen  werden  soll ;  hier  sei  nur  vorläufig  bemerkt,  dass  dieselbe  ganz  we- 
sentlich mit  der  Güte  der  Beobachtungen  im  Zusammenhang  steht  und  daher  den 
Namen  »Maass  der  Präcision«  erhalten  hat. 

Mit  der  Gleichung  17)  ist  die  Eingangs  dieses  Paragraphen  vorgelegte  Frage 
beantw-ortet,  indem  dieselbe  die  Wahrscheinlichkeit  des  Eintretens  des  Fehlers  z/  als 
Funktion  von  z/  darstellt.  Uie  Form  selbst  ist  symmetrisch,  eneicht  ihr  Maximum 
für  z/  =  o.   und  wird  erst  der  Null  gleich  für  j/  =  00. 


§  3.    Das  Miiass  der  Präcision. 

Die  Gleichung  17)  des  vorausgehenden  Paragraphen  enthält  die  Con- 
stante  ä,  deren  Bedeutung  noch  klar  zu  legen  ist.  y  (z/)  drückt  die  Wahrschein- 
lichkeit aus  des  Eintretens  eines  Fehlers  von  der  Grösse  J ;  je  genauer  eine  Be- 
obachtungsreihe ist,  um  so  kleiner  werden  die  zu  erwartenden  Fehler  sein,  während 
die  ^^'ahrscheinlichkeit  als  das  Verhältniss  der  günstigen  zu  allen  möglichen  Fällen 


289     

offenbar  nicht  von  der  Genauigkeit  der  Beobachtungsreihe  abhängig  sein  kann;  es 
hat  demnach  die  Constante  h  die  Aufgabe,  die  geforderte  Ausgh'ichung  vorzu- 
nehmen. Hevor  aber  weiter  vorgegangen  werden  kann,  muss  der  Inhalt  des  Be- 
griffes, welchen  man  durch  das  Wort  Genauigkeit  ausdrückt,  näher  definirt  werden. 
Vorerst  wird  man  sofort  erkennen,  dass  die  Genauigkeit  eine  Relativzahl  sein  muss, 
die  das  ^'erhältniss  der  Güte  der  Beobachtungen  gegen  einander  bestimmt;  wenn 
nun  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  der  Fehler  irgend  einer  Beobachtung  oder  irgend 
eines  llesultates  aus  15eobachtungcu  zwischen  den  Grenzen  —  y  und  -\-  y  liegt,  der 
Wahrscheinlichkeit  gleich  ist ,  dass  der  Fehler  irgend  einer  anderen  Beobachtung 
oder  eines  Beobachtungsresultates  zwischen  den  Grenzen  —  6  und  -|-  (5  liegt,  so  wollen 
wir  die  Voraussetzung  machen,  dass  sich  die  Genauigkeit  des  ersten  Resultates  zum 
zweiten,  wie  6  zu  /  verhält  ;  oder  in  Worten  :  die  Genauigkeiten  verhalten  sich  um- 
gekehrt zu  einander,  wie  die  den  Resultaten  zuzuschreibenden  Fehler.  Es  ist  somit 
der  Begriff  »Genauigkeit«,  wie  derselbe  in  der  Folge  genommen  werden  soll, 
definirt. 

Die  Wahrscheinlichkeiten ,  dass  ein  Fehler  beziehungsweise  zwischen  den 
Grenzen  — y  und  -\-y  und — !S  und  +()',  enthalten  ist ,  ist  aber  (vergl.  i)  pag.  282) 
bestimmt  durch : 

+  y  +() 


J    Vti  .1  Vn 


—  y  -J 

wobei  sofort  für  die  Constante  //.  in  beiden  Systemen  verschiedene  Buchstaben  ge- 
wählt wurden,  da  man  schon  aus  den  diesen  l'aragraphen  einleitenden  Betrachtungen 
weiss,  dass  die  Constante  h  eine  Funktion  der  Genauigkeit  sein  wird.  Sollen  aber 
die  obigen  Fehlergrenzen  für  die  beiden  Systeme  dieselbe  Wahrscheinlichkeit  haben, 
so  wird  sein  müssen : 

+  y  +1I 


f  he -''''■'■'  dJ=  f   He'"»^-'dJ 


-y  -0 

Setzt  man    nun 

/i  J  =  X  ,         U  J  ^=  y  , 
so  wird  die  Einführung  der  neuen  Variabein  in  die  obigen  Integrale  mit  Rücksicht 
auf  die  Aenderung  der  Grenzen  ergeben  : 

+  )'/(  +ÖH 

f  e-'^'da-  =  j' e-yy  dy  . 

—  yh  —dB 

Da  bei  den  bestimmten  Integralen  der  Unterschied  der  Buchstaben  x  und  y 
ohne  Bedeutung  ist,  so  können  diese  lieiden  Integrale  im  Allgemeinen  einander  nur 
gleich  werden,   wenn  ist: 

yh  =  d  H, 
oder  auch : 

h  :  H  ^  d  :  y  , 

Oppolzer,  Bahnbestimmungen.  U.  37 
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(1.  h.  (He  verschiedenen  ^^'prthc  der  Cirösse  //  verhalten  sich  7,11  einander,  wie  um- 
gekehrt die  den  Hesnltatcn  mit  gleicher  Wahrstihuinlichkeit  zuzuschreibenden  Fehler. 
Hält  man  dieses  Resultat  mit  der  obigen  Definition  über  die  Genauigkeit  zusammen, 
so  resnltirt  der  Satz,  dass  sich  die  verschiedenen  //  zu  einander  verhalten ,  wie  die 
Genauigkeiten;  deshalb  ncinit  Gauss  die  Constante  h  »das  Maass  der  Präcision«, 
wobei  aber  wohl  zu  beachten  ist,  dass  das  Maass  der  Präcision  von  dem  Ausdrucke 
Gewicht,  der  oben  (pag.  279)  näher  erläutert  wurde,  streng  zu  trennen  ist.  Auf  die 
üelation,  die  jedoch  zwischen  diesen  beiden  üegrifFen  zweifellos  besteht,  wird  später 
zurückgekommen  werden. 

Da  nun  die  Bedeutung  der  Constante  h  erkannt  ist,  ■«  ird  es  miiglich  sein,  den 
oben  (pag  2 77)  auf  ganz  anderem  Wege  bewiesenen  Satz,  dass  der  wahrschein- 
lichste Werth,  der  durch  das  arithmetische  Mittel  defiiiirt  wird,  auch  dadurch  bestimmt 
ist ,  dass  die  Summe  der  Fehlerquadrate  ein  Minimum  ist .  in  einfacher  Weise  zu 
verificiren. 

Die  Wahrscheinlichkeit  eines  Fehlersystemes  W  ist  oben  (pag.  283)  darge- 
stellt worden  durch : 

TT  =  9)  [J']  ■  cp  'J"]  ■  cp  (J'"]  .... 

Sind  nun  der  Zahl  nach  m  Beobachtungen  von  gleicher  Präcision  vorhanden, 
so  würde  sich  nach  Gleichung  17)   pag.  288  hierfür  schreiben  lassen: 

J^   __    I       "_  \       g—hh(J'J'+J"J"  +  ...+J'-J«>}    . 

nun  ist  aber  für  TV  das  Maximum  zu  suchen,  da  der  wahrscheinlichste  Werth  ver- 
langt wird ;  es  wird  aber,  da  n  und  e  an  sich  Constante  sind  und  //  es  ebenfalls 
ist  für  einen  bestimmten  Fall,  dies  nur  dann  erreicht  werden  können,  wenn  man 
den  Exponenten  von  e  zu  einem  Minimum  macht,  welche  Bedingung  sofort  den 
Schluss  gestattet,   dass  die  Summe  der  Fehlerquadrate  ein  Minimum  sein  muss. 

Mit  Rücksicht  auf  die  Bedeutung  der  Grösse  //  kann  man  das  eben  erhaltene 
Princi])  auf  Beobachtungen  von  verschiedener  Präcision  ausdehnen ;  wären  die  Prä- 
cisionen  der  verschiedeneu  Beobachtungen  beziehungsweise  /«',  //",  //"  u.  s.  f.,  so 
wird  für  die  Wahrscheinlichkeit  eines  Systemes  von  m  Fehlem  sich  ähnlich  wie  oben 
ergeben  ; 

h'    h"        h'" 

jy  ^  "   •  "     -^  "      g-  ih'li'J'J'  +  l,"l,"J"J"  +  ...  +  h'ohm  Jmjm  ) 

Nun  ist  aber  in  einem  concreten  Falle  das  Product  // .  //" .  .  .  /;'"  eine  Con- 
stante,  demnach  wird  W  ein  Maximum,   wenn 

//  h'  J'  J'  +  h"  h"  J'   x/"  _(-...  _|-  /,"'  um  jm  jm 

ein  Minimum  ist.  Bei  Beoloachtungen  verschiedener  Genauigkeit  bestimmt  sich 
daher  der  wahrscheinlichste  ^\'ert]l  der  Unbekannten  dadurch,  dass  man  die  Summe 
der  Quadrate  aus  dem  Producte  der  Fehler  in  die  Präcisionen  zu  einem  Minimum 
macht. 
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Differentiirt  man  den  eben  erhaltenen  Ausdruck  nach  _/',   J"  .  .  .  J'"  und  setzt 
das  Resultat  der  Null  gleich,    so    ist  der  Bedingung  des  Minimums,   mit  Kücksicht 
dass  in  einem  gegebenen  Falle  dJ'^=  dJ"  =  dJ'"  .  . .  ist,   genügt  durch : 
h'  h'  J  4-  //'  1"  -7"  +  .  . .  +  A"'  /*'"■  z/™  =  o. 

Vergleicht  man  mit  diesem  Resultate  die  Bestimmung  des  wahrscheinlichsten 
Werthes  einer  Unbekannten  (Gleichung  6)  pag.  280)  aus  Beobachtungen  mit  ver- 
schiedenem Gewichte  und  schreibt  in  der  citirten  Gleichung  statt  m  und  [x  — x]  die 
Buchstaben  p  und  J'  und  analog  die  übrigen  Grössen,  so  wird  man  zufolge  dieser 
Gleichung  haben: 

p'  J  +  f  J"  +  ...  +p"'  J'"  =  o  , 
und  daraus  unmittelbar  den  Schluss  ziehen  dürfen,  unbeschadet  dass  die  beiden 
Gleichungen  mit  willkürlichen  constantcn  Factoren  durchmultiplicirt  sein  können,  dass 
die  Quadrate  der  l'räcisionen  sicli  zu  einander  verhalten,  wie  die  Gewichte  oder  die 
Präcisionen  sich  zu  einander  verhalten  wie  die  Quadratwurzeln  der  Gewichte.  Dieser 
wichtige  Satz  wird  sich  später  wieder  auf  einem  ganz  anderen  Wege  beweisen 
lassen. 


§  4.    Der  wahrscheinliche  Fehler. 

Ein  mit  dem  Maasse  der  Präcision  sehr  nahe  verwandter  Ausdruck  ist  in  der 
Methode  der  kleinsten  Quadrate  der  Begriff  des  wahrscheinlichen  Fehlers.  Es  soll 
unter  dem  Ausdrucke  wahrscheinlicher  Fehler  jener  Fehler  definirt  erscheinen ,  der 
die  Eigenschaft  hat,  dass  in  einem  gegebenen  Falle  der  Wahrscheinlichkeit  nach, 
sowohl  ebenso  viele  Fehler  grösser  als  auch  kleiner  gefunden  werden  wie  er  selbst 
ist,  so  dass  er,  wenn  man  die  Fehler  ihrer  absoluten  Grösse  nach  geordnet  hin- 
schreibt,   in  die  Mitte  derselben  zu  stehen  kommt. 

Mit  Rücksicht  auf  die  bisherigen  Entwickelungcn  hat  man :  - 

er 
'■''        ^       -•■'■    ''dJ=     I 


2/(       p 


Es  sei  dtirch  r  der  wahrscheinliche  Fehler  bezeichnet ;   zerfällt  man  das  oben 
hingeschriebene  Integral  dieser  Grenze  entsprechend,   so  hat  man  auch : 


Vti  ,/  Vn  J 


I/ti  J  fr. 

o  1- 

Da  diese  Integrale  die  Wahrscheinlichkeit  des  'N'orkommeus  der  Fehler  zwischen 
den  bezüglichen  Grenzen  darstellen ,  so  muss  der  Definition  nach  für  den  wahr- 
scheinhchen  Fehler  sein : 


37" 
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odci-   mit    Iviicksiclit    ;inf'  die   erstere   Kcliition: 

r 
'n  J 


^h     I    ^1,1,  jj  aj  ^y^  . 


sct/l,  iiiiiii.    Hill  die  weiteren  Entwickelungen  bequemer  7a\  gestalten  : 

t  =  h  J 
dt  ^=  h  d  J  , 

so  wird  für  die  Grenze  J  =^  r  iw  setzen  sein :  t  =  h  r ;  da  a>)er  dieser  Werth  von 
/  in  einem  gegebenen  Falle  ein  v  öUig  bestimmter  ist ,  so  soll  für  denselben  der 
liuchstabe   T  eingeführt  werden ;  man  hat  also : 

T  ^  h  r      oder     ;•=;—. 

// 

Man  erbiilt  demnach  mit  Kücksicht  auf  i)  für  die  Hcstimmung  der  Grenze  7'  die 
Gleichung : 


,/ 


4 


Es  ist  sofort  klar,  dass  diese  Gleichung  nur  durch  \'ersuche  gelöst  werden 
kann,  etwa  in  der  Weise,  dass  man  sich  eine  Integraltafel  für  das  vorliegende  In- 
tegral mit  dem  Argumente  »obere  Grenze«  entwirft  und  jenen  \V'erth  des  Argu- 
mentes durch  Interpolation  zu  finden  sucht ,  der  der  Kelation  z]  genügt.  Es  stellt 
sich  daher  vorerst  die  Aufgabe ,  das  vorgelegte  Integral  numerisch  auszuwerthen. 
Es  lassen  sich  hierzu  sehr  verschiedene  analytischeMetlioden  angeben,  die  aber  alle 
sehr  beschwerlich  in  der  Ausführung  werden,  wenn  T  nahe  der  Einheit  gleich  ist ; 
ich  will  hier  nur  einige  dieser  Methoden  kurz  anführen. 

Ist  T  klein,  so  kann  man  mit  Vortheil  die  Integration  diu'ch  Theilung  an- 
wenden ;   man  erhält  sofort : 

j'e-"  dt=  te-^^  +  2  C  e- e-'^  dt  . 

Setzt  man  dieses  ^'erfahren  fort,   so  findet  sich : 

/'«-«  dt=  te-"  +  I  t^  e-"  +  l|)2  TiS^e-"  dt  , 

und  mau  erhält  schliesslich  die  Reihe : 

J  13  3-5  3-5.7  f 

und   durch  Einführung  der  Grenzen  : 

l\.  -n  at  =  Te  -  "■[  I  -f-  ^-^^'  +  !ll!l!  +  ii^  +  . . .     I   , 
./  l  3  3-5  3-5-7  i 

o 

welche  Reihe  jedoch  niu'  mit  Vortheil  angewendet  wird,    so  lange   T  <^  i   ist,   wie- 
wohl dieselbe  theoretisch  für  jeden  eiullichen  Werth  von   T  convcrgirt. 
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Ist  aber  T  >  i ,    so  empfiehlt    sich    die    folgende   von  Laplace    ausgeführte 
Verwandlung  des  obigen  Integrales  in  einen  Kettenbruch.     Setzt  man: 


e"   r«-"  dt  =  Mo 


so  ist ; 


'^  =2tei^  j'  e-"dt+  x  =  2  ^^^^  +  i  =  „, 

-dt^  =  -dt=    2lht+   ZU,^t^ 

dfiitn        dm  ,    , 

oder  allgemein : 

«n+i  =  2U„t  -\-  m  M„_,  , 

in  welchem  Ausdnick  m  der  Reihe  nach  die  Werthe  i.  z.  3  ...  annehmen  kann. 
Dividirt  man  nun  diesen  Ausdruck  beiderseits  mit  m„,  um  das  Verhältniss  von  zwei 
auf  einander  folgenden  Differentialquotienten  zu  kennen,   so  wird : 


woraus  folgt : 


und  es  wird  dann  sein : 


"h^  =2f  +  zn"-^ 


_     "».-1 

.  n  «„ 


2« 
u„  2  n  zt 


■<71-1 


schreibt  man  also  : 


so  erhält  man  auch : 


u,,  2 1        lt.. 


zf^ 


VI 


«n      V     2 


3) 


wodurch  das  N'erhältniss  zweier  auf  einander  folgender  Differentialquotienten  durch 
das  Verhältniss  des  höheren  derselben  gegen  den  nächst  höheren  ausgedrückt  er- 
scheint unter  dem  Vorbehalte,  dass  nicht  n  ^  o  ist,  indem  in  diesem  Falle  die  obige 
allgemeine  Formel  ihre  Giltigkeit  verliert.     Es    soll    nun    das  Verhältniss  in  diesem 

speciellen  Falle  untersucht  werden,   also  Mq  durch   —  ausgedrückt  werden.     Es  war 

aber  oben  die  Relation  gefunden  worden: 

?<1    ==    2  M(,   <   +    I     , 
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also  ist : 


^  =  ,  <  +  J_  ,    ^  =  J^  _  2  <  , 

!<0  «0  "0  "0 


MOiiach  nun  geschrieben  weiden  kann : 
gtt   l'g-U^t^  -un 


2t 

"(I 


nmlti])liciit  man  linker  Hand  mit   2  t  und  dividirt  den  Nenner  rechter  Hand  durch  2  t 
und  ersetzt  diese  letztere  Grösse  durch  k,   so  findet  sich  sofort: 


2  t  .C 


«   /'e-«  dt  = ^ ;=-  4) 

welche    Relation    die    Bestimmung    des  Integrales   von    der   Kenntniss    des    Werthes 
—  abhängig  macht,   es  ist  aber  liach  3)   (pag.  293)  : 

ti^ r   z 


«2 


^•' 


«4    1   /^ 

M3  r  2 


I 

"3 

u.  s.  w. 

Substituirt  man  successive  diese  Werthe  in  4),    so  findet    sich  leicht  der  fol- 
gende Kettenbruch  : 

2ife"  /'e-"(/<  = \-: 

i  +  zk     _ 

I+lf 

1-I-4Ä 


dessen  ]}ildungsgesetz  klar   ist.     Führt   man  nun    in    diesem  Ausdrucke    die   Grenze 
o  =  T  ein.   so  wird  der  Ausdruck  die  unbestimmte  Form  —  erhalten ;    nun  ist  aber 

o 

(vergl.    16)  pag.  288)  : 

Je-'^  dt  =  \Vn:  , 

o 

also  ist  auch: 

r 
fe-"d(=*^y^  —  fe-"dt. 
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Man  erhält  demnach  durch  Einsetzung   der  Grenzen  T  und  oo  in  dem  Kettenbruche 
unter  Horücksichtigung  der   Medeutung  von  k: 


'  +  zr^ 

1 

A'iel  rascher  als  nach  irgend  einer  Methode  erhält  man  den  numerischen 
Werth,  wenn  man  auf  das  vorgelegte  Integral  die  mechanische  Quadratur  anwendet, 
welches  Heispiel  ausführlich  pag.  36  u.  ff.  behandelt  ist.  Es  soll  nun  mit  Hilfe 
der  daselbst  gefundenen  Zahlen  der  numerische  AVerth  von  2'  bestimmt  werden,  der 
der  Gleichung  2)    (pag.  292)   genügt;   es  ist  bekanntlich: 

-^  =  0.443    II34  627    . 

Vergleicht  man  diesen  AA'erth  mit  der  Integraltäfel  Tafel  X;  ,  so  sieht  man 
sofort;  dass  die  gesuchte  Grenze  zwischen  die  Argumentwerthe  0.47  und  0.48  fällt; 
interpolirt  man  das  betreffende  Intervall  in  engere  Grenzen,  so  erhält  man  die  fol- 
gende .Specialtafel  : 


0.475 

0.441 

5697 

030 

+  7976 

381 

0.476 

0.442 

3673 

411 

+  7968 

791 

—  7590 

0.477 

0.443 

1642 

202 

+  7961 

192 

—  7599 

0.478 

0-443 

9603 

394 

+  7953 

585 

—  7607 

0.479 

0.444 

7536 

979 

Der  zu  suchende  Werth  liegt  daher  sehr  nahe  dem  Argumente  0.477. 

Stellt    man    daher  mit  Hilfe    der  Differenzwerthe  vom  Argumente    0.477  aus- 
gehend die  Funktion  nach  Potenzen  von  w,   dem  Abstände  vom  nächsten  Argumente 
in  Einheiten  des  Intervalles,   dar,  so  erhält  man  als  Hestimmungsgleichung  für  n 
0.443    H34   627  ^  0.443    1642    202  -1-  0.000   7964  993  n  —   0.000  0003    799  «2  . 
woraus  folgt : 

M  =  —  0.0637   239  , 
es    ist   mithin    der   gesuchte  Werth    von   T.    der   als  Specialwerth    mit  q  bezeichnet 
werden  soll : 

Q  =  0.476  9362   761  , 
der   nur   um    wenige  Einheiten   der   zehnten  Decimale  unrichtig   sein  kann.     Es  ist 
also,  wenn  wie  oben  (pag.  292    mit  r  der  wahrscheinliche  Fehler,   mit  h  das  Maass 
der  Präcision  bezeichnet  wird , 

p  =  /,,■  .      //  =|-,     >■=  -|  ,  ■  5) 
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wobei  (luicli   (lio  immerische  Hestimmuiig  von  q  erreicht  wird,   dass  man  der  durch 
die  (ileichung   i)    (pag.  292)   ausgedrückten  Bedingung  genügt. 

Das  Miiass  der  Träcision  ist  demnach  umgekehrt  ])rop()rtioiial  dem  wahr- 
sclu'iulichon  Fehler  und  kann  bestimmt  werden ,  sobahl  der  wahrscheinliche  Fehler 
r  bekannt  ist.  Indem  es  sofort  klar  ist,  dass  eine  Bestimmung  des  wahrscheinlichen 
Fehlers  möglich  sein  wird,  Avenn  man  sich  nur  vergegenwärtigt,  dass  nach  der  De- 
finition für  denselben  aus  einer  grösseren  Beobachtungsreihe  schon  ein  Näherungs- 
werth  erlangt  werden  muss,  wenn  man  die  lieobachtungsfchler  ihrer  Grösse  nach 
ordnet  und  den  Fehler  der  bei  dieser  Anordnung  in  die  Mitte  fallenden  Beobach- 
tung (ungerade  Anzahl  der  Beobachtungen)  oder  das  Mittel  der  Fehler  der  beiden 
mittleren  Beobachtungen  (gerade  Anzahl)  als  Werth  für  r  anninnnt.  ^\'iewohl  später 
schärfere  Methoden  angegeben  werden  zur  Erlangung  des  Werthes  von  r,  so  genügt 
doch  dieser  Hinweis ,  dass  die  Möglichkeit  gebuten  ist ,  im  gegebenen  Falle  das 
Maass  der  Präcision  h  numerisch  festzustellen  und  hiermit  erscheint  das  Integral 


/ 


6 


welches  die  Wahrscheinlichkeit  angibt  für    das   Auftieten  eines  bestimmten    Fehlers 
innerhalb  der  \\illkürlichen  Grenzen  a  uiul  b,  vollständig  bestimmt. 

Wenn  man  die  bisherigen  Entwickelungen  überblickt,  so  sieht  man,  dass  «aus 
dem  Axiom  des  arithmetischen  Mittels  allein  die  Herstellung  des  eben  hingeschrie- 
benen Integrales  möglich  war ;  die  gemachten  Schlussfolgerungen  erscheinen  aber  nin' 
dann  völlig  streng ,  wenn  eine  unendliche  Anzahl  vori  Beobachtungen,  die  frei  von 
Constanten  Fehlern  sind,  vorliegt ;  man  wird  demnach,  da  in  einem  speciellen  Falle  doch 
nur  eine  endliche  Anzahl  von  Beobachtungen  vorliegen  kann ,  mit  einem  halbwegs 
annehmbaren  Grade  von  Sicherheit  den  Resultaten  dieser  Formel  nur  dann  ^'er- 
trauen  schenken  'dürfen,  wenn  die  Beobachtungen  zahlreich  sind ;  sind  sie  es  aber 
nicht,  so  werden  die  nach  diesen  Principien  abgeleiteten  Resultate  zwar  im  grossen 
Durchschnitte  den  thatsächlichen  Verhältnissen  entsprechen,  können  aber  im  spe- 
ciellen Falle  trügerisch  sein. 

Die  Formel  6)  wird  eine  zweckmässige  Gelegenheit  bieten .  die  theore- 
tisch gefundene  l'^orm  durch  die  Beobachtungen  selbst  zu  prüfen ;  setzt  man  vorerst 
voraus,  dass  r  in  irgend  einer  Weise  für  eine  specielle  Beobachtungsreihe  bestimmt 
vorliege,  also  //  bestimmbar  ist  nach  5)  (pag.  295)  (die  Zahl  der  Beobachtungen  sei 
m)  so  wird ,  wenn  man ,  da  das  Auftreten  negativer  und  positiver  Fehler  nach  der 
quadratischen  Form  von  6)  gleiche  Wahrscheinlichkeit  hat,  die  Fehler  ihrer  abso- 
luten Grösse  nach  in  Rechnung  zieht ,  die  Wahrscheinlichkeit  des  Auftretens  eines 
bestimmten  Fehlers  innerhalb  der  Grenzen  ±  ^,   bestimmt  sein  durch  : 

J  yn 

—Jl 


297     

wobei  sich  die  Multiplication  mit  m  daraus  erklärt,  dass  das  vorgelegte  Integral 
der  Bestimmung  der  Constanten  gemäss  für  die  Grenzen  —  oo  und  +  oo  der  Einheit 
(Gewissheit)  gleich  wird  Um  nun  dieses  Integral  in  eine  Tafel  bringen  zu  können, 
wollen  wir  die  schon  mehrfach  ausgeführte  Substitution 

h  J  =  t 
anwenden  und  erhalten  hierfür : 


ri"  dl  =m  ■  —    fe-"  dt 


m   .  

—  llJi  o 

Das  zuletzt  angeführte  Integral  ist  bereits  uumi'riscli  durcli  die  Tafel  X  gegeben; 
zur  bequemeren  Anwendung  liabe  ich  aber  aus  dieser  Tafel  duvch  Mnlti])lication  mit 

-■ =  eine  kleinere  Tafel  (Tafel  XI\")  abgeleitet,  die  auf  5  Decimalen,  was  für  die  vorlie- 
genden  Zwecke  mehr  als  ausreichend  ist,   den  Werth  des  bestimmten  Integrales 

hj 

/=  -4  fe-«cn 

o 

mit  dem  Argumente  »obere  Grenze  =  hJ«  angibt;  es  wird  also  die  Anzahl  der 
Fehler  Ai  sein,  die  der  Wahrscheinlichkeit  gemäss  ihrer  absoluten  Grosse  nach 
zwischen  den  Grenzen  o  und  Ji  liegen  für  eine  Heobachtungsreihe  \  nn  m  lieobach- 
tungen,   deren  Maass  der  Präcision  /(  ist : 

Ai  =  m  Ji,  j,       , 
für  die  Fehlergrenze  z/-^  erhält  man  ähnlich  : 

A-i  =  m  Juj^   , 
u.  s.  f.,   es    wird  daher  die  Anzahl  der  Fehler  ,,^42  zwischen  den  Grenzen  .7,  und  j/., 
bestimmt  sein,   wenn  man  sich  vorstellt,   dass  z/^  >■  ^1   ist,   durch : 

1^2  =  »*  {Ji,j,  —  Jhj,  }   ■  7) 

Theilt  man  demnach  für  eine  gegebene  Heobachtungsreihe  die  Fehler  ent- 
sprechend ihrer  Grösse  in  Gruppen,  so  erhält  man  empirisch  das  Gesetz  der  Fehler- 
vertheilung;  vergleicht  man  diese  Erfahrungsresultate  mit  der  Foimel  7),  so  erhält 
man  ein  Hihi ,  in  wie  weit  die  theoretisch  gefundenen  Grundlagen  mit  der  Erfah- 
rung stimmen.  Indem  weiter  unten  ein  ausfülirliches  Heispiel  für  die  Hehandlung 
einer  Beobachtungsreihe  nach  den  hier  dargelegten  Methoden  vorgenommen  werden 
wird,  schalte  ich  hiev  nur  die  Bemerkung  ein,  dass  die  Erfahrung  in  der  Tluit  das 
Resultat  der  Formel  7)  bestätigt,  wenn  nur  den  allgemein  nothwendigen  For- 
derungen genügt  wird ;  es  zeigt  sich  nur  im  Allgemeinen  die  Abweiclning ,  dass 
grosse  Fehler  in  der  Praxis  etwas  häufiger  vorkommen,  als  es  die  Theorie  gestattet, 
was  wohl  darin  seine  Erklärung  findet,  dass  selbst  bei  den  sorgfältigst  angestellten 
Beobachtungsreihen  eine  oder  die  andere  Beobachtung  durch  ein  zufälliges  ^'ersehen 
im  höheren  Maasse  entstellt  wird ,  eine  Discontinuität ,  die  den  Forderungen  der 
Methode  entgegen  ist. 


Oppolzer,  Babnbestimmungen.  II.  .  38 
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^  5.    Der  Durchscliuitlsrehler  und  der  mittlere  Fehler. 

Zieht  man  ans  allrn  Meobaolitnnf^sfelilern  (Jas  Mittel  ohne  Rücksicht  auf  das 
Vorzeichen  (hn'selhen,  also  ihrnni  absoluten  numerischen  Werthe  nach,  so  soll  das 
so  gewonnene  Ivesnltat  7nit  dem  Namen  « Durchschnittsfehler «  bezeichnet  und  für 
denselben  der  lUichstabc  j/  gesetzt  werden;  man  bezeichnet  wohl  auch  diesen  so 
bestimmten  Fehler  als  »Mittel  der  Fehler«.  Bildet  man  aber  das  arithmetische 
Mittel  ans  den  Fehlerquadraten  und  zieht  aus  diesem  Mittel  die  Quadratwurzel ,  so 
erhält  man  den  "mittleren  Fehler«,  der  mit  dem  liuchstabeu  t  bezeichnet  werden  soll. 
Man  wird  zu  beachten  haben,  dass  beide  Definitionen  völlig  willkürlich  sind,  durch 
dieselben  aber^  ganz  bestimmte  Begriffe  bezeichnet  werdtni.  Sind  also  [^'),  [^"), 
. .  .  {J'")  die  wahren  Beobachtungsfehler  ohne  Rücksicht  auf  das  \'orzeichen  ihrer 
absoluten  (irösse  nach,  und  m  die  Zahl  der  lieobacbtungen ,  so  bestehen  den 
obigen  Definitionen  gemäss  die  Relationen : 

üurchschnittsfehler  =  ,;  =  -{  {J')  +  (J"]  +  .  .  .  _|-  {J>")  } 


V-- 


mittlerer  Dehler  —  -  —    ''  ^ 


Mit  Hilfe  dieser  Relationen  wird  man  in  der  Lage  sein ,  das  Verhältniss  der 
eben  hingeschriebenen  Fehler  zu  dem  wahrscheinlichen  Fehler  zu  bestimmen.  Es 
ist  bekannt ,  dass  durch  tp  [J] ,  wo  die  Form  der  Funktion  nunmehr  durch  die  vor- 
stehenden Untersuchiuigen  völlig  festgestellt  ist,  die  AVahrscheinlichkeit  des  Ein- 
treteiiS  eines  Fehlers  von  der  Grösse  /J  dargestellt  wird :  ist  m  die  Anzahl  der  Be- 
obachtungen, so  werden  m  (p  [J]  Fehler  von  der  Grösse  J  auftreten ;  man  wird  also, 
wenn  man  die  Summe  der  Fehler  ihrem  absoluten  Werthe  nach  bildet,  demnach 
für  diese  Summe  erhalten  aus  jenen  Fehlern  die  die  Grösse  J^  haben:  Jxin(p[Jy), 
ans  jenen  Fehlern  von  der  Grösse  z/.2  wird  sich  die  Summe  bilden  ^2  ''*  fp  (-^2) 
u.  s.  f. ;  es  ist  demnach : 

[J')  +  [J")  +  ...  +  (J"']  =  m  [J,(p[J,\+  J^ip  [J.]  +  J,  (p  [J,]  +  ...}, 
oder  auch : 

</  =  ^Jfp{J). 

Setzt  man  nun  wieder  eine  grosse  l^eobachtungsreihe  voraus,  so  ist  es  erlaubt  sich 
die  obige  Summe  näherungsweise  durch  ein  Integral  ersetzt  zu  denken  und  man 
erhält  mit  Rücksicht  auf  die  bisherigen  Entwickelungen  ; 

+■>■ 
rj  =   fj(p  [J]  dJ  =  -^  l'h  J  e-''''^-"  dJ  . 

Um  nun  das  eben  aufgestellte  Integral  auszuwerthen ,  setze  man  lid  ^=  t, 
es  wird  demnach : 

ri  =   -^   f  2te^'^  df  =  (— -^  \  . 
'  h\n  J  \        hyn  I 
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nach  Einfühnnig  der  Grenzen  resultirt : 

hyn 
mm  war  oben  (pag.  295)   gefunden  worden 

r    ' 
wobei  Q  eine  t^onstante   [q  =  0.47694J    vorstellt   und    >•    der   wahrscheinliche    Fehler 
ist.      Substituirt  man  diesen  Werth  für  k  in  dem  Ausdruck  für  »;,   so  erhält  man  die 
folgende  lineare  Relation .   die  zwischen  dem  Durchschnittsfehler  )/  und    dem  wahr- 
scheinlichen Fehler  r  besteht : 

*?  =    -^  =    1.1829?-. 

oder: 

r  =  Q  Vtt  ■  rj  =  0.8453  >]  ■  ') 

In  ganz  ähnlicher  Weise  wird  sich  die  Relation  zwischen  dem  mittleren  Fehler 
£  und  dem  wahrscheinlichen  r  herstellen  lassen.  »Sind  wieder  m  Ueobachtungen 
vorhanden,  so  werden  Felilei'  von  der  Grösse  ^i  vorhanden  sein  mip  [Jy],  also  der 
Beitrag  zur  Summe  der  Fehlerquadrate  mJ{-(p\J\\,  ebenso  erhält  man  als  den  Bei- 
trag für  die  Summe  der  Fehlerquadrate  aus  den  Fehlern  von  der  Grösse  z/2  den 
Werth  m  J^^  cp  [J^) ,  es  ist  also,   ähnlich  wie  früher : 

Ersetzt  man  wieder,  eine  grosse  Beobachtungsreihe  voraussetzend,  die  Suiuiiie  durcli 
ein  Integral,  führt  für  (f  (z/j  die  bereits  bekannte  Form  ein  und  dehnt  die 
Grenzen,  um  alle  Fehler  zu  umfassen,  bis  auf  00  aus,   so  wird : 

\n  J  \n  J 

—  JC  o 

Zur  Auswerthung  dieses  bestimmten  Integrales  setze  man  hJ=^t,  so  erhält  man 
zunächst : 


o 

dieses  Integral  lässt  sich    aber  leicht    auf   Ijekannto  Formen   zurückführen.      Wendet 
man  darauf  die  theilweise  Integration  an,    so  ist,    wenn  man  setzt: 

«/  =  e""  ,      dx  =  df 


fz  tte-^'  dt=  {—  te-"^+  fe-"dt  . 


Das  erste    Glied   A^-ird    durch  Einsetzung  der  Grenzen    der  Null   gleich,    das   zweite 
Glied  ist  aber  bereits  oben  (pag.  288J   entwickelt  und  gleich  - —  ,  es  ist  also: 

38* 
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(lahov : 


/(Vi       ' 


ersetzt  man  wieder  //  (hiicli     -  ,   so  wird : 


-^  =  1.4826  r  I 

?V^  2) 


r  =  Q  ^2  .  s  =  0.6743  E   .  I 

Der  Zusammenhang  zwischen  t  und  r  ist  demnach  wieder  ein  linearer  und  der 
Factor  von  e  nahezu  gleich  'l.  ^'ergleicht  man  nun  die  beiden  gewonnenen  Rela- 
tionen   1)   inid  2),   so  resultirt  nucli    eine  Delation  zwischen   ry  und  6.    es    wird    sein: 

T  -.  /7 


Vi 


1/  " 


§.  6.    Das  Verhältnis«  der  Genauigkeit  des  arithmetisclien  Mittels  zu  der  einer 

Einzelnbeobachtuug. 

Sei  .r  der  wahre  Werth  der  Unbekannten,  die  durch  die  Heobachtungen  M\ 
M'\   M"',   ...  bestimmt  werden  soll,  so  sinil  die  Heobachtungsfehler  selbst  offenbar: 

J'  =  M'  —  X  ,  J"  =  M'  —  X  ,  _/'"  ^M"  —  X  u.  s.  f., 
oder 

x  =  M'  —  J'  ,  .r  =  M"  —  J"  ,  X  ^  M"  —  J"  u.  s.  f.  , 

zieht  man  aus  diesen  w  Cileichungen  das  Mittel,   so  erhält  man  : 

^  =  ^  [M  +  M"  +  M-  +  ...)-  ^  [J'  +  J'  +  J-  +  ...). 

Das  erste  (ilied  stellt  demnach  das  arithmetische  Mittel  selbst,  also  den  wahrschein- 
lichsten Werth  dar,  das  zw  eite  Glied  den  Fehler  desselben ;  bezeichnet  man  mit  E 
den  mittleren  Fehler  des  arithmetischen  Mittels,  so  ist  in  diesem  Falle  das  Quadrat 
des  mittleren  Fehlers  bestimmt  durch : 

oder : 

m2£2=  [J'-i-^J"-i-\-J"'-iJr.  .  :  +  2  !_/■  J"-\-J'  J"  -I-  .  .  .+J"J"'  +  ...) 

Das  zweite  Glied  dieses  Ausdruckes  enthält  die  Summe  der  Producte  aus  den 
Amben  ohne  Wiederholung,  die  sich  aus  den  Heobachtungsfehlern  bilden  lassen ;  da 
nun  positive  und  negative  Fehler  mit  gleicher  Wahrscheinlichkeit  zu  erwarten  sind, 
so  wird  man  bei  einer  grösseren  Heobachtungsreihe  wohl  die  Behauptung  aufstellen 
dürfen ,  dass  sich  diese  Producte  in  der  Summe  grossentheils  aufheben ,  oder  dass 
mindestens  diese  Summe  gegen  das  erste  aus  nothweudig  positiven  Grössen  sich 
suramirende  Glied    sehr  klein  wird.     Es  wird  also  genähert   gesetzt  werden  dürfen: 
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Da  in  der  Folge  häufig  die  Summenzeichen  vorkommen .  so  werde  ich  hierfür  die 
bequeme  Gauss'  sehe  Bezeichnung  einführen,  indem  man  statt  des  Summenzeichens 
die  zu  summirende  Funktion  in  eckige  Klammer  setzt,   es  ist  also : 

Ist  nun  6  der  mittlere  Fehler  einer  Beobachtung,  so  ist  nach  der  Definition  des 
mittleren  Fehlers : 

m  e^  =  [JJ] , 
und  es  besteht  demnach  die  Relation : 

E=-^,  I) 

\  m 

da  aber  die  mittleren,  wahrscheinlichen  und  Durchschnitts-Fehler  in  linearer  Kelation 
zu  einander  stehen,   so  ist  auch : 

E  :  e^  R  :  r  =  H  :  1]  =  1  :  \  m  ,  2] 

d.  h.  der  mittlere,  wahrscheinliche  und  Durchschnitts-Fehler  des  arithmetischen  Mittels 
verhält  sich  zum  mittleren,  wahrscheinlichen  und  Durchschnitts-Fehler  einer  einzelnen 
Beobachtung ,  wie  sich  umgekehrt  die  Quadratwurzel  aus  der  Anzahl  der  Beoliach- 
tungen  zur  Einheit  verhält.  Bezeichnet  man  aber  durch  //,  das  Maass  der  l'räcision 
des  arithmetischen  Mittels,   mit  h  das  der  einzelnen  Beobachtung,   so  resultirt  auch: 

I  :  \m  =^h  :  [H) ,  3) 

d.  h.  die  (Jenauigkeit  nimmt  im  Verhältniss  der  Quadratwurzeln  aus  der  Anzahl  der 
Beobachtungen  zu;  hält  man  diess  mit  der  oben  (pag.  279)  gegebenen  Definition 
des  Gewichtes  p  zusammen ,  wonach  dasselbe  der  Anzahl  der  Beobachtungen 
proportional  wächst  und  bezeichnet  Tnit  /'  das  Gewicht  des  arithmctisclieu  Mittels, 
so    erhält   man    eine  bereits    anderweitig    (pag.  291)   erwiesene  Relation: 

h:  {H)=\p.VP.  4) 

(1.  li.  die  Quadrate  der  Präcisionen  verhalten  sich  zu  einander  Avie  die  Gewichte, 
und  die  l'räcisionen  verhalten  sich  zu  einander,  wie  die  Quadratwurzeln  der  Ge- 
wichte ;   daraus  resultirt  auch  : 

E:  e^yp.VP 

R:r  =  Vp  :  VP 

H:rj=Vp:VP 

d.  h.  die  Quadrate  der  Präcisionen  verhalten  sich  umgekehrt  zu  einander  wie  die 
mittleren,   wahrscheinlichen  und  Durchschnitts-Fehler. 


5) 


§  7.    Bestimmung  des  mittlereu  und  des  Durchschnitts-Fehlers  aus 
gleichwerthigen  Beobachtungen. 

Es  war  bisher  immer  vorausgesetzt  worden ,  dass  die  wahren  Beobachtungs- 
fehler z/',  J"  . . .  bekannt  seien,  und  aus  diesen  wurden  die  verschiedenen  Fehler- 
arten hergeleitet.     Nun  sind  aber  die    wahren  Beobachtungsfehler  niemals    in  voller 
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Strenge  bekaiml  und  es  stellt  sich  daher  die  Aufgaho,  ans  den  jinv  nahe  richtig 
/n  1)cstimmenden  Jieobachtungsfehlern  (Beobachteter  Werth  —  arithmetisches 
Mittel)  nach  dem  Principe  der  Wahrscheinlichkeit  die  verschiedenen  Fehlerarten  zu 
bestimmen. 

Sind  M ,  M",  3f"  .  .  .  die  beobachteten  Grössen  und  M  der  Werth  des  arith- 
metischen Mittels,  und  werden  die  durch  die  Rechnung  gefundenen  Fehler  (Beob. 
Werth  —  arithm.  Mittel)   durch  v  bezeichnet,   so  ist: 

v'  =  3f—M,  v"  =  31"— 31,  v"  =  3f"  —  31,  . . . 

welche  Werthe  mit  den  wahren  ]5eobachtungsfehlem  identisch  wären,  wenn  31  dem 
wahren  Werthe  der  Unbekannten  x  entsprechen  würde ,  welche  Voraussetzung  nur 
dann  statthaft  ist,  wenn  eine  sehr  grosse  Anzahl  von  Beobachtungen  vorliegt.  Sei 
nun  der  Fehler  des  arithmetischen  Mittels  durch  d  bezeichnet,   so  ist : 

31 — X  =  d 
und    offenbar: 

J'  =  31'  —  X  ,     J"  =  31"  —  X  ,     J"'  =  31"'  —  X  ... 
oder 

J'  =  v'  +  6  .       J"  =  i"  +  ^  ,       ^"'  =  V"  +  6  ... 

Sind  nun  m  derartige  Beobachtungen  vorhanden ,  so  wird  die  Summe  der  Fehler- 
quadrate bestimmt  sein  durch : 

[JJ\  =  [vv]  +  2  [v]  Ö  +  m  d'-  . 
Nun  ist  aber  nach  der  Bestimminig  des  arithmetischen  Mittels  ilfnothwendig: 

[v]=o  , 
also  besteht  auch  die  wichtige  Relation: 

[JJ]  =  [vv]  +  md'^  ,  i) 

in  welcher  aber  d  unbekannt  ist  und  den  Unterschied  zwischen  dem  wahren  Werth 
und  dem  arithmetischen  Mittel  angibt;  es  wird  aber  das  Quadrat  dieses  Unterschiedes 
mit  dem  Quadrate  des  mittleren  Fehlers  des  Resultates  im  Durchschnitte  überein- 
einkommen.  Ist  also  e  der  mittlere  Fehler  der  einzelnen  Beobachtung,  so  ist  auch 
nach  Gleichung  2)   des  vorausgehenden  l'aragraphen   (pag.  301)  : 

III 
andererseits  ist  aber  nach  der  üefinition  des  mittleren  Fehlers : 

daher  schreibt  sich  statt   i)  : 

m  B^  =  [vo]  -H  fi^  7 
oder: 


i/_[H_ 

Y  m—i     ' 


'^"'        ^  =  ^  V^  .  .    ^) 


m — 1 

nach  welcher  Formel  der  mittlere  Fehler  zu  bestimmen  ist.    aus    den    zwischen  den 
Beobachtungen  und  dem  arithmetischen  Mittel  auftretenden  Differenzen  0. 
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Geht  man  sofort  auf  die  Relationen  über,    die  den  mittleren  Fehler  mit  dem 
wahrscheinlichen  Fehler  verbinden,   so  erhält  man : 

.  =  ±0.6745  /S'  3) 

lind  die  bezüglichen  Fehler  der  arithmetischen  Mittel  werden : 


£ = ±  i/-^^^ ,  Ä = ±  0.6745 1/-!^^ .        4) 

y    »K(m— ij  '  '^-^     f    m{m — i)  ^' 

Hiermit  ist  die  Möglichkeit  geboten  ans  den  Heobachtnngen  selbst  »■  nnd 
demnach  anch  //  zn  bestimmen  nnd  so  die  Bedeutung  von  <p  [J]  völlig  festzustellen; 
man  ist  also  jetzt  in  der  Lage,  an  jeder  gegebenen  Heobachtnngsreihe  die  theo- 
retisch gewonnenen  Kcsultate  über  die  Fehlervertheilung  zu  ])rüfen.  Ehe  ich  aber 
daran  gehe ,  will  ich  noch  zeigen ,  wie  man  zur  Kenntniss  des  Werthes  r  auch 
durch  die  Summe  der  Unterschiede  zwischen  den  Beobachtungen  mid  dem  arith- 
metischen Mittel  genommen  im  absoluten  Sinne  [-|-  v]  gelangen  kann ,  ein  Ver- 
fahren, welches  bei  gleichwerthigen  IJeobachtungen  auf  eine  bequemere  Rechnung 
führt.  Setzt  man  vorerst  eine  sehr  umfassende  IJeobachtungsreihe  voraus,  so  wird 
sehr  nahe  sein  : 

m  >]  =  [-\-  v]   ,     m  t^  ^  [v  v]  , 

und  mit  Rücksicht  auf  die  Relation   (pag.  3001  : 

wird  im  grossen  Durchschnitte  sein  : 

[+  V]  =  ±  [/iV';;^^      oder    ^M  =  ±  y£  Vi  " 

womit  also  jene  Relation  hergestellt  ist,  die  im  Allgemeinen  zwischen  [v  i>]  inid 
[-|- t']  bestehen  wird;  setzt  man  dieselbe  in  die  Gleichung  2),  3)  nnd  4)  ein,  so 
erhält  man : 


t  =  ±  1.2533  -4^=!=  ,  E  =  ±  1.2533     ,-=- 

yinm—i]  Hj]/(»n— I) 

,  =  ±0.8453 -itüL,  Ä  =  ± 0.8453   ^+-^ 


|/m|    Hl li  Wl|/(?H- 


5) 


§  8.    Erljuiteriing  und  Prüfung  der  vorstelieiideu  Methoden  durch  die 

Beobachtungen. 

Es  soll  nun  zur  Erläuterung  uinl  Prüfung  der  \orstehenden  Methoden  ein 
Beispiel  vorgenommen  werden,  welches  allerdings  nicht  ganz  die  genügende  Aus- 
dehnung hat,  doch  würde  ein  grösseres  Heispiel  zu  viel  Raum  in  Anspruch  nehmen. 
Es  wurde  mit  Hilfe  einer  Mikrometerschraube  ein  Intervall  von  600"  4omal  gemessen 
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Min  den  Ciaiigfchler  der  Schraube  zu  bestimmen ;  ich  setze  neben  eine  jede  Be- 
obachtung sofort  den  Unterschied  zwischen  (b'ni  angenommenen  Mittel  und  der- 
selben im  Sinne:    Keobiichtnng- Rechnung,   und  ausserdem  das  (iuadrat  dieses  Unter- 


schiedes  an 

;  man  ei 

hält  so 

Jf 

■(.' 

V  V 

M' 

?) 

»?i 

M' 

V 

vv 

1 

6oo"o 

— 

2"2 

4"84 

'5 

601  "4 

—  o"8 

o"64 

28 

6oo"9 

— 

•"3 

."69 

2 

599-7 

— 

2-5 

6.25 

16 

601.4 

—  0.8 

0.64 

29 

601.4 

— 

0.8 

0.64 

3 

599-5 

— 

2-1 

7.29 

17 

603.4 

+  1-2 

1.44 

3" 

600.8 

— 

1-4 

1.96 

4 

604.6 

+ 

2.4 

5-76 

18 

603.1 

+  0.9 

0.81 

3' 

600.0 

— 

2.2 

4.84 

5 

603.9 

+ 

1-7 

2.8g 

19 

601.8 

—  0.4 

0.16 

32 

600.7 

— 

1-5 

2.25 

6 

604.8 

+ 

2.6 

6.76 

20 

600.6 

—  1.6 

2.56 

33 

601.4 

— 

0.8 

0.64 

7 

606.1 

+ 

39 

15.21 

21 

602.0 

—  0.2 

0.04 

34 

602.9 

+ 

0.7 

0-49 

8 

604.7 

-4- 

2-5 

6.25 

22 

602.7 

+  0.5 

0.25 

35 

602.9 

+ 

0.7 

0.49 

9 

602.1 

— 

O.I 

O.Ol 

23 

603.7 

+  '-5 

2.25 

36 

602.4 

+ 

0.2 

0.04 

lO 

602.2 

0.0 

0.00 

24 

602.1 

—  0.1 

O.Ol 

37 

602.4 

+ 

0.2 

0.04 

1 1 

600.7 

— 

1-5 

2.25 

25 

602.3 

+  0.1 

O.Ol 

38 

602.1 

— 

0. 1 

O.Ol 

12 

602.4 

+ 

0.2 

0.04 

26 

602.6 

+  0.4 

0.16 

39 

603.6 

+ 

1-4 

i.gö 

13 

601.6 

— 

0.6 

0.36 

27 

602.7 

+  0.5 

0.25 

40 

603.6 

+ 

1-4 

1.96 

M 

601.7 

— 

0-5 

0.25 

Da  allen  Beobachtungen  das  gleiche  Gewicht  zuerkannt  ist,  so  ist  der  wahr- 
scheinlichste Wevth  der  Unbekannten  gleich  dem  arithmetischen  Mittel,  es  ist  also: 

M  =  boi'i  , 
und  die  Unterschiede  dieses  Mittelwerthes  gegen  die  Beobachtungen  ünden  sich  in  der 
mit  0   überschriebenen  ('olumne;    bildet   man  überdies   die  Quadrate    dieser   Fehler, 
so  hat  man    sich  ^-orerst  die   nöthigen  Hilfsgrössen    verschafft,   um  den    wahrschein- 
lichen Fehler  r  zu  bestimmen;  man  erhält  zunächst: 

[+  ■"]  =  45-1  [»«;]=  84.39   • 

Zur  Berechnung  des  wahrscheinlichen  Fehlers  kann  man  lieide  Werthe  be- 
nützen; es  ist  klar,  dass  eine  völlige  Uebereinstimmung  beider  Zahlen  nicht  hervor- 
treten wird,  indem  ja  die  Identität  nur  bei  einer  unendlichen  Anzahl  der  Beobach- 
tungen hervortreten  könnte:  man  hat  nach  §  7  Gleichung  3)  und  5)  fpag.  303)  hier- 
für die  Relationen ,  wenn  man  sofort  die  auftretenden  Coefficienten  logarithmisch 
ansetzt  und  zu  den  Formeln  das  aus  den  obigen  Zahlen  gewonnene  Resultat  hinzu- 
fügt: 

r  =  ±  [9.8290I   Y^^^  =  ±  o"992 


[9.9270] 


]/»/»! 1) 


±  o  962 


Man  sieht,  dass  beide  Resultate  in  sehr  befriedigender  Weise  stimmen;  da  aber  in 
der  Regel  die  mit  Hilfe  des  mittleren  Fehlers  berechneten  Werthe  von  r  der  Wahr- 
heit näher  kommen,  als  die  aus  dem  Durchschnittsfehler  erhaltenen,   so  soll  für  die 
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folgenden  Rechnungen  der  erstere  Weith  (r  ^=  ±  d'qqz  beibehalten  werden  .  vne- 
wnhl  es  klar  ist.  dass  man  keine  wesentlich  anderen  Resultate  erhalten  würde, 
wenn  man  den  zweiten  allein  benützen  würde.  Herechnet  man  nun  den  wahr- 
scheinlichen Fehler  des  arithmetischen  Mittels   ivergl.   2]  pag.  301),    so   findet   sich: 

R  =  ^  =  ±  o"i57   • 
y  m 

Das  Maass  der  Präcision  fiiulet  sich  nach  §  4    pag.  295:  : 

/,  =  !l!zi5l  ^0,48.. 


Um  nun  die  Theorie  mit  der  Erfahrung  durch  die  Formel  §  4  Gleichung  7) 
(pag.  297)  vergleichen  zu  können,  orchie  ich  die  obigen  Fehler  ihrer  Crosse  nach. 
Man  findet  so.  wenn  man  jeden  Fehler  mit  der  Nummer  der  Heobachtung  versehen 
ansetzt :    . 


+  v 

+  v 

+  v 

4-^ 

10 

o"o 

2b 

o"4 

33 

o"8 

20 

i"6 

9 

O.I 

14 

03 

18 

0.9 

3 

1-7 

24 

O.I 

2  2 

0.5 

17 

1.2 

1 

2 , 2 

25 

O.I 

27 

0.5 

28 

1-3 

3' 

2  .2 

38 

O.I 

13 

0.6 

30 

1-4 

4 

2-4 

12 

0.2 

34 

0.7 

39 

1-4 

2 

2-5 

21 

0.2 

35 

0.7 

40 

1.4 

8 

2-3 

36 

0.2 

13 

0.8 

1 1 

1-5 

6 

2.6 

37 

0.2 

16 

0.8 

23 

1-3 

3 

2-7 

19 

0.4 

29 

0.8 

32 

•■5 

7 

3-9 

Fasst  man  nun  die  Fehler  in  (huppen  zusammen,  die  zwischen  den  Grenzen 
0.0  —  0.5,  0.5  —  i.o,  i.o — 1.3,  1.5 — 2.0,  2.0  —  2.5  und  2.5 — 00  liegen,  und  zählt 
die  Hälfte  jener  Fehler,  die  genau  an  der  Grenze  liegen,  zur  Hälfte  zur  voran- 
gehenden und  zur  Hälfte  zur  nachfolgenden  Gruppe,  so  erhält  man  als  Resultat 
jene  Zahlen,  die  ich  weiter  unten  in  der  mit  » beobachtet»  überschriebenen  Colninne 
aufgenommen  habe.  Bildet  man  nun  die  .\rgumente  Ji  J  für  die  Integraltafel  XIV 
(vergl.  §  4  pag.  297),    so    erhält  man  mit  Hilfe  derselben  : 


J 

hJ 

Jju 

Jk  Jz Jh  J, 

0.0 

0.000 

0.000 

0.266 

0.5 

0.240 

0.266 

0.238 

1.0 

0.481 

0.504 

0.188 

1-5 

0.721 

0  692 

0.134 

2.0 

0.962 

0.826 

0.085 

2-5 

1.202 

0.91 1 

0.089 

00 

00 

I.OOO 

Oppolzer,  Balinbebtiramungen.  II. 
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Multiplioirt  miiii  nun  die  in  der  letzten  Columne  als  erste  DiiFerenzwerthe  an- 
f^csi'txti'n  /alilcn  mit  dcv  Anzahl  (hn  ISpobaolitunfjen  verf^l.  §  4  ])ajj;.  297),  so  findet 
man  dii;  nach  der  'l'lieoiie  innerhalb  (h'r  gegel)(;nen  Greii/cn  sieh  vorfindende  l''ehler- 
an/ahl;   dieselbe  steht  in  der  (!olumne  »berechnet«. 


Grenzen 

beobachtet 

bercühnel 

0.0 — 0.5 

12.5 

10.6 

0.5 — I.O 

9-5 

9-5 

1.0—1.5 

6.5 

7-5 

1.5 — 2.0 

3-5 

5-4 

2.0 — 2.5 

4.0 

3-4 

2.5 — 00 

4.0 

3-6 

Die  Vergleicliung  zeigt  also,   dass  in  der  Tliat  die  Theorie  mit  der  ErFaliiiing 
in  sehr  befriedigender  Weise  stimmt. 


§  1).    Bestiiiiimiiic;  de.s  niiftlereii  Fehlers  aus  ungleichwerthigeu 

Beobachtuugeu. 

Es  ist  bei  den  letzten  Entwickelungen  stets  der  einfachste  Fall  in  l>etracht 
gezogen  worden ,  wo  eine  Unbekannte  aus  einer  bestimmten  Anzahl  directer  Be- 
obachtungen von  gleichem  Gewichte  abgeleitet  wurde;  es  soll  nun  die  Aufgabe  ge- 
löst werden,  aus  lieobaclitungen  von  verschiedenen  Gewichten  den  mittleren  und  den 
wahrscheinlichen  Fehler  einer  Beobachtung  mit  der  Gewichtseinheit  zu  ennitteln. 
Die  Resultate  der  Beobachtungen  wären  M' ,  M" .  31'",  .  . . ,  diesen  Resultaten  wären 
beziehinigs weise  die  Gevrichte  ;/,  }i",  p"  .  .  .  zugetheilt .  dann  ist  der  durch  das 
arithmetische  Mittel  bestimmte  wahrscheinlichste  Werth  der  Unbekannten  [vergl. 
pag.  280J   J/ bestimmt  durch: 

p'+p"  +  P"'  +  ...  [p]  '  ' 

in  welchem  Ausdrucke  die  Gewichtseinheit  offenbar  willkürlich  ist.  Einigt  man 
sich  aber  über  eine  Einheit  und  sei  dann  e  der  mittlere  Fehler  einer  Beobachtung, 
die  das  Gewicht  1  erhält,  so  ist  offenbar  der  mittl  re  Fehler  des  Endresultates  be- 
stimmt durch : 

E 


Vlp] 


Bezeichnet  man  ähnlich  wie  früher  mit  x  den  wahren  Werth  der  Unbekannten 
und  setzt  wieder: 

M  —  z  ^  6  , 
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so  wird  die  Relation  zwischen  den  wirklichen  Hcobachtmigsfehlern  J\  ^',  J"'  .  . . 
und  den  Differenzen  zwischen  den  beobachteten  Werthen  und  dem  angenommenen 
Mittelwerthe  bestimmt  sein  durch : 

x/'  =  j,'  +  (5  ,  J"  =  v"  +  d  ,  J"'  =  t,"'  -\-d  ,  ... 
der  Fehler  z/'  wird  zur  Heobachtung  M'  gehören ,  die  das  Gewicht  //  crhiilt  und 
ähnlich  für  die  übrigen.  Statt  aber  einer  l^eobachtung  das  Gewicht  p'  zuzuschreiben, 
kann  man  sich  vorstellen,  dass  dieselbe  das  Resultat  ist  von  p'  Einzelnbeobachtungen 
mit  der  Gewichtseinheit,  es  wird  also  in  dieser  der  Fehler  z/',  p'  mal  vorkommen, 
ebenso  der  Fehler  z/",  p"  mal  u.  s.  f. ;  es  wird  demnach  sein: 

[pJJ]  =   [p   OV]    +  2\pt]d+   [p]    (52    . 

Hier  ist  aber  der  Hildung  der  Grösse  M  gemäss  streng : 

[pv]=o  , 
demnach  hat  man  auch : 

[p  JJ]   =   [pvv]+   [p]   d2. 

Für    (5^    wird    aber,    wie    oben,    das  Quadrat   des    mittleren  Fehlers    des  Ge- 
sammtresultates  zu  setzen  sein,   also  da  ist : 

(52  =  £2  =  Ji 

[P\ 

SO  wird  mau  haben :  • 

[p  JJ]   =  [p  VV]   +  f2.  2) 

Es  erübrigt  nur  noch  die  Grösse   [p  J  J]  durch  e  auszudrücken.    Es  ist  aber 
im  Durchschnitte  für  die  wahrscheinlichen  Fehlerquadrate  anzunehmen : 

J'J'=-^,        z/'z/"=4,      z/"'z^"=4,  ••., 
p  p"  •  p"  ' 

also  : 

[p  J  J]  =  m  £2  , 

wenn  m  die  Anzahl  der  Reobachtungen ,  die  verschiedenes  Gewicht  haben,  vor- 
stellt, welche  Zahl  jedoch  nicht  mit  der  Summe  der  Gewichte  verwechselt  werden 
darf.     Führt  man  nun  diese  Relation  in  Gleichung  i)  ein,   so  findet  sich  sofort: 


und  für  die  wahrscheinlichen  Fehler: 

^  =  ±-^745    j/g'        ^-±-6H5(/^.  4) 

Man  wird  beachten,  dass  man  ganz  dasselbe  Resultat  für  «  und  r  erhalten 
würde,  weim  man  jede  einzelne  Beobachtung  mit  der  Quadratwurzel  des  Gewichtes 
(also  mit  der  Präcision)  multipliciren  würde  und  dann  die  gefundenen  Zahlen  so 
behandelt  hätte,  wie  Reobachtungen  mit  gleichem  Gewichte.  Es  wird  sich  s])äter 
herausstellen,  dass  auch  in  complicirteren  Fällen  dieses  Verhältniss  hervortritt  und 
man  hat  demnach  ein  sehr  einfaches  und  radicales  Hilfsmittel  gewonnen,  um 
Reobachtungsresultate  von  verschiedenem  Gewichte  nach  jenen  Methoden  behan- 
deln zu  können,   die  für  gleichwerthige  Beobachtungen  gelten. 
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fSchliesslicli  kiinii  ikicIi  licincikt  winden,  dass  niiiii  für  die  Rechnung  des 
wiiliisclieinlichon  l'"('lilcis  auch  die  ahsohiten  Fehler  vcrwerthen  kann;  mit  llilfo  der 
/uk't/.t  fjeraaclitcn    liciuerkung  wird  man  aber  statt  der  Relation: 

vR=±'^l/";, 

die  jiag.  303  gefunden  wurde,   zu   sehreiben  haben  : 

und  erhalten  : 

r=  ±0.8453     '^"^^"^    ,        7?  =  ±0.8433       '+'^^' 


y  m  [m — i)  y[p]m{m — i) 

doch  bieten  diese  Formeln  im  vorliegenden  Falle  geringere  practische  Vortheile  als 
oben. 

Es  sollen  nun  die  vorstehenden  Formeln  durch  ein  Beispiel  erläutert  werden ; 
ich  werde  das  früher  gewählte  Beispiel  wieder  vornehmen,  aber  dasselbe  durch  eine 
willkürliche  Zusammenfassung  der  Einzelnbeobachtungen  in  Resultate  von  verschie- 
denen Gewicht  verwandeln ;   ich  erhalte  so  : 

V 

n 

—  07 

+  3-0 

—  o.i 

—  0.4 

—  0.3 

+  0.9 

I.O 

O.I 

1.0 

+  0.6 

daneben  habe  ich  in  die  (Kolumne  v  und  vv  die  unterschiede  der  Beobachtung 
gegen  die  mit  Rücksicht  auf  Gewicht  abgeleiteten  Mittelwerthe  und  die  Quadrate  der- 
selben gesetzt.  In  der  Columne  pvv  finden  sich  die  letztgenannten  Fehlerquadrate 
mit  ihrem  Gewichte  mnltiplicirt ;   für  J/ findet  sich  nach  Gleichung  i)   pag.  306: 

itf  ^  6o2"2   ;  und  weiter  [p  vv]   =   39.46. 

se  wird  also  nach  Gleichung  3)   und  4)  pag.  307  : 

r  =  ±    i"4i 

R=±    o"22    . 

"N'ergleicht  man  diese  Zahl  mit  der  oben  (pag.  305)  für  R  gefundenen  zt  o"i  6, 
so  findet  man  allerdings  keine  ganz  genügende  Uebereinstimmung.  wie  dies  zu  erwar- 
ten ist,  da  in  dem  letzteren  Falle  die  Anzahl  der  Beobachtungen,  die  man  den  Prin- 
cipien  der  ^Yahrscheinlichkeit  unterworfen  hat,  nur  gleich  10  ist;  man  wird  daher  bei 
einer  so  geringen   Zahl  nicht   erwarten  dürfen,     dass    sich  alle  Zufälligkeiten    völlig 


M 

Gewicht 

I—  5 

601  "5 

5 

6—  8 

6o3"2 

3 

9 

602.1 

1 

10 — 12 

601.8 

3 

13  —  17 

601.9 

5 

18 

603.1 

I 
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eliminiren  können,  und  dies  als  erneuten  Hinweis  betrachten  dürfen,  dass  die  Me- 
thode der  kleinsten  Quadrate  nur  dann ,  und  hier  auch  nur  unter  gewissen  oben 
erwähnten  A'orbehalten,  verlässliche  Kcsultate  liefern  kann,  wenn  eine  grosse  Anzahl 
von  Beobachtungen  vorliegt.  Da  bei  der  Durchführung  des  obigen  Beispieles  aber 
nur  die  Absicht  vorlag,  die  llechnung  nach  den  Formeln  klar  zu  legen,  so  mag 
dassellie  für  diesen  nächsten  Zweck  genügen. 


§  10.    Eriiütteluug  des  mittleren  Fehlers  eines  Resultates  aus  der  Summe  und 

Differenz  directer  Reobachtungen. 

Indem  durch  die  vorstehenden  Entwickelungen  die  Anwendung  der  Methoi^e 
der  kleinsten  Quadrate  auf  den  Fall  directer  Beobachtungen  der  Unbekannten  er- 
ledigt erscheint,  soll  der  durch  die  Ueberschrift  .-bezeichnete  S])coialfall  anhangsweise 
hier  näher  vorgenommen  werden .  hau])tsächlich  aus  dem  Grunde ,  weil  derselbe 
in  einer  \öllig  unabhängigen  Art  eine  bereits  in  zweifacher  Weise  erwiesene 
theoretische  Grundlage  der  Methode  bestätigt.  —  Die  bisherigen  Betrachtungen 
waren  bislang  den  Fällen  angepasst  worden ,  wo  unmittelbar  die  zu  bestimmende 
Grösse  beobachtet  wnirde,  in  der  Anwendung  wird  man  aber  meist  mit  complicirteren 
Fällen  zu  thun  haben,  welche  sich  jedoch  meist  ohne  iSchwierigkeit  auf  die  bisher 
in  Betracht  gezogenen  einfachen  Fälle  reduciren  lassen ;  bevor  jedoch  au  die  Lö- 
sung dieser  allgemeinen  Aufgabe  geschritten  wird,  soll  hier  noch  der  verhältniss- 
raässig  einfache  Fall  in  Betracht  gezogen  werden,  wo  eine  Grösse  durch  die  Summe 
und  Differenz  unmittelbar  beobachteter  Werthe  bestimmt  wird .  wobei  jedoch  die 
beobachteten  Werthe  als  völlig  von  einander  unabhängig  gedacht  werden.  Es  ist 
also  X  bestimmt  durch  die  Relation : 

a:  =  y,  ±  ^2  , 
wobei  durch  y,  und  y^  die  wahren  Werthe  der  Funktionen  vorgestellt  werden ,  die 
durch  ihre  Summe  oder  Differenz  den  wahren  Werth  von  x  finden  lassen.  Die  Be- 
obachtungen selbst  werden  aber  den  wahren  Werth  von  ^j  und  y^  nicht  genau 
wiedergeben  und  der  mittlere  Fehler  der  einzelnen  Beobachtungen  einer  jeden  solchen 
Beobachtungsreihe  sei  beziehungsweise  f ,  und  f2 .    Die  Beobachtungen  werden   hier : 

für  2/1   die  Fehler  z//,   ^i",   J^"  . . . 

»    y-i     »         »        J2',  Ji",  J2'"  ■  ■  ■ 
ergeben,   demnach  wird  der  Fehler  von  x  sein,  der  sich  aus  Combination  der  ersten 
Beobachtungen  ergibt,  je  nachdem  man  die  Summen  und  Differenzen  zu  nehmen  hat 

und  ähnlich  erhält  man  axis  der  Combination    der  zweiten   und    folgenden    Beobach- 
tungen : 

Bildet  man  nun  die  Summe  der  Fchlerquadrate  und  nennt  *„  den  mittleren 
Fehler  einer  Bestimmung  von  x  und  setzt  voraus,   dass  sowohl  y,    als  auch  y,.   m  mal 
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)»('()1i;i(htct  ^^^^l■(l(■ .  so  dass  ?»  IJestimmungiMi  von  ./■  vorliegen,  so  miiss  nacli  der 
Definition    des  mittleren  Fehlers  sein  : 

Isl  aller  die  Anzahl  der  Ik'obachtnngen  gross,  so  wird  bald  das  mittlere  Glied, 
welelies  aus  der  Summe  von  Gliedern  mit  verschiedenen  Zeichen  gebildet  wird, 
gegen  die  äusseren  Glieder,  die  sich  aus  Quadraten  summiren.  verliältnissmässig 
klein  werden  und  man  wird  mit  einem  gewissen  Grade  der  Annäherung  schreiben 
dürfen : 

m  «0^  =  L-^i  ^1]  +  [^2  ^i]  ■ 
Bedenkt  man  aber,   das  ist : 

so  erhält  man  unmittelbar: 

f„  =  ±  V€,2  +  :^,  I) 

d    h.    der    mittlere  Fehler    einer    solchen    combinirten  Beobachtung    ist    gleich    der 

Quadratwurzel  aus  der  Summe  der  Quadrate  der  mittleren  Fehler  der  directen 
Beobachtungen. 

Wie  man  sieht,  könnte  man  leicht  diese  Betrachtungen  auf  solche  Beobach- 
tungen ausdehnen,  die  sich  aus  mehren  directen  Beobachtungen  additiv  und  sub- 
tractiv  combiniren  ,  man  würde  den  mittleren  Fehler  der  Bestimmung  von  .r,  dann 
erhalten  aus  : 

io  =  ±  yife\  , 

wobei  gesetzt  ist : 

[£«]   =f,2  4.  , ^•2  +  ^3-2+   ...,  2) 

und  sich  die  verschiedenen  «,  .  «2  •  •  •  ^^^^  ^^^  Resultate  der  directen  Messung  be- 
ziehen :  natürlich  gilt  auch  dieselbe  Relation  für  den  wahrscheinlichen  Fehler,  man 
hat  daher : 

»n  =  ±  y[rr\   . 

Wollte  man  das  Gewicht  einer  solchen  Bestimmung  von  x  bestimmen,  so  hat 
man  nur  zu  beachten,  dass  nach  dem  obigen  vergl.  pag.  301)  sich  die  Gewichte 
direct  wie  die  (iuadrate  der  Bräcisionen  oder  umgekehrt  wie  die  Quadrate  der 
wahrscheinlichen  Fehler  verhalten ;  seien  niui  die  Gewichte  <ler  einzelnen  Bestim- 
mungen p\  ,  j}> ,  pj  .  .  ■ ,  so  wird  sein : 


und  man  hat : 


Pi  P2  ■  P3 


^       Pn>2l>z.-.        _  , 

^  Pi+P2+P3+...  •" 


Hätte  man  die  Unbekannte  dvirch  die  Summation  von  m  gleich  genauen  Be- 
obachtungen .  deren  mittlerer  Fehler  e  sei .  bestimmt ,  so  ist  der  mittlere  Fehler 
dieser  Summe  e^  nach  den  eben  angestellten  ]5etrachtungen  bestimmt  durch: 

£q2  =  ms-     oder     £„  =  ih  £  Ym  . 
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(lividirt  mau  mm  beiderseits  durch  ?«,  so  erhält  mau  eiue  schou  früher  auf  eiue 
gauz  andere  Weise   (pag.  301)   bewiesene  Relation,  nämlich: 

wobei  mau  zu  beachten  hat,   dass   -  der  mittlere  Fehler   des   arithmetischen   Mittels 

ist.  Es  nimmt  also  der  mittlere  Fehler  des  arithmetischen  Mittels  im  umgekehrten 
Verhältniss  zur  (iuadratwurzel  der  Anzahl  der  zum  Mittel  veremigten  Beobach- 
tungen ab.  Der  früher  betrachtete  Fall  der  Ermittelung  des  mittleren  Fehlers  eines 
Resultates  aus  der  Summe  und  Differenz  directer  Ueobachtungen  ist  einer  Erwei- 
terung fähig,  die  häufig  genug  in  der  An^^•endung  vorkommt ;  es  seien  nämlich  die 
einzelnen  Summenwerthe  «/i,  y^,  y;i ,  ...  bevor  dieselben  zum  Resultate  zusammen- 
zufassen sind,  mit  den  constanten,  aber  bekannt  vorausgesetzten  Factoren  beziehungs- 
weise a, ,    «2,   «;)  ,  ...   zu  multiplicireu.    dann  hat  die  vorgelegte  Funktion  die  Form: 

X  =  ±  cti  j/i  ±  «2  3/2  ±  «3  y;i  ±  •  •  • 

Sind  mm  die  bezüglichen  mittleren  Fehler  der  IJeobachtungsresultate  y,  .  i/.,. 
«/,...  ausgedrückt  tlurch  e^ ,  «2  >  £;i  •  •  •  >  so  ist  sofort  klar,  dass  die  u  Factoren  be- 
dingen werden,  dass  der  mittlere  Fehler  des  ersten  Froductes  «i  «i  sein  wird ,  der 
zweite  «2  e-i  u.  s.  f..  daraus  kann  man  unmittelbar  den  Schluss  ziehen  mit  Rücksicht 
auf  die  für  den  einfacheren  Fall  gemachten  Hctrachtungen,  dass  der  mittlere  Fehler 
des  Resultates  x ,  der  ^^deder  durch  £„  bezeichnet  wird,   sich  darstellt  durch : 


e,  =  ±}  a,'^  £,■-  4-  «2^  t-?  +  cc,'  «:,■■'  +  ■  ■  ■    =  ±y[a^e^];  4) 

sind  die  wahrscheinlichen  Fehler  gj,   £2?   £:i   ••■  ^^^^  gleich,   so  erhält  man: 

£0   =    ±  £    V[«ß]  5) 


B.   Anwendung  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  auf  die  Bestimmung  einer 
oder  mehrer  unabhängiger  Unbekannten  aus  Beobachtungen. 

§  1.    Allgenieiues. 

Es  kann  nun  daran  gegangen  werden,  die  Lösung  der  allgemeinen  Aufgabe 
durchzuführen ,  nämlich  die  Ermittelung  der  wahrscheinlichsten  Werthe  einer  be- 
liebigen Anzahl  von  Unbekannten ,  welche  Funktionen  der  beobachteten  Grössen 
sind;  die  oben  betrachteten  speciellen  Fälle  der  directcn  ISeobachtimg  sind  natürlich 
in  dieser  allgemeinen  Auflösung  mit  inbegriffen. 

Dieses  allgemeine  Problem  umfasst  zwei  Klassen  von  Aufgaben,  welche  von 
einander  abgetrennt    werden    müssen.     In    der   ersten  Klasse   sind    die  Unbekannten 
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unabhiliitfif?  (iii(l('])('mlL'iit)  von  einander,  sind  also  keinen  weiteren  Hedingniioon  unter- 
worfen als  den  üeobaclitiingcn  möglichst  zu  genügen,  so  dass  vor  Anstellung  der  Jie- 
obachtungen  jedes  beliebige  System  von  Werthen  dieselbe  Wabrscheiuliclikeit  für  sich 
in  A7is]uucli  uiiiiuil  ;  in  der  zweiten  Klasse  sind  schon  a  priori  gewisse  Bedingungen 
vorluuiden,  die  streng  erfüllt  sein  müssen,  und  ausserdem  muss  der  möglichst  gute  An- 
schluss  an  die  lieobachtungen  erzielt  werden.  Dieser  letztere  Fall  s]iielt  insbesonders 
bei  den  geodätischen  Ausgleichsrechnungen  eine  wichtige  Holle,  kann  aber  für  den 
Zweck  des  vorliegenden  Werkes  übergangen  werden,  da  in  den  wenigen  hier  in  He- 
tracht  kommenden  Fällen  leiclit  der  richtige  Weg  mit  Hilfe  der  Methoden  der  ersten 
Klasse  gefiuiden  werden  kann ;  es  wird  daher  in  der  Folge  nur  auf  die  Hestimmung 
von  einander  unabhängiger  Unbekannten  Kücksicht  genommen.  Wiewohl  dadurch 
die  Aufgabe  schon  wesentlich  eingeschränkt  ist,  so  muss  noch  eine  weitere  Ein- 
schränkung vorgenommen  werden,  die  daraus  resultirt,  dass  die  folgenden  Betrach- 
tungen einen  linearen  Znsammenhang  der  Unbekannten  mit  den  Beobachtungen 
fordern,  ein  Fall,  der  selten  genug  bei  der  Anwendung  hervortreten  wird ;  ist  also 
das  Yerhältniss,  wie  es  in  der  Regel  der  Fall,  kein  lineares,  so  wird  man  sich  von 
Fall  zu  Fall  dadurch  helfen  können ,  dass  man  die  lineare  Form  herstellt,  indem 
man  sich  in  irgend  einer  durch  das  Problem  bestimmten  Weise  sehr  genäherte  Werthe 
für  die  laibekannten  verschaift  und  die  Verbesserungen  dieser  Näherungen  sucht; 
betrachtet  man  diese  als  Cirössen  erster  Ordnung,  so  Avird  der  Znsammenhang  zwi- 
schen den  Incrementen  der  Unbekannten  zu  der  dadurch  bedingten  Aenderung 
in  der  Beobachtung  durch  den  diesbezüglichen  Differentialquotienten  in  linearer 
Weise  ausgedrückt  sein.  Es  kann  unter  Umständen  die  Ermittelung  der  genäherten 
Werthe  der  Unbekannten  und  die  Entwickelung  der  Differentialqnotienten  Schwie- 
rigkeiten machen,  für  diese  Lösung,  lassen  sich  aber  keine  allgemeinen  Regeln  geben, 
da  dieselben  von  der  Natiu'  des  vorgelegten  Problemes  abhängig  sind.  Es  wird  in 
der  Folge  vorausgesetzt,  dass  für  die  gestellte  Aufgabe  den  eben  ausgesprochenen 
Forderungen  genügt  ist. 

Es  ist  demnach  die  vorgelegte  Aufgabe  dadurch  wesentlich  erleichtert,  dass 
die  Form  der  Abhängigkeit  der  Unbekannten  von  den  Beobachtungen  eine  lineare 
ist.  Ist  also  M  der  beobachtete  Werth,  x,  y,  z  .  .  .  die  Unbekannten,  «,  i,  c  . .  . 
die  durch  das  Problem  bestimmten  C'oefficienten ,  so  ist  die  allgemeine  Form  der 
Relation  zwischen  der  Beobachtung  und  den  Unbekannten  dargestellt  durch: 

ax-\-by  +  cz-\-..  .  -{-  l  =  M. 

Eine  solche  Gleichung  allein  gibt  nur  eine  Relation  zwischen  den  Un- 
bekannten, ist  aber  nicht  zur  Bestimmung  derselben  ausreichend  ;  es  müssen  noth- 
wendig  mindestens  ebensoviele  essentiel  verschiedene  Gleichungen  vorhanden  sein, 
als  Unbekannte  zu  "bestimmen  sind ;  in  dem  letzteren  Falle  ist  die  Bestimmung  der- 
selben eben  möglich,  soll  aber  die  Methode  der  kleinsten  Quadrate  angewendet 
werden ,  so  ist  es  klar ,  dass  mehr  Gleichungen  als  Unbekannte  vorhanden  sein 
müssen.  Sind  nun  Mi ,  M^ .  3/3  .  •  .  die  beobachteten  Werthe ,  so  mrd  man  als 
Bedingungsgleichungen  haben : 
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«1  •'•  4-  ii  y  +  ^1  3  +  •  •  •  +h=  Ml 

a.2  .r  +  bi  y  +  r.^  z  +  . .  .  +1.2  =  Mi 


Diese  werden  sich  aher  sofurt  einfacher  schreiben  lassen,  wenn  man  znr  Abkürzung 
einführt : 

Mi  —  /,  =  w, 

M-i  —  li  =  «2 

4/,,  _  /.,  =  w., 

wo  W| ,  71-2 ,  ?^^  .  .  .  mit  den  Beobachtungen  im  directen  Zusammenhange  bleiben, 
weil  /|  ,  /o ,  /;,...  durch  das  Problem  bestimmte  Grössen  sind  ;  es  schreiben  sich 
daher  die   Hedingungsgleichungen  : 

a,  a;  +  6,  y  +  c,  s  +  . .  .  =  w, 
«2  3-  +  §2  y  +  ^2  ^  +  •  •  •  =  «2 

«3  •'•  +  ^.<  y  +  ^.i  -  +  •  •  •  =  «1 

Wären  die  Heohachtungsfehler  völlig  Null,  so  würde  jede  beliebige  Combi- 
nation  aus  einer  zur  Bestimmung  der  Unbekannten  hinreichenden  Anzahl  von  Glei- 
chungen identische  Werthe  für  die  Unbekannten  finden  lassen,  wegen  der  Heobach- 
tungsfehler  aber  werden  zwischen  solchen  verschiedenen  Lösungen  Differenzen  auf- 
treten;  die  Lösung  muss  demnach  so  vorgenommen  werden,  dass  den  Beobachtungen 
nach  dem  Principe  der  Wahrscheinlichkeit  genügt  wird.  Hierbei  wird  auch  auf  den 
Umstand  dass  nicht  allen  Beobachtungen  das  gleiche  Gewicht  ertheilt  wird.  Rück- 
sicht zu  nehmen  sein.  Die  folgenden  Betrachtungen  werden  aber  lehren,  dass  man 
durch  ein  sehr  einfaches  Verfahren  in  diesem  Falle  die  Bedingungsgleichungen  auf 
gleichwerthige  zurückführen  kann. 

Sind  ü|,  i'2,  «:(...  die  nach  der  Ausgleichung  übrig  bleibenden  Fehler  in  den 
Beobachtungen  genommen  im  Sinne  :  Beobachtiuig  -  Rechnung ,  so  werden  die 
obigen  Bedingungsgleichnngen  nach  Einsetzung  der  gefundenen  wahrscheinlichsten 
AVerthe  der  Unbekannten  für  w, ,  /«.^  i  '>h  •  ■  nifht  die  durch  die  Beobachtung  ge- 
fundenen Werthe  finden  lassen,  sondern  offenbar  die  Werthe  («, — »J,  (w-2 — *'2)  •  ■  •; 
es  werden  sich  daher  statt  der  Bedingimgsgleichungen  die  folgenden .  jetzt  völlig 
erfüllten  Relationen  schreiben  lassen  : 

dl  ■>■  +  f>i  y  +  c^  ~  +  ■  ■  ■  +  «'1  =  "i 

«2  .r  -I-  Äj  </  -I-  <"2  ~  +  •  •  ■  +  »2  =  "2 
a-i  3-  +  l>i  1/  +  c.^  z  -{-  .  .  .  -+-  v,i  =  /I3 

Ist  nun  €  der  mittlere  Fehler  einer  Beobachtung  mit  der  Gewichtseinheit,   so 

Oppulzer,  Balinliestiiiimungen.  H.  .  40 
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wild  (hn-  iiiittlcre  Fehler  einer  Beobachtung  sein  mit  dem  Gewichte  p^  offenbar  —=.  , 

VP\ 

mit  dem  Gewichte  p2  aber  —=  u.   s    w.     Würde    man  jeder   der   eben    liingestellten 

VIH 
Gleichungen  die  Gewichtseinheit   zutheilen,    so   würde    der   mittlere  Fehler  von  »,  , 

«2,   ":(  n.  s.  w.   im  Allgemeinen  gleich  werden  t ;   es  sollen  aber  entsprechend  den  an- 


geftmden  werden ,    dies  wird  man 


genommenen  (iewichten  die  Fehler  — =r,  — ?=• 

yp\     Vj>2 

aber    erreichen    können,    wenn  ■  man    die    oben    hingeschrielienen    («leichungen    mit 
ypi,   Vp2  u.  s.  w.  durchmultiplicirt ;  man  hat  dann: 

Vpt  ai  X  -]-  Vpt  Ä,  !/  +  V/j,  r,  c  +  . .  .  +  Vpi  !!,  =  Vpi  ?2| 
ypi  üiX  +  Vp2  h-iy  -\-  Vpi  C2Z  +  . . .  +  yp2  »2  =  yp2  fh 


>>:,  O;,  X  -\-  Vp.^  b.^  y  +  \%  r.;^  s  +  .  .  .  +  Vp 


1  ^3 


Vp. 


Behandelt    man    nun    diese  Gleichungen  unter  Annahme  gleicher  Gewichte  für  die- 
selben,  so  wird  jede  Gleichung  als  mittleren  Fehler  i  geben ;   es  wird  also  sein : 


e  =  Yp^  Vi      oder       »,   = 
e  =  Vj»2  '^■2      oder  .     «2  = 


und  die  mittleren  Fehler  von  (•,  ,  »2  •  ■  ■  ^™^  entsprechend  den  ihnen  zugetheilteu 
Gewichten  bestimmt.  Man  leitet  daraus  die  Regel  ab ,  dass  Beobachtmigen  mit 
verschiedenen  Gewichten  el)e7iso  behandelt  werden  können .  wie  Beobachtungen 
von  gleichen  Gewichten ,  wenn  man  alle  Bedingungsgleichrnigen  \orher  mit  der 
Quadratwurzel  des  Gewichtes  oder  mit  der  Präcision  durchmultiplicirt. 

Die  vorausgehenden  Betrachtungen  haben  also  gezeigt,  dass  man  unter  allen 
Bedingungen  das  Problem  reduciren  kann  auf  den  einfachsten  Fall ,  nämlich  auf 
lineare  Gleichungen  mit  gleichem  Gewichte. 


§  2.    Bildiiug  der  Norinalgleichiiugeii. 

Den  im  vorstehenden  Faragraj)hen  aufgestellten  Dedingungsgleichungeu : 
«1  ^  +  ^1  y  +  f  1  ~  +  •  •  •  —  w,  =  o 


«2  3-  +  öo  y  +  ^2  0  +  . 


% 


:  O 
:  O 


kann  im  Allgemeinen  in  den    hier    in   Betracht    kommenden  Fällen    nicht  völlig  ge- 
nügt werden ;    es   werden   Unterschiede    übrig    bleiben .    wenn    für  .r.  y,  z  bestimmte 
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Werthe  eingesetzt  werden,  die,  im  Sinne:  Beobiiehtung-Rechnnng  genommen,  durch 
Vi,  t>2,  »3  . . .  bezeichnet  werden  sollen;  man  wird  also  haben: 

Hl  ^  +  l>i  1/  +  Cl  -  +  ■  ■  ■  —  Wi  =  —  », 
0-2  a:  +  5.2  y  4-  r._j  -  +  ...  —  ^j^  =  —  »2 
Ö3  ^  +  *3  y  4-  «'ü  ~  +  •  •  •  —fh=  —  V3 

Die  Unbekannten  x,  y,  z  ...  sind  aber  so  zu  bestimmen,  dass  die  Fehler  v  auf  das 
geringste  Maass  herabgedrückt  werden ;  das  wahrscheinlichste  System  wird  aber 
nach  den  bisherigen  theoretischen  Hctrachtnngen  dasjenige  sein,  welches  die  Summe 
der  Fehlerquadrate  zu  einem  Minimum  macht;  man  wird  also  der  Kelation  genügen 
müssen : 

[0  0]  =  0|  üj  4-  02  v-i  +  %  »3  +  . . .  =  Minimum.  3) 

Da  aber  x.  1/,  z  ...  völlig  von  einander  iniabhängig  vorausgesetzt  werden,  so 
muss  die  Bedingung  des  Minimum  für  jede  dieser  Unbekannten  erfüllt  sein ;  und  es 
ist  daher  nothwendig : 

dlcv]  dlvv]  d\vv]  . 

Diese  DifFerentialrelation  gilt  auch  für  das  Maximum,  doch  schliesst  sich  das 
letztere  sofort  hier  nach  der  (jestalt  der  Gleichungen  aus,  indem  dasselbe  nur  für 
unendliche  Werthe  der  Unbekannten  eintritt. 

Den  diuch  die  Gleichungen  4)  aufgestellten  Hedingungen  allein  und  keinen 
weiteren,  ist  die  Hestiminung  der  wahrscheinli('hsten  Werthe  der  Unbekannten  unter- 
worfen, gelingt  es  also,  wie  es  in  der  That  der  Fall  ist,  mit  Hilfe  dieser  Relationen 
ohne  weitere  Voraussetzungen  die  Unbekannten  zu  bestimmen,  so  ist  das  vorgesteckte 
Ziel  erreicht. 

Führt  man  in  Gleichung  4)  die  angezeigten  Operationen  mit  Hilfe  der  Glei- 
chung 3)   aus,   so  erhält  man : 


dv\       ,             dot       ,             dvi 

.=0 

.   =  0 

dix       ,             dv-,                   rfcn       , 
"'     dz     +'''^     dz      ^'^^     d:      +■■ 

.    =  0 

Die  Anzahl  dieser  Gleichungen  ist  gleich  der  in  der  Gleichung  4)  aufgestellten 
Anzahl  der  Bedingungen,  die  aber  wieder  nur  von  der  .Vnzahl  der  Unbekannten 
bestimmt  ist;  es  sind  in  Gleichung  5)  also  so  viel  Gleichungen  von  verschiedener 
Zusammensetzung  enthalten  als  Unbekannte  vorhanden  sind,  und  es  erübrigt  daher 
nichts  zur  Bestimmung  der  Unbekannten  als  die  Coefficienten  der  Gleichinigen  5) 
auT  bekannte  Werthe  zu  reduciren.  \'orerst  werden  sich  die  Differentialquotienten 
von  p  nach  Gleichung  2)  sehr  leicht  bestimmen ;  man  erhält  aus  diesen  letzteren 
Gleichungen  sofort  durch  Differentiation : 

40* 


«I 


«2 


dof 
dx    ' 

dv] 
"■'—""  ~dz    ' 

d  V2 

"dx 

,                  dvi 
*2  =         ,;,/ 

dv.. 
'^  =            dz     ' 

de-, 
dx 

6) 


Man  kann  daher  statt  Gleicliung  5)   auch  schreiben: 


«,    l\    -f-  (In  V2  -{-  a^i  V-^   -\-    .  .  . 
l>l  «1   +  ^2  »2  +  ^':i  '":i  +    •  • 


Ci   »I    +  f2  "2    +  <:i 


+ 


O 

o 
o 


7) 


Ersetzt  man    nun  den  Werth  von  «1,  «21  ^i  ■  ■  ■   durch    die  Relationen    in   der 
Gleichung  2)  (pag.  315),   so  verwandelt  sich  die  erste  Gleichung  7)   in: 

ß,  «1  X  +  «1  /),  y  +  ff,  r,  2  +  .  .  .  —  ff,  Wi 

-|-  02  «2  ■2-'  +  «2  ^2  y   +  '?2  ''2  ~   +   •  •  •    «2  "2 

+  «3   «3  «  +  «3   *3  y  +  «3   C3  2  +    .  .  .    —   «3  «3 


ähnlich  wird  die  zweite  Gleichung  7)   sich  schreiben  lassen  : 
«1  Ä,  x  +  Ä,  i|  y  +  öl  r,  s  -f  .  . .  —   6,  «1 

+  «2  ^2  *■   +    ^2   ^'2  .'/  +  ^2  ^2  ~    +   •  ■  •  ^2  "2 

+  «3   *3  •^"  +  *3   h  //  +  *3  ''■3  ~   +    •  •  •   —  *3  '«3 


=   O 


u.  s.  f.  —  Führt  man  nun  die  abkürzende  Gauss'sche  Summenbezeichnung  (pag.  301) 
ein,  so  wird  man  statt  der  (ileichungen  7)  schreiben  können  die  folgenden,  in  welchen 
die  Coefficienten  völlig  bekannte  Grössen  sind : 


[a  a]  X  -\-  [a  b]  y  -\-  [a  c]  z  -\-  .  .  .  =  [a  n] 
[ab]x+[bb]y+[br]z+  ...  =  [5  n] 
[a  c]  X  -\-  [b  c]  y  -{-  [c  c\  z  -\-  .  . .  =  [c  n] 


8) 


Die  Anzahl  dieser  Gleichunsjen  kommt  gleich  der  Anzahl  der  Unbekannten, 
die  Auflösung  dieser  Gleichungen  bestimmt  die  Unbekannten  nach  dem  Axiome, 
dass  die  Summe  der  Fehlerquadrate  ein  Minimum  ist;  man  nennt  diese  Glei- 
chungen die  Normalgleichungen,  weil  dieselben  für  die  Bestimmung  der  Un- 
bekannten maassgebend   (normirend)   sind. 

Die  Bildung  und  Herstellung  der  Normalgleichungen  ist  nunmehr  theoretisch 
völlig  bestimmt,  nur  wird  die  thatsächliche  Durchführung  der  zahlreichen  Multipli- 
cationen  und  Additionen,  besonders  wenn  die  Anzahl  der  Unbekannten  und  der  Be- 
dingungsgleichungen anwächst,  das  Bedürfniss  fühlbar  machen,  die  nothwendigen 
Rechnungsoperationen  möglichst  übersichtlich  zu  gestalten ,  so  dass  nicht  leicht  ein 
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Product  übergangen  werden  kann,  nnd  geeignete  rrüfungsmittel  für  die  Richtigkeit 
der  Rechnung  herbeizuschaffen. 

Letzteres  Verlangen  kann  leicht  durch  Bildung  einiger  Hilfsgrössen  befriedigt 
werden.  Hildet  man  nämlich  die  Summe  aller  zu  einer  Bedingnngsgleichung  ge- 
höriger Coefficienten  und  bezeichnet  dieselbe  durch  *  mit  einem  entsprechenden 
Index,   so  hat  man : 

«1  +  *i  +  c,  + +  W|  =  s, 

«2  +  *2  +  «2  + 4-  i'*2  =  *'2 

«.s  +  *3  +  '';t  +  ••••+  «3  =  «;i 


und  man  wird    sofort    zur  Prüfung    der  Coefficienten    der  Normalgleichungen ,    wenn 
man  sich  die  Bedeutung  des  Gauss 'sehen  Summenzeichens  klar  macht,  haben: 

[a  a]  -\-  [a  b]  -\-  [a  c]  -\-  .  .  . .  [a  n]  =z  [a  s] 
[ab]  +  [bb]  +  [bc]  +  ....  [b  ti]  =  [b  s] 
[a  c]   -{-  [b  c]  +  [cc]  -{-....  [c  n]  =  [c  s]  lo) 


\a  n]  -\-  [b  n]  -\-  [c  n]  -f-  •  •  •  •  [n  n]  ^  [n  s] 


welchen  Relationen  innerhalb  der  Unsicherheit  der  Rechnungsoperationen  genügt 
werden  muss.  Hierbei  könnte  aber  eine  beträchtliche  Unsicherheit  dadurch  ent- 
stehen, dass  die  Coefficienten  der  verschiedenen  Unbekannten  sehr  different  in  Be- 
zug auf  ihre  Grösse  sind.  Es  muss  nämlich  die  Rechnung,  um  dieselbe  nicht  allzu 
weitläufig  zu  gestalten,  auf  eine  gewisse  Anzahl  von  Decimalen  beschränkt  bleiben; 
bei  den  Producten  der  grossen  Zahlen  wird  aber  die  Unsicherheit  der  Rechnung 
schon  Stellen  beeinflussen ,  die  |bei  den  Producten  der  kleinen  Zahlen  noch  ganz 
sicher  erscheinen  und  es  muss  gemss  ganz  erwünscht  sein,  sich  auch  der  Richtig- 
keit dieser  kleinen  Producte  zu  versichern;  hierbei  ist  natürlich  vorausgesetzt,  dass 
die  kleinen  Coefficienten  sich  mit  derselben  Unbekannten  verbinden ,  denn  es  ist 
klar,  dass  ein  kleiner  oder  mehre  kleine  Coefficienten  bei  einer  Unbekannten,  wenn 
nur  ein  grosser  Coefficient  derselben  vorhanden  ist,  einer  derartigen  Prüfung  nicht 
bedürfen.  Man  kann  nun  leicht  dieser  Forderung  genügen,  wenn  man  für  die  Un- 
bekannten andere  Grössen  einführt,  welche  die  zugehörigen  (Coefficienten  für  die 
verschiedenen  Unbekannten  nahe  gleichwerthig  machen,  und  es  wird  sich  stets 
lohnen,  diese  kleine  Mühe  nicht  zu  scheuen  und  stets  die  auftretenden  Factoren 
möglichst  homogen  der  Rechnung  zu  Grunde  zu  legen.  Es  ist  mir  stets  am  be- 
quemsten und  sichersten  erschienen ,  den  grössten  Coefficienten,  mit  dem  die  Un- 
bekannte multiplicirt  erscheint,  herauszuheben  und  mit  demselben  alle  Coefficienten 
dieser  Unbekannten  zu  dividiren.  Seien  der  Reihe  nach  a .  [i .  y  ...  die  grössten 
Coefficienten  von  x.  y,  «,  .    .  und  sei  v  der  grösste  Wcrth  in  der  Reihe  der  Werthe 


'I    »2  "3 


SO  erhalten  die  Bedingungsgleichungen  nunmehr   die  Form : 
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Jaz]+'^[ßy)  +  '^(y^ 


") 


SUIS  welchen  nun  die  Unbekannten  fax),  {ß  y),  {y  s)  ...  mit  Hilfe  der  Norraal- 
f^leichnnfjen  in  Einheiten  von  v  erhalten  werden.  Man  wird  demnach  vor  Heginn 
der  Uechmingsopcrationen  znr  Ermittelung  der  Normalgleichnngen  den  eben  ge- 
machten \'orschriften  gemäss  die  Coefficienten  erst  homogen  gestalten .  nnd  mit 
diesen  dann  die  Operationen  beginnen;  es  ist  klar,  dass.  nm  von  der  in  lol 
angedeuteten  Summenprüfnng  möglichst  bequem  Vortheil  /n  ziehen .  die  Summen  s 
nach  g)  erst  mit  dem  homogen  gemachten  Coefficienten  berechnet  werden.  Es 
mögen  vielleicht  einem  in  diesen  Gebiete  der  Eechnnng  wenig  erfahrenen  Rechner 
die  hier  angegebenen  Forschriften  auf  den  ersten  Blick  die  Rechnung  zu  er- 
schweren scheinen,  die  häufigere  Anwendung  aber  wird  denselben  bald  lehren,  dass 
sie  ganz  wesentlich  zur  Sicherung  imd   Bequemlichkeit  der  Rechnung   beitragen. 

Ich  werde  nun  zeigen,  wie  man  die  weitere  Rechnung  zur  Bildung  der 
Normalgleichungen  und  zur  Lösmig  derselben  übersichtlich  anlegen  kann  und  setze 
die  ursprüngliche  Form   der  Bedingnngsgleichiuigen 

«1  .?•  +  *!  ?/  -f  f  I  3  -I-  .  .  .  =  Wi 


voraus .  wobei  jedoch  nunmehr  die  Coefficienten  und  die  Unbekannten  der  Be- 
dingung der  Homogenität  unterworfen  sind.  Die  Bildung  der  Produkte  kann  nnn 
leicht  entweder  mit  Hilfe  der  gewöhnlichen  Logarithmentafeln  oder  nach  Kessel' s 
A'orschlag  mit  Hilfe  von  Quadrattafeln  vorgenommen  werden ;  ich  werde  zuerst  das 
erstere  Verfahren  auseinandersetzen. 

Man  wird  sich  zunächst  auf  einen  mit  Horizontallinien  überzogenen  Bogen 
so  viel  N  erticalcolumnen  vorbereiten,  als  Bedingungsgleichungen  vorhanden  sind; 
in  die  erste  Horizontalzeile  setzt  man  nun  die  logarithmischen  Coefficienten  der  Un- 
bekannten X,  in  die  zweite  die  von  ;/  n.  s.  f.;  in  die  vorletzte  Zeile  kommen  die 
Logarithmen  von  w ,  in  die  letzte  die  von  ä,  nachdem  man  sich  vorerst  auf  einem 
Nebenblatte  nach  den  Gleichungen  g)  dieselben  durch  Snmmation  verschafft  hat. 
Man  hat  also  zwei  Horizontalzeilen  mehr  auszufüllen ,  als  Unbekannte  vorhanden 
sind ;  das  Schema  gestaltet  sich  also  wie  folgt .  wobei  die  Ziffern  in  den  Köpfen 
der  Columnen  den  Hinweis  auf  die  Nummer  der  Bedingungsgleichung  vorstellen 
sollen. 
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Nummer  der 

Bedingungsgleichung 

I 

2 

3 

•     •     ■     • 

Coefficient  von  x 

logai 

log  «2 

log  «3 

.... 

»                »   y 

logfi, 

log  ^2 

log  b.i 

.     .     .     . 

»               »    s 

logci 

log  ^2 

logC3 

.... 

Fehler 

logw, 

log  /l-i 

log  % 

Summe 

logsj 

log  S-, 

log  «:, 

.... 

Auf  demselben  Folioblatte  wird  man  nun  .  wenn  die  15edingung.sgleichungen 
und  die  Unbekannten  nicht  zu  zahlreich  sind ,  Platz  für  die  gebildeten  Producte 
finden;  man  wird  sich  zn  diesem  Ende,  wenn  man  dnrcli  u  die  Anzald  (U»r  Unbe- 
kannten bezeichnet : 

Verticalcolumnen  bilden ,  die  um  zwei  Horizontalzeilen  mehr  enthalten  als  Be- 
dingungsgleichungen vorlianden  sind.  In  die  erste  Zeile  jeder  dieser  Vertical- 
columnen setzt  m<in  als  Aufschrift  das  bezeichnende  Froduct,  also  au,  ad,  ac  ...  bb,  bc 
...7in,  HS,  iii  die  letzte  Zeile  wird  dann  die  Summe  der  Producte  der  \'ertical- 
columnen  eingesetzt.  Sollte  die  Anzahl  der  Bedingungsgleichungen  gross  sein,  so 
wird  man  die  /ald  (h'r  Horizontallinien  um  einige  vermehren  und  zwar  nach  einer 
bestimmten  Anzalil  von  IJedingungsgleichungen  die  Summen  der  Producte  bilden, 
um  durch  die  später  zu  erwähnenden  Prüfungsgleichungen  den  Ort  eines  eventuellen 
Fehlers  zu  bestimmen.  Nun  schreibt  man  auf  den  unteren  Kand  eines  Papieres  die 
Logarithmen  von  «i  ,  a-,,  «3  .  .  ■  und  häh  dieselben  über  die  a  Reihe  zum  Zwecke 
der  Addition ;  hierbei  wird  man  wohl  ohne  Mühe  die  Addition  der  Logarithmen  von 
links  nach  rechts  führend ,  sofort  die  zugeliörige  Zahl  aus  den  Logarithmentafeln 
hinschreiben  können;  man  erlangt  so  der  Reihe  nach  die  Producte  «i«!,  «2021  «i«) 
...  die  man  in  die  Columne  aa  sofort  einsetzt;  hierauf  rückt  man  den  Papier- 
streifen über  die  nächste  Horizontalreihe,  und  erhält  durch  die  analogen  Operationen 
«1   i]  ,    «2  b-i,    a-i  b-s    ...    und    so     rückt    man     bis     zur   *    Reihe    herab    und    findet 


schliesslich  öj  Sj  ,    0-2  «2  >    Ö3  *» 


sind  so    die  Partialproducte    gebildet ,     so    addirt 


man  die  Zahlen  einer  jeden  A'erticalcolumne  und  sieht  nach,    ob  der  Relation   (vgl. 
Gleichung  10)  pag.  317) 

[««1  -\-  \ab]  -^  [ac]  ...■+-  [a?i\  =  [as] 
gepügt  wird.  Zeigt  sich  eine  Difl'erenz  und  ist  man  sonst  geübt  in  der  Ausführung 
numerischer  Rechnungen,  so  wird  man  vorerst  den  Fehler  auf  sicli  beruhen  lassen 
können ,  da  die  weiteren  Prüfungsgleichungen ,  wenn  man  sonst  keinen  merklichen 
Fehler  begeht,  den  Ort  des  Fehlers  näher  bezeichnen  werden;  hat  man  aber  nicht 
die  nöthige  Sicherheit,  so  wird  es  wohl  augemessen  sein,  die  einzehien  Horizontal- 
zeilen durch  die  Relationen 
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ö|  «1    +   «1  i,    +  tti  r,    -(-•••    +   «1  ^1    =  üi  S| 
«2 «2  +  «2*2  +  «2^2  +   •  •  •   +  «2  «2  =  «2*2 

ZU  prüfen  und  den  Fehler  zu  ermitteln;  ist  so  die  genügende  Uebereinstimmung 
hergestellt,  so  schreibt  man  sich  auf  den  unteren  Rand  eines  l'apieres  die  b  ('oeffi- 
cienten  und  liiilt,  dieselben  vorerst  über  die  Reihe  der  b  CJocfficienten ,  man  erhält 
so  der  Reihe  nach  die  Producta  b^  by.  b^  b-i,  die  sofort  in  die  entsprechende  (Ko- 
lumne b  b  eingetragen  werden ;  nun  rückt  man  den  Papierstreifen  über  die  c  (Joeffi- 
cienten  und  erhält  so  Äj  c,  ,  ^2  ^2  •  •  ■  und  rückt  so  vorwärts ,  bis  man  die  Reihen 
der  b  s  Coefficienten  berechnet  hat,  und  kann  wieder  die  zweite  Gleichung  in  10) 
zur  Probe  heranziehen;  dann  behandelt  man  , ähnlich  die  c  Coefficienten  und  setzt 
das  ^'erfahren  so  lange  fort,  bis  man  die  nn  luid  die  ns  Reihe  gebildet  hat,  womit 
die  Bildung  der  Producta  vollständig  erledigt  ist.  Die  letzteren  zwei  Productsumraen 
sind  zwar  für  die  Bildung  der  Normalgleiclmngen  nicht  erforderlich ,  sie  werden 
aber  später  von  Nutzen  sein. 

Verschiebt  man  die  Bildung  der  Prüfungsrechnung  10)  bis  zum  Schluss  der 
Rechnung ,  ein  Verfahren ,  welches  nrn-  einem  sehr  geübten  Rechner  empfohlen 
werden  kann,  so  wird  sich  leicht  der  Ort  des  Fehlers  entdecken  lassen ;  denn  jede 
Summe  ist.  mit  Ausnahme  der  quadratischen  Summen,  in  den  Prüfungsgleichungen 
zweimal  vertreten,  stimmen  alle  zwei  Summenprüfungen  nicht ,  so  ist  der  Fehler  in 
der  beiden  Prüfungsgleichungen  gemeinsamen  Summe  enthalten;  stimmt  nur  eine 
Gleichung  niclit ,  so  ist  der  Fehler  in  der  quadratischen  Summe  dieser  Prüfungs- 
gleichung enthalten. 

Es  dürfte  angemessen  sein,  das  obige  Verfahren  durch  ein  ausführliches  Bei- 
spiel zu  erläutern,  und  ich  entlehne  das  Beispiel  der  in  diesem  Buche  durchgeführ- 
ten Ermittelmig  der  Erato-Elemente,  für  welche  neun  Normalorte  als  Grundlage  ge- 
dient haben.  Es  werden  die  ^'erbesserungen  der  Elemente  L' ,  u,  Ö>.  f,  Q'  und  i' 
gesucht ;  die  Ausgangs -Elemente  selbst  lassen  die  in  der  ersten  Verticalcolumne 
aufgeführten  Fehler  übrig;  die  Bedingungsgleichungen,  deren  Entstehung  in  dem 
Abschnitte  über  Bahnverbesserung  ausführlich  erläutert  wird,  stellen  sich  wie  folgt, 
wobei  die  ersten  neun  Gleichungen  den  Rectascensionen ,  die  letzteren  neun  Glei- 
chungen den  Declinationen  angehören  (die  Coefficienten  der  l^nbekannteu  sind  lo- 
garithmisch angesetzt) : 

«J  — 37"oS  =  o-  3090s  äi'  4-4„o2489Ö/(  -|-o„55422d  <P  -1-9.84755  d  f  -|- 9.49648sin /' 3  ö'-|-7 .  52654Ö  /' 


2)  —12.73  =  0.19343 

3„867I9 

0.06517 

0.45225 

9„26378 

9.41113 

3)   -1-10. 29  =  9- 98284 

3„6i6i6 

0-33255 

9»07498 

9.42941 

8„56894 

4)   —  9-87=0.29157 

3„36846 

o„55i2i 

8.23311 

9-47252 

9.02028 

5)     0.05  :=  O.24I4I 

3„09724 

9.89428 

0.50920 

9„39733 

9. 16190 

6)   -1-22.28  =  9.99830 

2„43954 

0.34646 

8.80219 

9.43667 

8.22679 

7)   +27-09  =  9.99289 

2. 14609 

0.04135 

o„2903o 

8„82o6o 

9«42  796 

8)    +17.07  =  0.16524 

2.92722 

0„27S82 

o„3S475 

9„20l62 

9.40554 

91    +   1.69  =  0.33893 

3-56051 

o„3944i 

0.47186 

7„90340 

9„532oi 
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lo)   — 13-43  =9-91933  S  ^^'  +3,i63  5''4'\"  +o„i6726  ö  0  -f-  g. 4005 2  1'^  '/'*  +  o„20387sin  i' li  Q'  4-7„9i6oi  ö  i' 

")    +   3-39  =  9«47o8o  3-i43&i  9„3723'  9h728o9  9-73292  o   12685 

12)    —    5.I9=:9„59488  3.22932  9h94427  8-48426  0.13569  8„9S724 

13!   —   7.56  =  9-89620  2„97590  o„i5707  8„4i8i4  0^19554  9«4i379 

14}    —   o.64  =  9„2455i  2.09786  8„92589  9„5i28i  9-67384  0,15635 

15     —    8   24^9^,61165  2.06824  9«9583i  8„63i2i  0.14366  8  61533 

16,1          7-3S  =  9„38470  i„48233  9,i4570i  9-67595  9  93704  o„03399 

17)  +   4-13=  9-45671  2.22118  9„57o67  9«64269  9m84854  o„ii50o 

18)  —   1.30  =  9.80366  2.82036  9„87793  9.92280  o„o3453  0.06537 

Vor  Allem  hat  raaii  111111  <lie  Gleichungen  gleichwerthig  zu  machen  und  hat 
die.selheii  zu  diesem  Ende  (vergl.  §  i  pag.  314)  mit  den  Quadratwurzeln  der 
Gewichte  durchzumultijiliciren;  in  diesem  Falle  kann  eaber  das  sonst  nöthige 
Ilinschveihen  der  gleichwertliigen  Gleichungen  umgangen  werden,  da  alle  Normal- 
orte das  Gewicht  1  erhalten  mit  Ausnahme  des  dritten  Ortes,  dem  das  Gewdcht  -^ 
zugeschrieben    werden    soll;    ieli    denke  mir  daher   die  Gleichungen  3)   und    12]    mit 

—^  durchmultipliciit.    Dem  Gleichungssystem  11)    (pag.  318)   entsprechend  setze  ich. 

j/2 

um  die  Coefficienten  möglichst  homogen  zu  machen  (die  (Joefficienten  logarithmisch)  : 

z  =  0.33893  ö  L' 

y  =  4.0248g  ö  u 

z  =  0.55422  ö  (D 
t  =  0.50920  ö  'P 
u  =  0.20387  h  q'  sin  i 

?t'=  O.  15635  ö  /' 

V  =  37"o5  , 

und     erhalte     so    (vevgl.   jiag.   319)    das    folgende    Werthtalileau ,     in    wclchciu    alle 
Wertlie  logarithmisch    auf   vier  Stellen,    was  genügend  ist.    angesetzt  sind   und  wo- 
bei *■  dureli  die  Snmmatiou  aller  (,'oefficienten    derselben   Verticalreihe  9)    (l)ag-"3i7 
erhalten  wurde: 

123456789 

log  C'oeff.  V.  .r   9.9701   g.85t5  9.4934  9.9526  9.9024  9.6594  9.6540  9.8263  0.0000 
»         »        .)  y   o„oooo  9„8423  9„44o8  9„3436  9„0723  8„4i46  8.  1212  8.9023  9.3356 

>  ~  o„oooo  9.5109  9.6278  9„997o  9-3400  9.7922  9.4871   g„72i6  g„8402 

"         "        "    i   9-3383   99430  8„4i33   7-7239  0.0000  8.2930  9„78ii   9,(8455   g.9627 

»         »        >>  «  9.2926  9„05gg  g.0750  9.2686  g„ig35   9-2328  8^6167   8„9g77   7„6995 

■>  w  7-3702   g-25t8  8„262i    8.863g  9.0055  8.0704  9„27i6  9.2492  9„3757 

log  w.  o„oooo  g„536o  g.2g3i  g,j4255    7»i302  g.  779i   9-8640  9.6634  8.6717 

log  -v  o„2i76  9.97  (3   g.  8638  g,j5046  0.2656  0.2681   9.8260  8.7889  0.0957 

Oppol/.er,   Babubestimmuiigen.    11.  -11 
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lO  II  12  13  14  15  16  17  18 

l()-('oi-ir.  V.  .r  9.5804  Q„i3iq   q„i054  9.5573    8„9o66  9,12727  9„0458  9.  1178  g.4647 

)>         "      "   .'/  9h*JI09  9-1187   9-0539  »„9510  8.0730  8.0433   7n4574  8.1963  8.7955 

»         »      "   z  9„6i30  8„8i8i    91,2395   9„6o28    8„37i7  9„404i    8„9028  q„oi64  9h3237 

»         »      "    t  8.8913   g„2i8g   7.8246  7„9o89    9„oo3ö  8,^1220  9.1667   9„i335  9.413^ 

»      »  u  o„oooo  g.5290  9.7813  9,j9917  9.4700  9.9398  9.7332  9„6447  9,18307 

»         '1     »  w  7„75g7  9.g705  8,„6504  g,„2574  0.0000  8.4590  9,(8776  9„9586  g.gogo 

1"?  «  Q»55g3   8.9614   8^9959  9„3097   8„2374  9„347i    9w2975  9-047I  8«545i 

'oR  •"■  o„2375    0.0526  q.4462  o„i770  0.0353  g.3688  g„66i7  o„i245  9.  öggg 

Es  winden  111111  12  Jiiiii'.  31Q  ciilsju-cclicnd  35  Verticalcolinniicn  vorbeveitot;  da  all  er 
dii'  Aii/alil  der  (ilciclnmsjcii  oiiu-  l)c'dcut(-iidc ,  wurde  die  Siiiiiiiie  der  ersten  und 
lotztcii  nenn  llorizontalzeilen  jj-ehildel  und  diese  stets  der  I'riit'iin<ist;leieliiiny:  unter- 
zogen,  man  hatte  dann: 


I 

a„ 

a  b 

a  r 

ad 

a  e 

"  f 

II  II                   II  ,v         1          h  h                   h  1- 

//  d 

//  r 

+0.8714 

— 0.9335 

-0.9335 

+0.2034 

+0.1831 

+0.0022 

-0.9335  — I     5407  +1  .0000  +1  .  0000 

— 0. 2179 

— 0. 1961 

2 

+0.5117 

-0.4975 

+0.2319 

+0.6273 

—  0.0821 

+0.1287 

—0.2458 

+0.6742 

+0,4838!— 0.2255 

— 0.6100 

+0.0798 

3 

+0.0970 

—0.0859 

+0.1322 

— 0.0081 

+0.0370 

— 0.0057 

+0.0612 

+0.2276 

+  0.0761  — 0.  1171 

+0.0072 

— 0    0328 

4 

+0.8038 

—0.1978 

— 0   8904 

+0.0047 

+0. 1664 

+0.0655 

—  0.2388 

—0.2865 

+0.0487+0.2191 

0.00 12 

—    0    0409    1 

S 

+0.6380 

—0.0943 

+0.1748 

+0.7988 

— 0. 1247 

+0.0809 

O.OOI I 

+1-4723 

+0.0140  —0.0258 

— 6. 1 181  +0.0184  1 

6 

+0.2083 

— 0.0119 

+0.2829 

+0,0090 

+0.0780 

+0.0054 

+0.2745 

+0.8462 

+0,00071  —  0.0161 

— 0 . 0005 

0    0044 

7 

+0.2032 

+0.Ö060 

+0.1384 

—  0.2723 

— 0.0187 

— 0.0843 

+0,3296 

+0.  3020 

+0 .  0002  +0 .  004 1 

— 0.0080 

— 0.0005 

8 

+0.4494 

+0.0535 

— 0-3531 

—0.4697 

— 0.0667 

+0. 1190 

+0.3088 

+0.0412 

+0.0064  — 0.0421 

-0  0559 

-  0.0079 

9 

+  1 .0000 

+0.2165 

— 0.6922 

+0.9178 

—  0, 0050 

—0.2375 

+0  0470 

+1.2466 

+0.0469 — 0. 1499 

+0.1987 

— O.OOII 

\' 

+4.7828 

—1.5449 

—  1 .9090I  +  1 .8109 

+0.1673 

+0. 0742 

—0.3981 

1 
+2.98291  +  1.67681+0.64671 — 0  8o57j— 0. 1855 

10 

+0.1448 

— O.I554 

— 0. 1561 

+0.0296 

— 0  3805 

— 0  0022 

—0.1379 

—0.6575 

+  0. 1667 

+  0.1675 

—  0.03181+0.4082 

I  I 

+0.0184 

— 0.0178 

+0.00S9 

+0.0224 

— 0,0458 

— 0. 1266 

— 0.0124 

—0.1529 

+0.0173 

— 0,0086 

— 0  0218J+0.0444 

I  2 

+0.0162 

—0.0144 

+0.0221 

— 0.0009 

-  0.0770 

+0.0057 

+  0.0126 

—0.0356 

+0.0128 

— 0  0196 

+0.0008 

+0.0684 

13 

+0. 1302 

— 0.0322 

— 0. 1446 

— 0.0029 

—0.3540 

—  0.0653 

— 0.0736 

—0.5424 

+0.0080 

+0.0358 

+0.0007 

+0.0876 

14 

+0.0065 

— 0.0010 

+0.0019 

+0.0081 

— 0.0238 

— 0.0806 

+0.0014 

— 0.0875 

+0.0001 

— 0.0003 

-  0 . 00 1 2 

+0.0035 

15 

+0.0351 

— 0.0021 

+0.0475 

+0.0025 

— 0. 1631 

— 0.0054 

+0.0417 

— 0.0438 

+O.OOOI 

— 0.0028 

0.0001 

+0.0096 

16 

+0.0123 

+0.0003 

+0.0089 

— 0.0163 

—  0.0601 

+0.0838 

+0,  0220 

+0.0510 

0.0000 

+0.0002 

— 0.0004 

— 0.0016 

17 

+0.0172 

+0.0021 

— 0.0136 

— 0.0178 

—0.0579 

— 0. 1192 

+0.0146 

—  0.1747 

+  0.0002 

— 0. 0016 

— 0.0021 

— 0.0069 

I8 

+0.0850 

+0.0182 

— 0.0614 

+0.0756 

—0.1974 

+0.2364 

— 0.0102 

+0   1461 

+0.0039 

-0.0132 

+0.0162 

—0.0423 

\' 

+0.4657 

— o.2023| — o.2864|  +  o.  1003; — 1 .  3596 

—0.0734 

—0.1418  —1  49731+0.2091  +0.15-4  -0.0397 

+0.5709 

/-/       1       .„ 

h  s       !        c  p       1        c  d 
i          _.__    1 ^^ 

.<■ 

'-■/ 

r  11                c  s               il  il               d  {■        1        d  /' 

I 

— 0 . ooij 

+1 .0000 

+  1.6504 

+  1 .0000 

—0.2179 

—0.1961 

— 0.0023 

+  1 .0000 

+1.6504 

+0.0475 

+0.0427 

+0.0005 

2 

— 0. 1251 

+0.2389 

— 0.6556 

+0. 1051 

+0.2844 

—0.0372 

+0.0583 

— 0. 1115 

+0.3056 

+0.7692 

— 0. 1007 

+0.1577 

3 

+0.0050 

—0.0542 

— 0.2016 

+0. 1801 

— O.OIIO 

+0.0504 

— 0.0078 

+0  0833 

+  0. 3101 

+  0  .0007 

—  0.0031 

+0  0005 

4 

— 0  0161 

+0.0588 

+0.0705 

+0.9862 

— 0.0053 

-0.1843 

— 0.0726 

+0.  2646 

+0.3174 

0.0000 

+  0    0010 

+0.0004    ' 

5 

— O.Ol  20 

+0.0002 

—0.2177 

1-0  0479 

+0.2188 

—0.0342 

+0.0222 

— 0.0003 

+0.4033 

+  1 .0000 

0. 1561 

+0.1013 

6 

—  0.0003 

— 0  0156 

— 0.0482 

+0.3841 

+  0  .01  22 

+0.1059 

+0.0073 

+0.3727 

+1.1489 

+0.0004 

+  0.0034 

+  0.0002 

7 

— 0.0025 

+0.0097 

+0.0089 

+0.0942 

0. 1854 

— 0.0127 

—0.0574 

+0.2244 

+0.2056 

+0.3649 

+0.0250 

+0.1129 

8 

+0.0142 

+0.03681+0.0049 

1-0   2775 

+  0.3691 

+0.0524 

—0.0935 

— 0.2427 

—0.0324 

+0.4909 

+  0.0697 

—0.1244 

9 

— 0.0514 

+0  01021  +  0.2699 

+0.4791 

-0.6351 

+0.0035 

+0. 1644 

—0.0325 

— 0  8628 

+0.8422 

— 0.0046 

—0.2178   ; 

v 

—  0. 1905  +1 .  2848  +0  88151+3.5542 

—  0    I702'  —  0.2523  +0.01S6 

1 

+  1.5580,  + 3. 4461  +3   51,-8—0,1227+0.0313 

10 

+0.0023 

+0. 1.J80 

+0.7053 

+0.1683 

— 0.0319 

+0.4102, +0  0024  +0.1487  +0.7088+0.0061 

—0.0779 

— 0.0004 

1 1 

+0.1228 

+0.0120 

+0.1483 

+0.0043 

+0.0109 

0.0222J 0.0615 

— 0.0060 

— 0.0742  +0.0274 

— 0.0560 

-0.1547 

12 

—  0.0051 

— 0,0112 

+0.0316 

+0.0301! — 0  0012 

— 0. 1049+0.0078 

+0,0172 

— 0  0485      0.0000 

+  0    0040 

—0.0003 

'3 

+0.0162 

+0.0182 

+0.1343 

-|-o.  1606 

+0.00321+0.3931  +0.0725 

+  0.0817 

+0.  6023  +0.0001 

+0.0080 

+0.0015 

14 

+0.01 18 

— ,0 .0002 

+0.0128 

+0.0006 

+0.0  24 

0.0069 0.0235 

+0  0004 

—0.0255  +0.0102 

0.0298 

— 0. 1008 

15 

+0.0003 

— 0.0025 

+0  0026 

+0.0643 

+0.0034 

—  0.2207  0.0073 

+0.0564 

—  0.0593+0.0002 

0.0115 

— 0 . 0004 

16 

+0.0022 

+o.ooob 

+0.0013 

+0.0  64 

—  O.Ol  17 

—  0.0432  +O.C603 

+0.0159 

+0.0367  +0.0215 

+  0.0794 

— 0. 1107 

17 

— 0.0143 

+0  0018 

— 0. 0209 

+0.0108 

+O.OI4I 

+0.0458+0.0944 

— 0.0116 

+0.1383  +0.0185 

+  0.0600 

+0. 1236 

18 

+0.0506 

— 0.0022 

+0.0313 

+0 .  0444 

— 0.0546 

+  0.  1427—0.  1709 

+0.0074! — 0. 1056  +0.0672 

—0.1755 

+0.2102 

\- 

+  0   1868 

+  0.1645 

+  1   0466 

+  O..J898 

— 0  0654 

+0.5939 

— 0.0258 

+0,3101 

+1  1730 

+0.1512 

—  0.1993 

— 0.0320 
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ll  II 

ll  K                    !■  !■                    ej'                   III          '          r  s                    fJ          ;          f  II          j           /.S                     II  II          ,          IIS 

^    1.  .....   .'          .  ■  .  ■         '        -    i             ■             1             1       ,1 

I    '  — o. 1179 

— 0-3.S97 

-(-0.0385' 4-0.0005  — 0.1961   —0.3238 

0.0000      —0.0023      — 0.0039 

-)- 1 .  0000 

+1.6504 

2 

0.3013     -f-0.8266 

4-0.0132  — 0.0206-1-0.0394  — 0.1082 

+0.0323      0.0618      4-0.1695 

4-0. 1180 

-0.3238 

J 

— 0.0051   — o.oiyo 

4-0.0141  — 0.0022  4-0.0233  4-0.0869 

4-0.0003' 0.0036      — 0.0134 

4-0  0386 

+0.1435 

4 

— 0.0014  —0.0017 

4-0.0344  4-0.0136  — 0.0494  — 0.0593 

4-0.0053      0.0195      —0.0234      4-0.0710 

4-0.0851 

5 

—0.0013   +1-8433 

4-0.0244  ^0.0158:4-0.0002  — 0.2878 

4-0.0103, — o.onoi     4-0.1867         0.0000 

— 0.0025 

6      -I-U.0118   4-0.0364 

4-0.0292    4-0. 0020J -|-o.  1028   4-0.3169 

4-0.0001     4-0.0071     4-0.0218     +0.3616 

4-1.1149 

T      —0.4417  — O-4046 

4-0.0017    4-0.0077! — 0.0302  — 0.0277 

4-0.0349  '  — 0. 1367  '  — 0. 1252  1  4-0.5346 

4-0.4898 

8     — 0.3228  — 0.0431 

4-0.0099   — 0.0177 — 0.0458   — 0.0061 

4-0.0315    4-0.0818    4-0.0109    4-0.2122 

4-0.0283 

1)     +0.043IJ-I-I.I439 

0.0000   4-o.ooi2i — 00002; — 0.0062 

1                     1 

4-0.0564    — 0.0112' — 0.2961 

4-0.0022 

4-0.0585 

- 

—  1 .  23661  -I-3.0221 

4-0.1654,-0.03131  —0.1560—0.4153    4-0.1711     —0.1463 

—  0.0731 

4-2.3382 

4-3.2442 

10 

— 0.0282  — 0.1345   +1.0000  -f-o. 0057   4-0.3625 

41.7280           O.ÖOOO      4-0.0021       4-0.0099 

+0.1314 

4-0.6263 

1 1 

— 0.0151, — 0.1869  4-0.1143   4-0. 3i59|  4-0.0309 

4-0.3816     4-0.8730      4-0.0855       4-1.0546 

-1-0.0084 

+  0.1033 

1  2  . 

— 0  0007   4"0-ooi9  4-0.3652   — 0.0270 

—0.0599 

4-0.168814-0.0020      4-0.0044      0.0125 

+0.0098 

-0.0277 

13 

4-0.0017,   4-0-°l22     4-0.9625     4-0,1775 

-f-0.2002 

+  1.4747     4-0.0327      -{-0.0369      4-0.2719 

4-0.0416 

-fo.  3067 

14 

4-0.00171 — 0.1094  -{-0.0871   4-0--95' 

— 0.0051 

4-0. 3201 

+  1.0000    — 0.0175    +'.0847 

4-0 . 000  3 

—  0.0187 

1  ^ 

4-0.0029' — 0.0031    4-0.7578   4-0.0250 

—0.1936 

+0.2035 

4-0.0008    — 0.0064     4-0.0067 

4-0.0495 

—  0.0520 

Ift 

— 0.0291—0.0674   4-0.2927  —0.4081 

—0.1073 

0.2482 

+0.5691     -f  0.1497     4-0.3462 

4-0.0394 

4-0.0910 

I  7 

— 0.0152 

4-0.1811    4-0.1947  4-0-4012 

— 0.0492 

+  0.  5877'  4-0.  8264  ,  0.1013       4-1.2108 

4-0  0124 

—0.1484 

1« 

— 0.0091 

4-0.1299  4-0.4586  .—0.  5491 !  4-0.0238 

—  0.3393     -f-0.6577      0.0285      4-0.4064 

4-0.0012 

—  0.0176 

\' 

— 0.091 1 

— 0. 1762 

+4.2329   +0.2362 

4-0.2023 

4-4.2769 

1 
4-3.9617  ,  +0.1251 

+4-3787 

4-0.2940 

4-0.8629 

Bildet  man  imn.    den  l'rüfuuifsirlcirhiiiiijcii  10)    !png.  317    trcmäsv 
so  erhält  man : 


1  — 

-9 

10— 

18 

Summe 

(liroct.  M''crth 

Summe 

iHrcct.  Wcrth 

\a.s] 

+    2.9832 

+    2.9820 

-    1-4075 

—    '-4973 

'.f>s\ 

-f-  0.8817 

+   0.8815 

+    1-0467 

-|-    1.0466 

[CS] 

+   3-4460 

+  3 -4461 

+    •.1736 

+    1-1730 

[ds] 

+    3.0228 

-1-  3.0221 

—  0.1760 

—  0.1762 

[es] 

—   O.4151 

—  0.4153 

4-  4-2773 

4-  4-2769 

ifs] 

—  0.072g 

—  0.0731 

+  4-3/86 

+  4-3787 

[ns] 

-t-    3-2440 

+   3-2(42 

+  0.8631 

-f  o.862q 

SD  diiss  eine  für  die  vierstellige  Ixeclinung  völlig  befViedigeude  L'elx-reinstiinimuiii 
zu  Tage  tritt;  vereinigt  man  die  zwei  zns^ammengehörigen  l'artialsnmmcn,  so  erhall 
man   tiir  die  Normalgleichnngcn   die  folgenden  ( "oefficienten : 

[««]  =  + 5. 2485,  [ii]  =  -h  1.8859,  '/■(■]  =  4-4-04-10,  //f/^  = -1-3.6670.  ,eel=+ 4.3983 

[ab]  = —  1.7472,  [bc]  =-1-0.8041.  ,(•<■/;=  —  0.2356.    de]  =  — 0.3220.    i'f  ^=  -j- 0.2049 

[ac]  =  —  2.1954,  [hd\-=  —  0.8454.   rc  =^+-0.3416,  [df  =  —  0.0007,  L^"l  =  -1-0.0463 

[ad]  =  ->ri.c)i\2.  [Ae]  =  4-0.3854.  /■/!  =  —  0.0072,  [f/«:  =— i  .3277,  [^  =  +4.1328 
ae^^ —  1.1923,  bf]  =  —  0.0037.  ''"  "=  +  1.8681.  fu]  =  —0.021  2 
af]^-\-o.oooi,  [6w]  =-|- 1 .4493. 

a  «1=  —0.5399  , 

lind  ilberdiess  ist  die  Summe  der  auftretenden  P^ehler(|nadrate : 

[nn]  =  +-  2.6322  , 

\o\i  woleher  Summe  später  üehrauch  gemacht  wird. 

41» 
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Etwiis  ahfifcäiKlcil,  \vii(l  man  die  Hilduii^  der  Normalf^lciclniiif^cii  vonicliincii 
müssen,  wenn  man  nach  l!(!ssel'.st  Vorgänge  Quadrattafcln  /.nr  Herstellung  der- 
selben anwenden  will;  die  Anwendung  dieser  letzteren  bietet  nach  meinen  eigenen 
Erfahrungen  über  diesen  Gegenstand  so  wesentliche  Vorzüge  vor  dem  zuerst  aus- 
einandergesetzten ^'erfahren,  dass  ich  nicht  anstehe,  dasselbe  als  besonders  zweck- 
mässig zu  empfehlen ;  einer  der  wesentlichsten  Vortheile  ist  darin  zu  suchen ,  dass 
das  Zeichen  der  l'roductc  nicht  in  Betracht  kommt,  sondern  durchaus  positive 
Werthe  in  das  Product-Schema  einzutragen  sind ;  es  ist  hierdurch  eine  wesentliche 
Fehlerquelle  vennieden,  die  selbst  dem  geübtesten  Eechner  gefährlich  ist,  nämlich 
die  Zeichenfehlcr;  ausserdem  ist  die  Anzahl  der  zu  bildenden  Verticalcolumnen  we- 
sentlich vermindert ;  die  Verminderung  beträgt  //  C!olumnen ,  wenn  /(  die  Anzahl 
der  Unbekannten  vorstellt.  Um  aber  das  15  es  sei' sehe  Verfahren  mit  Vortheil  an- 
wenden zu  können,  ist  es  erwünscht,  bequem  eingerichtete  Quadrattafeln  zu  besitzen ; 
ich  habe  deshalb  als  Tafel  XV  eine  solche  Tafel  eingefügt,  die  innerhalb  der  Grenzen 
o — 2  die  Quadrate  für  jeden  llmulerttheil  des  Argumentes  auf  vier  Stellen  angibt, 
eine  für  die  vorliegenden  Zwecke  meist  ausreichende  Genauigkeitsgrenze. 

Die  Grenzen  dieser  Tafel  werden  niemals  bei  der  Bildung  der  Producte  der 
Coefficienten  überschritten  werden,  wenn  man  nur  die  CJoefficienten  durch  entspre- 
chende Abänderung  der  Unbekannten  nach  den  in  diesem  Abschnitte  bereits  empfoh- 
lenen Regeln  homogen  macht;  nur  die  Prüfungscoefficienten  s,  (von  denen  man  für 
die  folgenden  Prüfungsgleickruigen  nur  die  Quadrate  benützt)  können  hiervon  eine 
Ausnahme  machen ;   man  wird  sich  aber  hierbei  erinnern ,   dass  identisch  ist : 

«2  z=  2  a  *■  —  «2  -(-  >■  —  u  2  , 

wo  für  a  jene  ganze  Zahl  zu  wählen  sein  wird ,  die  s  — «  kleiner  als  2  macht 
und  wobei  natürlich  das  Zeichen  von  s  stets  positiv  gedacht  wird.  Mit  dieser  For- 
mel ^vird  man  leicht  die  die  Grenzen  dieser  Quadrattafel  ausnahmsweise  über- 
schreitenden Coefficienten  berechnen  können. 

Um  mit  Hilfe  einer  Quadrattafel  ein  Product  zu  berechnen ,  erinnere  man 
sich  dass  offenbar  ist: 

ab  =  \{a  +  i)2_„2_^,2}  . 

es  ist  also: 

«2  *2  =  i  {  {(h  +  62)  2  -  «.,2  _  i.^2  }  ,3 


demnach  auch  mit  Benutzung  des  symbolischen  Summenzeichen : 

[ab]  =  ^  { I  («  +  6)2]  _  ^«,«1  _  [bb] }  . 

Man  bedarf   daher,    wenn    man    die    in  den  Xormalglcicliungen    auftretenden  Coeffi- 
cienten und  ausserdem  [n  w]  bilden  will,   der  folgenden  Quadratsummen : 


325 


[aa],    [{a  +  b]^],    [{a  +  c]-^] , 
[bb],    [[b  +  c)^], 
[cc] 


\nn] 


und  es  stellt  sich  die  Aufgabe,  dicselheii  in  zweckmässiger  Weise  zu  bilden  inui 
das  llesullat  der  Keclnnnig  zu  jirüfeu.  Vor  Allem  Avird  ui;iu  wieder  vor  Beginn  der 
Rechnung  jede  der  IJcdingungsgleichungen  mit  der  Quadratwurzel  des  zugehörigen 
Gewichtes  durchmullipliciren  und  die  (Joefficienten  der  Unbekannten  möglichst  ho- 
mogen machen  ^vergl.  pag.  318);  ich  setze  deshalb  voraus,  dass  die  Unbekannten 
und  die  Fehlereinheit  so  gewälilt  sind,  dass  der  grösste  aiiftretende  ('oefficient  einer 
jeden  der  Unbekannten  und  der  grösste  Fehler  der  Einheit  gleich  ist.  Hiermit 
bildet  man  ähnlich  wie  oben  die  Summen : 


*i  =  "1  +  ^'1  +  <"i  +  .  .  .  .  +  //i 
*2  =  a-i  +  b-i  +  c-i  -\-  .  ■  .  .  +  //■, 
S3  =  «3  +  *:!  +  Ca  + +  /«., 


>4) 


und  stellt  sich  das  folgende    dem  früher   benützten    analoge  Schema    zusaiinucii  .    in 
welchem  aber  statt  der  Logarithmen  die  Zahlen  selbst   .\iifualimc  hndcu  : 


Nummer  di-r 

Bedingungsgleichung 

I 

3               .... 

Coefficient  von  x 

«1 

«2 

"3 

»                  n       1/ 

Ä, 

b. 

l>. 

»                  »       Z 

'■l 

^■l 

<•-.<, 

Fehler 

"1 

7U 

>h 

Summe 

*l 

Äi 

«3 

Hierauf  bilde  man  sich  wieder  ein  Schema  mit 

(/<  +  ')  ift  +  2]    1    j 

A'erticalcolumncn,  wobei  /.i  die  Anzahl  der  Unbekannten  vorstellt ;  jede  \  ertical- 
columne  erhält  drei  Zeilen  mehr  als  die  Anzahl  der  Unbekannten  ist ;  die  erste 
Zeile  dient  zur  bezeichnenden  Ueberschrift,  die  vorletzte  für  die  Summe  der 
Werthe ,  in  die  letzte  Zeile  wird  bei  den  nicht  quadratischen  Gliedern,  die  Summe 
der  Quadrate  der  Einzelnglieder  angesetzt,  also  unter  [(«  +  J1-]  kommt  aa]  +  [bb], 
unter  («  +  c)'^'\  die  Summe  </  a]  -\-  [c  c]  u.  s.  w.,  welcher  Zusatz  sich  leicht  erklärt, 
wenn  man  die  Hildung  der  Productsummen  [a  b],  [a  c]  n.  s.  w.  sich  vergegenwärtigt. 
Vorerst  bildet  man  die  Quadrate  aller  Coefficienteii .  dann  schreibt  mau  sich  die 
«  Coefficienten  auf  den  unteren  Rand  eines  Papiers,   hält  dieselben  über  die  b  Reihe, 
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1111(1  iiidriii  iiKiii  liridr  ( 'oi'rficiciilcii  mit  Riicksiclit  uiif  ihre  Vorzeiilnn  addiil.  ciliiilt 
iiiiiu  d;is  iniiiiiiclir  vom  Zeicihcii  iiii;ildiiuifj;igo  AigMiiiiüil  für  diu  (iiiadratliilrl  und 
bildel.  so  die  (n  +  bf^  Uuihe;  nun  rückt  man  um  (line  /i'ilc  lirCcr  und  crliält  die 
[a  -\-  r]'^  Koihc  n.  s.  f.  bis  zum  Hchlvissc.  dann  beginnt  man  mil,  den  />  ( 'oi't'fieienton 
dieselbe  ()])('rali<in ,  indem  man  /nerst  die  ,1/ -\- c)'^  Keihe  ableitet  ii.  s.  f.  Das  sieli 
so   bildende   Seliema    wird    also   das   tbltfende   sein: 


(i  a 

hh 

r  <'                .... 

■S'  .s 

M  +  h,-^ 

(«+e)ä 

....           u-]-n;'^ 

J,+c,^        •    •    ■    ■ 

I 

■ 

'■|   '■] 
'■•2  ('■• 

(^  Ca 

-1   ■•'■| 
.V.)  «2 
■<3«3 

(«3+''3l^ 

■"i+»i}- 
!"2+«2)- 
(«3+»3)- 

(6i+'-,1-      .... 

'62+f2)-^          .... 

ib^+c^M     .... 

1 

[hh\ 

[cc\             .... 

.«,5 

i"+t!-': 

lia+c:i] 

....      \[!„+n)iV 

[fi  +  e^:       .... 

\aa]  +  [bh]  [««]+[cc] 

{iir,]+lnn][bb':  +  [cc]       .... 

ISI 


Um  sieh  von  der  liiehtigkeit  der  Keelininig  zu  überzeugen .  quadrirt  man 
die  Gleichungen  14)  f])ag.  325;.  addirt  dieselben  und  denkt  sich  die  Producte  nach 
13)  (pag.  324)  zerlegt,  so  resultiren  leicht  die  folgenden  Prüfungsgleichungen ,  in 
Avelelien   wieder  dureli   u   die  Anzahl  der  Unbekannten  dargestellt  wird  : 

[sä]  +  f/'—  1)  {  [««]  +  [bb]  +  [cc]  +  ....  +  [/in]  = 

=  [(«4-6)21  +  f(«  +  r)-i]  +  [lo  +  d]^  +  ....  +  [[a  +  n]^] 

+  [{b  +  c)^]  +  [ib  +  dV^]  +  ....  +  [(/>+«)2] 

+  [(c  +  r/)2]  +  ....  +  [[c  +  ny^] 

+  .... 

+ 

d.  h.  die  Summe  ;*6'|  vermindert  um  die  (// — i)  fache  Summe  der  (Quadrate  der 
(|ua(lratisehen  Coefficienten  ist  gleich  der  Summe  der  Quadrate  der  übrigen  (Joefü- 
eienten.  Lässt  diese  Prüfung  Fehler  vermuthen ,  so  wird  die  Anwendung  dieser 
Formel  auf  die  einzelnen  Cilieder  den  Ort  des  Fehlers  entdecken  lassen,  denn  es  ist 
ja  allgemein : 

*,*■,■  +  '/'  —  l)  {  «,•«!  +  />i^i  +  O-f;  +....  +  II im }  = 
+  'f'i  +  '-i?  +  [bi  +  di)^  +  •  •  .  +  {bi  +  na-i 

+  ■■■ 

Hat  man  sich  so  eine  sichere  Prüfung  der  Eichtigkeit  der  berechneten  Grössen 
verschafft,   so  bildet  man  die  für  die  Normalgleichungen  nöthigen  Formen  durch 

(« /^)  =  !{[;«+  /^;  'J  —  [«  «1  —  {(-l  P";  }  1 6 . 
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es  wild  also  z.  li.   sein : 

f«//j^^{|(«  +  6)2]-[«a]  -[hl>]) 
;„^;=^-{[(a  +  r)2]—  [««!   _  [rr]  ) 
11.  s.  w.  , 

welche  Operation  durch  die  Ansahen  in  der  letzten  Zeile  einer  jeden  ^■erticalcolnrane 
sehr  sicher  durchgeführt  wird .  nnd  man  erhält  so  leicht  alle  die  für  die  Xormal- 
srleichnnuen  nöthig;en  CJoefficienten ;  dass  man  sicli  in  dieser  letzteren  Ojieration 
keinen  Fehler  hat  zu  Schulden  kommen  lassen,  ])rüft  man  leicht  durch  die  folgende, 
ohne  SchA\  ierio-keit  zu  verificirende  Relation  :   es  ist  niüuhch.    wenn  man  setzt : 

.S'  =  {  (ih    +  [ar]  +  |rtf/l  + +  [an] 

+    hr\  +  \bd\  +  ....  +[hn\ 
+  [od]  +  ....  +  [rn] 


} 


17! 


2  S  =  \ss    —  {  (Kl    +,/<//+    er}  -\-  . .  . .  -{-    nti'   . 

womit    demnach    der    letzte    Scliritl    in    der   lÜldung   der   Xormalgleiclnmgen    geprüft 
erscheint. 

Die  für  den  Kometen  I  i80ü  im  lteispi(de  (h's  letzten  Al)sehnittes  gehil- 
delen  Inmiogcn  gemachten  l)ifferentiah|uotienten  finden  sich  nach  (h'm  obigen 
Schema  (pag.  326  znsammengeslelll.  weim  man  die  Summe  der  Coefficienten  mit 
s  bezeichnet,    wie   folgt: 


Reetascensionen . 


1 

2 

3 

4 

5 

^,.  1 

7 

n 

+  1 . 0000 

+  0.2530 

4-  0.1661 

+  0.1014 

+  0.0239 

+  0  7834 

+  0.3711 

h 

+  0  9856 

+  0.5986 

4-  0.3210 

+   0.2509 

-\-   0.2012 

-{-  0. 1650 

+  0.1228 

r 

+  0.5987 

+  0.1417 

—  0.0226 

—  0.0530 

—  0.0721 

—  0  0847 

—  0. 0982 

// 

-i-  1 .  0000 

-t-  0.5704 

+  0.27S4 

-)-  0.2077 

+  0. 1648 

+  0.1390 

+  0.1188 

(• 

—  0-3398 

—  0.0237 

+  0.0485 

+  0.0573 

-t-  0.0615 

+  0.0631 

-f-  0.0620 

/■ 

—  0.0868 

+  0.0716 

+  0  0265 

-|-  0.0066 

—  0.0095 

—  0,0220 

—  0  0357 

// 

—  0-4440 

+  I . 0000 

—  0.0505 

—  0.2242 

—  0.1275 

—  0.4748 

+  0.1407 

■^■ 

+  2-7137 

+  3-14:0 

+  0,9694 

+  0.4983 

+  0.3845 

—  0. 1130 

+  0.3343 

Declinationen. 


8 

■ 

9 

10 

II 

1  ■ '  •  : ,' !  1 1  i ' 

,' '  ' 

12 

13 

14 
0.0371 

II 

—   0.0313 

—  0. 8942 

0.5436 

_ 

0.3819 



0.2546 



0.156- 



h 

—  0.8798 

—  I .0000 

— 

0.6679 

— 

0. 5697 

— 

0 . 5000 

— 

0.4499 

— 

0.3927 

r 

I.OOOO 

—  0. 5280 

— 

0.1953 

— 

0. 1407 

— 

0. 1108 

— 

0.0942 

— 

0.0805 

d 

—  0.0815 

+  0.0451 

-h 

0.0970 

+ 

0.0907 

+ 

0.0827 

+ 

0.0763 

+ 

0.0703 

f 

+  I . 0000 

+  0.5371 

+ 

0.1997 

+ 

0.1388 

+ 

0. 1032 

+ 

0.0815 

+ 

0.0603 

r 

+  I . 0000 

+  0.4154 

+ 

0.0721 

+ 

0  0146 

— 

0.0179 

— 

0.0369 

— 

0.0530 

11 

-\-  0.  1670 

+  0.4989 

— 

0. 1846 

+ 

0. 30-- 

— 

0.4483 

— 

0.0132 

+ 

0.12-5 

s 

+  0.1-44 

—  0.9257 

I . 2226 

— 

0.5405 

— 

I.I457 

0, 5931 

— 

0.3052 
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Die   lÜldiiii;^   der  Quiulrato    mich    dein  iiuf  pa^.  326  «gegebenen  Schema    uutoi 
Uciiiit/.uiiu;  der  'lafel  X\'  ovüjibt: 


Nr. 

a  a 

bb 

cc 

dd 

ee 

// 

nn 

SS 

(«+*)■' 

la+c)'^ 

a+d^ 

(a+e)2 

[a+f]' 

[a+nf 

[b+cyi 

, 

1 .0000  0.  97 14'0.  358411 .0000 

0.1155 

0.0076 

0.1971 

7.3642 

3.9426  ;  2.5558 

4  0000 

(               ( 
1 
0.4359:0.83400.3091    2.5100 

1      0.61370. 3583^0. 020l'0. 3253 

o.ooo6[  0.0051 

1 . 0000 

9.8722 

1.9099  *  0.8558 

1  .8328 

0.5771   0.7310   3.1805  0.5480 

3    0. 1377  0.  io30|0. 0005  0.0758 

0.0023 

0 . 0007 

0.0025J  0.9398 

0.4790  0.1214 

0.4179 

0.1761   0.1581 

0. 1028  0.0890 

4    0.06400  06290.00280  0431 

0.0033 

0 . 0000 

0.0503'  0.2483 

0,2539  0  0400 

0.2122 

0.0963   0.0674 

0 .0008  0.0392 

5    0.0276  o.o405'o. 0052  0.0271 

0.0037 

0.0001 

0.0162 

0. 1478 

0.1349  0.0088 

0.1095 

0.0518   0.0245 

0.0015  0.0166 

6    0.01030.027210.00720.0193 

0 . 0040 

0.0005 

0.2254 

0.0128 

0.0710  , 0.0003 

0.0578 

0.0270 

0.0063 

0. 1394  0.0065 

7    0.00060.01510.00960.0141 

0.0038 

0 . 00 1 3 

0.0198 

0.1118 

0. 0215  ' 0.0055 

0.0203 

0.0074 

0.0001 

0.0271   0.0006 

8    0.00100.77401.00000.0066 

1 . 0000 

1 . 0000 

0.0279 

0.0304 

0.8301    1  0636 

0.0127 

0.9384  0  9384J 0.0184   3-5336  1 

6    0.  7996I1  .oooolo. 2788  0.0020 

0.2885 

0. 1726 

0. 2489 

0.8569 

3.5880   2.0227 

0. 7210 

0.1275 

0. 2292  0. 15621  2. 334S 

10    0.2955  0.4461  o.038i|0. 0094 

0.0399I  0.0052 

0.0341 

1-4947 

1.4677  0.5459 

0.1994 

0. I 182 

0.22230. 5303^  0  7451 

11     0.145810.32460.01980.0082 

0.0192I  0.0002 

0.0947 

0.2921 

0.9055   0.2731 

0.0848 

0.0590 

0. 1349I 0,0055  0.5047 

12    0.0648  0.2500  0. Ol 23 |o. 00681  0.0106 

0.0003 

0. 2010 

I . 3126 

0. 5694  0. 1335  0  0296 

0.0229 

0.0742 

0.4941  0.3731 

13    0.02450.20240.0088 

0.0058  0.0066 

0 . 00 I 4 

0.0002 

0-3517 

0.3679  0.0629  0.0065 

0,0056 

0.0374 

0.0289  0.2960 

14    0.0014  0. 1542  0.0065 

0.0049J  0.0036 

0.0028 

0.0162 

0.0931 

0. 1847 ,  0.0138  0,001 1 

0.0005 

0.0081 

0.0082  0.2239 

3.1865 

4.7297  1 .7681 

1.5484   1.5016I 1.1978, 2.1343  23.1284 

14. 7261 

7  ■  7031 

7.7056  2.6437;  3.4659 

5.0028 

11 .2211 

7.9162 

4.9546 

4-7349 

4.6881 

4.3843 

5.3208 

6.4978 

Nr. 

(b+d]\ 

[b+e)i 

(6+/,-2     (6+„)2 

[c+d]i 

(c+«)2 

ic+/,'- 

(c+«)3    (d+er- 

[d+fr- 

\d+n,i 

(e+/i-    («+«)- 

(/+»/- 

1   1  3-9426 

0.4170 

0.8078    0.2934 

2.5558 

0.0670 

0.2620 

1 
0.0239    0.4359    0.8340    0.3091 

0.1820    0.6144 

0.2818 

2  '  1 .3666    0.3305 

0.4492  2.5555 

0. 5070 

0  0139 

0.0455 

1.3035    0.2989    0.4122    2.4661 

0.0023    0-9532 

1.1483 

3     0.3557    0.1365    0.1207    0.0731 

0 .0639 

0.0007 

0.0000,0.0055    0.1049    0.0911     0.0506    0.0056  1 0.0000    0.0006 1 

4 

0.2103 : 0.0950 

0.0663    0.0007 

0.0239 

0.0000 

0.0021 

0.0768    0.0702    0.0459 

0.0003 

0.0041 

0.0279  1  0.0473 

5 

0. 1340 '  0.0690 

0  0368    0.0054 

0.0086 

0.0001 

0.0067 

0.0398    0  0512    0.0241 

0.0014 

0.0027 

0, 0044  1  0.0188 

6 

0.0924 1  0.0520 

0.0204    0.0960 

0.0029 

0.0005 

0.0113 

0.3130    0.0408    0.0137 

0.1128 

0.0017 

0.1695 

0.2468 

7 

0.0584 1 0.0341 

0.0076  '  0.0694 

0 . 0004 

0.0013 

0.0180 

0.0018 

0.0327    0.0069 

0.0673 

0.0007 

0.0411 

O.OIIO 

8 

0. 9241 !  0.0144 

0.0144  '  0.5081 

I .1696 

0.0000 

0.0000 

0.6939 

0.8436    0.8436 

0.0073 

4.0000 

1.3619 

1.3619 

9 

0.9118  0.2143 

0.3418    0.2511 

0.2332 

0 . 000 1 

0.0127 

0.0008 

0.3389 , 0.2120 

0.2959 

0.9072  ;  1.0733 

0.8359 

10 

0.3259  0.2192 

0.3550   0.7267 

0.0097 

0.0000 

0.0152 

0-1443 

0.0880  i  0.0286 

0.0077 

0.0739  '  0.0002 

0.0126 

1 1 

0.2294  0.1857 

0.3081    0.0686 

0.0025 

0.0000 

0.0159 

0.0279 

0.0526  j  0.0111 

0.1587 

0.0235    0.1939I 0.1039 

12 

0.1741   0.1574 

0.2682  i  0.8993  1  0.0008 

O.OOOI 

0.0165 

0. 3126 

0.0346 

0 . 0042 

0.1337 

0.0073    0-  "9'    0.2174 

13 

0.1396  0.1357 

0.2370  0.2145 

0.0003 

0.0002 

0.0172  '  0.0115 

0.0249 

0 . 00 1 5 

0 . 0040 

0.0020    0.0047    0.0025 

14 

0.1039  °- 1105 

0.1986    0.0703 

0  0001 

0 . 0004 

0.0178    0.0022 

0.0171  \  0.0003    0.0391 

0.0000    0.0352  '  0.0055 

8.9688 

2.1713 

3  2319 

5.8321  I4.5787 

0.0843    0-4409  U-9S73 

2.4343     --5292  ,  3-6540    5-2130    46042    4-2943 

6.2781 

6.2313 

5-9275 

6.8640 

3.3165 

3.2697 

2.9659 

3.9024 

3 -0500 

2.7462 

3-6827 

2.6994 

3-6359 

3-3321 

Die  Pvobegleichnng  15)  (pag.  326)    ergibt  das  folgende  befriedigende  Resultat : 

16.0664  [/( — i)   =     80.3320 
SS  =     23.1284 
Summe    =  103.4604 
Summe  der  nichtqnadrat.  Gl.  =  103.4626. 

Aus  der  ^'erbindung    der  Zahlen    der   beiden   letzten  Zeilen   findet  sich  nacli 
16)    (pag.  326)   für  die  übrigen  Coefficienten  der  Nonnalgleichinigen : 

[aÄ]  = +  3.4049  .  [Ä  c]  =+  2.3616  ,  [r(/]  =  + 0.631 1  ,  [fi^e]  =  —  Ü.3078 
[ac]  =  +  1.3742  ,  [bdl  =4-  1.3453  ,  [ce]  =  —  1.5927  ,  [df]  =  —  0.1085 
[«(/]=: -1-  1.4853  ,    [Äe]  =  — 2.0300  ,    [^/]  =—  1.2625  ,    [<^w]  =  — 0.0143 

[ae]  =—  1.0222  ,    [A/]  =  —  1-3478  ,    [fM]  =  —  0.4725  ,    [e/]  =  +  1.2568 

[af]  =  —  0.4592  .  [6«]  =  —  0.5159  ,  [ew]  =  +  0.4841 
[««I 0.1590  .                                                                            [fti]  =  +  0.481 1 
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Die  Summe  dioscr  Coefficienton  ist  nach  17)  (pasi;.  327)  »leich  »S";  setzt  man 
für  SS  jenen  Werth  ein,  der  sich  erg^ehen  würde,  wenn  die  l'rohecrleichiing  15) 
(pag.  326)   völlig'  stimmen  würde,   so  liätte  man  zu  setzen  s,s  =  23.1306   (pag.  328). 

^«i*^tal^o=  *•«  =  23.1306 

Summe  der  Quadrate  =  16.0664 

Differenz  ^  2  iS  =    7.0642 

-s-=  3-5321 

die  Summe  der  Coef'f.   S  ==     3.5320 

was  eine  gute  Uehereinstimmung  ist;   um  diese  stets  zu  erhalten,    wird  es  inimev  tjiit 
sein,   von  der  wie  ohen  eorrigirten   Summe  ss  Gehraueh  zu  maehen. 


i^  .3.    BestiinniHiig  der  Eliiiilnatioiisgleichuiigen. 

Die  Auflösung  der  Norm.algleichungen  wird  am  zweckmässigsten  ehenfalls  in 
geordneter  und  übersichtlicher  Form  durchgeführt,  um  einerseits  die  Auflösmig  mög- 
lichst vor  Rechenfehlern  zu  sichern,  und  anderseits  die  Bestimmung  der  l'nhekannten 
so  genau  als  thunlich  zu  erhalten.  Die  Ordnung  in  der  man  die  l  nbekannten  ansetzt, 
ist  an  sich  gleichgültig,  doch  wird  es  sich  später  als  vortheilhaft  erweisen,  falls  die 
üestimmuug  einer  oder  mehrer  Unliekannten  sehr  unsicher  ausfallt  .  (liesellien  als 
die  letzten  anzusehen;  auf  diesen  Fall  einer  besomlcren  Unsicherheit  in  der  Auf- 
lösung der  Normalgleichungen  weide  ich  am  Schlüsse  dieses  Abschnittes ,  der  die 
Methode  der  kleinsten  Quadrate  behandelt,  ausführlich  eingehen,  da  er  in  der  An- 
wendinig  der  vorliegenden  Methode  auf  liahnbestimmungen  ziemlich  häufig  auftritt. 
Icli  werde,  um  hier  die  Anordnung  der  Uechnung  anschaulich  zu  machen,  annehmen, 
dass  sechs  Unbekannte  zur  Bestimmung  vorliegen,  es  ist  dies  der  bei  astronomischen 
Untersuchungen  überwiegend  häutig  eintretende  Specialfall  und  es  wird  ein  leichtes 
sein,  von  Fall  zu  Fall  das  vorliegende  Schema  zu  verengern  oder  zu  erweitern.  Es 
sind  also  die  Normalgleichungen : 

[aa]x  -\-  [a  b]i/  -{-  [ar\  z  +  [ad]  f.  +  [ae] «  +  [af]  to  =  [««] 
{ab]x+[bb]y  +  [b  c\  z  +  \b  d]  t+[be\u+  [bf]  lü  =  [b  ri] 
[ac]x  +  [bc]t/  -\-  [cr]z  -\-  [c  d]  t  -\-  [r  e]  u  +  [cf]  to  =  [c7i] 
[ad]x  +  [bd]ij  +  [cd\z  -\-  [dd\  t  +  [de]  u  +  [df]  w  =  [dn] 
[ae]  X  +  ^be]y  +  [cf\z-+-  [de]  t  +  [ee]  u  +  [ef]  w  =  [e  n] 
ra/1  .r  +  [bf]  y  +  [cf]  z  +  1///]  t  +  [ef]  u  +  [ff]  w  =  [fn] 

Man  kann  nun  die  Auflösung  dieser  Gleichungen  so  einrichten ,  dass  man 
durch  die  entsprechende  Elimination  einer  Unbekannten  vorerst  auf  fünf  Gleichungen 
hingeführt  wird,  die  ebenso  sjmmetrisch  construirt  sind,  wie  die  sechs  urs])rüngliclien 
Normalgleichungen.     Die  Unbekannte    .r   wird    sich    nothwendig    am    sichersten  ans 
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der  c'istiMi  (ilcicliim^'  Ix'st.imnieii .  (l;i  in  dicMi-  die  /.\i  :r  ^ehövi^Pii  Kuctoicii  in  der 
quadratis('li(Mi  Foiin  mil  ciniuidcr  snniiniil  crstdicinrn.  ^Nliin  )uit  (hilicv  zur  l'n'- 
stiiiinnniy:  von  r  ans  der  ersten   Gleiclinnt'  in  A;  : 


[an]  [ah] 

[n  a]  [a  a]  " 


[ac\ 
Ulli] 


\ad] 


t 


[ae]  [af] 

\aa\  [ad] 


welclicr  AN'iMtli  in  dir  fDltfendeii  (ilniclniiitfoii  znni  /wecke  der  Elimination  einzn- 
s(>tzen  wäre.  Duvcli  die  Snlistitution  wird  jed(n'  Avx  neu  entstellenden  ( 'oefficienten 
ein  llinoin,  für  welche  eine  weitere  symbolische  Hezeichnun»  eintjefiihrt  werden 
soll;  man  wird  also  sehreilien  für  die  in  der  zweiten  (ileichmii^  auftretenden 
Hinouie  : 


]hh] 


\^\ah]  =  [hbi]  ,       [be]  -j^[«e] 


[hc 


[bei]  —  i"4  [ad]=[bdi]  .       [bn\   —  1^  [an]  =   [bni]   . 


in  der  dritten  Gleichunij  werden  auftreten 


[cd] 


[ae] 
[aa] 


[ad]  =  [ndi],       [rn]-^l 


[uc] 


[c  e\  —  -i —   [a e] 
'-  1«»]  '^     -' 


die  vierte: 


[ad] 


[dd]-'-^.[ad]  =  [ddi]   ,      [.//] 


['^^l  -St'^'^^^f'^^'^ 


idn]  — 


die  fünfte : 


[ae] 


[ae]  =  [eei]  ,        [e ti] 


[ad] 


[„d] 


[aa] 


lan]  ^=  \dn  ij 


[a7i] 


[ae] 


und  endlieh  die  sechste   Crleichiin^  fordert  die  Berechnung  von  : 


[a.f\ 


^•/'/■^-f.-  t«-^J  =  [//'T'      l>] 


["/] 

{au\ 


[an]  =  [fni]   . 


Hat  man  nun  die  vorstehend  eingeführten  Ililfsgrössen  berechnet,  so  reducirt 
sieli  das  System  der  sechs  (jleiclmngen  in  A)  auf  das  folgende  ebenfalls  symmetrisch 
angeordnete  System  von  fünf  Gleichungen : 

[bb\]y  +  [boi]z  +  [bd\]t  +  [b,;i\u  +  [bfi]v  =  [bni] 

[bei]  y  -\-  [rci]  z  -\-  [rdi]  t  -\-  [r  c  i]u  +  [e/i]  w  =  [c}il] 

bd\]y  -f-  [rdvz  +  \ddi]t  +  [(iei]u  +  [dfi]to=[d7ii] 

[bc  \   y  -f-    r  ci]z  +  [det]  t  -\~  [eci]u  -\-  [efi]w  =  [eni] 

'>fAy  +  k/i]  ~-  +  AfA  f  +  [e/i]  M  +  [//•]  «-•  =  [fn  i] 
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Ehe  ich  ^veitel•  gehe,  will  ich  noch  eine  Frage  erörtern,  die  für  die  Folge 
von  Wichtigkeit  ist,  nämlich  ob  die  nen  eingeführten  Symbole  Lb  \].  liri  ,  [l/di] 
...  in  analoger  Weise  wie  die  Symbole  [aa],  [ab],  [acj  ...  aus  Productsummen 
von  gleicher  Verbindung  entstanden  gedacht  werden  können,  etwa  in  der  folgenden 
Weise : 

[bbl]^    {b,l){b,l)    +    {b.il)IM    +    (63l)(6;,l)    +••• 
[bei]  =   [bt  I)   (qi)   +   (Ä2li(f2l)   +   (6.2)  {c,l)  +... 
u.  s.  f. 

Diese  Frage  kann  den  folgenden  l?etrachtiingen  zu  Folge  bejaht  werden.  Die 
allgemeine  Form  dieser  neuen  und  auch  in  der  Folge  einzuführenden  Syml)ole  ist, 
wenn  man  auf  die  Entstehung  und  Entwickelung  der  Hilfsgrössen  zurückgeht: 

wobei  pi,  yj-i,  ...  i'i,  r-i.  ...  die  Coefficienten  zweier  beliebiger  Unbekannten  darstellen, 
während  durch  (/,,  q-i,  .  . .  die  Factoren  der  zu  eliminirenden  Unbekannten  bezeichnet 
werden.  Multi])licirt  man  beiderseits  mit  dem  Nenner,  für  w eichen  auch  das  Symbol  [q q] 
geschrieben  werden  kann  und  beachtet,  dass  sich  nach  der  Ausführung  der  Multi- 
plicationen  die  Glieder,  in  denen  alle  4  Indices  gleich  werden,  rechts  vom  Cileicli- 
heit^zeichen  auflieben,   so  erhält  man  \  orerst  die  Form : 

J>i  »"i  '^2  ?2  +  <h  '/:(+••      —  fj\  Ih  'li  »2  —  <lith  <h  ri  —.  .  . 
_     +  Pl  r-i  Uj^qi  +  q^  q,.  +  .  .  .    —  y,  />,  q^  r,  —  qi  pi  q^  r,  -  .  .  . 
['JfJ  AP'  y,—\  _^  />:,  r,    qt  y,   +  q.  q-,  +  ■  ,  -i  —  '/l  P\  <h  'i  "  'll  Ih  '/i^i  —    .  . 


für  welche  a>ich  geschrieben  werden  kann : 

Ujq]  [p  /•  I  !    =     /;,  q-2  —  qiP2l  [r,  q-,  —  qi  »2)   +  (^2 '7;!  —  S-lP^)  (»'2  3':!  —  '72 ''ii)  +  ■  ■  • 

+  {p\  <h  —  <i\pi)  ('"i q-i  —  <h »■()  +  {piq\  —  q-iPi)  [ri'h  —  q-ifi]  +  ... 
-\-  '\p\  '74  —  qvpi,  n '74  —  '7i '"4)  +  [Piqh  —  qiPb)  'riq^  —  '72 »5)  +  •  ■  ■ 
) 

war  die  Anzahl  der  ursprünglichen  üedingnngsgleichungen  m,  so  wird  die  Anzahl 
der  Glieder  in  diesem  Ausdrucke  sein  —  ;  vergleicht  man  demnach  die  neu  ein- 
geführten Hilfsgrössen  mit  diesem  Besiiltate  und  beachtet  insbesondere  die  einzelnen 
Factoren,  so  sieht  man  sofort,  dass  man  in  der  That  sich  dieselben  in  ähnlicher 
Weise,   wie  die  ursprünglichen  Summensymbole  entstanden  denken  kann,  nur  steigt 

der  höchste  Index,    da  in  den  letzteren  t»  angenommen  wurde,    auf  .      Für    die 

quadratischen  Symbole  [bbi],  [cc  i] ,  [fWi]  . .  .  ist  für  p  und  r  derselbe  Buchstabe 
zu  setzen,  man  erhält  daher  rechts  vom  Gleichheitszeichen  eine  Summe  qiuidratischer 
Glieder;  man  kann  daraus  den  wichtigen  Schluss  ziehen,  dass  die  quadratischen 
Symbole  stets  positiv  sein  müssen.  Ferner  kann  man  hervorheben,  dass  weini  zwi- 
schen den  t'oefficienten  der  verschiedenen  Unbekannten  ein  nahe  proportionales 
Verhältniss  besteht,    so  dass  z.  B.   in  den   Relationen: 

42» 
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Pi  =  *!/i  +  ^1 

/>2  =  *■  '^2  +  h 

A|,    ^2,    ^:i   iHillnviMidif;    klein    niid ,     die    obifjeii    ('oi'ffiriciitcii    für    ilic     (jii;i(lratischen 
Glieder  die   l'"(inn   ainudimen : 

(A,  ^2  —  h<J\y  +  ih'h  —  h'i-ii'^  +  ■■■ 
[hq-i  —  h'hV  +  •  •• 


d.  li.  der  für  die  Unliekannten  bestimmende  Coefficient  wird  der  Null  gleich  bis 
auf  Glieder  zweiter  Grdnnnjj;  von  /..  und  eine  liestimminig  \\ird  also,  wenn  /. 
klein  wird,  iiielit  möglich,  was  übrigens  aus  der  allgemeinen  Theorie  der  Glei- 
chungen folgt,  doch  wird  man  aus  dem  obigen  Ausdrucke  leicht  die  Bemerkung 
ableiten,  dass  der  Fall  der  Kleinheit  der  Coefficienten  nur  unter  dieser  Hcdingung 
auftreten  kann. 

Aus  den  Gleichungen  1»)  nun  eliminirt  nan  y  in  ähnlicher  Weise  wie  früher 
X  aus  A]^  und  man  wird  aus  ähnlichen  Gründen,  wie  früher,  ij  zunächst  aus  der 
ersten  bestimmen   und   das  Resultat  in  die  folgenden  einsetzen  ;   es  ist : 

_    [bni]  _  [hcV^  .  _  [hjli]       _    \bei]       _  [bfi] 
^^[bbi]  [hbi]'"  [iiii  [hhi]"         [661]  "■' 

Mau  wird  also  neue  Hilfsgrossen  zu  bestimmen  haben : 

l'"^  •]  -  Uli]  ^*^  ']  =  [«^-'-i  '        i^/'3  -   WbT]  t^/^]  =  '^'f'^ 
[cdi]-^^^[bdi]  =  [cd2]  ,        [cni\  -   ^  \f>ni]  =  [rn  2] 

Nach  Einführung  dieser  Hilfsgrössen  erhält  man  das  System :' 

[CC  2]  Z  +  [C(l2]  t  +  \ce  2\U  -\-  [cf2\  W  =  [C«2| 
[cd2\z+  [dd2]t+  [de2]u  ■+-  [df2]lO=  [dtl2] 
[c e  2]  2  +  [de2]t  -\-  [ee 2]  u  +  I e/2 1  «o  =  ,en 2] 

[Cf2]  Z  +   [elf  2]  t  +   [e/2]  «  +   I//2]  «;  =   ,//*2] 
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Bestimmt  man  daraus  z  nach  der  ersten  Gleichung: 

[cnz]         [c (l  2]  [ce2]  [c/zj  , 

[ccz]  [ccz]  [ccz]  [ccz]  ~" 

substitTiirt  diesen  Werth  in  die  folgenden  und  bildet : 

r-^-'^^  ^''''^1    [cd  2]   =   [ddl\     ,  [df2]  -   ^0^    [Cf2]  =   [dfi] 

[ce2]  =  [dei\   ,        [dm]  —  ^^j  [0,12]  =  [dn^] 

[ce2]  =  [ce3]   ,        [cn2]  —  |^  [cn2\  =  [e»3i 
[cf2\  =  [ef3]   , 

so  hat  man  daher  die  drei  Gleichungen: 

[ddi   t  +  [dci]  u  +  lr//3  «o  =  [f/«3]  I 

[dei]t+   [e  e  3]  m  +  [e/3]  m;  =  [e«  3 )  >  D) 

Wl}  t  +  Wl] «  +  [ffl]  '^  =  i/«  3J  ' 

bestimmt  man  also  wieder  t  nacli 

;rf(/3l  [d(ll\  [<ldz] 

lind   berechnet  als  neue  Hilfsgrössen : 


[ccz] 

[f/e2l- 

[cd  2] 

[ce2] 

[ees]  — 

[ccz] 

[ccz] 

L«/2]  - 

[eez] 

[ccz] 

r  ff2\  — 

[cfA 

[^3]  -  M  Wl]  =  [ef,\ 


E) 


[//3]  -  gf^  [C//3]  =  I//4]  ,       [/'*3]  -  gj  [dn,,]  =  [fn,\  , 

so  hat  man  Alles  ziirückgeführt  auf  die  zwei  Gleichungen: 

\ee4]  u  +  [e/4]  w  =  [0714]  | 

[ef4]u+[ff4]w=\fn4]  \ 

bestimmt  man  nun  11  nach: 

I  e  «  4I  [efi] 

[et- 4]  [ee4] 

und  berechnet  die  Hilfsgrössen : 

ff^^  -  tS]  ^'-^^-^l  =  l-^^^,    ,       [A4]  -   gf  t^'*4]  =  [/«5^  , 
so  wird  man   schliesslich  haben  : 
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woraus  resultirt : 

[//S]  °' 

Ist  einmal  iv  b(>stiininf ,  so  wird  sich  durch  succeßsivc  l>(Miiil/uiifj-  der  Foruiclu  5), 
4),  3),  2)  uud  1)  die  Hestiiuiiuiug  der  Unbekannten  u,  t,  z,  y  und  x  ergeben,  welches 
Verfahren  am  liequemsten  erscheint,  w(!ini  nicht  das  Ge\vicht  der  Unbekannten  ge- 
fordert wird,  sondern  nur  die  Unbekannten  selbst  bestimmt  werden  sollen ;  im  letzteren 
Falle  empfiehlt  sich  "ein  anderes  V'erfahren,  welches  weiter  unten  ausgeführt  wird. 
Die  ersten  Gleichungen  in  ^,  B,  C,  7),  £  und  i'' kann  mau  die  Eliminationsgleichungen 
nennen  und  liat  demnach  für  dieselben  die  Form : 

[aa] X  -\-  [a  b\  y  -\-   [a  c]  z  -{-  [a  d]  t  -\-   [a  e]  u  +   [af\  10  =   {a  n\ 
{bh  \\y  -\'  [hc  \\z  +  {h  d\]t  -\-  {be\\xi-\-  [bfi]w=  [bni] 
[cc2]z  -^  [cd 2]t  -\-  [ce2]  u  -\-  [0/2]  w  =  [c-n  2] 
[ddi]  t  -\-  [dei]u+  [dfi]  tv  =  [dni] 

[ec4]M+  te/4]«'  =   [en^] 
[ffb>=\fn^] 


1) 


Es  könnte  auf  den  ersten  Blick  den  Anschein  haben,  als  ob  die  Berechnung 
dieser  zahlreichen  Hilfsgrössen  schwer  durchführbar  wäre,  indem  es  nicht  leicht  ist, 
stets  die  Uebersicht  zu  erhalten  und  sich  bei  diesen  vielfachen  Multiplicationen  vor 
Fehlern  zu  schützen.  Man  wird  deshalb  bedacht  sein  müssen,  die  Kechnung  über- 
sichtlich anzuordnen  und  zweckmässige  Prüfungsgleichungen  einzuführen.  Ehe  ich 
aber  das  Schema ,  nach  dem  man  die  Elimination  ausführen  kann  angebe ,  werde 
ich  vorerst  die  Prüfungsgleichungen  näher  bezeichnen  und  entwickeln,  da  die  Eli- 
mination und  C'ontrolrechnung  unter  einem  abgethan  werden  kann,  also  sofort  auch 
die  Prüfungsrechnungen  in  das   Schema  aufzunehmen  sind. 

Es  waren  oben  (pag.  317)  als  Prüfungsgleichungen  benützt  worden  die 
Summen : 

[aa]  -\-  \ab\  -\-  [ac\  -\- -|-  [an]  =  [as] 

[ab]  +  [bb]  +  [bc]  + -f-  [bn]  ==  [bs] 

[ac]  +  [bc]  -t-  [cc]  -f -1-  [cn]  ■■=  [es] 


[an]  -\-  [bn]  -|-  [c?i]  -f- -)-  [nn]  ^=  [ns] 

Diese  Summen,  die  früher  zur  Herstellung  entsprechender  Prüfungsgleichungen 
gedient  haben,  wird  man  zweckmässig  zu  av eiteren  Controlen  benützen  können ;  hier- 
bei wird  es  sich  aber  für  die  Sicherung  der  weiteren  Rechnung  förderlich  erweisen, 
diesen  Gleichungen  völlig  zu  genügen,  so  dass  für  [as],  [bs]  n.  s.  w.  nicht  die  di- 
rect  berechneten  Werthe  in  Anwendung  kommen,  sondern  jene,  die  durch  die  Sum- 
rairinig  der  links  vom  Gleichheitszeichen  stehenden  Werthe  erhalten  werden. 
Bildet  man  nun  ähidich  wie  früher  neue  Hilfsgrössen  und  setzt: 
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so  ist.   wenn  man   J)  s^:   und   [as]   seiner  IJedeutiuiij  nach  auflöst: 

\bsi]  =  \bb]  —  i^  [ab]  +  \br]  —  i^  [ar]  +  ....  +  \bn]  —  j^  [an] 

und  mit  Berücksichtigung  der  oben   (pag.  330)   eingeführten  Hilfsgrössen   auch: 

[bsi]  =  [bhi]  +  [hri]  +  ....  +  [bni]  , 

wodurcli  eine  zweckmässige  ( 'ontrolgknchung  hergestellt  ist.  Um  also  den  l'eber- 
gang  von  den  sechs  Normalgleichungen  A)  auf  die  Gleichungen  B)  zu  prüfen,  bildet 
man  die  Hilfsgrössen: 

[rs]  —  j^  [öS]  =  [es  i]   .         [/«l  —  ^y^  [as]  =  [/si] 

und  hat  dann  die  l'rüfnngsgleichungen: 

[bsi]  =  [bbi]  +  [Äcij  +[bdi]  +  [Äeil  +  lViI  +  C'»- '1 
[esi]  =  [ici]  +  [cci]  +  [crfi]  +  [cei]  +  [f/il  +  |fl«i] 
[dsi]  =  [i</i]  4-  [ß(/il  +  [ef.di]  +  [Jeil  4-  [dfi]  +  [o??2i] 
[e«i]  =  [bei]  4-  [cei]  +  [6?«i)  +  [eei]  +  [e/i]  +  [c»i] 
[/si]  ^  rs/,]  +  [ef,]  +  [<^/il  +  [e/i]  +  \Jfl^  +  [/«,!] 

von  denen  jedoch  nur  die  erstere  in  der  Regel  zur  Prüfung  Anwendung  findet, 
der  andern  «aber  wird  man  bedürfen .  um  die  Richtigkeit  der  folgenden  Prüfungs- 
gleichungen  zu  erweisen;  ich  werde,  da  sich  die  Beweise  für  das  Bestehen  dieser 
inid  der  folgenden  Relationen  in  der  oben  durchgeführten  Weise  leiclit  herstellen 
lassen ,    nur   die    erforderlichen  Hilfsgrössen    und  Prüfungsgleichungen  aufstellen. 

[csi]  —  {|,'yj  [bsi]  =  [cs2]  ,        [esi]  —  ll^J  [bs  i]  =  [es2] 

[dsi]   -  111^    [bsi]    =   [ds2]     ,  [/*-ll   -    IK^   [bsl]  =  [fs2^ 

[cs2]  =  [cc2]  +  [rdi]  -f-  [f^ei]  +  [cfz',  -{-  [c}i2] 
[ds2]  =  [cd2]  +  [dd2]  +  [de2]  +  [df2]  +  [dni] 
[es  2]  =  [re2]  -|-  [de  2]  -\-  [ee2]  +  [ef  2]  +  [ew.  2] 
[fs2]  =  [cf2]  4-  [df2]  +  \ef2]  +  [ff  2]  +  LA  2] 

[^*-'l  -  jM  ^"''1  =  f^*^^   '        f^*''  ^    iS  f"''^  ^  L/'*-3] 

[6?S3]  =  [dd^]  +  [c/c3]  +  [rf/-3]  +  [d?,^] 
[es  3]  =  [(/e3]  +  [ee^]  +  ^e/ß]  +  [en^] 
[/«3]  =  [«?/3]  +  [e/3]  +  [//3]  +  L/«3] 
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je  .«4]  =  [ee4'|  +  [ef^]  +  [oi^.] 
[/H]=[e/4]  +  [//4]  +  [/».4] 

(/«5l  =  [//5]+[/«5l   , 

M-oiiiit,  die  Rechnunfi;  ciiior  sehr  durchgreifenden  Controle  unterworfen  erscheint. 
Ich  könnte  nun  daran  gehen,  das  unten  ausfiiln-licli  vorgelegte  Schema,  welches 
ich  für  die  Anwendung  zusammengestellt  in  den  Text  aufgenommen  habe .  zu  er- 
erliiutern.  Es  finden  sich  die  Eliminationsrechnnngen  auf  der  linken  Seite  des  auf- 
geschlagenen Buches  (pag.  340),  die  Prüfnngsgleichimgen  nehst  einigen  erläutern- 
den Noten  auf  der  rechten.  Nachdem  es  aber  zweckmässig  erscheint,  in  das 
Schema  auch  jene  Rechnungen  aufzunehmen,  welche  die  Herahmindernng  der  Summe 
der  Fehlerquadrate  [nn]  durch  die  Bestimmung  der  einzelnen  Unbekannten  enthalten 
und  schliesslich  die  minimale  Fehlerquadratsumme  kennen  lehren ,  so  sollen  vorerst 
die  hierzu  nöthigen  Ableitungen  gemacht  werden.  Diese  Grösse  gibt  eine  sehr 
durchgreifende  Prüfung  für  die  Richtigkeit  der  gcsamraten  Rechnungen,  indem  die 
Substitution  der  Unbekannten  in  die  Bedingungsgleichungen  die  einzelnen  übrig 
bleibenden  Fehler  erkennen  lässt,  deren  Quadratsmnme  mit  dem  bei  der  Elimination 
hierfür  gefundenen  A\'crthe  innerhalb  der  Unsicherheit  der  Rechnung  stimmen  muss. 
l'eberdiess  hat  die  Ermittelung  dieser  Grössen  eine  Bedeutung ,  wenn  man  die  Un- 
sicherheit in  den  Unbekannten  auf  ein  numerisches  Maass  zurückführen  will.  Es 
fanden   sich    oben   (pag.  315)    die  Gleichungen: 

«1  *■  +  ^1  y  +  fi  ~  4-  —  —  wi  =  —  i'i 

(I2  x  -\-  02  y  -\-  C2  z  +  .  ■  . .  —  »2  =  —  »2 


il 


in  welchen  die  Grössen  «1,  «2,  B.t  ■•■  die  nach  der  Bestimmung  der  Unbekannten  auf- 
tretenden Unterschiede  zwischen  der  Beobachtung  und  Rechnung  sind ,  wenn  für  x. 
y ,  z  .  . .  die  aus  den  Norraalgleichungen  resultirenden  Werthe  eingesetzt  werden ; 
die  Summe  dieser  Fehlerquadrate 

V\    »1    +   «2    »2   -f-   «3   »;(    +     ...     =    [»«] 

kann  auch  dadurch  gebildet  werden,  dass  man  die  Gleichungen  8)  rechts  uml  links 
mit  dem  zugehörigen  — e  durchmultipllcirt  und  Alles  addirt,  man  erhält  so.  wenn 
man  zur  Abkürzung  einführt : 

«1  r,  -|-  «2  »2  4-  o-i  v-i  -\-  .  . .  •  ^  [a  v] 

Ä,    /',    -f  1)2  Ih   -+-  Ä)   t':|   +   ••■•=    L^  *'J 
'■1    "-1   +  ''2  "2    +  C.i  ":i  + =    [f^ «] 

«I  /'i  -f-  //2  i'2  +  M;(  i':t  -|-  ■  •  •  •  =  [nv] 
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die  Relation: 

[n  v]  —  [a  v]  X  —  [bv]y  —  [cv\z  —  [f/«]  t  —  [ev\tc  —  [_/»]  w  =  [ov\   . 

Nun  ist  aber  nach  Gleichung-  7)  {pag.  316)  für  die  Hediufjunsf  des  Miniraums 
der  Fehlerquadrate ,  welches  durch  die  AuHösung  der  N()rmaljj;leiclning;en  erhalten 
wird : 

[a»]  =  o,    [b'v]  =0,    [cü]  =  o,    [de]  =0,    [ev]^  o,    \fv]  =  o  , 

woraus  man  die  wichtige  Relation  ableitet: 

[»  n]  =  [»  v\  .  g) 

Miilti])hcirt  man  die  Gleichungen  8)  ipag.  336J  mit  den  zugehörigen  —  n 
dundi   und  addirt,   so  erhält  man  : 

[nn]  ■ —  [an]x  —  [bn\y  - —  [cn\z  —  [dn]t  —  [€n]u  —  [fn\w  =  [vn]  :=  [vv]  ,       10) 

welche  Gleichung  also  sofort  die  Grösse  (»»]  finden  lässt,  sohahl  die  Unbekannten 
X,  y,  z  .  .  .  den  Normalgleichungen  gemäss  bestimmt  sind.  Es  ist  aber  oben 
(pag.  330)   X  bestimmt  worden  durch: 


[aal 


[ab]  [ac]  [ad]  ,  [ae]  [af] 


[aa] 


[aa\ 


[aa] 


w  ; 


setzt  man  also  diesen  Werth  von  x  in  Gleichung  10    ein  und    schreibt   überdiess: 

SO    wird    mit    Rücksicht    auf   die    oben     pag.  330    eingeführten    llilfsgrössen    gesetzt 
werden  dürfen  : 

[mw  i]  —  [b/i  i]y  —  [cni]z  —  [rhii]t  —  [eni]u  —  [fn  i]iv  ^  [vv] 

Ersetzt  man  wieder  1/  nach  der  Gleichung  2)    (pag.  332)   inid  schreibt: 

[b  n  I 


so   wird  : 


[nni]  —  fjjjyj  {bn\\  =  [nm] 


[)i.n.  2]  —  [cn  2]  z  —  \dn  2]t  —  [en  2]  u  —  [fn  2I  w  =  [v  v]   , 


welches  ^'erfahren  bis  zur  letzten  Unbekannten  in  ähnlicher  Weise  fortgesetzt  werden 
kann  ;  man  hat  also  für  die  vorliegenden  Gleichinigen  mit  sechs  Unbekannten  die 
folgenden  sechs  Hilfsgrössen  zu  berechnen : 


[n  »  I  ]  =    [n  n\ 


[dni] 


,       [«W4I  =  fw«3|  —  r;iA  [dns 


[bni] 


3J 

[e  "  4] 
[ff4J 


[ew4l 


|ww  2]  =  [nn  i]  —  yl^j  [b?i  1]  ,       [w».5]  =  [««4] 

[nni]  =  ["■n2]  -  g  [cm]  ,       [«.^61  =  [nn^]  -  ^:^  [fns] 


uud    hat    dann    die    lolu-enden    Bestimmungsgleichungen    für    die    Summe  der   ührig- 

Oppolzer,  Bahubestimmunf^en.  U.  4ii 


3:i8 


hlcihciidcn    l''('lilrv(|Uii(lrate    [»»],   von    denen    nian  f^ewölinlicli   iiiiv  ilie  Ict/.t.e  in   An- 
wendiiiij^'   l)iiiif<(  II    wird  : 

[n  n]  —  [a  w]  x  —  [h  ■n\y  —  [c  n]  z  —  [d  n]  t  —  [e  n]  u  —  \f  n]  w  =  \bv\ 

[nni]     —  [bni\y — [cni]z — [dni]t  —  \eni]tt  —  \fni]w^=  \vv\ 

[nn2\    —  [cn2\z — [dn.2]t  —  \en2]u — \fn2]w=  [vv] 

[n  W.3]   —  [dtiT,]  t  —  \eni\  u  —  \fn-^\  w  =^  \vv\ 

[n  W4]  —  [en^}  u  —  [/w4 1  to  =  \v  v\ 

[««5]  —  f/«5)zo=  [vv] 

\nnb\  =  [vv\ 

Die  (h-öb.se  [wwö]  =  [«»]  kann  aller  auch  mit  Hilfe  der  Summengrössen  in 
ganz  anderer  Weise  erhalten  ^\(■r(l('n  und  diese  liestimmnng  wird,  da  dieselbe  eben- 
falls im  Ganzen  die  Bildung  von  nur  sechs  llilfsgrössen  erfordert,  als  zweckmässige 
Controle  benützt  werden  dürfen.  Diese  Prüfung  ist  eine  der  durchgreifendsten, 
doch  wird  dieselbe  nur  dann  gut  übereinstimmende  Resultate  geben,  wenn  die.  Auf- 
lösung der  Normalgleichungen  keiner  besonderen  Unsicherheit  unterworfen  ist.  Der 
Fall  des  Eintretens  einer  solchen  besonderen  Unsicherheit  wird  am  Schlüsse  dieses 
Abschnittes  ausführlicher  behandelt  werden.  Beachtet  man  die  Bedeutung  der 
Summengrösse 

[ns]  =  [an]  -[-  [bn]  +  [cn]  +  \dn]  +  [en]  +  \fn]  +  [nn]  , 


und  bildet   die  Hilfsgrösse  : 


[nsi]  =  [ns]  —  -L-  [as]  , 


so  wird  nach  Auflösung  der  mit  s  verbundenen  Summenglieder   rechts  vom  Gleich- 
heitszeichen geschrieben  werden  dürfen : 


[an] 


[nsi]  =  [bn]  -  ^  [ab]  +  [cn]  -  '-^  [ae]  +  ...  +  [nn] 


[a  71] 


\an\ 


oder  durch  Einführung  der  oben  benützten  Hilfsgrössen  : 

[nsi]  =  [bni]  +  [cn-i]  -\-  [dm]  -{-  [eni]  +  [fni]  +  \nni] 


Aehnlich  vorgehend,    wird  man  die  Hilfsgrössen 

[an] 
[aa] 

[6  MI 

[bbi 
[cm 


[ns  i]  =    [«  s] 
[ns 2]  =  [ns  i] 


[ws5] 


[cci] 

[dnj] 
[ddi] 


as\ 

[bsA 

[es  2] 
[dsi] 


-.  fe«4]    ,-         T 


\^nsb]  =  [ns^]-^^  [fs^] 


13) 


14.) 
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bilden  und  die  Relationen  haben  : 

[ma-i]  =  [bni]  -f-  [cn  i]  +  [dn  i]  +  [eti  i]  +  \fn  i]  +  [nni] 
[nsz]  =  [cn2\  -\-  [dm]  -\-  [enz\  +  \fn-\  +  [««2] 
[ws3]  =  {dni\  +  \eni]  +  [/wß]  +  \nni\ 
[««4]  =  [ew4]  +  [//J4]  +  [?2M4] 

[ws6]  ^=  [««6] 

■womit  die  geforderten  Prüfungsgleichungen  erlangt  sind ,  von  denen  man  bei  der 
practischen  Anwendung  jedoch  nur  die  letzte  Gleichung  benützen  wird. 

Ich  gehe  nmi  daran,  an  der  Hand  des  auf  pag.  340  aufgenuTnmenen  Schemas 
zu  zeigen,  in  welcher  einfachen  und  übersichtlichen  Weise  die  für  die  Elimination 
nothwendigen  Kechnungen  und  Controlen  dtirchgeführt  werden  können. 

Zunächst  ziehe  man  auf  einem  mit  I  lorizontallinien  überzogenen  Blatte 
zwei  ^'erticalcolumnen  mehr  aus,  als  Unbekannte  vorhanden  sind.  In  die  erste  Zeile 
setzt  man  neben  einander  die  Werthe,  die  mit  a  verbiinden  sind,  also  [a«],  [a6], 
\ac\  ...  [aw],  [««]  und  darunter  in  die  zweite  Zeile  die  Logarithmen  derselben  und  macht 
diese  zweite  Zeile  etwa  durch  ein  angehängtes  E  besonders  kenntlich,  denn  es  ist 
dies  die  erste  Eliminationsgleichung,  welche  die  Bestimmung  von  x  i  vergl.  pag.  330  ver- 
mittelt. In  die  dritte  Zeile  kommen  die  mit  b  verbundenen  Werthe  \hh\,  \b  c\  ... 
\b  s\  und  man  rückt  hierbei  um  eine  \'erticalcolumne  nach  rechts  ein.  so  dass  die  mit  b 
verbundenen  Buchstaben  dieselben  werden,  die  früher  in  denselben  ^'erticalcolumnen 
mit  a  combinirt  waren.     In    die   erste    Verticalcolumne   der    vierten  Zeile  setzt  man 

log  j — -.  ;     dieser    und    alle  in    derselben    Verticalcolumne    enthaltenen    Logarithmen 

müssen  sorgfältig  auf  ihre  Kichtigkeit  geprüft  Merden ,  da  sich  ein  Fehler  in  den- 
selben der  Summencontrole  leicht  entzieht;  ich  habe  diese  wichtige  Bemerkung  des- 
halb im  Schema    hervorgehoben.      Nun    schreibt    man    diesen    Loifarithinus    von  - — 

°  -  yll  ff] 

auf  den  unteren  Hand  eines  Zettelchens  und  addirt  denselben  der  Reihe  nach  zu 
den  Logarithmen  von  [aJ],  \ac\  ...  [as],  die  alle  in  der  zweiten  Zeile  stehen;  in- 
dem man  die  Ziftern  der  beiden  Logarithmen  von  vom  addirt.  wird  man  das  Hin- 
schreiben der  so  entstehenden  Logarithmen  gänzlich  vermeiden  können ,  wenn  man 
sofort  die  Zahlen  aufsucht,  und  sie  in  die  vierte  Zeile  und  zwar  in  dieselbe  Vertical- 
columne ,    in  der  das  Product  gebildet  wurde,  einträgt.     Es  kommt  also  zu  stehen  : 

,-1^  [«  b]   unter   [b  b] 
\[aa]   '■       ^  '-      -^ 

Ml«c]        .)        [bc] 
[aa]  '■       ■'  '-      J 


tP-7  las]    unter    \bs]   . 
[aa]    ^     '  L      j 
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lau] 
Icff  \itii\ 


\ab\ 
log  \ah' 


\ur\ 


[ad] 
log  \ad] 


l«ej 
log  \iie\ 


\"f\ 
log|«/l 


[«  nj 

log    i««! 


[,/.s- 

log   ,  11-  f: 


log 


log 


[aa] 


(ual     ' 


/)  c  1 1 , 

(itr  - — 

'^[hhl] 


log 


log 


[bdil 
[hhi\ 


^    er 2] 


log 


[««] 


log 


[AÄiJ 


log 


[(■,.2] 


log 


[ddz] 


log  f"^  1 


log  7 


[*/>!*, 


ÄÄii 


log 


('_/'2]   .,, 


lo! 


■  Hill*] 
[ddi] 


log 


[e  «4] 


!/)/< 


[uh] 
\aa] 


[ab] 


loa 


'[h'hi] 


laa] 


[bd] 

\aa] 


[bc 
[u  «1 


IVJ 


[b„] 

Mb] 


[ab] 
laa] 


[as 


[hbi\  [bei] 

log!/)/)T'  loglftci] 


[cc] 


[ac] 


[bdi' 
log[ÄrfiJ 


log[6ei] 


[6/>) 
log  [6/1] 


[Am] 
log  [6  K  1 


bs  1 
lo^  (4«  I 


7 — r  [ad] 
au) 


[ac] 
[oa] 


[ae] 


[««] 


[ac] 
[aa] 


[aj 


IJci],,       ,    '    lÄril 


IftAi 


[bbi] 


[bei] 


[?>ci. 


[f/il 


[Ä/il 


[6  6i] 


[6nii 


\bbi] 


[CC2\ 

logfcrzl 


\cdz] 

log[crf2] 


[cez] 

log  [C  6  2 


[dd\ 


[de] 
[a  d]  , 


log  ic/2] 


[«  d] 


[C?J2] 

log[cn2] 


[csi] 
log  [««2] 


[(iw] 


[ds] 


[ad] 


[ddi] 
[bbT]^'"^'^ 


[ddz] 

[r.  cz\  ^        ' 


[de 

[bdi\ 
[bbi] 


[bei] 


[bdi] 

[bbi] 


[dfi] 


[bf'l 


[dez] 
[cdz] 


[dfz] 


[cdz] 


[c/3] 


[dn 
[bdi] 

[bbi] 


[bni] 


[d  n  2] 

[cdz]  ^        ^ 
r  [cnz] 

CP2I 


[ddl] 

logi</(/3! 


[dei] 
logirfes] 


[A.f^[ 
log  UV  3] 


[ün  31 
log[</«3i 


[rfsil 
[bdi]  , 


\bhi\ 


bs\\ 


[dsz] 
\cez\  '   ' 


[ds'i 
log!rfs3j 


[ae] 

[aa] 


[ee] 


[ae] 


[bei] 


[bbi] 


[bei] 


[ef] 
["*)  r„-fi 


[ae] 

faa] 


[bei 
[661 


le  n  1 


[bni] 


[es 
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I '  r  o  h  e  jj;  1  e  i  c  h u  n  g  e  n. 

=  \hbi\  +  [bei]  +  [bdi]  -\-  [bei]  +  [bfi]  +  [bni]        ! 
=  [bei]  +  [cci]   +  [edi]   +  [cei]   +  [c/i]  +  [cm] 
=  [ccz]  -\-  [cell]  -\-  [cez]  4-  [c-f^]   -\-  [cti2]  ! 

=  [bdi]  +  \cdi]  +  [ddi]  +  [dei]   +  if//i]  +  lf/«il 
^[cd2]  +  [ddz]  4-  [f^e2]  +  [df2]  +  [(;?«2] 
=  [rff/3l  +  [dci]  +   [r//3]   +  [dni\  ! 

=  [6ei]  -(-  [eei]  -\-  [dei]   -\-  [eei]  -\-  [efi]  +    [eni\ 
=  [ce2]  4-  [de 2]  +  [e  e2]  +  ^e/a]   +  [e«2l 

=  [dci]  +  [ee3]  +  Ie/3]   +  [e'*3l 

=  [ee4]  4-  kA]  +  [e«4l  ! 

=  [Vi)  +  k/iJ  +  l'^/']   +  '^f^]   +  1  //ij  4-  \/n  1 1 

=  [c/2j  +  [df2]  4-  [e/2]   +  I//2I  4-  [/"^'al 

=  [^/3l  +  [cfi]    4-  i//3]  +   L/""3l 

=  [e/4l  +  I//41  +  fyvn] 

=  [//5)+  l/«5]  ! 

=  [bni]  +  [r^ii]  +  [(/^n]  4"  [eni]  +  [/ui\  +  [wni] 

=  [cn2]  4-  [dn2]  4-  L<?«2]  +  [fm]  +  [mw2] 

=  lf/w3]  +  [etis]  +  [/m3]  4-  [««31 

=  [ew4l  +  l/«4]  +  [«'H] 

=  l/w5l  +  [««5] 

=  \nnö]  .        ! 

Hei  (h'v  Aiiwemluiiy;  wird  111:111  sicli  in  dev  Keifcl  mit  den  mit  einem  Aiis- 
viifiiiiiiszeiehcn  vorseliencii  l'iobetrleiclnui^eii.  bei  denen  sich  alle  Werthe  in  der- 
selben Ilorizontal/eilo  befinden,  begnügen  können.  Die  mit  E  bezeichneten  Werth- 
reiheii  entsjireehen  den  Kliminationsgleichniigen ,  die  mit  einem  *)  versehenen 
Logarithmen  müssen  besonders  nachgesehen  werden,  da  sich  ein  Fehler  in  denselben 
leicht  der  Controlc  entzieht. 
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Zieht  man  nun  die  Zahlen  dieser  vierten  Zeih-  von  jenoTi  der  darüber  stellenden 
dritten  Zeile  ab  und  setzt  die  so  entstehenden  Differenzwerthe  in  die  fünfte  Zeile, 
so  hat  man  die  llilfsgrössen : 

\bbi],    [hci\,    \bdi\,    [bell    \bfx\,    [bnil    [bsi] 

erhalten.  Das  dieser  Zeile  angehängte  Zeichen  i)  weist  auf  die  auf  pag.  341  ste- 
hende l'rüfungsgleichung  hin,  welche  Bemerkung  für  dieses  und  die  ähnlichen  An- 
merkiingszeichen  für  die  Folge  hier  hervorgehoben  werden  soll.  Dieser  Probe  muss 
völlig  iniierhaHi  ilcr  Unsicherheit  der  logarithmischen  Rechnung  genügt  werden. 

Ich  kann  mir  aber  wohl  sparen ,  den  ^^  eiteren  Vorgang  der  Kechnung  aus- 
einanderzusetzen ,  indem  die  bisherigen  Andeutungen  in  Verbindung  mit  dem  auf 
pag.  340  in  extenso  mitgetheilten  Eliminationsschema  wohl  genügen  werden,  um 
die  zweckmässige  Anlage  der  Kechining  und  die  liildung  der  nothwendigen  Hilfs- 
grössen  anschaulich  zu  machen.  Ist  die  Elimination  beendet,  so  wird  man  an  die 
Bildung  der  (j rosse  [ii,ii,b\  schreiten,  die  wohl  aucli  durch  das  Schema  selbst  hiu- 
reicliend  erläutert  ist. 

Ich  werde  nun  die  oben  (pag.  323)  ermittelten  Coefficienten  der  Nonnal- 
gleichungen  den  hier  gegebenen  Vorschriften  gemäss  auflösen  und  glaube,  dass  ich 
mich  hierbei  weiterer  Erläuterungen  enthalten  kann;  um  die  Elimination  nicht  zu 
unsicher  zu  machen ,  habe  ich  mich  fünfstelliger  logarithinischer  Tafeln  bedient ; 
der  \^orschlag,  der  hier  und  da  gemacht  wurde,  im  Falle  einer  besonderen  Un- 
sicherheit der  Auflösung  grössere  logarithmische  Tafeln  hierbei  anzuwenden ,  muss 
als  unzweckmässig  bezeichnet  werden,  wie  dies  eine  einfache  Ueberlegiuig  zeigt. 
Sind  die  Normalgleichungen  nämlich  mit  Hilfe  kleinerer  Tafeln  gebildet,  so  erhält 
man  dann  nur  eine  Lösung,  die  von  der  Unsicherheit  dieser  logarithraischen  Rech- 
nung abhängt.  In  der  folgenden  Rechnung  sind  die  Eliminationsgleichungen  durch 
ein  angehängtes  E  und  die  aus  den  Coefficienten  der  Normalgleichungen  gebildeten 
Zeilen  durch  ein  vorgesetztes  Sternchen  bezeichnet,  ausserdem  sind  die  dem  Re- 
sultate entsprecheiulen  Probegleichungen  in  der  letzten  A'crticalcolumnc  neben  den 
direct  berechneten  Werthen  angesetzt : 
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Wie  man  sieht,  stiinriKui  ;ille  Proben  in  sehr  hefricdi^ender  Weise,  ausser- 
(liMii  yx'igt  die  starke  llerahmiiuUa'unf^  der  Fehlerqnadrate  von  +  2.63220  auf 
+  0.02563,  dass  eine  sehr  wesentliche  Verbesserung  in  der  DarsteUung  der  Ueobach- 
tungen  erreicht  werden   wird. 


§  4.    liestiiiiniuiig  der  lliil)ekaiinten  aiiK  den  Kiiiiiiiiiitionsu;leichuiigen. 

Liegt  blos  die  Aufgabe  \or,  die  waln-scheinlichsten  Werthe  der  Unbekannten 
7,11  ermittebi ,  ohne  auf  die  Hestimraung  der  Unsicherheit  derselben  eingehen  zu 
wollen,  so  wird  es  sich  wohl  am  meisten  empfehlen,  durch  successive  Kücksubsti- 
tutionen  in  den  \'orliegenden  Eliminationsgleichungen  die  Werthe  der  Unbekannten 
zu  ermitteln ;   das  Schema  der  Rechnung  gestaltet  sich  hierfür  wie  folgt : 


+  [en^] 

+  \dn%\ 

+  [cnz] 

+  [6wi| 

+  ["  «] 

—  "'  (e./'4! 

-«-[<// 3] 
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—  ulae] 
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^  (u) 

^  it] 

2(=) 
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^(x) 
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log2'i<) 
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log[ee4] 
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log  [c  c  2] 

log  Ibbi] 

log  [aa] 

lüg  »■ 

log  11 

logi 

log; 

l"g.'/ 

logj 

welches  Schema  wohl  an  sich  verständlich  ist;  man  hat  hierbei  nur  zu  beachten, 
dass  die  erste  Zeile  sofort  hingeschrieben  werden  kann .  die  zweite  Zeile  aber  mit 
Benützung  des  bereits  im  Eliminationsschema  aufgenommenen  Werthes  von  w;  die 
dritte  Zeile  erhält  mau  mit  Hilfe  des  Werthes  11 ,  der  durch  die  bisherigen  Rech- 
nungen bekannt  ist  u.  s.  f.  ;  hierbei  stellen  die  Zeichen  2^  die  Summen  der  über- 
einanderstehenden  Werthe  vor.  Die  erforderlichen  Producte  bildet  man  am  einfach- 
sten, iiidcni  man  den  Logarithmus  der  betreffenden  Unbekannten  auf  den  untersten 
Rand  eines  Zettels  schreibt  und  denselben  hierauf  successive  über  die  entsprechenden 
Logarithmen  der  Eliminationsgleichungen  hält.  Man  hat  hierbei  zu  beachten,  dass 
man  im  Eliminationsschema  Seite  340  bei  dem  untersten  links  vorspringenden  Loga- 
rithmus zu  beginnen  und  stets  in  derselben  \  erticalcolume  von  einer  der  mit  E  be- 
zeichneten Eliminationse-leichuntjen  zur  anderen  nach  aufAvärts  fortzurücken  hat  :  dies 
wird  sofort  klar,  wenn  man  sich  die  Eliminationsgleichungen  ausgeschrieben  hin- 
stellt, nämlich : 

[a  u]  .r  -f-  [ah\y  -\-  [a  c\z  -\-  [a  d]t  +  [a  e]  u  -{-  [af]  w  =  [a  n] 
+  [hbi]y+[bc\]z+  [hdi]t  +  [bei]u+  [bfi]iü=  [bni] 
-{-  [cc 2]z  -^[cdz]  t  -\-  [cez\u  -\-  [cfz\w  =  [cm 2] 
+  [ddi\t+  [dez]u  +  [rf/3]  «■  =  [«?«3l 

4  [ee/\\ti-\-  |e/4]w=  [en:(\ 

H-l,/.y5i«'=L/«5]    • 
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Zur  Controle  der  Richtigkeit  dieser  Elimination  kann  man  die  Summe  der 
vorstellenden  Gleichungen  benützen;  es  wird  nämlich  der  folgenden  Gleichung  nach 
Einsetzung  der  Werthe  der  Unbekannten  innerhalb  der  Unsicherheit  der  logarith- 
mischen Rechnung  genügt  werden  müssen: 

[aa]x 
+  {[ab]  +  [blji]}y 
+  {\af]  +\/>ri]  -\-[cc2]}z 
+  {\ad]  +  [bell]  +[cd2]  +lddi]}t 
+  {\ae]  +[be  i]  -\-  [cez]  +\de3]  +  [c  e4]}u 
+  { l«/l  +  1^1]  +  [^/-'l  +  k//3!  +  k/4l  +  f//5l } '« 
ich  ziehe  es  jedoch  vor,  die  ('ontrole  mit  Hilfe  des  weiter  unten  angesetzten  ^'er- 
fahrens  herzustellen,  welches  zwar  etwas  mehr  Arbeit  verursacht,  alicr  dann  beson- 
dere Vortheile  bietet,  wenn  man  die  Gewichte  der  Unbekannten  bestimmen  will. 
Vorerst  werde  ich  jedoch  die  Zahlen  des  obigen  heispieles  hier  anführen.  Niinnit 
mau  das  obige  Schema  zum  Muster,  so  ergeben  die  Eliminationsgleichungen  des 
vovangelu'uden  Paragraphen  die  Werthe : 


=  {an]  -\-  \b  wi  j  -f-  [niz] 
+  l///*3l4-|««4l  +  |/«5l; 
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0. 72003 
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9. 7661 I 
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Die  in  der  letzten  Reihe  stehenden  ^Verthe  sind  also  die  Logarithmen  der 
nunmehr  ermittelten  Unbekannten  w,  m,  t,  ;,  y  und  x.  Hierbei  hat  man  aber  zu  be- 
achten, (lass  in  Folge  des  Horaogenmachens  (vergl.  pag.  321)  diese  Unbekannten 
mit  der  oben  angenommenen  Fehlereinheit  durchzumultipliciren  sind .  und  durch 
die  bezüglichen  Homogenitätsfactoren  zu  dividiren  wären ;  ich  werde  jedoch  s])äter 
auf  diesen  Umstand  nochmals  zurückkommen  und  die  entsprechenden  Transfonna- 
tionen  vornehmen. 

Es  soll  nun  jenes  Verfahren  vorgenommen  werden,  welches  zur  unabhängigen 
Uestimmung  einer  jeden  einzelnen  Unbekannten  führt;  es  scheint  dasselbe,  falls 
man  die  Gewichte  der  Unbekannten  bestimmen  will,  worüber  der  nächste  Paragraph 
handeln  wird,  das  zweckmässigste  zu  sein ;  da  ausserdem  dieses  ^'erfahren  in  der  That 
sehr  wenig  Mehrarbeit  verursacht,  so  möchte  ich  es  stets  zur  C^ontrole  der  vor- 
stehend entwickelten  Werthe  empfehlen ,  auch  wenn  man  nicht  die  Gewichte  der 
Unbekannten  selbst  bestimmen  will.  Nimmt  man  die  Gleichungen  i),  2),  3),  4)  u.  5) 
(pag.  330.  332,  3331  des  vorangehenden  Paragraphen  vor,  so  gestalten  sich  dieselben 
nach  einer  einfachen  Umsetzung : 

Oppolzer,  Bahnbestimiiiungen.  U.  44 


34Ü 


\aa\    "     ' 


\ac] 
\ua\ 


+ 


\l,ci] 


\ad\ 

[aa'l 

[hell] 


t  + 


\aa\ 


,     [af]  [a  n] 

[aa]  '■■■■ 


[bni] 


I     ,^...,  ,     ,     [bei]  [bfi]       _ 

^  "T-  fj/;,]'  +  [jj,]  *'  ■+■  [Ai.]"'  —  [bbi] 


-^P^t+^^u 


\c  cz] 


[cez] 


[CCZ]  lCC2] 


[««4l 


["»4] 
[ee4l 


Multiplii-irt  m;in  mit  Aiissclilnss  der  ersten  Gleichung  die  folgenden  der  Reihe 
nac-h  mit  den  iinhestlraniten  Factoren  Ai-  A-i,  ...Ar,  \n\A  addirt  dann  diese  neuen 
Gleichungen  /u  der  ersten  in  2) ,  so  kann  man  diesen  unhestimniten  Factoren  die  l?e- 
dinginig  unterlegen ,  dass  nach  der  Addition  der  Reihe  nach  die  C'oefficienten  der 
Unbekannten  y,  z,  t,  u  und  ^c  der  Is'ull  gleich  werden;  diesen  l>edingungen  gemäss  wird 
man  daher  für  die  Uestimmung  dieser  C'oefficienten  die  Gleichungen  aufstellen  können : 


0  = 

[u  b] 

[a  n] 

0  = 

[ää] 



[ajl] 

\aii\ 

[bei] 
[bbi] 
[bdi] 


A  +  A 


A,+l^''-^.A,  +  A, 

[bbi]  [cc2] 

["e]     ,     [bei]     .  [cez]     .  [d  e  3]      . 

[aa]  ~^  [bhi]  ^'  "•"    [ccz]  ^2  "T  [,^^3^  -i» 


A  +  ^^^r^  A  + 


A 

[«/4] 


^4+-45 


3i 


[ccz]  '■  '  [ddi]  ••  '  [««4] 
Uiese  Gleichungen  lassen  in  der  That  die  successive  Bestimmung  der  Coefficienten 
in  sehr  einfacher  Weise  durchführen ;  sind  diese  einmal  ermittelt,  so  hat  die  directe 
Bestimmung  von  .r  keine  Schwierigkeit,   denn  man  hat  offenbar : 

[aa]^[bbi;      '  [ccz]      ^         [ddi]      •*         [ee4]      *         [fjs]      * 

l'm  eine  ähnliche  Gleichung  für  die  folgende  Unbekannte  zu  erhalten ,  wird 
man  in  den  Gleichvnigen  2)  die  dritte  mit  B-i ,  die  vierte  mit  B-^  u.  s.  f.  multi- 
pliciren  und  dann  das  Resultat  dieser  Miiltiplication  zur  zweiten  Gleichung  ad- 
diren:  legt  man  den  B  ('oefficientcn  wieder  die  Eigenschaft  unter,  dass  die  in 
dieser  Summe'  auftretenden  Factoren  der  Unbekannten  z,  t,  11  und  w  verscliwindcu 
sollen,  so  luüssen  dieselben  den   Bedingungen  genügen : 

[bei] 


o  = 


o  = 


[Ä6i| 
[bdi] 

[bbi] 

[b_ei] 
[bbi] 

[bfi] 
[bbi] 


+  Bo 

[cdz] 


+ 


[ccz] 
[cez] 


B.,  +  B, 


[ccz\ 


B., 


[dej] 
[ddi] 

[dfi 


B, 


[ccz]^-'  +  [ddi]^-'  + 


i£/4] 
[««4. 


B,  +  B, 


3i7 


Indem  man  dieses  Verfahren  fortsetzt ,    erhält    man    als    weitere   Hedingnnjajs- 
gleichnngen  : 

o  =  [^^  + 

[c  cz]     ' 
„  [cez]  [de  3 


|cc2j     '    [dd%^  ^^ 


O  = 


C3  +  C4 

Iccz]  ~^[ddi]-''^  [ee4\     ^' 


(': 


[ddi] 


[ddl\  (e«4] 

k/4] 

[6  6  4] 


+  E,. 


Hat  man  sich  die  be/.iiglichcn  Cocfticienten  den  Vdrsteliciidcn  (ilciihiuigcn 
3),  4),  5),  6)  Tind  7)  gemäss  bestimmt,  so  findet  man  offenbar  für  die  Unbekannten 
die  Werthe: 


\aa] 


+ 


[hm] 
[bbi] 

[bni] 
[bbi] 


'     '      [ccz]       '■ 
[c  n  2] 


\>lni\ 
Vddl\ 

[rfHj] 


+  l^2l  ^2  +  [,7rf3 


[c»12l 


+ 


\dni\ 
\ddl\ 

(rfrf3] 


^3  + 

+ 


[<-'"4l    j      1     [/«5l 

l««4i    '"^[y/s] 

!'•  ?i4l  ^,  I  1/"S] 
k«4]  ^"^[.//Sl 
[/»  Sl 


[//5] 
[/«Sl 


[e»4j  xj      , 
[ce4]       '"^ 

[«»4l  I 

tee4l  "^  [//Sl 

[/»5] 
[//S] 


^5 


8) 


Die  Rechnung  nach  diesen  Formeln  gestaltet  sich  ansserordcntlidi  (>infat-h 
niid  bequem,  wenn  man  dieselbe  in  der  folgenden  Weise  ansführt;  ich  werde  wieder 
zunächst  das  Rechnungsschema  hinschreiben  und  dann  dtirch  den  erläuternden  'J'ext 
dasselbe  näher  ausführen.     In  die  erste  Zahlenreihe  setze  man  die  Logarithmen  der 


Grössen : 


[«6] 


[«/] 


mit  umgekehrten  Zeichen,   in  die  zweite  eine  A'ertical- 


\aa\''     \aa^   '  '  '  '     \aa\ 

columne  einrückend  log  1 —  ^  i)  •  •  •  •  ^"^  ( — ThbM  "'  '''  ^"  ^^  diese  Logarithmen 
findet  man  schon  nur  mit  Abänderung  des  Zeichens  in  der  ersten  Verticalcolumne 
des  Elirainationsschemas  (pag.  340)  mit  *)  bezeichnet,  und  zwar  in  einer  ganz 
analogen  Anordnung,  so  dass  kaum  das  Hinschreiben  dieser  ersten  Zahlengruppe 
nöthig  wäre  ;  doch  ziehe  ich  es  vor,  diese  kleine  Mehrarbeit  vorzunehmen,  weil  sich 
in  dieser  Anordnung  die  weiteren  Operationen  selu-  einfach  gestalten.  Nun  beginnt 
die  Rechnung  der  ^-Cocfficienten:  zu  diesem  Ende  schlägt  man  mit  Ausschluss 
des  ersten  Logarithmus  di6  Zahlen  zn  den  Logarithmen  der  ersten  Reihe  auf,  bringt 
sie  in  die  erste  Reihe  unter  den  ersten  stärker  markirten  Horizontalstrich  und  setzt 

44* 


348 


[ad] 


log(- 

,      /      [bdi]\ 

I        [Cdi]\ 


\        \aa\  I  :         \       [aa\  / 
,      /      ldei]\   :,      /      [<Jfi]\ 


[<'c\ 

[<'uT 

[bei] 


[ad] 
[aöl 


hbi] 


A, 


[bdl] 
[bbl] 

[cdz] 

[c  cz] 


A 

Ai 


["  "] 
[beji] 
[bbl] 

[c  e  z] 

[CC2] 

[d  e  3' 


A.2 


[ddi 


T^3 


.MI 

[au] 

[bfi] 
[bbl] 

[CC  2] 

[ddi] 

[ef4] 
[e  e4\ 


A, 


A-, 


A, 


log  Ai 


Ai 
log  A-, 


A:, 
log  -is 


J4 

lug  .14 


log  -':, 


[bdl] 
[bbl] 
[cdz] 
\c  c  2] 


B. 


[661] 
[c  ez] 
[p  cz] 

[ddi] 


St 


B, 


[hfl] 
[bbl] 

[cf^] 
[c  cz] 

[rf/3 
[dd-i 

[ejA] 
[e  6  4] 


F7,^i^, 


-B4 


B-, 


B, 

log  -B.1 


-B4 

l0gi;4 


-Bö 

log  ßr, 


[cez] 
[c  cz] 
[rf«3] 


[g/zl 
[e  c  2] 

[rf(/3] 

[c.U] 


log  C'a 


C4 

logCi 


log  7*4 


Co 

logCs 

[rf/31 
[ddi] 

[ef4] 
[p  P4I 

los  />•, 


/>4 


log  i's 


349     

sofort   an  der  entsprechenden  Stelle  in  der  Verticalcolumne  i   den  Werth  von  log  A^ 

an,   der  schon  in  der  ersten  Zeile  enthalten  ist  (es  ist  A,  =  —  -. — {  ).     Diesen    Loga- 

^  '  [aa]  '  " 

rithrans  bringt  man  auf  den  unteren  Rand  eines  Zettels  und  hält  nun  diesen  über 
die  Logarithmen  der  zweiten  Reihe  und  schreibt  die  so  erhaltenen  Producte  in  die 
zweite  Zeile  der  ^-Gruppe.  Die  Addition  der  zwei  Werthe  in  der  zweiten  Vertical- 
columne gibt  den  Werth  A2,  zu  dem  sofort  der  Logarithmus  aufgeschlagen  und  an 
entsprechender  Stelle  eingetragen  wird.  Diesen  Logarithmus  nun  schreibt  man 
wieder  auf  den  unteren  Rand  eines  Zettels  und  hält  diesen  über  die  Logarithmen 
der  dritten  Zeile;  die  so  gebildeten  Producte  werden  nun  in  die  dritte  Zeile  der 
^-Gruppe  eingetragen.  Die  drei  Werthe  der  dritten  Verticalcolumne  ergeben  den 
Werth  von  A-^.  Analog  das  Verfahren  fortsetzend,  gelangt  man  schliesslich  bis  zum 
Werthe  A--,.  Die  B,  C,  T)  und  £- Werthe  werden  ganz  in  der  gleichen  Weise  gebildet, 
nur  denkt  man  sich  die  Logarithmen  der  ersten  Zeile  für  die  Ermittehing  von  B, 
die  zwei  ersten  Zeilen  für  die  Ermittelung  von  C  u.  s.  f.  weggestrichen.  Durch 
dieses  einfache  A'erfahren,  dessen  Mechanismus  man  sich  bald  zu  eigen  machen  wird, 
werden  -die  erforderlichen  Factoren  leicht  erhalten. 

Nun  schreibt  man  sich  auf  den  unteren  Rand   eines  Zettels   der  Reihe  nach 
die    in    der   zweiten    Verticalcolumne    des   Eliminationsschemas    (pag.  340)    mit    dem 

Zeichen  *]   versehenen  Logarithmen  von  7^  ,    ,,  "  ,  ....   ri^J\  ,  man  erhält  so  einen 

"  [aa]       [ft6ii  [ffs]  ' 

Zahlenwerth    mehr    als   Verticalcolumnen    in    dem    vorstehenden  Schema   sind;    hält 

man  nun  diesen  Zettel  so  über  die  Reihe  der  ^4- Werthe,   dass  der  Logarithmus  von 

\jy^  über  den  Logarithmus  von  A^  zu    stehen    kommt,    schlägt   zu  J^^    die    Zahl 

t,  /  ^/  j  j  [flu 

auf,     dann    die    Zahlen    der    Producte    A,    ,,  ?'   ,   An    ,    '  ^    u.  s.  f.,  und  bringt  diese 

'     [66  1]  '        ■'    [ccz]  "^ 

Werthe  in  eine  ^'erticalco]umne ,  die  mit  x  überschrieben  ist  j  so  ist  die  Summe 
dieser  Werthe  der  Werth  der  Unbekannten  x.  Nun  rückt  man  den  Zettel  über 
die  log^-Reihe,  ohne  seine  Lage  gegen  die  Verticalcolumnen  zu  ändern  und  be- 
achtet   nur    den    ersten  Werth,    der    keinen  Logarithmus    unter  sich  stehen  hat;    zu 


diesem    schlägt    man    wieder    den    Werth    auf    und    bildet    die    Producte    B-, 


[cn  21 


Bj       ,  j    u.   s.  f..    die  man    in    die   mit    1/    überschriebene   Verticalcolumne    bringt; 

die  Summe  dieser  \\'i'rthe  ist  die  Unbekannte  y,  und  in  analoger  \\'eise  bilden  sich 
die  übrigen  Unbekannten. 

Das  Schema  der  Rechnung  stellt  sich  wie  folgt : 
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log  K 


lüg  w 


Henützt  man  wieder,  iiiii  diese  Schemen  dnrch  Zahlenbeispiele  zu  erläutern, 
die  im  vorhergehenden  Paragraphen  erhaltenen  Eliminationsgleichnngen,  so  stellt  sich 
die  Rechnung,   wie  folgt  [vergl.  Schema  pag.  348)  : 


A 


B 


I 

2 

3 

4 

' 

9.52231 

9.62148 

8„74956 

9«S6i28 
9.20511 

9^26575 

9.3S636 

7.94608 
8.70009 
8,169159 

6„  18306 

7.41992 

7.33041 
6.03937 
8„69708 

-f  0.41829 
—  0.01870 

—  0.36415 
+  0.05338 

—  0.07368 

+  0.22717 
-j-  0.00294 
-\-   0.02003 
-j-  0.01890 

—  0.00015 
-\-   0.00088 
+  0.00086 

—  0.00004 

—  0.01339 

9.52231 

+  °-39959 
9.60162 

—  0.38445 
9„58484 

+  0.26904 
9.4298! 

—  0.01184 
8„073  3S 

+  0.16037 
+  0.01036 

+  0.00883 

—  0.00282 

—  0.00839 

-)-  0.00263 
—  0.00012 
+  0.00002 
-|-  0.00012 

"„74956 

+  0.17073 
9.23231 

—  0.00238 
7„37658 

+  0.00265 
7-42325 

-|-  0.05013 
-|-  0.00906 

-)-  0.00214 

—  0.00002 

—  0.00295 

9„26575 

+  0.05919 
8.77225 

—  0.00083 
6„9i9o8 

-|-  0 .  000 1 1 
+  0.00245 

»„69 159 

4-  0.00256 
7.40824 

«„69708 
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Die   Bestimmung   der  Unbekannten    aus  den  J,  B,  C,  D  und  £■  - Coffic-ienten 
-stellj;  sich  wie  folgt  (vergl.   Schema  pag.   350): 


X 

.'/ 

- 

t 

1/ 

w 

—  0. 10287 

+  0.32403 

-j-  0.  201  10 
4-  0.16528 
+  0.00480 
+  0.00005 

+  0.97338 

0.02827 

0.07340 

0.00004 

O.OOOOI 

+  0.50327 

-l-  0.07927 

-f-  0.00106 

0 . 00000 

—  0.42990 

—  0.00088 

O.OOOOI 

+  0.01786 
+  0.00022 

+  0.59239 
9.77261 

4-  0.87166 
9.94035 

-l-  0.58360 
9.76612 

—  0.43079 

9«63427 

+  0.01808 
8.25720 

7^64514 

Vergleicht  man  die  hier  erhaltenen  Werthe  der  Unbekannten  mit  den  vorher 
durch  die  successiven  Substitutionen  (pag.  345)  bestimmten,  so  wird  man  eine  be- 
friedigende Uebereinstimmung  wahrnehmen;  der  grössere  Unterschied  im  Logarith- 
mus von  u  erklärt  sich  aus  der  Kleinheit  der  Zahl  und  beeinflusst  in  der  letzteren 
in  der  That  kaum  die  fünfte  Stelle.  Es  ist  also  ohne  grosse  Mühe  eine  scharfe 
Controle  für  die  Werthe  der  Unbekannten  hergestellt  und  es  kann  nun  an  eine 
durchgreifende  Prüfung  der  ganzen  Rechnung  geschritten  werden,  die  man  niemals 
verabsämnen  sollte.  Es  wurde  oben  (pag.  343',  durch  die  Elimination  für  die  Summe 
der  übrig  bleibenden  Fehlenjuadrate  [nnb]  der  Werth  0.02363  gefunden;  würde 
man  die  für  die  Unbekannten  erhaltenen  Werthe  in  die  früher  gefundenen  homogenen 
liedingungsgleichungen  (pag.  321,  322)  einsetzen,  so  würde  man  für  die  übrig  bleil)en- 
den  Fehler  erhalten : 

»1  =  w,  —  i'ü,  .r  4-  /;,  y  +  e,  r  -I-  f/,  /  -\-  c,  u  +  /,  to) 
»2  =  «2  —  («2  2-  +  l'i!/  +  '"2-  +  (ii^  +  e-,u  +fiw) 
»3  =  «:i  —   («:i  ^  +  l>:i!/  +  C'S=  +  ^h  t  +  «i  11  +  /,  w) 


deren  Quadratsumme  mit  der  obigen  Zahl  innerhalb  der  Unsicherheit  der  Rechnung 
stimmen  müsste.  Man  kann  aber  die  Prüfung  noch  umfassender  machen,  wenn  man 
auf  die  ursprünglichen  nicht  homogenen  Bedingungsgleichungen  pag.  320,  321)  zu- 
rückgeht, wobei  man  aber  zu  beachten  hat,  dass  die  durch  diese  letzteren  gefundenen 
Werthe  von  c  mit  der  Quadratwurzel  des  Gewichtes,  oder  was  bequemer  ist,  die 
Quadrate  der  Fehler  mit  dem  zugehörigen  Gewichte  zu  multipliciren  sind,  um  jene 
Quadratsumme  zu  erhalten,  die  durch  die  Elimination  erhalten  würde.  Multiplicirt 
man  daher  die  oben  gefundenen  Werthe  der  Unbekannten  mit  der  Fehlereinheit, 
deren  Logarithmus  oben  (pag.  321)  mit  1.5688  angenommen  wurde  und  dividirt 
dieselben  durch  die  daselbst  angenommenen  Homogenitätsfactoren ,  deren  Logarith- 
men bezielnmgsweise  0.33893,  4.0248g,  0.55422,  0.50920,  0.20387,  0.15635  sind, 
so  sind  die  Logarithmen  der  ursprünglichen  Unbekannten  .  alle  Grössen  in  Hogeii- 
seknnden  ansjesetzt : 
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loir   ("»  //    =    I  .0023 

l'»KiV' =  7-4842 

log  dÜ)  =  O.  7807 
\oghV  =  o„693q 
log  öq'  sin  i'  =  Q.6220 
log.^e'  =  9„057ü  . 

Schreibt  man  sicli  :uit'  den  iintenMi  Kiind  eines  Papieres  die  Logarithmen  dieser 
Grössen  mit  veränderten  Zeichen  hin  und  setzt  in  die  erste  Zeile  des  folgenden 
Schemas  die  ursprünglichen  Fehler  «  und  darunter  die  l'roducte  der  Unbekannten  in 
die  diesbezüglichen  (loefficienten  (pag.  320,  321),  so  wird  man  durch  die  Snmmirung 
der  über  einander  stehenden  Werthe  zur  Kenntniss  der  übrig  bleibenden  Fehler  in 
den  einzelnen  (Koordinaten  gelangen;   man  erhält  so  die  folgenden  Resultate: 

Eectascensionen . 
No.  123456789 

»  — 37"oS  — 12"73   +io"29  —  9"87  —  o"o5   +22"28   +i7"o<)  +i7"o7  -|-   >"69 

Correct.    v.    h  L'  — 20.49  — 15.70  —  9.67  — 19.68  — 17.54  — 10.02  —  9.89  — 14.71  — 21.95 

1)          ))      Uli  +32.29  -I-22.46  +12.60  -|-   7.12   -|-   3.81   -f   0.84  —  0.43  —  2.58  —  6.9g 

»          »      ö  </'  +21.62  —  7.01  — 12.98  +21.47  —  4.73  — 13.40  —  6.64  +11.39  +14.97 

.)          .)     ö  ?/■'  +  3.48  +14.00  —  0.59  +  0.08  +15.96  +  0.31   —  9.64  — 11.18  +14.65 

»          )i     ÖQ'  —  0.13+0.08   —  0.11  —  0.12  +  0.10  —  0.11+0.03+0.07         0.00 

»          »      di'  0.00  +  0.03         0.00  +  0.01    +  0.02         0.00  —  0.03  +  0.03  —  0.04 

V  —  0.28  +   1.13  —  0.46  —  0.99  —  2.43  —  o.io  +  0.49  +  0.17  +  2.32 
v-  0.08         1.28         0.21         0.98         5.90         0.01         0.24         0.03         5.38 

Declinationen . 

No.  10            11             12            13             14            15            16            17            18 

"  -I3"43   +   3"39  -  5"i9  -  7"56  —  o"64  -  8"24  -  7"35   +  4">3   -   i"30 

(.'orrect.    v.    d  L'  —  8.35  +  2.97  +  3.96  —  7.92  +  1.77  +  4.11    +  2.44  —  2.88  —  6.40 

»          >>      i\t(  +13.18  —  4.24  —  5.17  +  2.88  —  0.38  —  0.36  +  0.09  —  0.51   —  2.02 

..      ü<P  +  8.87  +   1.42   +   5.31   +  8.67  +  0.51   +  5.48  +  1.73  +  1-25  +  4-56 

"          »      i  f  +1.24  —  2. 64  +  0.15  —  0.13  —  1.61  —  0.21+2.34  —  2.17+4.14 

>i         i>    dQ'  +  0.67  —  0.23  —  0.57  +  0.66  —  0.20  —  0.58  —  0.36  +  0.30  +  0.45 

11          »       ü  i'  0.00  +  0.15  —  O.Ol  —  0.03  +  0.16         0.00  —  0.12  —  0.15  +  0.13 

V  +  2.18  +  0.82  —  1.52  —  3.43  —  0.39  +  0.20  —  1.23  +  0.97  —  0.44 
v^  4.75        0.67         2.31       11.76        0.15        0.04         1.51         0.94        0.19 

addirt  man  nun  diese  Fehlerquadrate,  nachdem  man  dieselben  mit  ihren  Gewichten 
diirchmultiplieirt  hat,  was  im  vorliegenden  Falle  wenig  Mühe  macht,  da  alle  He- 
dingungsgleichungen  das  Gewicht  i  haben,  mit  Ausnahme  der  Gleichungen  No.  3 
und  12,   denen  nur  das  Gewicht  0.5  zugeschrieben  ist,   so  findet  sich: 

[vv]  =  35"i7  . 
Aus   der  Zahl   [nnö]  =0.02563  resultirt  aber,    wenn  man    dieselbe    mit    dem 
Quadrate  der  angenommenen  Fehlereinheit  multiplicirt : 

i«m6|  =  35"i8 
was  eine  befriedigende  Uebereinstimminig  ist.   und  eine  durchgreifende  CJontrole  aller 
bisherigen  Rechnungen  abgibt. 
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§  3.   Bestiuimung  der  Gewichte  und  der  inittlereu  Fehler  der  Unbekannten. 

Im  Falle,  dass  eine  Unbekannte  durch  directe  Beobachtungen  bestimmt  wurde, 
war  die  Auswerthung  des  Gewichtes  des  arithmetischen  Mittels  sehr  einfach,  indem 
dasselbe  tmmittelbar  gleich  war  der  Summe  der  Gewichte  der  Beobachtungen;  viel 
schwieriger  wird  aber  die  Bestimmung  der  Gewichte  in  dem  nunmehr  vorliegenden 
Falle ,  wenn  durch  die  Beobachtungen  mehre  Unbekannte  gleichzeitig  bestimmt 
werden. 

Seien  die  Gewichte  der  Unbekannten  der  Reihe  nach  diirch  P,.,  P„,  P.,  .  . . 
bezeichnet ,  ferner  sollen  die  Beobachtungswerthe  «,  ,  n^ ,  n-^ .  ...  gleiches  Gewicht 
haben.  Es  ist  nämlich  oben  (])ag.  314'  gezeigt  worden,  dass  man  durch  die  Multi- 
plication  einer  jeden  15edingungsgleichuug  mit  der  Quadratwurzel  des  zugehörigen  Ge- 
wichtes derselben  ein  System  von  Beobachtungen  von  verschiedenen  Gewichten  auf 
ein  solches  mit  gleichen  Gewichten  zurückführen  kann ;  wären  also  die  vorgelegten 
Beobachtungen  von  differenter  Genauigkeit,  so  wird  vorausgesetzt ,  dass  durch  das 
eben  erwähnte  ^'erfahren  die  Zurückfühning  auf  gleiche  Gewichte  bewerkstelligt  sei. 

Die  Unbekannte  x  und  ebenso  die  anderen,  werden  sich  oifenbar  nach  dem 
linearen  C^harakter  der  in  Betracht  gezogenen  Funktionen  in  eine  lineare  Abhängig- 
keit von  den  Beobachtungsfehlern  bringen  lassen ;  man  wird  daher,  ohne  vorerst  auf 
die   Medeutung  der  CJoefficienten  näher  einzugehen,   schreiben  dürfen : 

y  =  ßt  >h  +  /^2  »h  +  ßi  ":i  +   •  •  j 

Ist  £  der  mittlere  Fehler  einer  Beobachtung  mit  der  Gewichtseinheit ,  und  sind  e^,  «„, 
«_,  . .  .  die  mittleren  Fehler  der  Unbekannten ,  so  lassen  sich  zunächst  sofort  die  Re- 
lationen aufstellen   (vergl.  pag.   311): 


=  e  ya,2  -|-  a^i  -^-  «,2  4. =  eVyaa] 


«„  =  £Vl/y,?] 


P     =—  =       • 
^  Ej.-  [tt  l<] 

P      =-?- 

y     ißß] 


Man  hat  daher  zur  Bestimmung  des  Gewichtes  der  Unbekannten  P^  nur 
die  Bedeutung  der  Summe  aa]  näher  zu  ermitteln.  Hierzu  bieten  die  Normal- 
gleichungen ein  geeignetes  Mittel;  dieselben  sind   1  vergl.  pag.  317): 

[a  a]  X  -{-  [a  b]  y  -\-  [a  c]  z  -\-  .  .  .  =  [a  n] 

[ab]  X  -\-  [b  b]y+  [bc]  z  -\-  ..  .  =  [b  n] 

[ac]  X  -\-  [b  c]  y  -I-  [c  c]  z  -\-  .  . .  =  [c  w] 


Oppolzer,  BabDbestimmuugeii,  11.  45 
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DiiilU   man   sicli   iiiiii  ein  analoges  Gleiclumgssystem  von  der  Fonn 

1««]  Q,  +  [ab]  Q.2  +  [ac]  Q.,  +  .  .  .  =  i 


[ah]  Q,  +  [bb]  Q2  +  Ujc]  Q;  +  ... 
[ac]  Ö,  +  [bc]  Q2  +  [cc]  Q,  +  ... 


o 
o 


3) 


so  erhält  man  durch  Auflösung  dieses  Systemcs  die  Werthe  der  Grösse  Q, ,  Q2,  Q,  .  .  . ; 
addirt  man  nun  die  Normalgleichungen,  nachdem  man  dieselhen  der  Reihe  nach 
mit  Q, ,  Q2,  Q:)  .  .  durchmultiplicirt  hat ,  so  erhält  man  mit  Rücksicht  auf  die  in 
3)   aufgestellten  Bedingungen  nach  der  Addition: 

X  =  [an]  Q,  +  [bn]  Q^  +  [cn]  Q,  +  . . . 

Löst  man  nun  in  dieser  Gleichung  die  Summen  auf  und  ordnet  nach  den  Grössen  w. 
so  werden  die  C^oefficienten  der  verschiedenen  ?i  mit  den  «-(!oefficieuten  der 
Gleichung  i )  identisch  werden  und  man  wird  durch  die  Gleichsetzung  erhalten : 

«1  =  a,  Qi  +  bi  Q2  +  ci  Q3  +  •  •  • 

«2  =  «2  Öl    +    ^2  Q'l  +  C'l  Q3   +   ■  ■  • 

«,,  =  a^Qi  +  63  0-2  +  ('3  Q3  +  .  . . 


4) 


Um  nun  die  geforderte  Bestimmung  von  [« «]  zu  erhalten ,  denke  man  sich 
vorerst  diese  Gleichungen  links  und  rechts  mit  «i,  02,  «a  ••  multiplicirt  und  addirt, 
dann  folgt  sofort  mit  Rüchsicht  auf  die  erste  Gleichung  und  3)  : 

«I  «I    +  «-i«-)  +  «3«:t  +   •  ■    =   [««]   =   I  5) 

ebenso  wird  die  Multiplication  mit  b.   c  u.  s.  w.  ergehen  : 

«1  bi  +  «2  h  +  «;t  ^3  4-  •  •  •  =   [ß  *]  =  O  I 

a,  e,  +  «2  '■2  +  «3  «'s  +  •  •  ■  =  [«^1  =  o  (  6) 


weiter  gibt  aber  die  Multiplication  der  Gleichungen  41  mit  den  zugehörigen  a  und 
Addition  derselben  mit  Rücksicht  auf  die  Relationen  5)   und  6) ; 

[aa]  =  Q,  7) 

womit  also  die  Bestimmung  des  reciproken  Werthes  des  Gewichtes  von  x  er- 
reicht ist,  da  ja  die  Bestimmung  von  Qj  ans  den  Gleichungen  3)  keinen  weiteren 
Schwierigkeiten  unterworfen  ist.  Wollte  man  m  analoger  Weise  die  l^estimmung 
der  Werthe  [ßß],  [yy]  .  •  •  durchführen,  so  würde  man  nun  in  den  Gleichungen  3) 
für  die  erstere  Bestimmxmg  in  der  zweiten  Gleichling  rechts  vom  Gleichheitszeichen 
die  Einheit  zu  setzen  haben,  für  die  anderen  Gleichungen  aber  die  Null  einsetzen, 
für  die  Bestimmung  von  [yy]  würde  man  die  dritte  Gleichung  der  Einheit  gleich 
setzen  u.  s  f.  Man  gelangt  dadurch  zn  dem  Schlüsse,  dass  man  den  reciproken 
Werth  des  Gewichtes  einer  jeden  l'nbekannten  leicht  erhält,  wenn  man  in  die  Nor- 
malgleichungen    der    Reihe    nach    rechts     vom    Gleicliheitszeichi>n     für   .r    die    erste 
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Gleichung,  für  y  die  zweite  Gleichung  u.  s.  f.  der  Einheit,  die  übrigen  Coöfficienten 
rechts  vom  Gleichheitszeichen  der  Null  gleich  setzt  und  die  Gleichungen  diesen 
Bedingungen  entsprechend  (.i  mal  auflöst,  wobei  fx  die  Anzahl  der  Unbekaiuiten  vor- 
stellt; der  an  Stelle  der  betreftenden  Unbekannten  auftretende  Werth  ist  der  gesuchte. 
So  einfach  scheinbar  diese  Methode  ist,  so  würde  dieselbe  in  der  eben  hingestellten 
Form  doch  recht  beschwerlich  ausfallen ,  weil  man  das  Gleichungssystem  f^i  mal  auf- 
zulösen hätte ;  es  lassen  sich  aber  Methoden  der  Rechnung  angeben ,  welche  diese 
Arbeit  mit  ISenützung  der  bereits  bereclmeten  Coefficienteu  auf  eine  höchst  unbe- 
trächtliche reduciren. 

Dehnt  man  die  folgenden  Elitwickelungen  auf  deii  Fall  von  6  Unbekannten 
aus,  so  hat  man  zur  Bestimmung  des  Gewichtes  von  x  nach  dem  Vorausgehenden 
in  den  Normalgleichungen  zu  setzen: 

[an]  =  I  ,      [cw]  ^  o  ,      [en\  =  o 
[bn]  =  o  ,      [dn]  =  o  ,      [/«]  =^  o  ; 

beachtet  man .  dass  nach  der  vorliegenden  Methode  der  GcA's'ichtsVjestimmuug  die 
Auswerthung  des  reciproken  Werthes  des  Gewichtes  durch  die  successive  Elimination 
sich  genau  so  gestaltet,  wie  die  Ermittelung  des  Werthes  von  x,  so  sieht  man  so- 
fort ,  dass  nur  jene  Ililfsgrössen  Abänderungen  erfahren  werden,  die  mit  ti  verbun- 
den erscheinen,  die  übrigen  bleiben  unverändert;  man  wird  also  zu  setzen  haben, 
wenn  man  die  bei  der  directen  Bestimmung  der  Unbekannten  'pag.  346,  347)  be- 
nützten Hilfsgrössen  einführt: 

[467]  ^'  —  ^2 , 

[ad]  [bdi]       .  [cdi]     .    . 

'  [aa]~  [661]  "*'  ~  1^7^  ^2  —  ^^ 

[ftrfi]     . 

-^1  > 


[bni]  =  —  i — f 

'■         -■                [a  a] 

=  A, 

,  [cm] 

\ac\ 
[aa] 

[dni]  =: 

L^'*']=         [aa] 

,  [dm] 

_  [ad] 
[aa] 

[e«3]  = 

[dnA=   ;»'^i 

L                          [a  a] 

,  [e  n  2] 

[ae] 

[aa] 

r           1                  l"  «1 
^         '               [aa] 

,  [/«-'] 

1«/] 
[aa] 

[bhx] 


[£_£l {be  ']  ^    [ec^ 


[aa]         [hh\]       '  [ccz] 

[iei] 


[hhx 


A 


[af]_\bfi\   ^    _  [cfz] 


[aa]         [bbi]       '  [ccz] 

b/i] 
[bbi] 


L*/']  A, 


"-•'        '  [a  a] 


L^"4J—        [„„]        [667]^»         [F^]  A  —  [ddT]  ^'' —  ^* 

I  fnc]  —  _  [«/l         [*/■!   A  t'^.Al     A  Wi]    A  [«/4]    A    ^    A 

L/ "5J  —       [^  —  [bbT]  ^'  ~  i^Ti]  ^2  -  [7^  ^3  -  1^7^  ^4  —  ^5  ■ 

Oben   (pag.  347)   war  für  die  directe  Bestimmung  von  ,r  gefunden  worden  die 
Gleichung : 

45* 


8) 


.350 


[an]     ,     [bni]      .      ,     [cm]     .      ,     [dn%]      .      .     [ent,]      .  [fns]     . 

Mail  liat  also  in  dem  vorliegenden  Falle  gemäss  den  Gleichungen  8)  'pag.  355)  in  die- 
sen Ausdnick  statt  [«?«],  \bn\\,  [flM2j,  [6?«3] .  [e«4],  I/W5]  beziehungsweise  die 
Werthe  1,  .1,,  A-i,  A-,,^  A^  und  A^,  zu  setzen  und  erhält  also  zur  Uestimmung  des 
reciprokcn   Werthes  des  Gewichtes  von  .r  die  Gleiclning : 


4-i 


+  ■ 


+  ■ 


^'  +  i 


9) 


P,  \aa]     1    [hb-L]    T^[cc2]  ^  [drf3]  ^     lee4]      '    l//S]  ' 

Will  man  das  Gewicht  von  y  bestimmen,   so  hat  man  zu  setzen : 

[awj  =  o,    [6w]  =  1  ,    \c.n\  =  o,    \d^i\  ="0,    [eii]  =  o,    [J'n]  =  o  . . 

oder  was  auf  dasselbe  hinauskommt: 

[bni]  =  1  ,      [dn  i]  =  o  ,      [/« i]  =  o  , 
[e  »  I  ]  =  o  ,      [e  w  I  ]  =  o  , 

verfährt  man  nun  in  ganz  ähnlicher  Weise  wie  oben,  so  wird  man  leicht  finden, 
dass  für  die  Bestimmung  des  Gewichtes  von  y,  welches  durch  Py  bezeichnet  ist. 
resultirt : 


I 
1^ 


I        .    B2B2    .    B3B3    .    BiBi    .    Bf,B^ 


von   t : 


[bbl]       '      ICC2]       '      [ddi]       '      [664]        '      [ffS] 

Zur  Bestimmung  des  Gewichtes  von  z  wird  man  zu  setzen  haben: 

[cm]  ^  I        [e«2]  =  o 
[dtiz]  =  O  ,      [/W2]  =  o  , 

[dni]  =  I  ,     [/w3]  =  o 


von  m: 


von  w. 


[e?i7,\  =0 


[ew4]  =  I  ,      [/w4]  =  o 


L/"5]  =  I  • 

Es   bestimmen    sich    also   die  reciproken  Werthe    der  Gewichte  der  einzelnen 
Unbekannten  durch  die  Gleichungen : 


P. 


I 

'Pz 
I 

I 


I 

[aa] 


^  [bbl]  ^ 


^■2  ^2  _,    ^3-43  _i    AjAj 


[bhi] 


+ 


[ccz 

SjBi 

[ccz] 
I 

[CC2] 


^+ 


+ 


ie«4l 


+ 


+ 


[ddi 

B3B3    .    BjBj    . 

[ddi]  "^  [ee4]    "^ 
Cj  Ca     I    C'4  Cj     I 
"^[6.4]  "^ 
_■ ,    DtDj    , 

+ 


[ddz] 


^5^5 

[//S] 
StB, 

[ffs] 
[ffs] 


Ufs] 

[6  6  4]     "^    [ffs] 


Iffs] 


10 
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Aus  den  Gleichungen  i  o)  erhält  man  also  mit  Hilfe  der  bereits  vorhandenen 
Hilfsgrössen  in  sehr  einfacher  Weise  die  reciproken  Werthe  der  Gewichte .  wobei 
man  zu  beachten  haben  wird,  dass  dies  eigentlich  jene  Werthe  sind,  deren  man  zur 
Bestimmung  der  mittleren  Fehler  bedarf,  da  ja  die  Quadrate  der  mittleren  Fehler 
umgekehrt  proportional  den  Gewichten  sind.  Ausserdem  ist  es  klar,  dass  von  einer 
Gewichtsbestimmung  ganz  wohl  die  Rede  sein  kann,  wenn  die  Anzahl  der  ßedingungs- 
gleichungen  der  Anzahl  der  Unbekannten  gleich  ist. 

Die  Bestimmung  der  mittleren  Fehler  der  Unbekannten  wird  also  sofort  thnn- 
lich  sein,  wenn  der  mittlere  Fehler  einer  Beobachtung  mit  dem  Gewichte  i  bekannt 
ist ;  es  sollen  nun  die  zur  Bestimmung  der  letzteren  Grösse  nöthigen  Ableitungen 
vorgenommen  werden,  wobei  die  schon  früher  berechnete  Grösse  [vv]  =  [n?i]  ihre 
Verwendung  findet. 

Es  sei  der  mittlere  Fehler  einer  Beobachtung  mit  der  Gewichtseinheit  s  luul 
es  wird  vorausgesetzt,  dass  alle  Hedingungsgleichungen  das  gleiche  Gewicht  haben, 
was  stets  dadurch  erreicht  wird  vergl.  pag.  314),  dass  man  vor  Beginn  der  An- 
wendung der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  alle  vorhandenen  Bedingungsgleichun- 
gen  mit  der  Quadratwurzel  des  zugehörigen  Gewichtes  durchmultiplicirt ;  das  Ge- 
wicht einer  solchen  Gleichung  soll  nun  der  Einheit  gleich  sein,  also  der  mittlere 
Fehler  derselben  e;  bezeichnet  man  wieder  mit  »,,  »2-  »3  •  •  •  die  Unterschiede  zwi- 
schen der  lieobachtung  und  Rechnung  nach  erfolgter  Ausgleichung,  mit  Jj ,  ^2.  -^3  •  • 
die  wirklichen  Beobachtungsfehler,  sind  x,  ij,  z  ...  die  durch  die  Ausgleichungs- 
rechnungen gefundenen  Werthe  der  Unbekannten,  .r -|- ^.r,  i/-\-dij.  z -\- dz  ... 
die  wahren  Werthe  derselben,  so  hat  man  offenbar  (vergl.  pag.  315)  die  zwei 
Gleichungssysteme :  * 

ai  X  -{-  bi  y  +  ci  z  -i-  . .  .  —  -fh  =  —  Vi 

«2  z  -1-  Äj  y  +  ^2  z  +  •  •  •  —  7l2=  —  V2 
a-i  X  +  b^  y  -}-  Ci  z  +  ...  —  %  =  —  »3 


II 


12 


a,  (x  +  öx)  +bi{y  +  dy]  +  ci(z  +  6z)  +  . . .  -  fh  =  —  J^ 
«2  [x  +  dx)  +  boiy  +  dy]  -f-  C2  {z  +  Sz)  +  .  . .  —  71^  =  —  Ji 
a-i  [x  +  dx]  +b^{y  +  8y]  ->r  c.,[z  +  8z)  +  . . .  —  n^  =  —  J^l 

Multiplicirt   man   nun    die  Gleichungen   11)    der  Reihe  nach    mit  «i,   V2,  «3   •  •  •   "nd 
addirt,   so  erhält  man.   da  die  Relation   (vergl.  pag.  337)   besteht: 

[av]  =  [bv\  =  [cv]  =  ...  ^  o  , 
sofort : 

[V7l\  ^=  [vv]  13) 

Verfährt  man  ebenso  mit  den  Gleichungen   12),  so  findet  sich  andererseits: 

[V7l]   =   [VJ]    .  14) 

Die  A'ereinigung  der  Resultate  der  Gleichungen   13)   und   14)    ergibt: 

[vv]  =  [vJ]   .  15) 


358     

Um  imii  die  Siiiiimc  der  tluitsächlicheii  Fehluiquadrate  \JJ\  mit  der  mini- 
malen \vv\  mit  Hilfe  der  Fehler  der  l'iibekannten  in  Verbindung  zu  briiifa;eii,  mtilti- 
l)licirt  man  die  Gleichungen  ii  und  \2]  der  Reihe  nach  mit  J^,  J^,  J-^  ...  und 
erhält  so  durch  Addition  : 

[aJ]x  +  [bJ]y  +  [cJ]z-\-  ...  —  [nJ]  =  —  [v^]  =  —  [vv] 

[aJ]  [x  +  Sx)  +  [bJ]{y  +  öy]  +  [cJ][z  +  8z)  +  .  . .  —  [nJ]  =  -  [J  J] 

Die  Subtraction  dieser  Gleichnngen  ergibt: 

[JJ]  =  [vv]  —  [aJ\öx  —  [bJ]dy  —  [cJ]dz  —  ...  i6) 

wobei  offenbar  nach  der  Idee  des  mittleren  Fehlers  zu  setzen   sein  wird : 

[z///]  =  mes  ,  17) 

wenn  »?  die  Anzahl  der  üedingungsgleichungen  vorstellt.  Die  IJestimmung  von 
[.^  ^  aus  der  Gleichung  16)  hätte  keine  weitere  Schwierigkeit,  wenn  die  Fehler  der 
für  die  Unbekannten  gefundenen  Werthe  bekannt  wären ,  eine  Kestimmung  die  offen- 
bar unthunlich  ist;  doch  soll  sofort  gezeigt  werden,  welche  Werthe  man  diesen 
Fehlern  nach  den  l'rincipien  der  Wahrscheinlichkeit  beimessen  kann.  Multiplicirt 
man  die  Gleichungen  12)  der  Reihe  nach  mit  «j,  «2!  *a  •••  "'^d  addirt  dieselben 
so. findet  sich  leicht: 

[aa]  X  +  [ab]  y  +  [ac\z  +  .  .  .  —  [an]     \ 
+  [aa]8x -[-  [ab]6y -\-[ac]dz  + 1 

Nun  ist  aber  die  erste  Zeile  in  diesem  Ausdi'ucke  der  Bestimmung  der  Nor- 
malgleichnngen  entsprechend  der  Null  gleich,  man  hat  daher,  wenn  man  die  ana- 
lügeii  Resultate  hinschreibt ,  die  die  Multiplication  mit  den  6 ,  c  . .  Coefticienten 
ergibt : 

[aa]  dx  -\-  [ab]  dy  -\-  [ac]Sz  -\-  ...  +  [«-^1  =0 
[ab]öx-i-[bh]dy+[be]dz+  ...  +  [bJ]=o       [  ^^j 

[ac]dx  +  [b  c]  dy  +  [c  c]dz  +  .  .  .  -{-  [cJ]  =  o 


Die  Gleichungen  19)  sind  wie  Normalgleichungen  zusammengesetzt,  nur  stehen 
an  Stelle  der  Unbekannten  die  Fehler  derselben  und  anstatt  m  die  Grössen  —  J; 
es  wird  daher  die  Bestimmung  dieser  Fehler  durch  die  Grössen  —  .^  in  derselben 
Weise  vorgenommen  werden  dürfen ,  wie  die  Bestimmung  der  Unbekannten  a«s  n 
und  man  wird  deshalb  die  in  der  Gleichung  i)  (pag.  353)  auftretenden  a,  ß,  y  .  .  . 
Coefficienten  ohne  Abänderung  benützen  dürfen  tind  die  Relationen  erhalten: 

öx==  —  {aiJi  +  «2  ^-2  +  «3  -^3  +  •  ■  ■  } 

^y  =  -  { A ^1  +  Ä^2  +  Ä^3  +  ■  ■  ■ } 

öz  =  —  {  yi  Jy  +  72  -^i  +  y-i^-iA-  ■■■] 


20 


Setzt   man  diese   Werthe   in   die    Gleichungen  1 6)   ein ,    so   wird    man ,    wenn 
man  die  Summe  [aJ]  auflöst,   für  die  einzelnen  Glieder  erhalten: 


I 
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—  {aJ\6x  =  (a,  J^  +  u-i  J2  +  <h  •^:i  +  ■  •  •)    '«1  ^\  +  «2  ^l  +  ";)  -^:!  +   ■  ■  •' 

—  [bJ]  öy  =  [b,  J,  +  i,  ^2  +  b.,J.,  +  ..  .)  [li,  J^  +  th  -J-i  +  A  ^.  +  •  ■  •) 

—  {Cj]6z=    (C,  ^1    +  C2  ^2   +  Ca  ^3    +   .  ■  •)     (yi  -^1  +  Yl'^-l   +   73  -^3    +    •  •  •) 


Man  wird  vor  Allem  behaupten  können,  dass  diese  Prodncte  nothwendig  positiv  sein 
müssen,  denn  die  Constanten  sind  so  bestimmt,  dass  [»0]  ein  Minimum  ist;  jede  von 
der  durch  die  Normalgleiclmng  erhaltenen  Bestimmung  der  Unbekannten  abweichende 
Mestimmung  wird  daher  diese  Fehlerquadratsumme  vermehren  müssen ,  woraus  \\\\- 
mittelbar  mit  Berücksichtigung  der  Gleichung  16)  die  aufgestellte  Behauptung  be- 
stätigt wird. 

Führt  man  nun  die  in  2 1 1  angezeigten  Multiplicationen  durch  und  beschränkt 
sich  auf  die  erste  Gleichung  allein,  indem  die  übrigen  in  gleicher  Weise  behandelt 
werden  können,  so  kann  das  Resiiltat  dieser  Multiplication  in  der  folgenden  Weise 
hingeschrieben  werden  : 

—  [a,i/]  d  a;  =  «1  «,  .J,  J^  +  «2  «2  ^2  ^1  M-  « 3  «3  -/3  ^3  +  •••+-  ?  (•^p  ^r) 
wobei  unter  den  Zeichen  ,^  alle  jene  Producte  zusammengefasst  geda('ht  erscheinen, 
die  verschiedenen  Fehlern    angehören ,    während    die    ersteren    GUeder    die  Quadrate 
dieser  Fehler  enthalten;    setzt   man   nun    für  J\^\,  ^1^1.  -^-^^-.^  •■    ihre    mittleren 
Fehlerquadrate  ee  und  beachtet,   dass  nach  Gleichung  3)    ,i)ag.  334]   ist: 

\_aa\  =  I  , 
so  erhält  man : 

—  [«  ^ ,  6'  r  =  £  e  4-  -  y  {-^p  -^r)  '■< 
der  erste  Theil  rechter  Hand  wird  als  Quadrat  nothwendig  positiv  sein,  also  der 
obigen  Forderung,  dass  —  [aJ]dx  positiv  ist ,  genügen ;  im  letzteren  Theile  wird 
aber  wegen  der  Combination  der  verschiedenen  Fehler  mit  eiiumder,  und  da  posi- 
tive inid  negative  Fehler  die  gleiche  Wahrscheinlichkeit  haben,  die  angezeigte  Summe 
bald  positive  bald  negative  Werthe  erhalten,  die  aber  im  Allgemeinen  gegen  das 
erstere  Glied  klein  sein  werden ;  man  darf  daher  im  Durchschnitte  annehmen,  dass  ist 

—  [aJ]  dx  =  es  ; 
durch  ganz  ähnliche  Schlüsse  erhält  man  die  Relationen : 

—  [bJ\öy  =  —  [cJ]dz=...=^se  . 

Setzt  man  diese  Relationen  in  die  Gleichung  16)  ein,  s(j  erhält  man  also,  wenn 
man  mit  /(   die  Anzahl  der  Unbekannten  bezeichnet,   mit  lüieksicht  auf  17): 

mse  ^=  [v v]  -\-  fiee 
in  welcher  Gleichung  m  die  Anzahl    der  Hedingungsgleichungen  vorstellt;  bestimmt 
mau   daraus  4,    so  findet  sich: 


—    y  m—fi 
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womit  die  verlangte  Bestimmung    des   mittleren  Fehlers    der  Gewichtseinheit  erlangt 
ist.      Die  Bestimmung  des   wahrscheinlichen  Fehlers  nach  dieser  Formel  zeigt,    dass 
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an  eine  solclio  nur  gedacht  werden  kann,  wenn  mehr  Bedingimgsgleichungen  vorhanden 
sind,  als  die  Anzahl  der  Unbekannten  beträgt.  Verbindet  man  diese  so  gewonnenen 
Wcu'the  von  e  mit  den  durch  die  (ileichung  lo)  (pag.  356)  bestimmten  Gewichten, 
so  erhält  man  di(^  mittleren  Fehler  der  Unbekannten  bestimmt  durch : 


£-  = 


6 
E 


23) 


Indem  somit  die  letzte  gestellte  Aufgabe  erledigt  erscheint,  wird  es  wieder 
angemessen  erscheinen ,  die  Rechnungsschemen  anzugeben  und  durch  ein  lieispiel 
zu  erläutern.  Zur  lierechntmg  fler  Formeln  lo)  wird  man  sich  in  das  Schema  in 
der  unmittelbar  ersichtlichen  Weise  die  Logarithmen  der  Quadrate  der  bereits  er- 
mittelten ililfsgrössen  eintragen ,  auf  den  unteren  Rand  eines  Papieres  die  Com- 
plemente  der  Logarithmen  von  [a «] ,    [bbi].  [ccz],    [dd^],    [ee^],  [/ys]  aufschreiben 


und  diese  Logarithmen  über  die  A-  Zeile  halten,   so  dass  log 


iffs\ 


über   log  A^"^  zu 


stehen  kommt;    hierbei   wird   der  log  i^ — ;  über  die  Zahlen  des  Schemas  hinausragen; 

zu  diesem  letzteren  Logarithmus  wird  man  die  Zahl  aufschlagen  und  unter  dieselbe  in 
eine  ^'ertikalcolurane  die  übrigen  Produkte  der  Horizontalzeile  bringen,  die  Summe 
dieser  Zahlen  ist  der  reciproke  Werth  des  Gewichtes  von  x;  nun  rückt  man  das 
Papier  vertikal  um  eine  Horizontalzeile  herab,  schlägt  zum  ersten  nach  links  vor- 
stehenden Logarithmus  die  Zahl  und  die  übrigen  Produkte  auf  und  bringt  alles  wieder 

in    eine    Vertikalcoliimne ,    die    Summe    dieser    Werthe   ist   ^-  u.  s.  f. ;    das  Schema 

stellt  sich  also  wie  folgt : 


I 

z 

3 

4 

s 

log  A,-i 

log  A-^i 
log  B-^ 

log  Aa^            log  Ai^            log  A- 

log  Bgi            log  £42            log  ^52 

log  C32             log  C42            log  Cr;i 

i      logA^     1      logDä- 

l       log  £5-^ 

I 

\ 

[aa] 
AiAx 
[bbl] 
A-2  Ao 

lCC2] 

A^Ai 

[ddi] 
AtAt 
[««4] 
AiA^ 

[ffs] 

[bbl] 
B2B2 
[ccz] 
-B3-B3 

[ddi] 

B,Bi 

[e«'4 

[ffs] 

[ccz] 
C3C3 
[ddi] 
CiC, 

[ee^] 
CsCs 
ffs] 

[ddi] 

Di  Di 

[ce4l 

AA 

[ffs] 

[CC4] 

[ffs] 

log  (i:P^i 

log  (I  :  P,j] 

I   p._ 

log  1 X  :  P.) 

1    P, 

log  II   :  P,l 

I  :  r„ 

log  (I  :  P„) 

log  'I   :  Pn- 
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Die  Fortsetzung  des  oben  gegebenen  Rechnungsbeispieles  gibt  also  mit  Eück- 
sicht  auf  das  obige  Schema: 


9.04462 

9.20324 

9.16968 

8.85962 

6. 14670 

7.49912 

8.46462 

4-75316 

4.84650 

8.53'SO 

7-54450 
7.38318 

3.83816 
4.81648 
7.39416 

+0.19053 

+0.  76670 

+0.32035 

+o-353>9 

+0.24316 

+0.08496 

+  O.OOIOI 

+0.01201 

+0.00059 

+0.00060 

+0.05II5 

+0.01029 

+0.00085 

+0. 00000 

+0.05220 

+0.00000 

+0.00000 

+0.01760 

+0 .  00000 

+0.00003 

+0.39647 

+0.77800 

+  °-3332i 

+0.35378 

+  0.24376 

9.5982 

9.8910 

9.5227 

9-5487 

9.3870 

9.3848 

Die  Summe  der  übrig  bleibenden  Fehlerquadrate  ist   (vergl.   ])ag.  343)  : 
[vv]  =  [n?ib]  =  0.02563  . 
Da  im  vorliegenden  Falle  w  =  i8  und  ju  =  6  ist,   so  findet  sich  der  mittlere  Fehler 
einer  Hedingungsgleichung  nach  der  Formel  23)    (pag.  360)  : 

log  £  =  8.6647  ■ 
Will  man  diesen  mittleren  Fehler  in   Hogensekunden  kennen,   so  wird  man  dieses  so 
gefundene    s  mit   der  Fehlereinheit,    deren  Logarithmus  oben    mit    1,5688  angenom- 
men wurde,   zu  multipliciren  haben   und  es  findet  sich  also  : 

.=  ±  i"7i2; 
will  man  nun  dif  Unsicherheit,  d,  h.  den  mittleren  Fehler  der  Elemente  selbst  ken- 
nen, so  wird  man  zu  beachten  haben,  dass  die  vorliegende  Auflösung  nicht  die  Un- 
bekannten selbst  gibt,  sondern  Unbekannte,  die  in  einer  linearen  Relation  zu  den  er- 
steren  stehen;  die  diesbejiüglichen  Factoren  wurden  oben  (p«ig.  321)  angenommen  (die 
Coefficienten  sind  logarithmisch  angesetzt)  : 

X  =  o  33893  bL'  ,     <   =  0.50920  ö  'F 

1/  =  4.02489  bfc    ,     M  =  0.20387  öq'  sin»' 

«  =  0.55422  ö(i»    ,     tu  =  0.15635  bi' 
man  wird  also  die  Quadratwurzeln  der  gefundenen  Reciproken    der  Gewichte  mit  e 
zu  multipliciren    und    durch    die    diesbezüglichen    Homogenitätscoefficienten  zu  divi- 
diren  haben,   um  die  mittleren  Fehler  der  Elemente  zu  erhalten,   und  mit  Benützung 
der  vorstehenden  Zahlen  finden : 


ittlerer  Fehler 

von  bL' 

=  ±  o"494 

»               » 

»    b  1^1 

^  dz  0.000143 

»               » 

»    b0 

=  ±  0.276 

»               » 

>,    b^ 

=  ±0.315   , 

»               » 

öQ'  sini' 

=  ±  0.529 

»               » 

bi' 

=  ±  0.588  . 

Oppolzer,  liahnbestiramungen.  II. 
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§  (».     ItcliaiMlIniiu;  der  vorgeleifim  Auffalle   im   Falle,   dass   die  Auflösung  der 
NornialfjleicluiiiKeii  besonderen  Unsicherlieiten  unterworfen  ist. 

Die  in  den  voiiuisgehenden  Paragraphen  gegebenen  Vorschriften  bedürfen 
unter  Umständen  einen-  etwas  veränderten  liehandlnng,  wenn  nämUch  die  Auflösung 
der  Normalgleichungen  besondere  Unsicherheiten  bietet ;  man  erkennt  diese  Un- 
sicherheiten ,  wenn  man  nicht  schon  vor  Beginn  der  Lösung  von  diesem  Umstände» 
Kenntniss  hat,  sofort  daran,  dass  der  erste  Coefficient  einer  oder  mehrer  Eliminations- 
gleichungen sehr  klein  wird;  es  sind  diese  Coefficienten  oben  mit  den  Symbolen 
[aa\,  [hh\],  [ccz],  [ddi\,  ...  identificirt  worden.  Diese  C-'oefficienten  müssen,  wie 
man  dies  aus  ihrer  Entstehung  sofort  ableitet  (vergl.  pag.  331).  nothwendig  positiv 
sein,  es  kann  aber  in  Fällen  besonderer  Unsicherheit,  wo  dann  der  fragliche  Coef- 
ücient  unter  die  (irenze  der  Sicherheit  der  Kechnung  tritt,  der  paradoxe  Fall  eüi- 
treten ,  dass  dieser  Coefficient  thatsächlich  negativ  gefunden  wird.  Die  Ursache 
dieser  Erscheinung  ist  oben  (pag.  332)  erklärt  worden,  als  bedingt  durch  das  nahe 
proportionale  ^'erhältniss  zweier  oder  melirer  ('oefficientenreihen.  Ist  der  Zu- 
sainmenhang  zwischen  den  Ihibekannten  und  den  IJeobachtungen  ein  völlig  linearer, 
so  kann  dem  eben  bemerkten  Nachtheile  dadurch  begegnet  werden ,  dass  man  die 
ganze  Rechnung  auf  eine  grössere  Anzahl  von  Decimalen,  als  im  Endresultate  ver- 
langt werden ,  anlegt ;  doch  macht  diese  Ausdehnung  der  Rechnung  auf  mehr 
Decimalen  die  Arbeit  bei  den  zahlreichen  ]\Iultiplicationen  sehr  mühsam  und  zeit- 
raubend. Bei  der  Anwendung  auf  die  in  dem  vorliegenden  Werke  auftretenden  Pro- 
bleme hat  man  aber  niemals  mit  solchen  linearen  Functionen  zu  thun,  so  dass  das 
eben  in  Vorschlag  gebrachte  Verfahren  wenig  Aussicht  auf  Erfolg  hätte ,  denn  die 
in  Anwendung  gebrachten  Differentialquotienten  zwischen  den  Incrementen  der  I'n- 
bekannten  und  den  beobachteten  Werthen  -«erden  bei  so  bedeutenden  Aenderungen 
nicht  constant  angenommen  werden  dürfen.  Man  wird  aber  hieraus  die  im  Allge- 
meinen zu  wenig  beachtete  15emerkung  ableiten ,  dass  man  die  Wahl  der  Unbe- 
kannten des  Problemes  so  vorzunehmen  hat,  dass  der  Zusammenhang  zwischen  den 
Aenderungen  derselben  und  den  Beobachtungen  ein  möglichst  linearer  wird ;  hierfür 
können  aber  keine  allgemeinen  Methoden  gegeben  werden,  und  man  wird  von  Fall 
zu  Fall  für  das  vorgelegte  Problem  die  entsprechendsten  Hilfsmittel  einzuführen 
trachten.  So  viel  kann  man  aber  im  Allgemeinen  bemerken,  dass  man  durch  die 
Lösung  des  Problemes  unter  A'oraussetzung  der  Linearität  der  Finiktionen  den 
gesuchten  Resultaten  näher  kommen  wird  ;  trifft  diese  Annäherung  nicht  hin- 
reichend zu,  so  wird  die  Anwendung  der  mit  Hilfe  des  zuletzt  gewonnenen  Resul- 
tates neu  berechneten  Differentialquotienten  eine  abermalige  Verbesserung  finden 
lassen,  welches  Verfahren  fortgesetzt  im  Allgemeinen  eine  mehr  minder  rasche  Con- 
vergenz  zeigen  wird.  Man  wird  aber  leicht  bemerken,  dass  dieser  Vorgang  ^iel  an 
Kürze  zu  wünschen  übrig  lassen  \\-ir(l ,  denn  man  hat  für  jede  Verbesserung  die 
l\('cbininii-(ni     ganz     vom    Anfang    an    neu     durchzuführen;     die    in     diesem    Werke 
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angeführten  Methoden  sind  jedoch  so  gewählt,  dass  man  wohl  nur  in  sehr  sel- 
tenen Fällen  auf  dieses  beschwerliche  Verfahren  zurückgeführt  wird. 

Man  wird  meist  schon  bei  l^eginn  der  llechnungeu  theils  durch  anderweitig 
gewonnene  Erfahrungen,  theils  aus  theoretischen  Betrachtungen  mssen  können,  ob 
in  dem  vorgelegten  Falle  besondere  Unsicherheiten  in  der  Lösung  des  Problemes  zu 
erwarten  sind;  so  wird  z.  IV  die  Bestimmung  der  Bahnelemente  eines  kleinen  Pla- 
neten aus  den  l>eol)achtungen  einer  Opposition  meist  in  zwei  Elementen  eine  be- 
sondere Unsicherheit  hervortreten  lassen,  aus  zwei  Oppositionen  in  einem;  die  Be- 
stimmung einer  Kometenbahn  aus  den  Beobachtungen  einer  Erscheinung  wird  im 
Allgemeinen  meist  nur  eine  Unbekannte  besonders  unsicher  erscheinen  lassen.  Man 
wird  sich  hierbei  klar  zu  machen  haben ,  dass  diese  Unsicherheit ,  wenn  nicht 
die  AVahl  der  Unbekannten  besonders  zweckmässig  vorgenommen  werden  kann,  sich 
meist  auf  die  übrigen  Unbekannten  erstreckt,  indem  sich  diese  als  Functionen  des 
unsicheren  Elementes  darstellen  lassen;  die  Bestimmung  der  übrigen  Elemente  er- 
scheint sofort  sicher,  wenn  man  eine  Kelation  einführt,  die  die  Unsicherheit  in  dem 
fraglichen  Elemente  aufliebt.  Bei  Bahnbestimmungen  werden  aber  solche,  die  Un- 
sicherheit behebende  Relationen  selten  gentig  herbeigeschafft  werden  können ,  wenn 
nicht  anderweitige  neue,  der  Zeit  nach  weit  abstehende  Beobachtungen  herangezogen 
werden  können ;  doch  wird  zum  Beispiel  der  Umstand,  dass  die  meisten  Kometen 
nahezu  parabolische  Bahnen  haben,  benützt  werden  können ,  bei  der  Lösung  des 
Problemes  in  diesem  Falle  e  =  i  zu  setzen ;  es  wird  durch  diese  Specialisirung  in 
den  meisten  Füllen  die  Unsicherheit  in  der  Auffindung  der  Elemente  behoben. 

Nach  diesen  einleitenden  Bemerkungen  will  ich  nun  noch  auf  die  Methode 
eingehen,  die  man  im  Falle  einer  besonderen  Unsicherheit  in  der  Auflösung  der 
Normalgleichungen  anwenden  kann,  um  so  weit  als  thinilich  Resultate  zu  erlangen, 
die  den  Principien  der  AVahrscheinliehkeit  gemäss  bestimmt  sind.  Es  ist  klar,  dass, 
da  im  Allgemeinen  zu  dieser  Lösung  keine  neuen  theoretischen  Bedingungen  ein- 
geführt werden  können  und  dürfen,  eigentlich  das  Bestreben  nur  dahin  gerichtet 
werden  muss,  die  Auflösung  der  Normalgleichungen  derartig  einzurichten,  dass  der 
Unsicherheit  der  Rechnung  der  möglichst  geringe  Einfluss  eingeräumt  wird.  Ich 
werde  wieder,  wie  oben,  voraussetzen,  dass  sechs  Unbekannte  zu  bestimmen  seien, 
von  denen  z^vei  einer  besonderen  Unsicherheit  unterworfen  sind ;  es  wird  diese  letz- 
tere Beschränkung  für  die  vorliegenden  Zwecke  ausreichend  sein  und  die  Zurück- 
führung  auf  den  einfacheren  F'all .  wo  nur  eine  Unbekannte  unsicher  bestimmt  er- 
scheint, sich  leicht  machen  lassen.  Man  wird  vorerst  die  Rechnung  so  anlegen, 
dass  die  voraussichtlich  mit  besonderen  Unsicherheiten  behafteten  zwei  Unbekannten 
als  die  letzten  erscheinen,  was  meist  a  priori  entschieden  werden  kann ;  wenn  dies 
nicht  möglich  wäre,  so  wird  eine  vorläufige  Lösung  der  Normalgleichung  die  ge- 
wünschte Aufklännig  geben ;  ich  setze  also  voraus ,  dass  die  Bestimmiuig  der  Un- 
bekannten u  und  w  besonderen  Unsicherheiten  unterworfen  ist;  es  werden  demnach 
in  der  vollständigen  Elimination  die  Coefficienten  lee^]  und  [ff^]  ausserordentlich 
klein.    Ich  hebe  hier  nochmals  hervor,    dass  sich  diese  Unsicherheit  gewöhnlich  auch 
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den  anderen  Unbekannten  in  verschiedenem  Maasse  mittheilt.  Unter  den  oben  ge- 
machton Voraussetzungen  wird  also  die  liildung  der  Eliminationsgleichungen  bis  zur 
fünften  Gleichung  (Elimination  von  u)  keine  Unsicherheit  bieten;  man  wird  deshalb 
ohne  Mcdenken  nach  der  bisherigen  Methode  die  folgenden  Eliminationsgleichungen 
bilden  können : 

[aa\x -\-   [a  b\y  +   [a  c]z  -f-    \a  d]t  -f-   [a  e]u  -{-   [af]w  =  [an] 
[bbi\y  -(-  [bci]z  +  [bdi\t  +  [hei]u-\-  [6/i]w=  [bni] 
[cc2]z  -\-  [cdz]  t  -\-  \ce2\u  -\-  \cf2\w  =  \cnz\ 
\ddi\t  +  {dei\u-\r  [df},\w^  [dni,] 

Diese  Eliminationsgleichungen  werden  aber  offenbar  die  Unbekannten  als  Funktionen 
von  u  und  w  darstellen  lassen,  durch  successive  Substitution  oder  durch  irgend  ein 
zweckmässiges  Eliminationsverfahren ,  indem  hier  die  \'ier  ersten  Unbekannten  die 
Fonnen  erhalten : 

t  =  (a  ti  +  (ß  t)u-\-  [y  t]  w 
2  :=(««)  4-  i/i z]u  -\-  [yz)7jo 

y=  («y)  +  [ßy)u  +  [yy]w 

X  =  [ax]  ~\-  [ßx]  u  -\-  [yx)w 

wobei  jetzt  die  in  runden  Klammern  stehejulen  Coefficienten  von  Fall  zu  Fall  be- 
kannte Grössen  sind.  Man  wird  zu  2)  bemerken  können,  dass,  wofern  man  auf 
eine  Bestimmung  der  Unbekannten  u  und  lo  verzichtet,  und  dieselben  der  Null  gleich 
setzt,  die  erste  verticale  Coefficientenreihe  die  wahrscheinlichsten  Werthe  der  Un- 
bekannten unter  der  gemachten  Voraussetzung  ergibt.  Andererseits  wird  die  Grösse 
der  ß  und  /  Cocfffcienten  die  aus  der  Unsicherheit  der  Elemente  u  und  w  entste- 
hende Unsicherheit  in  den  anderen  Elementen  aufweisen ,  wobei  häufig  der  Fall 
eintreten  wird,  dass  einer  oder  mehre  dieser  ( Joefficienten  klein  werden ;  man  wird 
daraus  den  Schluss  ableiten  dürfen,  dass  in  diesem  Falle  für  das  betreffende  Element 
die  Unsicherheit  von  u  imd  w  ohne  wesentlichen  Nachtheil  ist.  Hat  man  für  u 
und  to  in  der  That  die  unsichersten  Elemente  gesetzt,  so  wird  keiner  der  ß  und  y 
( 'oefficienten  die  Einheit  überschreiten ;  sollte  dies  aber  doch  der  Fall  sein ,  so 
deutet  dieser  Umstand  darauf  hin,  dass  man  dieses  Element  hätte  als  letztes  wählen 
sollen,  doch  wird  dies  keinen  wesentlichen  Nachtheil  für  die  Rechnung  haben,  so 
lange  nicht  ein  solcher  (Joefficient  die  Einheit  um  ein  Vielfaches  überschreitet. 

Die  Bestimmung  dieser  in  2)  auftretenden  Ooefficienten  muss  sorgfältig  con- 
trolirt  werden,  da  diese  Coefficienten  die  Grundlage  für  alle  späteren  Rechnungen 
abgeben.  Indem  vorausgesetzt  ist,  dass  diese  durch  die  Methode  der  unmittelbaren 
Sidistitution  erhalten  sind,  kann  zu  deren  Controle  in  sehr  übersichtlicher  Weise 
mit  Hilfe  der  bereits  oben  !])ag.  346,  347)  eingeführten  A,  B.  C  .  .  .  Coefficienten  eine 
nochmalige  Bestimra\ing  erhalten  werden ;  man  findet  leicht .  wenn  man  beachtet, 
dass  die  mit  dem  Index  5  versehenen  C/oefficienten  sich  der  \'oraussetzung  nach 
einer  sicheren  Berechnung  entziehen : 


3'6S 


'       '  [aa]     '    [bbi]       '     '     [ccz]       ^     '     [ddi]      ■^ 

(ßx)  =  A, 

,^„1  —    A    A-  l'-^4[    .    _         ([«/]     ,    [hfl]    ,      ,     [0/2]    ,  l,Z/3] 


(«y) 


["«41 

[6»i]     I     [cwz]   p  [<^ « 3]    D 

Wh  i]  "•"  Ml]  ^2   -)-  [rf^  ^3 


[6  6  I] 


(/^y)  -  ^4 


'[61 


[(■.A] 


Wi\ 


^"''l    —     [CC2]    ^\ddl\    ^3 


(«<)     = 


[ddz\ 


(w)   =  _  i!Vl] 

Substituirt  man  iiiiii  din  [in  2)  (pag.  364)  erhaltenen  und  durch  3)  controlirten 
Werthe  der  Unbekannten  in  die  Hedingtingsgleichnngen,  so  erhalten  die  letzteren 
die  Gestalt: 

(«i)  +  (A)m  +  [y\)w  =  n^ 

(«2)    +   (/*2)  M  4-    (^2)  W  =  «2  \  ^) 

(«3)  +  (A)  u  +  (/:;)  «'  =  % 


in  welchen  Gleichungen  also  die  neu  eingeführten  ('oefficienten.  deren  Bestimmung 
der  Voranssetzinig  nach  durchaus  keiner  Unsicherheit  unterworfen  ist,  die  folgende 
Bedeutung  haben : 

(«,)  ^=  rt,  [ax\  +  6|  [ay]  -\-  r,  ,«2)  +  <l\  («<) 
(«2)  =  a-i  [ax]  +  62  (ay)  +  c^  [az)  +  f/2  (ö<J 

m  =  «1  (/if^)  +  *i  [ßy]  +  c,  (/S2)  4-  d,  [ßt]  +  c, 

{ß.i)  =  a-i  ißx)  +  02  '7^y)  +  ^2  l/^z)  +  d^  [ßt,  +  ^2 
(yi)  =  «1  (ya;;  +  bi  [yy]  +  c,  (yzi  +  «?,  [yi!)  +/i 

(72)  =  «2  (r-*-)  +  *2  [yy]  +  (-2  (y-)  +  di[yt.  -\-  ft 

Setzt  man  mm  überdies  in  den  Gleichungen  4)  : 

w,'  =  Wi  —   («1) 

%'  =  '«2  —  («2)  i  6) 

%'  =  %  —  («3) 
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so  wird  man  vorerst  zu  beacliteii  haben,  ilass  mau  als  Coutrolc  der  bisherigen  Rech- 
nungen   (vgl.  pag.  337)    benutzen  kann  : 

[w  n  4]  =  [n'  m']  .  7! 

Mit  Hilfe  der  Uelationen  4)  und '6)  (pag.  365^  hat  man  also  den  Zusam- 
menhang zwischen  den  Unbekannten  u  und  v)  mit  den  lieobachtungen  auf  die 
emfachste  und  directeste  Weise  hergestellt,   man  hat  nämlich  jetzt  die  Gleichungen : 

(ft)  w  +  [y-i]  w  =  ^' 
'ft)  M  +  [y-i]  w  =  n-i' 

• 

die  zur  ISestimmung  von  u  und  w  verwerthet  werden  können.  Es  ist  also  hiermit 
das  anfangs  angedeutete  Ziel  erreicht,  die  Kestimraimg  der  Unbekannten  u  und  w 
aus  den  Beobachtungen  selbst  durch  möglichst  wenig  Zwischenrechnungen  her- 
stellen zu  können,  und  mehr  ist,  wie  schon  oben  angedeutet  wurde,  nicht  zu  leisten. 
Diese  Gleichungen  8)  werden  einen  sehr  sicheren  Maassstab  abgeben,  ob  die  Bestim- 
mung der  Unbekannten  ti  und  w  oder  einer  derselben  überhaupt  möglich  ist ;  werden 
nämlich  die  Coefficienten  (ß)  und  {y)  alle  gleichzeitig  so  klein,  dass  dieselben  gleich 
geachtet  werden  können  der  Unsicherheit  der  angewandten  Rechnungsmethode ,  so 
ist  eine  Bestimmung  beider  Unbekannten  völlig  unthunlich,  haben  aber  diese  Coeffi- 
cienten eine  angemessene  Grösse,  so  kann  dennoch  die  Bestimmung  der  einen  Unbe- 
kannten unmöglich  sein,  wenn  die  zusammengehörigen  [ß]  und  [y]  Coefficienten 
nahe  proportional  sind ;  dieser  Umstand  braucht  jedoch  vorerst  hier  nicht  beachtet 
zu  werden ,  er  tritt  ohnehin  bei  den  weiteren  Schritten  der  Auflö.sung  von  selbst 
hervor.  Es  soll  niui  vorausgesetzt  werden,  dass  diese  Coefficienten ,  wie  dies  wohl 
in  der  Regel  der  Fall  sein  wird .  eine  angemessene  Grösse  haben ,  welche 
die  unvenneidliche  Unsicherheit  der  Rechnung  wesentlich  überschreitet.  Die 
Bedingungsgleichungen  8)  enthalten  zwar  keine  neuen  Bedingungen  gegen  die 
ursprünglichen  Gleichungen  und  dürfen  dieselben  auch  nicht  enthalten .  ge- 
währen aber  den  Vortheil,  dass  denselben  bereits  vier  ]iedingungen  (allgemein 
[fx — 2)  Bedingungen)  der  Normalgleichungen  genügen,  daher  die  noch  zu  erfüllenden 
Bedingungen  einfacher  präcisirt  werden  können.  Es  kann  hier  noch  darauf  auf- 
merksam gemacht  w  erden ,  dass  es  sich  für  die  Bequemlichkeit  der  Rechnung  em- 
])fiehlt,  die  Gleichungen  8)  ähnlich  wie  dies  mit  den  ursprünglichen  Bedingungs- 
gleichungen geschehen  ist.  dm-ch  Einführung  von  Homogenitätsfactoren  (vergl. 
pag.  318)  umzugestalten:  man  wird  nur  schliesslich  bei  der  Bestimmung  der  Werthe 
der  Unbekannten  diese  Factoren  gehörig  zu  berücksichtigen  haben.  Bildet  man 
nun  nach  den  bekannten  Regeln  aus  den  Gleichungen  8)  dieNormalgleichungen,  so 
erhalten  dieselben   die  Gestalt: 

[ßß]u  +  [ßy]w=[ßn-]  -^  ^ 

\ß7]u+[yy]w=[yn'\  I  9, 

doch    wird    man    nur    nöthig    haben .     die  ( "oefficenten    der    ersten  Gleichung    allein 
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zu  berechnen ,  da  vorerst  nnr  die  Absicht  vorliegt ,  u  als  Funktion  von  w  darzu- 
stellen. Es  ist  klar,  dass  bis  auf  eventuell  eingeführte  Homogenitätsfactoren,  die 
leicht  in  Bechnung  zu  ziehen  sind,  nothwendig  nach  der  Herstellung  und  den  Be- 
dingungen der  Gleichungen  sein  muss : 

[ßß]  =  [ee4]  ,    [ßy]  =  [e/4]  ,    [ßn']  =  [^^4]  ,  10) 

doch  wird  diese  Identität  mir  theoretisch  bestehen,  in  der  Anwendung  werden  mehr 
oder  minder  grosse  laiterschiede  auftreten,  je  nach  dem  Maasse  der  vorhandenen  Un- 
sicherheit in  der  Lösung  der  Normalgleichungen ;  es  werden  jedoch  die  aus  den  Glei- 
chungen g)  resultirenden  Werthe  den  A'orzug  verdienen,  da  dieselben  aus  einer  fast 
directen  Rechnung  erlangt  sind  ,  und  in  der  'i'hat  das  hier  vorgeschlagene  modifi- 
cirte  Verfahren  angewendet  wurde,  um  eine  grössere  Sicherheit  zu  erhalten.  Man 
ist  also  dahin  gelangt .  die  vorletzte  Eliminationsgleichung  hinschreiben  zu  können 
mit  der  Ueberzeugung,  dass  die  ('oöfficienten  im  Allgemeinen  numerisch  nahe  rich- 
tig festgelegt  erscheinen.     Setzt  man  demnach: 

,  '  ■  iß  y]       ,  '   1       [ß»'\  \ 

''^'"=-m'    '"'''  =  -ißJ]  ■  ''^ 

so  ist  die  Kelation  zwischen  u  und  w  bestimmt  durch : 

u  =  [a  tt)  -{-  ly  u)  w  ,  12) 

wolxn  wieder  [u  u)  der  ^^;^llrscheinlichste  \\ Cvtli  von  1/  sein  wird,  wenn  man  w 
der  Null  gleich  setzt.  Die  durch  diese  Substitution  eilangte  verminderte  Summe 
der  Fehlerquadrate  wird  nach   den  bekannten  Regeln  bestimmt  sein   (bireli  : 


in  n  ]  ^^=  \n  n 


[ßt- 


13) 


führt  man    die  Relation   12)   in    die  Gleichniiijeii  2)    (pag.  364:   ein,    so    nehmen  die- 
selben die  Gestalt  an  : 


t  =  («'  t)   -I-  (/'  t]  w 
z  =  («'  2)  -I-  [y  z]  10 

y  =  '«'yl  +  (/»w 

X  =  {(x'x)  -1-  [y'  a-)  w 

wobei  also  allgemein  gesetzt  ist: 

;«'  E)  =  [a  E]  +  iß  Ej  («'  u)  ; 
führt  man  aber   i2i   in  die  Gleichungen  8)   ein  und  setzt: 


'4) 


U-»! ,' 


[a  u 


und  : 


n^'  =  w».'  —  [ßi\  [«'  u) 
n4'  =  n^  —  iß,)  («'«) 


(y/)  =  (/.)  +  (Ä)  (/«) 
in)  =  iyi)  +  {ß2)  ly») 
(73")  =  in)  +  'Ä)  (/w; 


15) 


i6i 


17) 
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so  erhalten  nunmehr  die  Gleichungen  8)    (pag.  366)   die   I-'orni : 

{y/)w  =  n" 

[yi)  w  =  th 
[y-i]  w  =  n-l' 


18) 


wobei  man    sich  durch    die   Relation  13)    (pag.  367)   eine  theilweise  ('ontrole  für  die 

Riclitigkeit  der  Rechnung  verschafFt;  aus  diesen  Gleichungen  wird  die  Bestimmung 

von  «1  nach  eventueller  Einführung  von  Homogenitätsfactoren  durch: 

W  «"1  1 

«» =      ,  ,1  19 

\v  y\  , 

bewirkt.     Man  wird  wieder  bemerken,   dass  theoretisch 

i//]  =  [//5]  [/'*"]  =  [/'' 5]  20) 

sein  muss,  dass  aber  bei  den  vorausgesetzten  Verhältnissen  wieder  eine  nahe  Ueber- 
einstimniung  nicht  erwartet  werden  kann.  Die  auf  das  Minimum  herabgebrachte 
Summe  der  Fehlerquadrate  wird  sein  : 

^t,^]  =  [,»,^61  =  [»"«"1  _  t|^^  .  21) 

Ist  nun  einmal  \vv\  bekannt,  so  bestimmt  sich  nach  der  Formel  22]  (pag.  359)  der 
mittlere  Fehler  einer  Bedingiuigsgleichimg.  und  da  durch  10)  (pag.  367)  und  20),  die 
für  die  Rechnung  der  Hilfsgrössen  A,, ,  S5 ,  C', ,  D^  und  E-^  nöthigen  Factoren 
(pag.  346,  347)  mit  hinreichender  Genauigkeit  bekannt  sind,  (auf  eventuell  eingeführte 
Homogenitätsfactoren  zu  achten),  so  ^vird  die  Rechnung  der  Gewichte  nach  der 
Formel  10)  (pag.  356)  keine  weitere  Schwierigkeit  haben,  und  hiennit  erscheint  das 
vorgelegte  Problem  mit  einer  nach  Thunlichkeit  maximalen  Präcision  gelöst.  Diese 
letzteren  Bestimmungen  werden  aber  in  der  Regel  in  den  vorgelegten  Fällen  nicht 
vorgenommen  werden,  da  es  sich  meist  darum  handelt,  neben  dem  wahrscheinlich- 
•sten  Eleraentensysteme  jene  Grenze  zu  suchen,  bis  zu  welcher  hinaus  dieselben  ab- 
geändert werden  dürfen  ohne  den  Beobachtungen  zu  widersprechen,  Grenzen,  die 
nach  den  vorgelegten  Beobachtungen  und  der  subjectiven  Anschauung  sehr  dehn- 
bar sind. 

Die  Gleichungen  14)  (pag.  367)  stellen  die  Unbekannten  als  Funktionen  der  ini- 
abhängig  Variablen  10  dar ;  betrachtet  man  aber  überdiess  u  in  so  weit  unabhängig  va- 
riabel, als  dasselbe  abgeändert  werden  darf,  ohne  w  zu  variiren,  so  sind  die  maassgeben- 
den  ( 'oefficienten  für  «  in  den  Gleichungen  2)  pag.  364)  enthalten;  man  wird  deshalb 
sagen  können,   dass  in  den  folgenden  Gleichungen  u  und  lo  unabhänig  variabel  sind : 

i  =  («'  t)  -\-  [§t]u  +  {/  t]  w 

z  =  («'  z]  +  [ß  z)u  -\-  [y  z)  w 

y  =  [a'y]  +  {ßy)  u  +  [y  y]  w 

X  ^=  {a'  x)  -\-  [ßx]  u  -\-  [y'  x)w  , 
wobei  aber  zu  beachten   ist,    dass   wenn   man   w  allein  als    unabhängig  variabel  be- 
trachtet, u  bestimmt  werden  muss  nach   12)    (pag.  367)   nämlich: 

u  =  \a' u]  -{-  :y'uj  w  . 


22) 
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Unter  diesen  einschränkenden  Voraussetzungen  erscheint  also  in  der  Folge  u  als  nn- 
ahliängig  variabel.  Indem  man  den  nach  19)  (pag.  368)  bestimmten  Werth  in  die 
Hedingungsgleichnngen  18)  einsetzt,  gelangt  man  ziir  Kenntniss  der  minimalen 
Fehler,   setzt  man  also  : 

n^"  —  (yi')w  =  »'i 


%"  -  (y/)  w 


23] 


so  muss  die  auf  diese  Weise  gefundene  Summe  der  Fehlerquadrate  [vv]  mit  dem 
durch  21)  (pag.  368)  bestimmten  Werthe  innerhalb  der  Unsicherheitsgrenzen  der 
Rechnung  stimmen,  womit  eine  gute  Controle  erreicht  ist.  Man  kann  nun  daran 
gehen ,  eine  umfassende  C^ontrole  noch  dadurch  herzustellen ,  dass  man  den  durch 
19)  bestimmten  Werth  von  m'  in  12)  (pag.  367)  einführt  und  dadurch  [u]  erhält. 
Die  Substitution  dieser  Werthe  in  2)  (i)ag.  364)  gibt  die  übrigen  Unbekannten;  die 
so  gefundenen  Werthe  der  Unbekannten  setzt  man  in  die  ursj)rünglichen  Be- 
dingungsglcichungcn  ein,  und  muss  die  eben  angeführten  minimalen  Fehler  «J[,  v^, 
ö;j  .  .  .  bestätigt  finden. 

Den  Gleichungen  22]  (pag.  368)  analog,  kann  man  die  übrig  bleibenden 
Fehler  als  Funktionen  von  w  und  u  darstellen ,  beide  unter  den  gemachten  Ein- 
schränkungen als  unabhängig  variabel  betrachtend  ;  man  erhält  dann  die  Fehler,  die 
in  den  Orten  übrig  bleiben,   bestimmt  durch: 


/i  =  n" 


{ [h)  «  +  (/2')  ^«} 
{  (A)  u  +  (/;.')  «'} 


24) 


In  diesen  Ausdrücken  wird,  wenn  man  für  lo  den  wahrscheinlichsten  Werth  substi- 
tuirt  und  u  nach  1  2)  (pag.  367)  bestimmt,  «  =  o  zu  setzen  und  f  in  v  zu  verwandeln 
sein;  variirt  man  aber  xo  in  [w  -{-  ^w]^  und  u  in  («  +  Ju],  so  erhält  man  sofort,  wenn 
man  diese  Werthe  in  24)   einführt: 

/,  =  «. -((/A)^«+(j'iV«'} 

/2  =  *'2-{(Ä)^«+  (y2V«'} 


25] 


welche  Gleichungen  also  die  Aenderungen  der  übrig  bleibenden  Beobachtungsfehler 
darstellen,   wenn  man  u  und   w   unter   den    gemachten  Einschränkungen   willkürlich 
variirt.     Quadrirt  und  addirt  man  die  vorstehenden  Gleichungen,    so  erhält  man: 
f//]  =  [« i']  +  {ß  [i\  ^  «^  +  [/  /]  ^  w^  ,  26) 

da  nothwendig  nach  Gleichung  7)    (pag.  316) 

[ßv]=o 

[/'  v]  =  o 
ist,  vmd  nach  17)  (pag.  367)   wenn  man  daselbst  beiderseits  mit  dem  entsprechenden 
ß  multiplicirt  und  die  Relation  11)    (pag.  367)  beachtet, 

Oppolzer,  Bahubestimmungea.  U.  47 
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[ß  /]  =  o 
wird. 

Der  Ausdnick  2()  zeigt,  iininiltclhav  in  welcher  Weis(;  die;  Suiiiiiie  der  Feliler- 
(|iiadr;ite  /uiiimiiit,  wenn  man  für  1/  und  9V  Annahmen  macht,  die  von  (h-n  wahrschein- 
liclisten  Werthen  imi  die  ItcUiige  jJ u  und  Jw  abweichen.  J);i  nnn  nacli  Gleichnng22) 
(pag.  359)  in  einem  g^cgebenen  Falle  der  mittlere  Fehler  t  einer  Hedingungsghnclmng 
von  der  Summe  der  Fehlerquadrate  abhängig  erscheint,  .so  wird  stets  derselbe  Werth 
von  t  erhalten,  wenn  man  nur  die  Quadratsummen  gleich  macht.  Man  leitet  hieraus 
den  Schluss  ab,  dass  alle  jene  Systeme  die  gleiche  AVahrscheinlichkeit  für  sich  in  An- 
spruch nehmen .  für  welche  die  Summe  der  Quadrate  der  Fehler  f  identisch  wird ; 
für  z/u  ^  Jio  =  o  erhält  man  die  minimale  Summe.  Man  kann  der  Gleichung  26) 
noch  eine  andere  Gestalt  geben, die  für  die  Folge  sich  bequem  erweist.  Setzt  man 
nämlich  : 

■u  sin  N=  z/u  ] 

i  27) 

n  cos  N  ^  z/tc  ] 

so  nimmt  dieselbe  die  Gestalt  an: 

[ff  ]  =  [vv]+nmßß]  +  ['/'/]},  28J 

d.  li.   alle  jene  Systeme,   für  die  n  identisch  ist,   haben  die  gleiche  Wahrscheinlich- 
keit,   der  Winkel  J\'  bleibt  völlig  willkürlich. 

Die  vorstehend  entwickelten  \'orschriften  werde  ich  später  bei  dem  für  den 
Planeten  Hilda  gewählten  Beispiele  ausführlich  erläutern  und  verweise  demnach  in 
dieser  liichtung  auf  das  betreifende  Kapitel.  Das  weiter  unten  durchgeführte  Bei- 
spiel für  den  Kometen  I  1866,  behandelt  den  einfacheren  Fall,  wo  nämlich  nur  die 
Kestimmung  einer  Unbekannten  einer  besonderen  Unsicherheit  unterworfen  ist. 


Ableitung  der  Elemente  aus  einer  beliebig  grossen  Zahl  von 

Beobachtungen. 


A.    Bildung  der  Normalorte. 

Mit  Kücksicht  auf  die  I  pa^.  94  gemachten  Hemerkimgen  ist  es  sofort  klar, 
dass ,  wenn  die  Zahl  der  vollständigen  Beohachtnngen  3  überschreitet ,  denselben 
nur  durch  ein  Elementensystem  nach  Maassgabe  der  Eeobachtnngsfehler  genügt 
werden  kann ;  es  stellt  sich  also  die  Aufgabe ,  aus  einer  beliebig  grossen  Zahl  von 
Beobachtungen  die  wahrscheinlichsten  Elemente  zu  ermitteln,  und  es  werden  daher 
jene  l'rincipien,  die  in  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  aufgestellt  wurden,  hier 
zur  Verwerthiing  kommen.  Es  wird  aber  nicht  immer  nöthig  sein,  die  daselbst  auf- 
gestellten Grundsätze  in  aller  Strenge  durchzuführen,  wenn  nicht  die  äusserste  Ge- 
nauigkeit verlaugt  wird,  und  man  wird  sich  je  nach  den  Umständen  Abkürzungen 
erlauben  können.  Es  werden  daher  in  der  Folge  sowohl  die  strengen,  als  auch  die 
genähert  richtigen  Methoden  zur  Erreichung  des  Zweckes  mitgetheilt  werden ;  vor 
Allem  soll  aber  vorerst  die  Vereinfachung  der  Rechnung,  die  durch  die  lüldung  der 
Normalorte  erlangt  wird,   näher  beleuchtet  werden. 

Es  wird  in  den  folgenden  L  ntersuchungen  stets  vorausgesetzt,  dass  genähert 
richtige  Elemente  in  irgend  einer  AVeise  bekannt  sind ;  aus  diesen  kann  man  sich 
den  geocentrischen  Lauf  des  Himmelskörpers  (Ephemeride)  berechnen;  vergleicht 
man  dio  a\is  dieser  liechnung  folgenden  Orte  mit  den  Beobachtungen,  so  ist 
klar,  dass  innerhalb  gewisser  Zeitgrenzen  die  Unterschiede  zwischen  den  beobach- 
teten und  berechneten  Orten  in  jeder  der  zwei  polaren  Coordinaten  auf  die  Form : 

u  =  a  +  bt  +  cfl  +  dfi  -\-  . .  . 

gebracht  werden  können.  Die  C'ocfticienten  a,  b,  c  .  .  .  werden  im  Allgemeinen  um 
so  kleiner  sein,  je  näher  die  zu  Grunde  gelegten  Elemente  der  Wahrheit  kommen; 
ausserdem  werden  im  Allgemeinen  die  Coefficienten  mit  den  Potenzen  von  t  rasch 
kleiner  werden.  Seien  nun  ti  Beobachtungen,  die  innerhalb  des  vorgesetzten  Zeit- 
raumes liegen,  angestellt  zur  Zeit  <j,  t^,  ...  /„ ;  die  Unterschiede  zwischen  der  Be- 
obachtung und  Rechnung  im  Sinne  »Ueobachtung- Rechnung«  angesetzt,  seien  der 
Reihe  nach  ^<,,  u-i  ...  ?<„;  ist  nun  T  irgend  ein  bestimmtes  Zeitmoment,  innerhalb 
der  gesetzten  Zeitgrenzen,   welches    man    als  Ausgangspunkt  der  Zeitzählung   wählt, 
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so  erhall   iiuin   viiicisl   für  dii;  I5cstiniimiiig  der  ( 'oöfficienten  «,  b,  c  ..  .  die  folgenden 
liedingnngsgleichungen : 

u,=a  +  b  [t,  —Tj+c  (<,  -  rj2  4-  .  . . 


u„  ^a  +  b  (t„—  T]  +  c  {t,  —  Ty^+  ... 


I) 


aus  welchen  Gleiclmngen  nach  der  Methode  der  kleinsten  Qnadrate  die  ('oöfficienten 
ß,  5,  c  .  .  .  bestimmt  werden  können  ;  sind  dieselben  bestimmt,  so  wird  der  Coeffi- 
cient  a  jene  C'orrection  angeben,  die  man  an  den  für  die  Zeit  T  berechneten  Ephe- 
meridenort  anzubringen  liat ,  nra  den  ans  den  n  Beobachtungen  für  diese  Zeit  re- 
sultirenden  Ort,  den  Normalort,  zu  erhalten.  An  die  Gleichungen  i)  wird  man  aber 
noch  mehre  Bemerkungen  zu  knüpfen  haben.  Es  ist  zunächst  klar,  dass  man  in 
diesem  Systeme  allen  beobachteten  Unterschieden  t«, ,  u-i  . .  .  u^  genügen  könnte, 
wenn  man  nur  rechter  Hand  vom  Gleichheitszeichen  eine  der  Anzahl  n  entspre- 
chende Zahl  von  zu  bestimmenden  Coefficienten  einführt;  doch  wird  dieses  schein- 
bar strenge  Verfahren  zu  wesentlichen  Ungenauigkeiten  führen ;  es  ist  aus  dem  Um- 
stände, dass  die  Ephemeride  verhältnissmässig  nahe  richtig  ist,  also  selbst  für  weit 
ausserhalb  der  gesetzten  Zeitgrenzen  liegende  Epochen  die  15eobachtungen  noch  nahe 
darstellt,  klar,  dass  die  Coefficienten  «,  i,  c,  ...  mit  den  Potenzen  von  t  rasch  ab- 
nehmen müssen,  und  um  so  rascher,  je  genauer  die  der  Rechnung  der  Ephemeride 
zu  Grunde  gelegten  Elemente  sind ;  man  wird  daher  in  der  Lösung  der  Glei- 
chungen i)  eine  erheblich  grössere  Genauigkeit  erhalten,  wenn  man  von  der  theore- 
tisch nothwendig  stattfindenden  Bedingung  der  Kleinheit  der  höheren  Coefficienten 
Gebrauch  macht  luid  dieselben  der  Null  gleich  setzt,  und  sich  je  nach  Maassgabe 
der  Umstände  höchstens  auf  die  Bestimmung  der  drei  ersten  Coefficienten  beschränkt. 
Es  erscheint  mir  sogar  erwünscht,  stets  so  nahe  richtige  Ephemeriden  zu  benützen, 
dass  man  auch  den  r-Coefficienten  vernachlässigen  kann,  in  diesem  Falle  wird  sich 
aber  die  Rechnung  ganz  ausserordentlich  einfach  gestalten  lassen ;  bestimmt  man 
nämlich  Z",   so,   dass  dasselbe  dem  Mittel  der  Beobachtungszeiten  entspricht,   nämlich : 

T=^[h  +  h  + ....-^t„).  2) 

so  sieht  man  sofort  ein ,  dass  die  Bestimmung  des  eigentlich  nur  zur  Ermittelung 
der  Ephemeridencorrection  für  die  Zeit  T  nothwendigen  a  -  CoeffFcienten  erlangt 
wird  durch : 

«  =  -^  K  +  ?<2  +  •  •  •  •  +  M«)  •  3) 

weil  im  Mittel,  der  hier  gewählten  Bestimmung  von  T  gemäss,  der  Factor  von  b 
verschwindet.  Ist  die  Ephemeride  nur  einigei-maassen  zutreffend,  so  wird  man  ohne 
merklichen  Fehler  für  die  Zeit  T  die  dem  Mittel  der  Zeiten  nächste  Epoche  der 
Ephemeride  benutzen  dürfen. 

Zu  den  vorstehenden  Betrachtungen  kann  man  noch    hinzufügen ,    dass  wenn 


373 

die  eiiizuliiL'u  lifoliachtungen   veischiedenes  Gewicht,   be/.ii'liungsweise  y,.    (/,■■■■  ff,,, 
hätten,   die  in  l^etracht  kommenden  Werthe   2'  und  a  zu  berechnen  wären  nach : 


rp  ^    ;n  k   +  'J2h+  ■■■    +  Ontn 

g\  +  gi  +  ■  ■  ■  +  Qn 

__     ;/\  "1  +0-2  H-2!+  ■  •  ■  +  !ln  "n 

'j\-i-gi  +  ■■■  +  g„ 


4) 


Hat  aber  die  Ephemeride  nicht  die  gewünschte  Annäheruna;.  so  dass  man 
fürchten  muss,  nicht  mit  den  aus  2I  und  3)  ipag-  372)  resultironden  Näherungen 
auszureichen,  so  wird  man,  was  ich  für  das  genaueste  halte,  sich  eine  bessere  Ephe- 
meride herzustellen  trachten ,  welcher  Forderung  meist  leicht  genügt  werden  kann, 
oder  man  wird  nach  den  bei  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  auseinander- 
gesetzten Methoden  die  Gleichungen  il  (pag.  372  zur  Bestimmung  der  «.  b  und  r 
Coöfficienten  verwenden,  oder  was  am  schnellsten  zum  Ziele  führt,  wenn  auch  die 
Genauigkeit  dadurch  am  meisten  leidet,  man  wird  sich  die  Abweichungen  der  Be- 
obachtungen von  der  Rechnung  als  Ordinalen  in  ein  im  entsprechenden  Maassstabe 
ausgeführtes  Coordinatensystem  eintragen  und  als  Abscissen  die  Beobachtungszeiten 
nehmen  ;  eine  nach  dem  Augenmaasse  gezogene,  diesen  festgelegten  Punkten  mög- 
lichst entsprechende  Curve  von  einfachem  Zuge  wird  ebenfalls  sehr  nahe  den  Fehler 
der  Ephemeride  darstellen ;  die  Ordinate  dieser  Curve  zu  einer  der  Mitte  der  Be- 
obachtqngszeiten  nahe  gelegenen  Abscisse  wird  also  die  Correction  der  Ephemeridc 
für  dieses  Moment  ergeben  ;  ich  brauclie  aber  wohl  kaum  hier  hervorzuheben,  dass 
ich  das  letztere  Verfahren  nur  als  einen  wenig  befriedigenden  Nothbehelf  betrachte 
und  den  zuerst  genannten  Methoden  den  A'orzug  gebe. 

Bei  der  Anwendung  der  vorstehenden  Methoden  kommt  es  liauptsächlich  an 
auf  die  Herstellung  der  Ephemeride  und  auf  die  Vergleichung  derselben  mit  den 
Beobachtinigen,   mul  es  wird  sich  empfehlen,   hier  auf  diese  Sache  näher  einzugehen. 

Die  Ephemeride  gibt  den  Ort  des  Himmelsköii)ers  für  bestimmte  Zeitpunkte 
an,  die  durch  gleiche  Zeitabstände  getrennt  sind ;  sind  diese  sehr  gross  gewählt,  so 
wird  die  Interpolation  wegen  der  höheren  DitFerenzwerthe  schwierig ,  kann  sogar 
unter  Umständen  zu  inigenauen  Resultaten  führen ;  sind  die  Abstände  der  Epochen 
aber  wieder  sehr  eng  gewählt,  so  wird  zwar  die  Interpolation  wesentlich  erleichtert, 
man  hat  aber  eine  nicht  ganz  unbeträclitliche  Mehrarbeit  geleistet .  indem  mehr 
Ephemeridenorte  gerechnet  wurden,  als  unumgänglich  nöthig  sind.  Hierbei  das 
richtige  Maass  zu  finden ,  ist  im  Allgemeinen  nicht  leicht ;  die  Hemerkung  aber, 
dass  die  Interpolation  anfängt  lästig  zu  werden,  falls  die  zweiten  Differenzwerthe 
ein  gewisses  Maass  überschreiten ,  gibt  in  mancher  Beziehung  die  nöthige  Lei- 
tung und  die  folgenden  Betrachtungen  werden  eine  zwar  nicht  ganz  sichere ,  aber 
doch  mindestens  orientirende  Richtschnur  geben. 

Im  Allgemeinen  wird  man  die  Betrachtungen  zunächst  auf  die  rechtwin- 
keligen heliocentrischen  Coordinaten  beschränken  können ,  denn  hat  man  dieselben 
in  für  die  Interpolation  genügend  kleinen  Intervallen  berechnet  (diese  Rechnung 
macht  die  grösste  Arbeit  bei  der  Herstellung  einer  Ephemeride)    so  wird  man.   falls 
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(li(;  polMven  ^eocentris('lu'ii  ('(i(ii(liii;i(cii  :ill/,u  uinoffelinässig  gingen,  durcli  i'vontiiell 
wiedcrlioltc  rnter|)()liiti()n  in  die  Mitte  für  die  letztonni  die  hinieiehend  kleinen 
Intervalle  erliulten  können.  l*'ür  die  rechtwinkeligen  Coordinaten  geben  aber  die  be- 
kannten IJewegnngsgleichungen    (I  pag.  40)   die  Form: 

(jßx  X 

1772"  ~  73    ■ 

da  man  aber  x  auf  die  Form  r  cos  ip  bringen  kann,  und  die  zweiten  Differentiale 
ein  Maass  für  die  zweiten  Diffcrenzwerthe  abgeben,  so  wird  man  daraus  die  He- 
merknng  ableiten  können,  dass  die  Differenzen  zweiter  Ordnung  nahezu  umgekehrt 
proportional  den  zweiten  Potenzen  der  heliocentrischen  Entfernung  sein  werden; 
man  wird  alsd  für  das  Intervall  der  Ephemeridenepochen  [T)   die  Form  erhalten: 

J  =c  r'>-  ,  5) 

wo  (•  eine  Constantc  ist,  die  leieht  durch  die  Erfahrung  sich  bestimmen  lässt.  Für 
die  Erde  würde,  wenn  nicht  der  Mond  Störungen  von  sehr  kurzer  Periode  veran- 
lassen würde,  eine  Rechnung  von  3  zu  3  Tagen  genügend  sein,  um  die  Interpola- 
tion der  rechtwinkeligen  Coordinaten  bis  auf  die  siebente  Stelle  sicher  ausführen 
zu  können ;  daraus  leitet  man  den  Schluss  ab,  dass  c  etwa  gleich  3  gesetzt  werden 
darf,  da  für  die  Erde  ohne  merklichen  Fehler  für  die  vorliegenden  Zwecke ,  r  der 
Einheit  gleich  gesetzt  werden   kann. 

Man  wird  aus  5)  zunächst  die  Hemerkung  ableiten,  dass  man  für  Himmels- 
körper mit  massiger  Excentricität  (Planeten)  wohl  das  Intervall  für  alle  'i'heile  der 
ISahn  constant  annehmen  darf;  sind  aber  die  Excentricitäten  gross,  so  ran^s  das 
Intervall  variirt  werden ,  und  man  wird  sich  zu  entscheiden  haben ,  welche  Wahl 
man  trifft;  man  wird  demnach  in  diesem  Falle  nur  immer  für  gewisse  Bahntheile 
das  Intervall  constant  annehmen  dürfen. 

Beim  Uebergange  auf  den  geocentrischcn  Ort  wäre  zu  beachten ,  dass  vor- 
erst die  Differenzen  der  Coordinaten  des  Himmelskörpers  und  der  Erde  in  Betracht 
kommen ;  man  wird  daher  zu  berücksichtigen  haben,  dass  bei  der  A  ereinignng  der 
beiden  Coordinaten  sich  die  zweiten  Differenzwerthe  ebenfalls  summiren ;  man  wird 
also  in  diesem  Falle  das  Intervall  im  Allgemeinen  nicht  grösser  wählen  dürfen  als 
3  Tage  für  alle  Himmelskörper .  für  die  /•  grösser  als  die  Einheit  wird  ;  man  hat 
also  die  Bedingungen  : 

>•  <[  I         ■/  =  3  r2  . 

Da  man  aber  stets  von  den  geocentrisdien  rechtwinkeligen  Coordinaten  den  Ueber- 
gang  auf  die  polaren  macht,  so  werden  die  Aenderungen  der  ])olaren  Coordinaten 
im  Allgemeinen  ])r()])ortional  dem  reciproken  Werthe  der  geocentrischcn  Distanz  J 
sein ;  beachtet  man ,  dass  überdies  mindestens  für  die  eine  Cioordinate  auch  eine 
Multiplication  mit  sec  6,  wo  d  die  auf  der  Fnndamentalebene  senkrechte  polare 
Coordinate  vorstellt,  zur  Ecduction  auf's  Parallel  erforderlich  ist,  so  wird  man  für 
die  Bestimmung  von  J  für  die  geocentrisdien  polaren  Coordinaten  zunächst  erhalten 
für  die   zwei  Fälle  : 
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/•  >   I       J  =   T,  J  COS  ö  I 

»■  <  I     J ^=  ir-  J  cos  ö ,  j 

wobei  J  in  Ta^en  iiiisgedriickt  erscheint;  man  darf  aber  bei  l'enützung  der  Formeln  6j 
nicht  vergessen ,  dass  dieselben  nur  eine  annähernd  richtige  Leitung  geben ;  man 
erhält  also  die  folgende  Uebersicht  für  die  Bestimmungen  von  J  in  Tagen : 

?•  ]>■  I  »•  <[  I 

helioccntrische  rcchtw.   Coord.          J  :=  T^r-  J=-^r'^ 

geocentrische  rechtw.          »               J  =  i  J ^  -t^r^ 

geocentrische  polare            »               J  ^  t,  J  cos  d  J  =  -i^r"^  J  cos  d . 

Der  Umstand,  dass  das  Intervall  auch  von  cos  d  abhängig  ist,  also  im  Falle, 
wo  sich  der  Himmelskörper  den  Polen  des  gewählten  Coordinatensystems  nähert, 
auf  sehr  kleine  Wertlie  für  /  führt ,  zeigt ,  dass  die  Herstellung  einer  Ei)hemeride 
zur  lüldung  von  Normalorten,  wenn  sich  der  Himmelskörper  dem  Pole  nähert,  auf 
Schwierigkeiten  stossscn  kann ;  man  kann  sich  in  solchen  Fällen  theilweise  damit 
behelfen ,  dass  man  auf  die  Ephemeride  mit  polaren  Coordinaten  Verzicht  leistet, 
und  unmittelbar  für  die  Zeit  die  vorgelegten  t'oordinaten  interpolirt  und  aus  diesen 
erst  die  polaren  berechnet;  doch  ist  dieses  Auskunftsmittel  keineswegs  sehr  geeignet, 
da  gerade  in  diesen  Fällen  der  Fehler  der  Ephemeride,  zerlegt  nach  den  Compo- 
nenten  der  polaren  Coordinaten,  nothwendig  rasche  Aenderuugen  zeigen  mnss,  und 
im  Falle  der  Polpassage  in  beiden  (Koordinaten  eine  völlige  Discontinuität  eintritt. 
Man  hat  daher  in  ähnlichen  Fällen,  das  Coordinatensystem  des  Aequators  ,  welches 
gewöhnlich  als  Grundlage  für  die  Berechnung  der  Ephemeride  dient,  verlassen  und 
dafür  das  der  Ekliptik  eingesetzt ;  man  muss  aber  dieses  Verfahren  ebenfalls  als 
ein  wenig  zweckmässiges  bezeichnen ,  indem  durch  viel  leichtere  und  einfachere 
Rechnungen  radicalere  Abhilfe  geschafft  werden  kann  ;  man  darf  nämlich  nicht  ver- 
gessen, dass  die  Transformation  aller  auf  den  Aequator  bezogenen  Beobachtungen 
in  Länge  und  Breite  keine  ganz  geringe  Arbeit  ist,  und  dass  wegen  der  verbal t- 
nissmässig  geringen  Entfernung  der  Pole  des  Aequators  und  der  Ekliptik  ^Abstand 
23"3)  immerhin  die  Unregelmässigkeit  in  den  polaren  Coordinaten  nicht  ganz  behoben 
erscheüit.  Das  radicale  Ausknnftsmittel,  welches  ich  in  diesem  Falle  empfehle,  ist 
das  f(dgende  :  ich  lege  das  neue  Coordinatensystem  so,  dass  der  Pol  desselben  in 
den  Frühjahrspunkt  zn  liegen  kommt,  die  Fundamentalebeue  geht  also  durch 
die  Pole  des  Aequators  und  ich  wähle  den  Nordpol  des  Aequators  als  Ausgangs- 
punkt der  Zählung ;  denkt  man  sich  in  denselben  die  positive  x  Achse  des  neuen 
Systems  gelegt,  die  y  Achse  in  den  Punkt,  dessen  llectascension  90°  ist,  die  po- 
sitive z  Achse  in  den  Frühjahrspinikt  und  bezeichnet  die  Coordinaten  des  neuen 
Systems  durch  Accente,   so  hat  man  die  Kelationen  : 

z  ^  z 

y  =-y 

-'  =  a;  . 
Es  entsteht   also  dieses  neue  Coordinatensystem   aus   dem  Aequatorealsystem    durch 
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Dicliuni!  des  l('ly,(,(n'<'ii  Systrius  \nn  yo"  um  dio  f^eiiicinsaiuo  ij  Achse.  Miui  k:niii 
(hniiiiacli  oliiui  ^vciterc  Transformationen  die  bereits  berechneten  geocentrischen  ('o- 
()vdinat(Mi  benützen  tuid  wird  ,  wenn  man  dieselben  für  das  System  des  Aeqiuitors. 
mit  i',  )y  und  'C  bezcicliuct  zur  |{(!rechnun<^  der  neuen  ])()lar(Mi  Coordinaten  die  Rela- 
tionen haben  : 

/t  cos  «'  cos  ö'  =  'C 

J  sin  u  cos  8'  =iq 

J  sin  d'  =  ^  ; 

auch  die  ^Verwandlung  der  beobachteten  äquatorialen  C'oordinaten  in  die  des 
neuen  Systems  gestaltet  sich  ganz  einfach  ;  mau  wird  haben,  wie  dies  ans  der  Trans- 
formation der  Coordinaten  unmittelbar  ersichtlich  ist: 

cos  u'  cos  ö'  =  sin  ö 
sin  «'  cos  d'  =  sin  «  cos  d 
sin  ö'  =  cos  a  cos  6 
wodurch,   da  cos  d'  stets  positiv    zu    nehmen    ist,    die    polaren  Coordinaten   unzwei- 
deutig bestimmt  erscheinen. 

Hat  man  also  eine  Ephemeride  in  geeigneter  Weise  hergestellt ,  so  tritt  zu- 
nächst die  Nothwendigkeit  ein,  die  Angaben  derselben  mit  den  Beobachtungen  zu 
vergleichen;  es  wird  sich  hierbei  als  nothwendig  herausstellen,  für  gewisse  Zeit- 
momente die  Positionen  der  Ephemeride  durch  Interpolation  zu  ermitteln :  man  wird 
aber ,  wenn  man  mit  n  den  Abstand  des  Fieobachtungsmomentes  seiner  absoluten 
Grösse  nach  von  der  nächsten  Ephemeridenepoche  ausgedrückt  in  Einheiten  des 
Intervalles  bezeichnet ,  durch  die  bekannten  Interpolationsformeln  das  gewünschte 
Resultat  erlangen ;  man  hat  nämlich  für  die  Interpolation  nach  vorwärts  (vergl.  über 
die  Bezeichnung  pag.  3  ff.)  : 

1'  I      ,         \         ^     \    i        ^'i   '      I    1      \     1     n{n—i)    /■„   /   ,     ,     {n-\-i)n{n — i)    ^„,  ,      ,    ,     ,     , 
f  [a  +  nw)  =f[a)  +  tij'  \a  +  -^w)  +  -77^/"  W  H ^7^7^ /"'(«+.V«')  + 

(n+i]{n){n—i]{n—2)     ^^.  ,    , 

1.2.3.4  \    I  ~i     ■•■ 

nach  rückwärts : 

fla-mo)  =f[a]  —  nf'{a—^^wi  +  -\-^J"  («)  —      \.^.^       f     l«  — i«')  + 

I.Z.  3.4  ''  V     J      •  •  •     ) 

SO  dass  man  w  stets  kleiner  als  -J-  wählen  kann.  Hat  man  aber  sehr  zahlreiche 
Beobachtungen ,  was  wohl  nur  bei  sehr  hellen  Kometen  der  Eall  ist,  für  dasselbe 
Intervall  mit  der  Ephemeride  zu  vergleichen,  dann  verlohnt  es  sich  wohl  der  Mühe, 
die  obigen  Formeln  nach  Potenzen  von  n  zu  ordnen  und  die  so  gebildeten  Coeffi- 
cienten  statt  der  Differenzwerthe  der  Ephemeride  beizufügen.  Ordnet  man  die 
obigen  Ausdrücke  nach  Potenzen  von  n  und  führt  überdies  die  arithmetischen  Mittel 
(vergl.  pag.  4)  der  ungeraden  Differenzen  ein,  so  erhält  man  leicht  die  Form: 
f{a-\-nw)  =fla)  -]-  An  -\-  Bn'^  -\-  Cri^  -\-  Dn^  ...  für  die  Interpol,  nach  vorwärts 
f[a  —  nw)  ^=f[a)  —  An  -\-  Bn^  —  Cti-'  -{-  Dn^  ..  .     »     »         »  »   rückwärts, 
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wobei  fj-esi't/.t  ist : 


2: 


wobei  die  Formeln  in  einer  weit  die  Grenzen  der  gewöhnlichen  Anwendung  über- 
schreitenden Vollständigkeit  angesetzt  sind .  Man  wird  beachten ,  dass  man  diese 
Formeln  eigentlich  angemessener  nicht  zerfallt  in  ein  System  für  die  Interpolation 
nach  vorwärts  und  eines  für  die  Interpolation  nach  rückwärts,  sondern  sich,  indem 
man  11  stets  kleiner  als  \  annimmt,  dasselbe  im  ersten  Fall  mit  dem  positiven ,  im 
letzteren  Falle  mit  dem  negativen  ^'orzeichen  behaftet  vorstellt. 

Um  für  einen  speciellen  Fall  n  zu  bestimmen ,  hat  man  tmter  Berücksich- 
tigung des  Umstandes,  dass  die  Ephemeriden  die  Orte  für  das  wahre  Aequinoctium 
geben ,  zunächst  die  auf  den  Normalmeridian  rediicirte  Beobachtungszeit  um  die 
Lichtzeit  zu  vermindern  (vgl.  I  pag.  71)  und  für  diese  so  verminderte  Zeit  den 
Ephemeridcnort  zu  intei-poliren.     Die  Lichtzeit  in  Zeitsekunden  findet  sich  nach : 


Aberrzt  =:  2.6971  z/  , 
wo  J  die  geocentrische  Distanz  in  Einheiten  der  Erdbahnhalbachse  vorstellt  und 
statt  des  Coefficienten  der  Logarithmus  desselben  angesetzt  ist.  Der  für  diese  so 
corrigirte  Zeit  aus  der  Ephemeride  entlehnte  Ort  ist  identisch  mit  dem  scheinbaren 
zur  Zeit  der  Beobachtung  und  umgekehrt ;  man  erhält  nach  Ausführung  der  hier 
angezeigten  Operationen  einen  unmittelbaren  A'ergleich  des  beobachteten  und  be- 
rechneten Ortes ,  doch  ist  noch  vorher ,  wenn  dies  nicht  schon  geschehen  ist,  die 
Beobachtung  vom  Einflüsse  der  l'arallaxe  zu  befreien  (vgl.  I  pag.  32),  da  die  Ephe- 
meriden geocentrische  Orte  geben.  Indem  man  so  zur  Kenntniss  des  Ephemeriden- 
fehlers  gelangt,  den  man  aus  dem  Unterschiede  Beobachtung-Rechnung  ableitet, 
hat  man  ferner  zu  beachten,  dass  der  Fehler  in  Kectascension  eigentlich  noch  mit 
cos  8  zu  multipliciren  ist,  um  denselben  auf  den  grössten  Kreis  zu  reduciren ;  man 
wird  aber,  sofern  der  Himmelskörper  sich  nicht  den  Polen  allzusehr  nähert  und 
einen  massigen  Bogen  in  der  Declination  innerhalb  der  Zeitgrenzen  der  zu  einem 
Normalorte  verbundenen  Beobachtungen  zurücklegt .  meist  von  dieser  Multiplication 
Abstand  nehmen  können.  Man  hat  aber,  wenn  man  diese  Correction  berücksichtigt, 
wohl  zu  beachten,  dass  man  bei  der  Bildung  des  Normalortes,  indem  man  die  im 
Mittel    resultirende    Correction    der    Ephemeride    an    den  Ephemeridenort    anbringt, 

OppoliPr,  Biihnbestimmungen-  U.  48 


37S     

diese  Quaiititiit  \(irliei-  dureli  die  Miilti])lic!it,i(ni    niit  sec  i)    auf   das    Parallel    /uriick- 
führeii   muss. 

Die  inehrfafhrii  ()i)orati()ncn ,  die  man  mit  den  Daten  der  l>e(d)achtunu-  vor- 
zmielinKni  hat,  maelieii  es  erwünscht,  dieselben  möglichst  übersichtlich  zu  gestalten ; 
man  wird  dies  am  lieslen  dadurch  erreichen,  dass  man  jede  lieobachtnng  auf  einen 
entsjirechend  aus  etwas  stärkerem  i'ajiicre  geschnittenen  Zettel  herausschreibt,  der 
etwa  o"'2ü  J5reiteo"'i5  Höhe  hat,  und  auf  denselben  alle  erforderlichen  Bemerkungen 
inul  Angaben  eintragt.  Links  oben  in  die  Ecke  setzt  man  den  Namen  des  Himmels- 
körpers ;  gehört  die  Beobachtung  einem  kleinen  l'laneten  an  und  ist  eine  Schätzung 
seiner  Helligkeit  (Grösse)  vom  Beobachter  angegeben ,  .  so  kann  dieselbe  dort  ihren 
Platz  finden.  In  der  Mitte  oben  setzt  man  gleichsam  als  Aufschrift  den  Namen  des 
Beobachtungsortes,  rechts  oben  in  die  Ecke  kommen  die  Notizen  über  die  Art  der 
Beobachtung  und  etwaige  Bemerkungen  des  Beobachters  über  die  Sicherheit  der- 
selben; ist  diese  Beobachtung  eine  Meridianbeobachtung,  so  kann  man  dies  durch 
den  Buchstaben  M  bezeichnen,  ist  dieselbe  aber  eine  difFerentielle ,  so  wird  man, 
falls  dies  die  Mittheilungen  des  Beobachtei's  gestatten,  anführen  die  Ait  des  Mikro- 
meters, die  beobachteten  Differenzen  zwischen  dem  Himmelskörper  und  dem  Ver- 
gleichsterne, die  Anzahl  der  Einzelbeobachtungen ,  die  zur  Ableitung  dieses  Kesul- 
tates  gedient  haben,  uiad  schliesslich  die  angenommenen  mittleren  und  scheinbaren 
Positionen  des  Vergleichsternes  nebst  Angabe  der  Quellen ,  die  der  Beobachter  zur 
Ableitung  der  angeführten  Positionen  benutzt  hat.  An  sich  wären  diese  Notizen 
nicht  von  Erheblichkeit,  w  enn  man  stets  sicher  sein  könnte ,  dass  keine  Versehen 
bei  der  Reduction  der  Beobachtungen  vorgefallen  sind ,  alle  diese  Notizen  werden 
sich  aber  bei  der  näheren  Discussion  der  15eobachtungen .  auf  die  allerdings  hier 
nicht  eingegangen  werden  kann,  sehr  nützlich  erweisen  und  allenfalls  bei  der  Ver- 
gleichuiig  sich  zeigende  auffallende  Unterschiede  oft  genug  erklären.  Jetzt  füllt  man 
die  erste  Zeile  des  Zettels  aus ;  dieselbe  enthält  zuerst  die  Jahreszahl,  den  Monat  und 
das  Datum,  unter  den  Namen  des  Beobachtinigsortes  stellt  man  die  mittlere  Zeit  des 
Beobachtinigsortes  ,hierbei  kann  man  erwähnen ,  dass  häufig  die  englischen  Beob- 
achter statt  der  mittleren  Ortszeit  die  mittlere  Greenwicher  Zeit  ansetzen,  ein  nicht 
ganz  zu  lobender  ^  organg)  ;  dann  folgt  weiter  nach  rechts  die  beobachtete  Rectas- 
cension  und  Declination,  neben  jede  dieser  C'oordinaten  setzt  man  auf  3  und  4  Stellen 
die  allenfalls  von  den  Beobachtern  mitgetheilten  parallaktischen  Factoren ;  doch  sind 
dieselben  von  den  verschiedenen  Beobachtern  sehr  verschieden  mitgetheilt;  bald  ent- 
halten sie  bereits  die  mittlere  Sonnenjjarallaxe,  bald  nicht,  sind  bald  in  Bogenmaass 
für  Rectascension  angesetzt,  bald  in  Zeitmaass,  bald  stehen  die  Logarithmen,  bald 
die  Zahlen  u.  s.  w.  Man  wird  daher  gutthun,  sich  niemals  auf  diese  Angaben  all- 
zusehr zu  verlassen  und  durch  directe  Nachrechnung  die  parallaktischen  Faktoren 
(I  pag.  32)  prüfen  ,  die  selbst  gewonnenen  Resultate,  nachdem  man  sich  von  deren 
Richtigkeit  überzeugt,  an  Stelle  der  von  den  Beobachtern  mitgetheilten  Zahlen  an- 
setzen, und  die  letzteren  nur  mehr  als  beiläufige  Controlen  gelten  lassen;  man 
wird  sicli  bald  überzeugen,    dass  in  der  That  selbst  bei  sehr  sorgfältig  reducirenden 
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Beobachtern  in  diesen  Zahlen  hilufig  genug  Irrthümer  vorhanden  sind.  Einige  He- 
()l);iclit('r  geben  gleich  die  geocentrischen  Orte  selbst .  und  man  ist  dadurch  der 
Rechnung  der  Correction  für  Parallaxe  überhoben ;  doch  ziehe  ich  es  vor ,  diese 
Correctiouen  dem  Rechner  zu  überlassen  und  aus  den  Händen  des  Beobachters  die 
reinen  Beobachtungsdaten  zu  erhalten. 

Unter  die  mittlere  Ortszeit  in  die  zweite  Zeile  setzt  man  die  mittlere  Zeit 
des  angenommenen  Nonnalm eridians,  welche  man  erhält,  wenn  man  an  die  Ortzeit  die 
Längendifferenz  anbringt,  bei  östlich  von  dem  Hauptmeridiane  gelegenen  Orten  sub- 
tractiv,  bei  westlichen  additiv;  unter  diese  Zahl  setzt  man  die  wohl  meist  mit  aus- 
reichender Genauigkeit  durch  lineare  Interpolation  aus  der  Ephemeride  entlehnte 
Aberrationszeit,  die  stets  an  die  obige  Zahl  subtractiv  anzubringen  ist;  zur  Ablei- 
tung von  M,  jenem  numerischen  \\'erthe,  der  zur  Interpolation  nöthig  ist,  wird  man  die 
in  Stunden,  Minuten  und  Secunden  angegebene  corrigirte  Beobachtungszeit  in  De- 
eimaltheile  des  Tages  mit  den  bekannten  Hilfsmitteln  verwandeln.  Unter  die  schein- 
baren Ixectascensionen  und  Uecliiuitionen  setzt  man  in  die  zweite  Zeile  die  für  Pa- 
rallaxe erforderlichen  Correctionen  und  in  die  dritte  Zeile  setzt  man  die  aus  diesen 
(-"orrectionen  resultirenden  geocentrisclien  C'oordinaten;  links  unten  setzt  man  die 
E])hemeridencoordinaten  der  der  Beobachtung  zunächst  gelegenen  E])oche  an  und  lässt 
unter  denselben  so  viel  Raum,  um  die  durch  die  Interpolation  gefundenen  Reductionen 
auf  die  Epoche  der  Beobachtung  anbringen  und  darunter  den  resultirenden  Ephe- 
meridenort  ansetzen  zu  können ;  den  übrigen  Raum  des  Zettels  benützt  man  für  die 
nöthigen  Interpolationsrecbnungen,  die  sich  meist  durch  die  Benützung  zweckmässig 
angelegter  Hilfstafeln  wesentlich  erleichtern  lassen;  rechts  unten  in  die  Ecke  setzt 
man  die  zwischen  der  Beobachtung  und  der  Rechmnig  resultirenden  Unterschiede 
im  Sinne  Beobachtung -Rechnung  und  setzt  also  da  (eventuell  coad  da)  und  dd 
an,  und  fügt  sofort  eine  Bemerkung  bei,  wenn  die  Beobachtung  kein  Vertrauen 
verdient. 

In  dieser  Weise  gelangt  man  zur  Kenntniss  der  Fehler  der  Ephemeriden  für 
jede  einzelne  Beobachtinig  und  indem  man  die  Beobachtimgen  in  entsprechender 
Weise,  wie  es  die  Umstände  gerade  gestatten  und  fordern ,  gruppirt ,  gelangt  man 
mit  Hilfe  der  eben  besprochenen  Meihode  zur  Kenntniss  der  Normalorte,  die 
sich  der  Bedeutung  der  Zahlen  der  Ephemeride  gemäss ,  auf  das  wahre  Aequi- 
noctium  der  Zeit  des  Normalortes  beziehen ;  man  wird  aber  die  Normalorte  zweck- 
mässig auf  gewisse  mittlere  Aecpdnoctien  beziehen ;  die  hierfür  erforderlichen  Cor- 
rectionen für  Nutation  und  Präcession  sind  ausführlich  im  ersten  Bande  (I  pag.  88 
u.  ff.)  erläutert  worden.  Der  Nutzen  der  Einführung  der  Normalorte  ist  offenbar  darin 
begründet,  dass  man.  ohne  die  Genauigkeit  des  Resultates  in  irgend  einer  AVeise 
erheblich  zu  schädigen,  die  Zahl  der  Bedingungsgleichungen  wesentlich  einschränkt, 
ein  ^'ortheil  der  bei  der  Anwendung  die  Rechnung  ganz  wesentlich  abkürzt.  Ge- 
lingt es  in  einem  gegebenen  Falle,  die  Beobachtungen  in  3  Normalorte  zusammen- 
zufassen, so  kann  man  diesen  Orten  jene  Methoden  für  die  erste  Bahnbestimmung 
zu  Grunde  legen,   die  im  ersten  Bande  dieses  Werkes  auseinandergesetzt  sind. 
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Vjü  soll  111111  die  lÜliliiii^  eines  Normalortes  inul  die  Zurückfülirung  desselben 
iiiif  ein  bcstiinnites  mittleres  Aoqiiinoctinm  (lurclif^-efiilirt  werden,  wobei  aber  die  sonst 
auf  die  verschiedenen  Zettel  zu  vertlieilendeii  Zahlen  hier  übersichtlich  neben  ein- 
ander gesetzt  werden  müssen;  ich  entlehne  das  Beispiel  dem  Planeten  @  Erato. 
Es  finden  sich  für  diesen  Planeten  aus  dem  Jahre  1871  neben  anderen  die  folgen- 
den Beobachtungen,  wobei  ein  dem  Namen  des  Heobachtungsortes  zugefügtes  M 
anzeigt,   dass  die  Beobachtung  im  Meridian  angestellt  ist. 

No.  Datum  Peobachtungsort       Ortszeit      Peob.   Rectasc.      Beob.  Decl. 

1  187 1  Sept.  12     Leiden   (M)  i2^22"'2-j''        23''48"38'2i       —  4"  s'sg's 

2  »       12  Paris   (M)  12  22  26  23  48  38.34  —  43  35.7 

3  «14  Leiden   [M)  1-13  9  23  47  12.15  —  4  1430.8 

4  "       '5  Berlin  1 1  37  i  23  46  30.69  —  4  ig  37.2 

5  )>       16  Berlin  11     i  39  2345  48.39  —  42455.6 

6  »22  Greenwich  [M]  11  35  49  2341  21.33  —  457I4-7  • 

Eine  aus  sehr  nahe  richtigen  Elementen  abgeleitete  Ephemeride  ergab  die 
folgenden  wahren  Orte : 

i2''mittl.B.Zt.     Rectasc.       i.Diff.   2.Difr.         Decl.  i .  Diif.   2 .  Diff .  loa  .7    Abnzt. 

187 1  Sept.  II  23''49'"22''04  —0^43  — 3°57'58"i  — i"i   0.2324  i4"'io'' 

—42=62  — 5'24"5 
11       12        4839.42                  — 0.37  — 4     322.6  — 0.8  0.2318  14     9 

—42.99  •  —525.3 
»       13        4756-43                   —0.33—4    847.9  —0.40.231314     8 

—43-32  —525-7 
»       14        47  13-1  •                   — 0.28  — 4  14  13.6  4-0.1   0.2308  14     7 

—43-60  —525-6 
»       15        4629.51                   — 0.22  — 4  1939.2  +0.4  0.2304  14     6 

—43-82  —5  25.2 
»       16        45  45.69                  — 0.17  — 4  25    4.4  -I-0.8  0.2301  14     6 

—43-99  —5  24-4 

45     1-70  — o.io  — 43028.8  -(-1.3  0.2298  14     5 

-44-09  —523-1 

44  17-61  — U.03   — 4  35  51.9  -I-1.6  0.2296  14     5 

—44-12  —521.5 

"       19        43  33-49  +0.02  — 441  13.4  -1-2.0  0.2294  14     4 

— 44-10  —5  19.5 

»      20        4249.39  -1-0.08  — 44632.9  4-2.50.229414     4 

—44-02  —5  17.0 

»      21        42     5.37  -I-0.13  — 4  51  49.9  -1-2.80.229414     4 

—43-89  —5  14-2 

»      22        4121.48  -1-0.18—457    4-'i  4-3-20.229514     4. 

Die  folgende  Zusammenstellung  gibt  in  der  ersten  Columne  die  Nummer  der 
Beobachtung,  in  der  zweiten  sind  die  auf  den  Normalmeiidian  bezogenen  Zeiten  der 
Beobachtung,  in  der  dritten  die  zugehörige  Aberrationszeit ,  in  der  vierten  der  Ab- 
stand von  der  nächsten  Epoche  in  der  Ephemeride  augegeben,  die  fünfte  und 
sechste  mit  Ja  und  Jd  überschriebene  Columne  gibt  die  mit  Hilfe  der  ersten  und 
zweiten  Differenzen  abgeleiteten  }}ewegungen  des  Planeten  in  der  Zeit  des  Abstandes 
von  der  nächsten  Epoche  der  Ephemeride  an,   welche  Zahlen  an  die  entsprechenden 
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Werthe  der  Ephemeride  augoliraclit ,  den  sclicinbaiTii  Ort  für  die  llcoliachtuiiLTszeit 
angeben;  die  siebente  nnd  achte  Coliimnc  geben  die  Parallaxen,  welch('  mit  ihren 
Zeichen  an  die  beobachteten  Werthe  anz\d)ringen  sind,  nm  geocentrische  Orte  /.n 
erhalten,   endlieh  geben  die  zwei  letzten  Cnhunnen    die   so  gefundenen  Unterschiede 
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Das  Mittel  der  Correctionen  ist  in  Rectascension  +0*^24  in  Decl.  — 2"2,  das 
Mittel  der  Zeiten  entspricht  nahe  Sept.  15.5;  bei  der  geringen  Zahl  der  Heobach- 
tungen  einerseits  nnd  anderseits  bei  dem  nahen  Anschlüsse  der  Ephemeride  an  die 
Beobachtungen,  der  .sich  dnrch  weiter  abstehende  Beobachtungen  bestätigt,  wird  man 
wohl  mit  Recht  von  der  Bestimmung  der  mit  der  Zeit  und  dem  Quadrate  der  Zeit 
verbundenen  C!oefficienten  der  Ephemeridencorrection  abstehen ,  und  die  obigen 
Mittelwerthe  einfach  an  die  Angaben  der  Ephemeride  für  die  betreffende  Epoche 
anbringen;  setzt  man  die  so  erhaltene  Rectascension  im  Bogenmaasse  an,  so  erhält 
man  den  folgenden  Normalort: 

a  ■     8 

1871  Sept.  15.5  356"37'26"2  -4"i9'4i"4  , 
der  sich  auf  das  zugehörige  walire  Aequinoctium  bezieht;  die  Reduction  auf  das  mitt- 
lere Aequinoctium  des  Jahresanfanges  mit  Hilfe  der  _/,  g  und  G  Grössen  (vergl.  I 
pag.  89)  nach  den  Angaben  des  Berliner  Jahrbuches  ergibt,  wenn  man  beachtet, 
dass  die  daselbst  gegebenen  Formeln  die  Reduction  vom  mittleren  Aequinoctium  des 
Jahresanfanges  auf  das  wahre  des  Datum  liefern ,   für  die  verlangte  Reduction : 

in  Rectasc.  — 17"!  in  Decl.  — 7"3  ; 

will  man  aber  z.  B.  den  Normalort  auf  das  mittlere  Aequinoctium  1870,0  beziehen, 
so  findet  sich  der  Einfluss  der  Präcession  (vergl.  I  pag.  84) : 

in  Rectasc.  — 46"!         in  Decl.  — 2o"o 

und  man  erhält  demnach  für  den  auf  das  raittl.  Aequ.  1870,0  bezogenen  Normalort 

a  8 

1871  Sept.  15.5     356"36'23"o         — 4<'2o'8"7  . 

Die  neueren  Jahrgänge  des  Berliner  Jahrbuches  gestatten  aber  bekanntlich  die  Re- 
duction eines  beliebigen  wahren  Aequinoctium  auf  das  mittlere  des  nächstgelegenen 
Jahrzehntes  direct  auszuführen. 
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Da  ich  in  der  \'(>\^i'  /iir  l*]il;uitcniiifi-  der  angeführten  Methoden  als  l!c'is])iel 
die  au^tullrli(•lu'  IJcarhcitiinü;  des  l'hiiicton  Kralo  wälilc,  so  führe  icli  gh'ich  hier  die 
Orte  an,  die  sieli  a\is  (h-r  ühnliclicn  llchandhinf^-  der  IJeohachtnngen  (h'r  übrigen 
()])l)ositition(;n  ergehen,  und  setze  daneben  die  anf  dasselbe  Ae(|nin()c;tiuni  bezogenen 
il((natorealen  Sonnencoordinaten  nach  JjC  Verrier*);  die  dem  J)atnm  in  der  Klam- 
mer nachfolgende  Zahl  zeigt  die  Anzahl  der  zum  Normalovte  verbundenen  lieobach- 
tungen  an : 

a  d  X  Y  Z  .  "'"'•   , 

Aequinoct. 


1860  Sept.  19.5(5)  8''4i'29"8  +  o"3o'  6"2  — 1.002405g  +0.0452085   +0.0196157 

1861  Dec.  28.5(4)  124  41  40.1  +185753.2  +0.1242279  — 0.8948019  — 0.3882817  l  1860,0 
1863  April  10.5(1)  1843625.5  +055  11.0  +0.9389739  +0.3224833  +0.1399321  ) 

1871  Sept.  15.5(6)  356  3623.0  —  4  20    8.7  — 0.996660g  +0.1184494  +0.0513987  \ 

1873  Jan.  16.5(5)  110  1058.2  +21  1943.8  +0.4457436  — 0.8046120  — 0.3491156  \  1870,0 

i874März  22.5(4)  1832845.8  +   i   1738-5  +0.9965770  +0.0338177   +0.0146734  ) 

1875  Mai  21.5(4)  2351633.9—1643    4.2  +0.4985747   +0.8085520+0.3508195  I 

1876  Juli  18.5(2)  305     924.3  —19  1435-0  —0.4552539  +0.8334188  +0.3616114  I  1880,0 

1877  Nov.  24.5(6)  464634.3  +14    347.2  — 0.4500626  — 0.8054688  — o.34g47g6  / 


B.    Anschluss  der  Elemente  an  die  Beobachtungen  mit  strenger  Berücksichtigung 
der  Principien  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate. 

§  1.    Allgemeiues. 

Verbindet  man  die  Forderungen  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  mit 
dem  hier  vorgelegten  Probleme,  so  sieht  man  sofort,  dass  man  in  dem  gegebenen 
Falle  die  daselbst  verlangte  lineare  Form  zwischen  den  Fehlern  imd  den  Unbe- 
kannten nnr  dadurch  herstellen  kann,  dass  man  als  Ausgangspunkt  der  Untersuchung 
genäherte  richtige  Elemente,  die  man  sich  stets  wird  verschaffen  können,  annimmt, 
und  die  Verbesserungen  der  zu  Grunde  gelegten  Elemente  als  Unbekannte  in  das 
Problem  einführt,  so  dass  man  diese  Incremente  als  Grössen  erster  Ordnung  (also 
adäquat  den  differentiellen  Aenderungen)  auffassen  kann ;  es  wird  jede  x\enderung 
in  einer  beobachteten  C'oordinate  ö  B  dargestellt  werden  können  durch : 

wobei  £,,  E2,   .....   -Es  die  Elemente  darstellen  und  öj,  «2 "«  füe  entsprechen- 
den Differentialqnotienten ;    es    können    unter   Umständen   noch    mehre    Glieder   ein- 


*)  Die  Correction  der  l.e  Verrie  r'schen  Nutalion  um  das  Glied  4-o"i28  sin  i© — P)  ist 
hierbei  berücksichtigt,  vergleiche  hierliei  die  diesbezügliche  Bemerkung  in  den  erläuternden  Anhängen 
der  Berliner  Jahrbücher. 
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treten,  wenn  man  z.  J5.  auf  Grossen  von  der  Ordnung  der  Störungen  Rücksicht 
nimmt  und  etwa  \'erbesserungen  der  angewandten  störenden  Massen  auffinden  will 
u.  s.  w.,  es  wird  sich  aber  in  der  Form  der  obigen  Gleichungen  durch  diese  Er- 
weiterungen nichts  ändern ;  hierbei  könnte  noch  erwähnt  werden ,  dass  eigentlich 
7  Elemente  in  IJetracht  zu  ziehen  sind,  wenn  man  die  Maasse  des  betreffenden  Kör- 
pers und  deren  Verbesserung  aufsuchen  wollte ;  doch  würde  aus  diesen  Gleichungen 
aus  leicht  ersichtlichen  Gründen  eine  Bestimmung  dieses  siebenten  Elementes  mit 
Sicherheit  niemals  möglich  sein,  und  ausserdem  wird  die  Masse  derjenigen  Himmels- 
körper, die  hier  in  Hetracht  kommen,  so  wenig  von  der  Null  verschieden  sein,  dass 
man  ohne  Bedenken  den  Nullwcrth  für  deren  Masse  substituiren  kann;  ich  werde 
daher  auf  diesen  Umstand  nicht  weiter  Rücksicht  nehmen. 

Man  erhält  für  jede  vollständige  Beobaclitnng  oder  für  jeden  Normalort.  da 
derselbe  2  Coordinaten  gibt ,  2  Bedingungsgleichungen  von  der  oben  aufgestellten 
Form;  überschreitet  nun  die  Anzahl  der  Bedingungsgleitdinngen  die  Zahl  der  Ele- 
mente (in  unserem  Falle  6  ,  so  wird  man  nach  der  Metliode  der  kleinsten  Quadrate 
die  erforderlichen  Incremente  der  Elemente  suchen,  um  die  wahrscheinlichsten  Ele- 
mente zu  erhalten.  Um  aber  diese  Rechnungen  ausführen  zu  können,  muss  die  Be- 
rechnung der  Difl'erentialquotienten  ermöglicht  werden  und  es  sollen  in  den  folgenden 
Paragraphen  die  hierfür  nöthiwcn  Fntwickolungen  vorgenommen   werden. 


§  2.    Darstellung  der  Yariatioiieu  der  Beobaclitiiiigen  (liircli  die  Variatioiieu  des 
Knotens,  der  Neigung,  der  Länge  in  der  Baliii  und  des  Kadiusvectors. 

Die  Ausdrücke  für  die  rechtwinkeligen  lieliocentrischen  Coordinaten ,  denen 
dasselbe  C'oordinatensystem  zu  Grunde  liegt,  auf  welches  sich  die  Elemente  lieziehcn, 
sind   (vergl.  I  pag.    16): 

X  =  r  (cos  u  cos  Q  —  sin  u  sin  Q  cos  i]  j 

y  =^  r  ;cüs«  sin  Q  -|-  sin«  cosQ  cos«)  .  /  i) 

a  =  ?■  sin  u  sini  ;  ) 

denkt  man  sich  für  das  Argument  der  IJreite  «  geschrieben  : 

U  =   (t)  -f-  71]   —  Q 

wobei  V  die  wahre  Anomalie  und  ;f  die  Länge  des  Perihels  vorstellt,  so  wird  v  -(-  n 
die  Länge  in  der  Bahn  sein ;  diese  Zerlegung  erweist  sich  in  der  Folge  besonders 
bei  ]5ahnen  mit  kleinen  Neigungen  als  sehr  zweckmässig.  Man  erhält  durch  Diffe- 
rentiation der  Ausdrücke  i)   nach   [v  -\-  n).  r,   Q  und  i  leicht: 

y-, — ; — -  =  —  r   sniM  COSQ  -\-  cos«  sinQ  cos« 

o[xi-\-n]  '  ' 


Ö  V  ,    .  .  . 

—7 — ,  =  —  r   sniM  sm  Q  —  cosm  cosQ  cosi) 


r  COSM  sm  i 
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dr 
ör 


=  cos«<  cos  Q  —  sin  u  sin  Q  cos« 
=  cosM  sin  Q  4-  f^inu  cosQ  cos« 
::=  sin  M  sin «' 


-v^  =  2  r  sin  1 12  sin  (m  —  q) 
-^  =  2  »•  sin  1  t-  cos  (m  —  Q) 


=:  —  r  cos  ?<  sin « 
=  r  sin  M  sin  Q  sin  « 
-^''-  =  —  ?•  sin  «<  cos  Q  sin « 
=  r  sin«  cos«'  . 


da; 
öl/ 

Tr 


Um  die  voranstehenden  Formeln  sofort  einfacher  zu  ijestaheii,  soll  als  Ans- 
^angspunkt  der  Zählung  in  der  Fundamentalebene  der  Punkt  Q  gewählt  werden ; 
dann  ist  in  den  obigen  Ausdrücken  Q  =  o  zu  setzen  und  man   erhält : 

dx 


d{v+n) 

=  —  r  smu 

d,, 

=  r  cos  u  cos  i 

b{V  +  7l) 

bz 

=  r  cos  u  sin  i 

d(V  +  7l) 

hx 

=  r  sinu  tg-|« 

sin  t  ö  Q 

b,j 
sin  i  ö  Q 

=  r  COSM  tg^« 

hz 

■>•   nritt*/ 

COSM 


ö  X 


3  V 
-^  :^  sm  M  cos  i 


'ö» 
ö;r 

_dj/ 


=  sin«  sin« 


r  sm  u  sin « 


=  >•  sm  u  cos  i 


sin  t  a  Q 

Um  nun  die  Aenderungen  der  rechtwinkeligen  heliocentrischen  Coordinaten 
auf  die  geocentrischen  polaren  zu  übertragen,  erinnere  man  sich  der  ^I  pag.  31) 
gegebenen  Ausdrücke;  man  erhält  dann  mit  Rücksicht  auf  den  Ausgangspunkt  der 
Zähhmg,  wenn  man  mit  (t  und  d  die  polaren  Coordinaten.  denen  das  oben  gewählte 
System  zu  Grunde  liegt,   und  mit  J  die  geocentrische  Entfernung  bezeichnet: 


a  «  cos  d  = 


sin(«  —  Q]     ^        ,      cos(«  —  i 


cos  '« —  Q 


J 


sin  6  a  a; 


a«/ 

sin!«  —  Q)        •     tN        ,      cosif   ., 
-3 '-   sinday  H -^  ör 


Substituirt  man  in  diesen  Ausdrücken  die  Variationen  aus  2) ,  so  erhält  man 
leicht  für  die  A  ariationen  der  in  der  Fimdamentalebene  gezählten  polaren  Coor- 
dinaten : 
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cos  (faß  r    r    ■      /  ^•  ,  I        ^  1 

g  ,    I  ^,   =  -j  {  sin  (« — Q)  sin  u  -\-  cos  (u — Q)  cos  u  cos  i  j 

cosrfdß  I    f         •     /        „1  ,  /        „,    •  -1 

— V ^  —^  { —  sin  (a — Q)  cos  u  -\-  cos  (a — Q)  sin  u  cos  «) 

cos  dbcc 
sinjÖQ 
cos  (f  d  « 


di 


-^  tang  ^  «'  cos  (a  —  Q  +  ?<) 
—  —   sin  u  cos  [a  —  Q]  sin  i  ; 


3) 


für  die  veitical  auf  die  Fundamentalebeiie  gezählte  ('oordinate  findet  sich: 
^ r  =  ~,|cos  (« — Q)sinMsind — sin  (a  —  ß)  cos  m  cos  «sin  (5  +  cos  m  sin  «cos  rf} 

0  {V-{-7l]  ^  ^        -    ^  '  ^  '  ' 

Ar 
— s =  —A  —  cos  (« — Q)  cos  u  sin  (5  —  sin  (« — Q)  sin  ?<  cos  i  sin  (5  +  sin  u  sin  /  cos(5 } 


sin   ÖQ 


d  tf  '■    f    •     / 

-g^  =  --^{sin(« 


{  sin  (a  —  Q  +  m)  sin  b  tang  |- 1  -1-  cos  u  cos  (J } 
j)  sin  8  sin « +  cos  b  cos «'}  sin  ?<   . 


Die  Einfühlung  einiger  Ililfswinkel  wird  die  liereclnmng  der  \  ariationen 
nach  der  Länge  in  der  Kahn  und  dem  lladiusvector  wesentlich  erleichtern;  setzt 
man  nämlich : 

^sin  ^•l'^cos(of — Q)cos«,  ?»siii3/=sin«  ,  J5sin  Z?'=?n  sin  (3/+ d)     1 

^  cos  ^4'=  sin  [u — q) 


(cos7lf= — sin(fK — o'icos«,  Äcosß'^cos(ß — Qjsind  ) 


so  wird  : 


cos  <)'  i) «  r      ,     .      141,      \ 

>,    ,     ,  =  — ,  A  Sin    .4  + « 


=  -,B  sin  (B'  +  u) 


id'ö« 


hr 


—  ^Acos[Ä  +  ti],      — 1^  =  —   -^ßcos  'B'  +  u],  1 


6) 


welche  Formen  sich  in  den  späteren  Rechnungen  sehr  bequem  erweisen  werden. 
Die  Variationen  nach  den  Elementen  Q  und  /  liehen  in  den  Ausdrücken  3)  und  4) 
bereits  hinlänglich  bequeme  Fonnen  für  die   liechuung. 

Um    den  ^'ortheil    der   eben    angegebenen  Formeln  zu  erweisen ,    denken  wir 
uns  die  Variation  von   [v-\-7c)  und  r  nach  irgend  einem  Elemente  dargestellt  durch: 


h  (v+n) 
bE 


=   V 


hE 


R; 


setzt  man  nun : 


1     br  E  nT    •      AT' 

—  T-E,  = =  Nsm  N 

r    0  E  )■ 

V  =  iVcosiV 


und  beachtet,   dass  ist : 

costTd«         Icos  ifb  (t\  ib  {o+n 


bE 
b& 


/cos  ifb  i<\  ib  (v+n\\  /cos  db(i\l   b  y  \ 


bE      —■\dU^+«))\     bE}^\brj\bEJ- 

so  wird  die  gemeinsame  Form  aller  DifFerentialquotienten  zwischen  den  vier  Ele- 
menten, welche  (o-f-i-r)  und  r  bestimmen,  und  den  beobachteten  Orten  die  f(d- 
gende  sein : 

Oppolzer,  Balmbestimmuugen.  IJ.  49 
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cos  (T  ö  n 


iE 


=    .  A  X  sin  [N'  +  A'  +  u) 


-|^  ^^A  TV  sin  (iV  +  B'  +  u)   , 
wclclir   l''(iiiii   l'iir  die  louiiiithiiiisflic   liedmuiifj;  cino  sehr  hcijiioino  ist. 


§  3.  Entwickeliiiig  der  Difrereutialiiuotienten  von  v  und  r  nach  den  Elementen 
in  Bahnen  mit  massiger  Excentricitiit. 

Die  vorstehend  ermittelten  Differentialausdrücke  der  Coordinaten  eines  Him- 
melskörpers sind  vorerst  nach  den  Elementen  Q  und  i  entwickelt  nnd  ausserdem 
durch  die  Variationen  der  Coordinaten  'f>-\-7i:)  nnd  r  ausgedrückt,  welche  letzteren 
\';nialiiinen  in  solche  der  Elemente  umgesetzt  werden  müssen.  Diese  Aufgabe  muss, 
lun  ]>ractist]i  brauchbare  Resultate  zu  erlangen,  in  zweifacher  Weise  gelöst  werden, 
je  nach(l(™i  der  kreisförmige  oder  der  parabolische  Character  der  l^ahn  überwiegt. 
Indem  ich  die  Lösung  der  letzteren  Aufgabe  auf  den  folgenden  Paragraphen  ver- 
scliiebe,  soll  hier  die  Entwickelung  vorgenommen  werden,  die  in  elliptischen  Kalmen 
von  massiger  Excentricität  Anwendung  findet ,  wobei  ich  bemerke ,  dass  hieninter 
keineswegs  die  Heschränkung  auf  kleine  Excentricitäten  zu  verstehen  ist ;  so  werden 
beispielsweise  die  folgenden  Formeln  bei  allen  periodischen  Kometen  mit  massiger 
Umlaufszeit  mit  Vortheil  benützt  werden  können. 

Die  wahre  Anomalie  v  wird  in  elliptischen  Bahnen  bestimmt  durch  die  Glei- 
chungen   ivergl.  I  ])ag.  45   und  46) 

3f„  -{-  fi  /  =  E  —  e  sin  E  .  i) 

taug  i  »  =  taug  (45"  -f  I  (/))  tang  ^E  ,  2) 

wobei  die  Zeit  t  in  Einheiten  des  mittleren  Sonnentages  von  derjenigen  Epoche  an 
zu  zilhlen  ist,  für  welche  die  mittlere  Anomalie  M^  gilt.  Die  A'ariation  der  ersteren 
Gleichung  gibt  unter  Anwendung  einiger  offenkundiger  Reductionen : 

ö  jT/q  -1-  /  ö  ((  ^  —  ö  i?  —  sin  E  cos  (f>  ^  (p ; 

Da  aber  die  Relation  besteht : 

cos  (p  sin  JS  =  —  sin  v  , 
so  wird : 

ö  £  =  y  (ö  M,,  -\-  t  ^  n)  -f-  sin  v  .^  (f  .  3) 

Denkt  man  sich  die  Gleichung  2)  logarithmisch  geschrieben  und  bildet  dann  die 
^'aviati()n  derselben,   so  findet  sich  leicht : 

9  t'    htf  i)  E 

sin  I'         cos  (jp         .sin  E    ' 
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verbindet  man  diesen  Ausdruck  mit  3;,   so  resultirt  sofort,    v.vnn  man    auf  die  Ke- 
lation 

h  (v  -\-  fc)  ^=  ^  B  -{-  h  jX 

Rücksicht  nimmt,   der  Ausdruck : 

(L  Sin  V 

ö  [v  +  7i)  =  ä/r  +  -^  cos^  (öiT/o  +  f  ö,<()  +  ^^^„  (2  +  t'cos  c)  ö  r/)   .  4) 

Um  die  Variation  des  Radiusvector  zu  finden,   difFerentiire  man  die  Gleichung: 

>•  =  a  (i  —  e  cos  E)  ; 
man  erhält  dadurch: 

br  =  —  ö«  +  a  sin  (jp  sin  £  ö  jB  —  acüs£cosf/)&r/) ;  5) 

nun  ist  aber : 

u  =  -^  ,      (1  (t  = ^  —  ö  ß  ; 

ersetzt  man  überdiess  ä  E  in  5)   durch  den  Ausdruck  in  3)    (pag.  386),  so  findet  sich 
zunächst : 

ö  >•  =  « tg  f/i sin  »  ö J/q  +  |<atgf/)sin«? ^iö/t+  «  (siny  sin^sin»  —  cos  Ecosfp]l)  cp  . 

Der  Cocfficient  von  ö  r/)  lasst  sich  wesentlich  vereinfachen ;  berücksiclitigt  in;ni 
nämlich  die  Relationen : 


Ti  cos  !)+e  .      Ti         sin»  cos  qp 

cos  E  =  —, —   ,    sm  E  =  — ; 

i+ccosü  i+ecosi) 


so  wird  : 


v-^  = (  sin  (p  cos  (p  sin  v'^  —  cos  (p  cos  v  —  sin  ip  cos  r r )  = 

09p  I  +e  cos»  y  r  r  I  I  t  I 

a  CU9  cp  cos  r    ,       ,  , 

--^ I  +  f  cos  ü     ; 

1  +  c  cos  o      '  ' 

demgemäss  wird  man  haben : 

ör^  rttangf/isiny  03/0+ (''•«  tangr/)sinü ^-     s'ni"K'" — «  cos  r/)  cos  tJ  ö  */)  ,         6) 

wobei  ich  sofort  /t  mit  sin  i"  mnltiplicirt  angesetzt  habe,  weil  /t  gewöhnlicli  in 
Bogensekunden  gegeben  wird. 

Die  Formeln  4)  und  6)  stellen  also  die  Variationen  der  Coordinaten  [v  +  tt) 
und  r  durch  die  Variationen  der  Elemente  7t  (die  Länge  des  Perihels),  M^  (die 
mittlere  Anomalie  zur  Zeit  der  Epoche),  ;t  (die  mittlere  tägliche  siderischc  Be- 
wegung) und  cp  (der  Excentricitätswiukel  sin  (p  =  e]  dar,  womit  das  gestellte  Problem 
gelöst  erscheint.  Doch  werden  noch  weitere  Transformationen  in  dem  Falle  nötliig, 
wo  sich  die  Hahn  sehr  wenig  vom  Ivreise  unterscheidet,  und  in  der  That  werden 
sich  die  folgenden  Transformationen  bei  der  Anwendung  auf  alle  Planetenbahnen 
empfehlen,  während  die  Anwendung  auf  die  Bahnen  periodischer  Kometen  kurzer 
Umlaufszeit  die   Beibehaltung  der  obigen  FoiTneln  wünschenswerth  erscheinen  lässt. 

Ist  nämlich  die  Bahn  sehr  nahe  kreisförmig,  so  wird  in  4)  der  Coefficient 
von    ö  i-r   und  ö  Mq   nahe    gleich    und     man   wird    grosse    Aenderungen    des    einen 

49* 
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Islcmciitcs  l)('i  eiitspicilieiiilcr  umj^ekehrter  Aenderuu^  des  anderen  vornehraeu 
köiiiii'ii,  ohne  dass  der  Ort  in  der  liahn  sich  wesentlich  ändert ;  aus  diesem  Um- 
stände iiber  entstellt  ein  Niulitheil  für  die  ]5eqncmlichkeit  nnd  (Sicherheit  der  Rech- 
nung, da  tlie  obigen  Dilferentialformeln  nur  kleine  Aenderungen  der  Elemente  vor- 
setzen. In  Etwas  wird  man  diesen  Nachtheil  beheben ,  so  dass  nur  grosse  Aende- 
rungen das  eine  Element  treffen  kiinnen,  wenn  man  statt  der  mittleren  Anomalie  die 
mittlere  Länge   (-L,,)   zur  Zeit  der  Epoche  eiufühi-t;   es  ist: 

io  =  I/o  +  ^T  , 
also 

ö  J/q  =  ()//(,  —  ^  /i  , 

und   man  (nliiilt  demnach  fiir  4)   und  6)    (pag.  387)    die  folgenden  Formen  ; 

Ö  [V  +  Tl]   =  -^COSf/llbio  +  ^i^/'  j    +1  '~  ^i-COSf/)  >ö/f +  ^— |2-|-üC0SÜ  j-öf/) 

,^;-  =  ötgf/)sinyöZu  -|- j  ^  « tg  (^  sin  0  —  ^ ^^^^^,|ö,«  —  «tg  (/)sin  yöiT  — 

—  a  cos  (p  cos  D  ö  f/)  ;  j 

diese  Form  hat  indess  immer  nocli  den  Naclitheil,  dass  fiir  nahezu  kreisförmige 
Bahnen  der  Coefficient  von  ö  rc  sich  der  Null  nähert,  da  derselbe  von  der  Ord- 
nung der  Excentricität  wird ,  so  dass  grosse  Variationen ,  die  die  Grenzen  der 
differentiellen  Aenderungen  weit  überschreiten,  in  ;c  vorgenommen  werden  können, 
ohne  den  Ort  der  Hahn  wesentlich  zu  verschieben. 

lieachtet  man,  dass  für  nahe  kreisförmige  ISahnen  mit  Weglassung  der  Glieder 
v(in  der  Ordnung  der  Excentricität  In  die  Variation  des  Elementes  geschrieben  werden 
kann: 

b  (c-{-ii)  .  (i  [v+n] 

— ^r =  —  2  COS  D  sm  (/)  ,    — c =  2  sin  v  , 

071  '  0  qp  ' 

SO  ergibt  sich  sofort,   dass  die  Einführung  der  Elemente : 


sini" 


f: 


Sin  cp 
lm7' 


8) 


für  den  Kreis  jede  Unsicherheit  schwinden  lässt ,    uiul   dass    durch  dieselbe  ein  we- 
sentlich linearer  Character  der  Funktionen  erreicht  wird. 

Um  nun  diese  Elemente,  die  ich  wegen  der  Gleichförmigkeit  mit  den  übrigen 
in  IJogenmaass  augesetzt  habe,  in  die  Gleichungen  7)  einführen  zu  können,  bedenke 
man,   dass  die  Differentiation  von  8)   ergibt: 

ö  (/>  =  sin  (/'  cos  /r  ft  7r  -|-  sin  rc.  cos  (f<  ö  (p 
b  W  =  —  sin  (/)  sin  /r  ö  /T  -|-  cos  /t  cos  ip  b  rp  , 
wobei    die  Aenderungen  ö  /(   und  i^  fp   ebenfalls   in    Bogenmaass    angenommen    sind ; 
daraus  bestimmt  sich  leicht : 

sin  fp  ö  ji:  =  cos  /T  ö  Ö»  —  sin  -t  ö  'F  1 

cos  fp  b  tp  z=  sin  TT  h  0  -{-  cos  ;i  ä  'P   .  / 


lO 
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Die  Substitution  der  Ausdrücke  g]   in  7)    (pag.  388)   ergibt: 

t»  {0  -i-7c)  =  -^  cos  (p  [h  Lq  -\-  tb  /.i)  -\- 

,     I  ,            «2                 cos  71     ,     sin  ti     ,       ,  ,     .  )   s  ,t. 

+  i    I 5-  COS  (pj  —. :,    2  4-  e  COS  K  sui  ;c  [  0  (D 

(  *  r'  '  '    siny         cosqp-  ^  '  ) 

+     —   I K-  COS  ff)    --. :,    2  +  e  cos  v)  COS  ;t  [  ö  'F 

(         *  r2  '^'   smijp         cos(jp-  ^       '  '  | 

hr=a  tang  ryc-  sin  ü  ö  io  +  |<  •  « tgr/)  sin  o—j  j^^—ir)  ö  f'  — 

/  sin  D  ,  .  \  s  ^ 

—  a cos  /r  +  cos  0  sm  st     0  Q) 

\cos  q>  I 

,        js'mv     ■  \  \  ITC 

-+-  a  I sin  :t  —  cos  ü  cos  ;i  \  <s  ^  . 

\  cos  qp  / 


Diese  Formen  können ,  ■  so  weit  dieselben  die  Coefficienten  von  ö  <D  und  A  'P 
in  dem  Ausdrucke  für  ö  ic  +  ^r)  betreffen,  so  transformirt  werden,  dass  der  l?erecb- 
nung  derselben  keine  weitere  Unsiclierlieit  anhaftet;  die  analogen  Cot'fticienten  iu 
b  r  sind  diesem  Nachtheile  ohnehin  nicht  unterworfen. 

Man  kann  schreiben : 

/  d-  \  cosecip  I  .,         (i+ecosü)') 

I 5-  cos  (p    coscc  ff)  = 7     I  —  e- }  ; 

\  ;•-  '  /  '  cüsijp-    (  cos(jp       ) 


nun  ist  aber 


cosqo 
man  hat  also  : 
1 1  —  ^  cos  (p  j  cosec  qp  = 


I — 2  sin  4  qp'^  +  2  sin  i  qp'"*   ,    tsinigp- 

cosqp  cosqp     ' 


cosec  qp 


cos  q>- 
I 


cosqp- 


I — e- —   i4-ecosp  ■* — 2    —  ^^ 

(  '  \  /■  /      cos  qp     ) 

coso  (2 -|-e  cosp) -|-e|i  +  1^1  ^^ j — A,    ; 

^      '  '    '      \      '    \  r  /     2  cos  qp  cos  i  qp-  / )     ' 


demnach  ist : 


d'P 

bv 


,  ,  2  4-ecos 

'cos  (v-\-  TT)  

(  \      '        I       cos 


:ose    |_  ifsini"/   _,     (1 +ecos»)'- \  j 
qp'  C08qp2   \  20osqpcos  iqp2/ j 


i.     ,      ,        ,  2  +  ecosnp     ,    '/'sin  1"/     ,     (i  +  ecosü)-\) 
sm  iv  +  Jl)  —^ 7-^  -i 5-  I  H ;— „      • 
^               '       cosqp-               cos<jp-  \          2cosy  cos  ^qp^/ ) 


Will  man,   was  nicht  gerade  nöthig  ist,   die  Ausdrücke  für  br  ähnlich  transformiren, 
so  findet  sich  leicht: 

br  (    •  I       \     1     Vsini"tangi  qp    .         J  1 

T-^  =  —  a    sm   v  +  jr)  +   "--^sm« 

b'P  {  I       '     I  cosqp  )  I  i^) 

br  (  ,      ,        \  '/'sin  i"tanei  qp    .  1  i 

3-^  =  —  a  \  cos  [c  +  ;r -'^  sm  ü 

b  f  \         ^      .  cos  qp  )  ' 

Stellt  man  daher  die  gewonnenen  Kesultate  zusammen,    so  erhält  man  für  die  An- 
wendung auf  Planetenbahnen: 
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ö  [V  +  iT)  ^  -",  COS  (/)  ö  Lu  +  ^,  cos  ff  ■  t-flf^l 

j         ,      ,       ,2  +  ecosü     .     Tüini"  j     ,      (i+ecus«)2\l 
—     COS  [V  +  Jt)  —^ T, 5-    1+ ,-^   [  0  (I> 

,     1    .      ,      .       ,  2  +  CC08Ü    ,     '/"sini"/     ,      (i +ecost')2\  1 
+     sm    y  +  7r  5 5-    i  + r—^      0  T 

(  V        '         ;       COSqp-  COS^^    \  2C0H(pC0Si(p'l  ] 

dr  =  a  tgip  sinüöiu  +  {^t  ■  a  tgfpsinv  —  jj^~„)  öjtt  — 


■   13) 


,      ,       \     ,      ?Fsin  i"  taneiqp     .         |   ■>  ^ 

Sin  ü  +  TT   H ^^^  sm  0     0  ® 

^  '  cos  y  ) 


f?      cos  (V  +  iT) 


cosqp 


y     ö  f  . 


Für   die  Hahnen    der   periodischen  Kometen  wird   man   aber    die  Formeln  4) 
und  6)    (pag.  387)  unverändert  anwenden,   also  haben: 


a  [v  +  yr)  =  ö  TT  + 


72  cos  </)öil/o  +  -,  cosy  <■  ö/<  4-  -^^  (2  H-e  cosü^  ö  f/5 


ft r  =  « tg  f/i  sin  z) ö  il/Ji  +  U-a  tg  (/)  sin  ü r — ^1  ö  ft  —  a cos  r/)  cos  oh  cp 


-4) 


Um    endlich  die  Differentialquotienten    dem  oben   (§  2  pag.  385)   angegebenen 
Kunstgriffe  entsprechend  zu  verwerthen,   hat  man  für  jeden  Ort  zu  rechnen : 

Bei  Planetenbahneu: 

A  sin  A'  =  cos  [a  — Q)  cos  i 

A  cos  A'  =  sin  (a  —  q) 

m  siii  M  =  sin  i 

m  cos  M=  —  sin  («  —  q)  cos  i 

B  sin  B'  =  m  sin  [M+  8] 

B  cos  B'  =  cos  [a —  Q)  sin  6 


dann  weiter : 


J'  sin  JP'  =  —  —  tg  (p  sin  v 

Ii  COS  F  =  -5  cos  f/) 

G  sin  G'  =  t  ■  F  »in  F'  -\ ?— 

J^Sllll 


GcosG'  =  t  ■  F  cos  i^' 

y8ini"tg4(jp  ,  '/^sin  1"    

cos  qp  '  cos  ^2 

</'sirn"te  J  cp  'Paini" 


=  f/ 


2  +  siiiqpcos  » 

cos  9)2 

i  +  sin()pcos!jj'- 


+ 


cos  9p  '      cosy'-'  2;    -    I    2  cos  qp  cos  }  qp2 

!/■  sin  ZT  =  -  {  sm  [v  +  'r)  +  ^  sin  v  } 
H  cos  JT  ^—  {d  cos  (c  +  tt)  +  «/ } 
A'  sin  K'  =  —  {  cos  [v  +  -n)  —  m  sin  ü  } 
A'cos  K'  =  {f/sin  (v-\-7t)  +  ^y'} 


=/ 


II) 
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wobei    t    in    mittleren   Sonnentagen    von    der    Zeit    der   Epoche    an   zu  zählen  ist. 
Dann  ist : 

-^j-=^AFsm{L    +A    +u] 


A  G  sin  [G'  -{-  A'  -\-  ii) 


cos  (fÖ  « 

d  fi 
-~  =^BG  sin  yG-  +  B'  +  u) 

-ji-  =^  ^^^in  i^i'  +  ß'  +  »] 


aha 


drf 


r 
'J 


AK  sin  [K'  +  Ä  +  u) 


-^-y-  ==  j  ^ Ä' sin  (7t"  +  B'  -\-u) 
r 


cos  rf  Ö  ß  »'    i       1     •  /  ,        ' 

-^  tg  J  *  cos  (a —  Q  +  ?/, 


sintöj2 

aj 

sin  i  ö  Q 
cos  (f  ö  « 


-y  {  sin  («  —  a  -|-m)  sin  (5  tg  ^  «  +  cos  u  cos  J  } 


= -.  sin  a<  cos  («  —  q)  sin  i 


J 


{  sin  (« — q)  sin  rf  sin  i  -\-  cos  rf  cos  i  }  sin  ?/ 


III) 


Bei  Bahnen   periodischer  Kometen  knrzer  Uniliiii  fszeit: 
Die  Formeln  I)   werden  ungeändert   benützt    und  ebenso  die   Mestimmung  von 
F,   F'  und   G,    G' ;  dagegen  hat  man  zu  setzen : 

P  sin  /*■  =^    -  cos  ip  cos  v 


II) 


P  cos  P"  = 


sin« 
cos  <JP 


(2  +  e  cos  «)) 


dann  wird  ; 


A  F  sin  (F'  +  A'  -\-  u) 


cosJö« r 

hMo    ~  ~J 

-^  =  L^BF^.n[F  +  B'^u) 

cosiTö  « 


-^  G  sin  [G'  +  ^'  +  2«) 


_/ 


5  G  sin  (G'  +  ß'  +  ?/) 


coscTö  « 

4^-=^5Psin(P  +  5'+«) 


=  -.  AP  sin  (P  +  Ä  +  ?<) 


_^ 


\Shtt 


=  -j  A  sin  (^4'  +  u) 


in 

dn      ^  J 
Die   Formeln  für  hQ  und  hi  bleiben  ungeündert 


B  sin  [B'  +  ?<) 


III) 
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Werden  die  Neigungen  gegen  die  Fundamentalebene  verschwindend  klein,  so 
wird  man  mit  den  obigen  Formeln  für  ö  Q  nicht  ausreichen ,  man  wird  ilbnlich  wie 
in  (h;r  Stöningsrechnung   (pag.  223)   die  Elemente 

sin  i  sin  Q.     und     sin  i  cos  Q, 

(»infiihron ;   docli  gehe  ich  auf  diese  Fonneln    hier   nicht   näher   ein ,    weil    man    von 
denselben  wohl  niemals  Gebrauch  machen  wird. 

Dife  vorstehend  entwickelten  Formeln  bedürfen  noch  zweier  Zusätze;  man  er- 
hält, wenn  man  von  den  Formeln  für  Planetenbahnen  Gebrauch  macht,  nicht  die 
Elemente  7C  und  e,  sondern  die  dieselben  ersetzenden  Grössen  (0  und  W;  man  muss 
daher  den  Einfluss  kennen ,  den  die  Aendernngen  der  letzteren  Grössen  auf  die 
ersteren  ausüben ;  hierbei  wird  es  aber  nicht  zweckmässig  sein ,  sich  auf  die  diffe- 
rentiellen  Verhältnisse  zu  beschränken ,  da  eben  die  Aendernngen  von  Ö»  und  'F  in 
jt  (lincli  die  im  Allgemeinen  geringe  Excentricität  dividirt  erscheinen.  Die  strengen 
Formeln  ergeben  sich  leicht  auf  folgendem  Wege.     Es  ist : 

e  sin  Tt  =  e„  sin  tt,,  +  ö  (/> 

C  cos  Ji  =  6',,  COS  7(q  -\-  dW   , 

woraus  unmittelbar  folgt : 

e  sin  (/r  —  tTq)  =  ö  CD  cos  tt^  —  ö  'F  sin  tt,,  | 

,  e  cos  (jT  —  TTo)  =  ßo  -f-  (^  Ö>  sin  /t„  -{-  i)  W  cos  tt^  ;  i 

setzt  man  daher  : 

ö  (0  =  w  sin  J\' 

&  W  ^  n  cos  N  , 

so  ist : 


}        IV) 


,          ,               ^        i         :>              «sin  (N~ Tta) 
taug  /r  —  /r,,  =  tang  ö/r  =  — ; p~ — •   , 

i 

welche  Fonnel  der   strenge  Ausdruck   der   gesuchten  Aenderung    ist.     Die  Grösse  ti 

erscheint   hierbei    im    Hogenmaasse ;    macht   man    daher  von  der  bekannten  Eeihen- 

entwickehmg   (vergl.   I.  pag.  28)   Gebrauch  und  setzt: 

~. =  P  ,  V 

sin  tpo 

so  ist: 

h  7t  ^=  p  sin  (N —  TTß)  +  yj-  sin  i "  sin  2  \  X —  /r,,)  +  ^  p^  (sin  i ") '- sin  3  ( A^ —  tTo)  + . . .    VI) 

Multiplicirt  man  die   Cxleichungen  1 5)   beziehimgsweise  mit  sin  Ji  Lr  —  tt,,)   und 
Cüs  Ji  (u — yTn)    und  addirt,   so  erhält  man  leicht: 

cos  J, 71  no)  COSi(7l  —  7l„)  ' 

oder  mit  Einführung  des  Werthes  N: 

e-e„  =  Icosii^-JI^+^olJ  _  ö  e  VII) 

C0äi(7r—  TTy)  ' 
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Um  aber  i)f  ;iut'  </    zu  übertragen,   kann  man  conseqnenter  Weise  sieli  auf  die  ersten 
l'oten/en  von  i\r  beschränken  und  man  bat  dann: 

ö  </  ==  ^^  .  Villi 

'  COR  qoo 

Ein  weiterer  Zusatz  resiiltirt  daraus,  dass  die  gefundenen  Aendenmgen  sich 
auf  ;l(|iuitorcale  Elemente  bezichen  und  eine  Uebertragung  auf  die  Aendernngcn  (h'v 
ekh])tikah'n  Elemente  erwünscht  ist.  Zu  diesem  Zwecke  wird  es  augemessen  sein, 
zuniichst  die  diesliezüglicheu  Differeutialformcdn  der  s]>li;irischen  'riigimonietiie  zu 
entwickeln. 

Geht  man  von  den  beiden  Gleichungen  aus: 
sin  a  sin  C  =  sin  r  sin  A 

cos  «  sin  C  =  cos  A  sin  B  -\-  sin  A  cos  B  cos  c  , 
und  ditferentiirt  nach  allen  Grössen,   so  erhält  man,   da 

cos  A  cos  B  —  sin  A  sin  B  cos  c  ==  —  cos  C 
ist, 

—  sinCsin«   da  -\-  cos a cos  CdC  =^  —  cos  Cd B —  [sin.ßsin.<4  —  cosA  cos  B cos c)dA 

—  sin  A cos B  sin cdc  , 
sinCcosada  +  sin  «cos  CV/C  =  sinccos^f/-4  +  s'mAcoscdc  . 

Mnltiplicirt  man  die  erste  Gleichnng  mit  —  siu  a,    die  zweite  mit  cos  «  und 
addirt,   so  wird,   wenn  man  beachtet,   dass 

sin  A  ^cos  B  sin  c  sin  a  -\-  cos  c  cos  a]  =  sin  A  cos  ö 
ist,  jetzt; 

sin  C'da  =  sin«cos  VdB  +  cosbsin  Ade 

-{-  dA[  sin B sin  A sin a  —  cos  A cos  Bcosc sin a  -(- cos  A sin c  cos « )  . 
Der  letzte  Coefficicnt  ist  aber  sin  b ;  denn  setzt  man  im  ersten  Gliede : 

sin  a  sin  B  =  sin  b  sin  A  , 
und  im  zweiten  Gliede : 

siu  a  cos  B  =  cos  b  sin  c  —  cos  c  sin  b  cos  A  , 
so  wird  derselbe  geschrieben  werden  können : 

sin  b  —  sin  b  cos  A-  +  cos  A  sin  c  [cos  a  —  cos  b  cos  c)  -\-  cos  A-  cos  c-  sin  i  ; 
beachtet  man  noch  die  Relation: 

cos  a  —  cos  b  cos  c  =  sin  b  sin  c  cos  ^  , 
so  erhellt  unmittelbar  die  eben  aufgestellte  Behauptung. 
Man  hat  also: 

sin  C  d  a  =  sin  a  cos  C  d  B  -\-  sin  b  d  A  -{-  sin  ^  cos  b  d  c  , 
eine  Formel,   die  man  selten  angeführt  findet. 
Andererseits  resultirt  aus  der  Formel : 

cos  A  =^  sin  B  sin  C  cos  a  —  cos  B  cos  C 
durch  Differentiation : 

—  sin  A  d  A  =  (cos  B  sin  C  cos  «  +  sin  B  cos  C  d  B 
~\-  (sin  5  cos  C  cos  a  +  cos  B  siu  6'j  </  C 
—  sin  B  sin  C  sin  a  d  a  . 

Oppolzer,  Baliubestimmunpeii.  U.  5Ü 
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Es  ist  ahcr 

cos  B  sin  C  cos  u  -\-  sin  B  cos  C  =  sin  ^  cos  c 
sin  ü  cos  C  cos  «  -)-  t'<*i^  f^  **iii  C*  •=  sin  A  cos  6 
sin  jÖ  sin  a  =  sin  ^  sin  b  , 
somit 

d  A  =  —  cos  c  d  B  —  cos  h  (1  O  -\-  sin  h  sin  Cd  a  . 

Betrachtet  man  nun  das  sphärische  Dreieck  zwischen  der  EkHi)tik ,  dem 
Aeqnator  und  der  üalmlage,  wobei  (h'r  üofi^en  zwischen  dem  Aequator  und  (h'r 
Ekhptik,  wekher  durch  die  Uebertragnng  der  ekli])tikah;n  Elemente  auf  den  Aetjiui- 
tor  (vergl.  I.  pag.  g  fF.)  bekannt  ist,  mit  a  bezeiclinet  werden  möge,  setzt  im  Falle 
der  Anwendung  der  ersten  Formeln: 

a  ^=  Q.         A  =  \?>o  —  i 

b  ^  a        B  =  £ 

r  =:Q'  €'=.{ 

im  zweiten   Falle ; 

a  =  G  A  =  t 

b  =  Q  B=  i8o  —  i' 

c  =  Q'  C  =  i  , 

und  beachtet,  dass  die  Variation  von  £  der  Null  gleich  zu  setzen  ist,  so  erhält  man 
die  folgenden  Formeln,  denen  ich  sogleich  auch  die  ans  den  zweiten  DifFcrential- 
formeln  fidgende  Variation  von  /  beigefügt  habe,   die  sich  ergibt .    wenn  nuin  : 

a  ^  q'         ^  =  i 
b  =  a  B  =  t 

c  =  Q         C  =  i8o  —  i 
setzt  : 

sin  i  d.  Q.  ^^  cos  a  sin  i'  d  Q'  —  sin  a  d  i' 
sin  i  d  a  =  sin  e  cos  Q  d  q'  —  sin  a  cos  /  d  i' 
d  i  =  sin  (1  sin  i'  d  q'  -\-  cos  a  d  i  . 

Diese  Formeln  lassen  sich  noch  zweckmässig  transformiren . 
Setzt  man  nämlich: 

sin  i'  d  q'  =  p  sin  P 
d  i'  =  p  cos  P  . 
so  erscheint   im    ersten    Ansdiiuke    jene  Grösse,    die  durch   die  obigen  P'ormeln  als 
Unbekannte  erhalten   wird  und  es  ist: 

d  Q  =^.  sin  'P  —  a] 

d  i  =  p  cos  [P —  ff)    ; 

boachtot  man,  dass  nach  einer  Fundamentalrelation  der  sphärischen  Trigonometrie, 
•wenn  man  das  Dreieck  zwischen  der  Hahn,  der  Ekliptik  und  dem  Aequator  be- 
trachtet,  die  Gleichung  gilt : 
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sin  e  cos  Q  =  —  cos  *'  siii  i  -\-  sin  i'  cos  i  cos  tr  , 
so  eilialt  der  Ausdruck  für  da  die  Form: 

da  =  cotg/'-/j  sin  (P — a\  —  cosi'dQ'  . 
Zu  Folge  der  Relationen  w  =  tt — Q  =  lo' — a  =  rt'  —  Q'  —  a  wird  jetzt: 

djc  =  d;i  — dQ  — da  -\-  dQ  . 
Man  hat  also : 

dn  =  dTi'  —  2  sin^Ae"  dQ  +  p  sin  iP — a]        '  . 


tgi 


oder 


6? TT  ^  fZ/r'  + /*  tg^*  sin  (P — ff)  —  tg^«'  [sin«'«?Q')  . 

Hierzu  kommt  noch,   da : 

L  =  .c  +  M 
L'  =  :i    +  M 

ist,   die  weitere  Relation : 

L  ^  L'  +  /c  —  JC 
woraus 

dL  =  dL'  -\-  p  tg^j  sin  [P — ff)  —  tg^«"  (sini'rfQ'j 
folgt. 

Die  gesammten  Formeln  für  diese  Uebertragung  sind  demnach  die  folgenden, 
wenn  man  wieder  die  Differentiation  durch  Variation  ersetzt: 

^  sin  P  =  sin  i'  ö  Q' 
p  cos P  =hi' 

i)i  =z  p  cos  (P —  ff) 

ÖQ=  -i^-  sin(P— ff)  \       IX) 

sin  t  ^  '  ' 

z/tt  =^  tg-^«  sin  (P — ff)  — tgl«'  (sine'öQ') 

hL  =  bL'  +  J7C  . 

Will  man  aber,   was  N-ielleicht  weniger  bequem  ist,   Alles  durch  sin«'  d,i  und 
dl    ausgedrückt  erhalten,   so  hätte  man  zu  schreiben: 

ö  z  =  cos  ff  ö  r  +  sin  ff  (sin  i'  ö  q') 

,                    sin<J   V  .,     ,      cosCT    /  •     VN^'i 
ö  S  = r-^  ö  t   -\ ^^    sin«  ö  Q 

ein  1  '  ciM  )         '  ' 


Jjt  =  —  sinff  tg^i'öi'  +  (cüSff  tg  I  e  —  tg^«')  (sin/öa'j 
OTT  =  Ott'  +  ^^  ' 

ÖL  =  ö/V  +.i/7r  . 


X) 


50* 


:^l)(i 


ij  4.    KiiiwicliclHiip;  der  l)itteniii<i;ilqiiolieiiteu  von  r  und  /•  nach  den  KIcnienfen 

in  nahezu  paraholischen  Bahnen. 

J)io  im  vorstellenden  l'iivugfraplien  füv  die  I'Jlli])SL'  entwickelten  Differential- 
(|ii(>tieut('n  von  w  und  r  nach  den  Elementen  sind  für  parabolische  nnd  hyperbolische 
üahncn  nicht  anwendbar  nnd  Avordcn  selbst  in  Elli])sen .  die  sich  wenio;  von  der 
l'arabel  initerschcidcn,  bei  der  Reclmnng  höchst  beschwerlich  nnd  unsicher.  Uer 
zuerst  hervorf^chobene  Nachtheil  der  Beschränkxnig  lässt  sich  aber  durch  eine  geeig- 
nete ^^'ahl  der  willkürlichen  C^onstanten  (Elemente)  umgehen,  nnd  es  werden  leicht 
Formeln  erlangt  werden,  die  reell  bleiben  für  jede  Kegelschnittsgattimg;  ich  werde 
diese  Formeln  ans  den  obiijen  für  die  Ellipse  hergestellten  Ivelaiionen  ableiten,  was 
gestattet  ist,  da  die  für  die  Ellipse  gefundenen  Formen  sich  von  jenen  für  die  Hyper- 
bel nur  dadurch  'unterscheiden,  dass  gewisse  Grössen  in  der  letzteren  imaginär  wer- 
den; da  aber  die  Imaginären  denselben  Rechnungsoperationen,  wie  die  Reellen, 
unterworfen  werden  dürfen,  im  Endresultate  aber  das  Imaginäre  eliminirt  erscheint, 
so  führt  der  eingeschlagene  Vorgang  auf  richtige  Resultate.  Es  war  oben  (pag.  387) 
jjefunden  worden : 


01):=^  cosf/'  (öi(/o  +  thf-i)  -{-  (2  -1-  sinfjp  cosü) h(p 


dr 


atgfp  sin v^ 31,)  -}-  If-a  tgtj  sin« j  b ti  —  a  cosip  cosvixp 


Führt  man  statt  der  Elemente  31,, ,  fi  und  (p  die  Elemente  T  (die  Zeit  des 
Periheldurchganges)  ,  q  (der  Perihelabstand)  und  e  (die  Excentricität  ein ,  so  hat 
man  zunächst : 


3/a  =  (^ 


■T)^i 


ö  iJ/o  =  —  fibT 


öa 


,  oft 
de .  ö  e  : 


-|A 


da 


cos  rp  h  rp 


i"o  —  —3 


p  =  q[i  -\- e] 


Transformirt  man  mit  Hilfe  dieser  Relationen  die  Ausdrücke   i  ( ,   so  erhält  man  nach 
einigen  leicht  ersichtlichen  U^jasetzungen  die  Relationen : 

sin«  —  4 7, (i  -\-e\-   Vq 

it—Tk       e  sin  <;     1   , 

i   Ö(jr 


ör  = 


V(i- 


2) 


1/9(1 +c:i      (    I— e 

Das  Formelsvstcm  2)  erscheint  nunmehr  von  der  Gattung  des  Kegelschnittes 
iniabhängig  nnd  würde  in  der  That  in  jeder  Beziehung  sehr  vortheilhaft  sein,  wenn 
nicht  gerade  in  jenen  Fällen,   in  denen  man  diese  Formeln  in  Anwendung  zieht,   die 
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l!;iliii('n  einen  luilic/n  |iarab()lisclieii  Charakter  hätten,  (hi  sieli  in  diesem  l'alle  f  nur 
wciiisi'  \i)n  (U'v  Kinheit  unlcrseheiih'ii  kann,    so  erliaUen  die  DifFerentialquotienten  von 

-T-   nnd -3—  wegen    des  Nenners   (i — e)    eine   für   die    numerische  Anwendung    sehr 

unsichere  Form,  für  die  Parahel  selbst  bleiben  diese  DifFerentialquotienten  dnrch 
die  obigen  Ausdrücke  völlig  nnliestimrat,  weil  dieselben  nothwendig  die  unbestimmte 
Form  o  •  00  erhalten  müssen.  Man  wird  also  in\  Falle  der  Parabel  nothwendig  die 
Kelationen  haben  : 

r —  q  COS  0  =  # 

'        Ygir+e) 

sin»  =  ^ -——  (i  +  e)'  Vq 

wobei  natürlich  c  (U'r  Einheit  gleich  gesetzt  werden  mxiss ;  thnt  man  dies ,  so  wird 
sich  zunächst  durch  die  erstere  Relation  der  Coefficient  von  ^-  für  die  Parabel  we- 
sentlich  vereinfachen  lassen;  man  erhält  nach  einigen  leichten  Substitutionen  sofort : 

j^  =  cost>  3) 

wodurch  der  etwas  complicirtere  Coefficient  von  y-   eine   sehr    einfache    Gestalt    im 

Specialfalle  der  l'arab(d  annimmt.      Der  Coefficient  von   % —   ist   in   den    Formeln  2) 

in  einer  für  die  logarithmische  Eechnnng  bequemen  und  sicheren  Form  enthalten, 
man  kann  aber  für  die  Parabel  mit  Rücksicht  auf  die  obige  2.  Relation  (e  =  i  ge- 
setzt]  denselben  auch  die  Form  geT)en : 

dv  I      ,     cosu\    siny  , 

welcher  Ausdruck  für  die  Parabel  bei  der  AnAvendung  von  Additionslogarithmen  viel- 
leicht noch  bequemer  erscheint,   als  der  obige  in  21   enthaltene  Ausdruck. 

Die  für  die  Parabel  hier  näher  ausgeführten  Andeutungen  geben  deutlich  den 
Weg  an,  den  man  bei  der  weiteren  Verwerthung  der  Formeln  2)  für  die  Rechnung 
einschlagen  muss.  Die  erste  Aufgabe  wird  demnach  sein,  die  DifFerentialquotienten 
von  ?i  c  von  ihrer  unbestimmten  Form  zu  befreien  und  die  zweite ,  initer  Beibe- 
haltung der  für  -v-    für   die    Parabel   gefundenen    Form    die   Correction   für  die    von 

der  Parabel  abweichenden  Bahnen  zu  suchen ;  eine  ähnliche  Transfonnation  der 
Formel  4)  würde  bei  der  ohnehin  so  bequemen  strengen  Form  keine  A  ortheile 
bieten. 

Die  erstere  Aufgabe  ist  in  völliger  Strenge,  so  weit  mir  bekannt,  •  noch  nicht 
gelöst  worden,  den  Fall  der  Parabel  ausgenommen ;  man  hat  sich  begnügt  mit  mehr 
oder  minder  genauen  Annäherungen  ;  da  aber  die  Abschätzung  der  dadurch  begangenen 
Fehler  einigermaassen  schwierig  ist,  so  habe  ich  unter  zu  ürundelegung  des  Gauss- 
schen  Verfahrens  zur  Bestimmung  der  wahren  Anomalie  in  sehr  excentrischen  Bah- 
neix   (I  pag.  60  ff.)    strenge   Ausdrücke    entwickelt,    und  hiermit  die  der  Lösung  der 
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Avifgabe  entgegeiistehencleii  I  liiKlcrnisse  definitiv  beseitigt;  diu  hierfür  iiötlii)j;t'ii 
Ililfstafeln  hat  Herr  F.  K.  (iiii/el  nuf  mein  Ersuchen  berechnet  und  dieselben  sind 
in  der  angehängten  Tafelsammhnig  als  Tafel  XVI  aufgenommen. 

Ich  nehme  vorerst  die  Entwickelung  des  Ausdruckes  -j—  vor  und  beziehe  mich 

durchaus  auf  die  Formeln  und  Bezeichnungen ,  die  im  ersten  Bande  des  vorliegen- 
den Werkes  pag.  60  n.  ff.  bei  der  Auseinandersetzung  der  Gauss' sehen  Methode 
bewiesen  und  angewendet  wurden.     Setzt  man: 

^  =  \^,  ^^W  5) 

so  wird  sein : 


cos2 ^v  {\  +  e] 


lind  hiermit   wird    das    erste  Glied   im  Klammerausdrucke    für   -r-      sich      schreiben 


(i  -1-  ^  '  I  sinü  =  siny  -\-  (i  -\- e]  (1  +Ö)  cos^y-  siny  6) 

Für  die  Bestimmung  des  zweiten  Theiles  ziehe  ich  die   folgenden  am  citirten 
Orte  entwickelten  Relationen  heran,   es  ist: 


]/^=:tg|t«  +  Jjtg^-«;3 


man  erhält  also  für  den  zweiten  Theil  ohne  Rücksicht  auf  das  negative  Vorzeichen : 

3(1  +.)f  cos^ei(i+Ö|2  |tg|ü  +  |  -^j 
oder : 
^"'"M^'-Ä  (i+öi2  +  sin.cos|«2J3(i+e)|  (I  4.^)2  _q:i:_^(.+öj2j    7) 

Vereinigt  man  nun  die  Resultate    aus  6)   und  7)  ,    so    erhält   man   mit  Rück- 
sicht auf  2I    sofort: 


sm« 


'  +  «'^'.  +  «, 


de  '  I  (i  —  e)  (i  +e) 


4-^^?[{:+^^)  +  ^äSF-|f(.+«4 


8) 


Dieser  Ausdruck  kann  als  Aiisgangspnnkt  fiu'  Reiheuentwickelungen  dienen, 
die  nach  steigenden  Potenzen  von  0  fortschreiten,  wobei  zu  beachten  ist,  dass  0  eine 
Grösse  von  der  Ordnung  (i — e)   ist. 

7?  7? 

Die  Reihen  für         (1  ~\- 0)'^  und    -^   [\-\-0)'^  können  mit  Rücksicht   auf  die 

I  pag.  61  n.  ff.  gemachten  Entwickelungen   leicht  genug   aufgestellt   werden;    es   ist 
nänilieb  daselbst  gesetzt  worden : 

4  15  {tt  —  ß)  n  __9  ^  ß_        J_  ^ 
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und  die  Kcihcn  für  diese  Ausdrücke  sind : 

15  {u  —  ß]  =  20  yW  jö  — -  «2  -I-   9  f,.i_  'Vyi  +  .  .  .     j 

in  welche  Reihen  das  Fortschreitungs^esetz  klar  ist.     Die  ^'evwcrtlnnitr  dieser  Aus- 
drücke für  den  vorgelegten  Zweck  ergiht  leicht : 

B  ^  9"  +  ß        S  ^  {gu+fiA  ^  15  («  —  i'?) 

f'  ~"  20  ]/e   '  <-'^       20  0  yo  20  e  ye 

es  ist  also : 

C  15  '     25  35  .^i^    ^  '     s  (2«  +  i  ^' 

n  —  o 

^  =  ,  _  6  ö  +  ^  ö-i  _  -  ö.>  +  . . .  ==  '  V I- . )" ''"  ti'""  10) 

n  =  o 

Multiplicirt  man  nun  die  eben  hingeschriebenen  Ausdrücke   mit   (i-f-öj^,    so 
findet  sich  leicht: 


^(,  +  or-^i+^d  +  ''  ^ 


:—  I)"  9" 


6'     ^         '         '  's  '5      .^mi      (2»— j)     (2)1  —  1)     (2«+I 

/(  =  2 

und 

B     ,      ,    a-,  "^  (-i)"0"  ,        "^  (_,)»8''-' 

—      t4-W|^=   I  —  1^       >   ! =1-1-12     > ^ I 'l 

6'3      -^"l  -    .^     (2„_,)     (2B-I-I)    (2„-(-3)  ~  .^^    (2H— 3)    {2n— I)    (2'h+I)  ' 

Hiermit  sind  also  jene  Iveihencntwickfdnngcn  gegchen.  deren  man  zur  wei- 
teren Umgestaltung  des  Ausdruckes  8)  bedarf;  in  (lenisell)en  wird  man  aber  noch 
weiter  einfiilircn  : 

I       i-|-9e  41  —  e 


J2  s(i+«)  5   i  +  «  , 

20-  10  10  '  I 

Mit  Rücksicht  auf  12)   und  13)    wird  man   in   dem  erstell  (iliedc  in  der  Klam- 
mer des  Ausdruckes  8)   schreilion  dürfen : 


2if2   (73    l      1   W  '-..iJ'   (2»— i)(2w-|-i)  (zre- 


+3) 


10"        ''^    1    '  +  '2  ^    (2»-3)    (2H  — I)   {2n  +  i)   (  '4) 


^  .^  [zn—D   (zn  —  i)  (zn  +  i)  { 

in  diesem  Ausdruck  kann  aber  zu  P'cdge  5)   pag.  398  gesetzt  werden: 

"v tnii«:: =  L=i  te  i  »2  "v       (-')"«"-' 

.^       f2« l)    (zn+i)  (2M-I-3)  I-|-e       ^-2  ^     (2?« l)     (2»4-li     f2H  +  3' 

M  =  I  Jt  =  I 

Wegen 

i-h«        ^^2(1-1-«) 
ist 


^     (2  U  — 


(— i)"0" 


(zu—  i)   (2;/+i)  (2«-t-3) 


4(10 


'^■■i"       I    15  .*^     (2»—  I)     (271+1,1     (2M.  +  3;   / 


n  =  2 
«=00 


1  — e   'VT 

2     .^^    (2 » - 


(— i)»e"-'     

3)     (2?l—  l)     (2«+l) 


Siilitialiivt    man    den    Aiisdnick    1  \)    mit    Rücksicht    auf   die  clicii    üfcmnclitcn 
Traiisf'oniiiit.ii)iiou  \()U  der  Eiiilieit.    so  wird  erhalten: 


^  =  -1(1-«; 


"^  (— 1)»0"-' 

+  A  (1  — '■)  +  ¥  (i  — e)  ^    (an— 3)(2W— i)(2«+i)   , 


15) 


dividirt  innii  nun  dit-sen  Ausdruck  durcli  fi — e)  (i+'-);  ^o  wird  das  erste  (ilicd 
d('s  IvlaTiiincriiusdruckcs  8)  ,  welches  ich  der  Kürze  halhcr  mit  (I)  bezeichne,  ge- 
schrichon  werden  dürfen  : 


(9 


i)«  fl« 


(1.1  ^  ^^.'.9__L.  ^4    yr 

^    '  I+C     lio      '       5     ^^    (2M— 3)  (2«— I)  (2n+l) 


16) 


Das  zweite  Glied  des  Ausdruckes  8)  kann  in  ähnlicher  Weise  transforrairt  werden: 
es  ist,  wenn  man  die  eben  angewendeten  l'rincipien  auf  die  3  Glieder  des  z\veiten 
Ausdruckes  in  8j    anwendet  und  die  Glieder  einzeln  hinschreibt : 

1+0=1+0 

^(i+fl)-  ^  1    ,    2  ö  _  6  "V  (-i)"Q" 

2<r2C3  -2    ">"    5  ^    (2JJ— l)(2n+l)    (2»+3) 

?(  =  2 

i+e    I      '         .^^    (2?i  — 3)    (2» — i)(2«  +  :)( 
!— I)"  6" 


I 


£ 


3   -"     f ,    1_  fl'i  2  3  L2    fl    5  4     "V'  

—  ic    ''+■''      ~  ^  ^  '^    -^    (2» 

ji  =  2 

die  Addition  ergibt  rechter  Hand : 


-3)     (2M— I)     (2M+I) 


"  V  ^    s      _^    (4n2— 9)  [4x2—1)    I  5   i+c  yT^'-    ^    2»— 3)  (2«— i)(2w+ij  / 

V  »1   =  2  •'  ^7i=2  ' 

führt   man    nun    für   ß  den   Werth  — — ^  tg^-^c  ein.    so  wird  das  zweite  Glied  in  8) 
geschrieben  w-erden  dürfen : 

__  ^?!iiL- L  ,  ,2  /i  ,  2j  "y^  ;— )»  (7»+3-  e-—  1 

I  '^  Ji   =    2  ' 


^  M  ^J^»— 3)    (2«— 1)  (2«  +  i)/  I 


17) 
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Denkt   man    sich  -^  geschrieben  in  der  Form : 

dv    sinycosiys    |2;i+e](I)  2(1+1!)  (II)  | 

be  2(i+e)        (     cosi»'-'  cos  ^  !,■■-        | 

so  wird  man    16I   nnd    iv)   mit  — ^^    zu    multipliciren    haben;    in    17)    kürzt   sich 

' '  cos  iv-  '  ' 

dann  der  gemeinschaftliche  Factor  cos  .|  «^  im  Zähler  und  Nenner  ab.    in   16)   denkt 

man   sich   die  Multiplicationen    mit    dem    identischen    Werthe    2  (i -f  c)    (i+tg^»'^) 

durchgeführt;  man  erhält  so  vorerst: 

<ij,  ^  sin^osjjy2  j^  _|_  4j  "y,         (-1)"  e"-' A—i»  "^         (- 1)"  e' 


de  2(i+fc')       "ja  ~r    5     ^(2« — 3)  (zw— I)  (2«+i)         ^         5     .^  [zn — 3)  [zn — i)(2n+i 

_  t,,.  ■  t,2  r,  +  o  "y  (-■)"  '7"  +  3)  0—    _  g      ,8  "yr  ,       (-■)"  e"-_l , 

^e.i''    1-^5^      (4„2_g)  (4,j2_i)  5        ?    ^  (2re-3)(2n— i)(2n+i)  ^ 

+  1-12 
—    g-J''      1^       12   _^  (2n— I)  l2H+ii(2«+3:J  I 

»t  =   2  j 

Vereinigt    man    nun    die    einzelnen  numerischen  Werthe  und    Reihen  mid    setzt   zur 
Abkürzung : 


)i  =  2 

.d^  [zn—i]  (2»+i)  (2n+3)  J 

W  ^  2 


^  \    ^         — '     (2«-3)  (zn-i)  [zn+i]    / 


W  =    2 


"  fl" — ' 


■*  P  -     ,^        (2«— 1)    (2«  +  l)    (2W  +  3)       / 


18) 


so  wird  die  schliessliche  Berechnung  des  gesuchten  DifFerentiahiuutientcn  enthalten 
sein  in : 

fl  Ü  sin  ü  cos  i  ü-      (  ,       n  )i   i      1      o      I       n  !•  i      1      1  )  \ 

^  =  2(1+;)  I '  +  ^^  tg i «'  +  ^/  tgi ^'* I  ' 9) 

in  welchem  Ausdrucke  die  Coefficienten  E-i  und  £4''  leicht  in  Tafeln  mit  dem  Argu- 
mente 0  gebracht  werden  können  inid  für  die  Parabel  beziehuiigswcis(^  die  Werthe 
—  I  und  — I  annehmen.  Ehe  ich  jedoch  daran  gehe,  die  Constniction  und  den 
Gebrauch  der  hierfür  erforderlichen  Tafeln  zu  erläutern,   will  ich  die  Entwickelungen 

für  ^^ —  vornehmen.      Es  wird  nicht  iiothig  sein,   hierbei  von    dem   in   2)   enthaltenen 

Ausdrucke  auszugehen,   <la  durch  die   DiiFercntiatitni  der  Itelation  : 

I  +  c  cos  V 


sich  ergibt: 


oder 


äc    y    _       1  (i+c)'cos(,'  I  j(i+f^)  sin»      ö« 

öe  i+ecosi'    1  i-|-ccosr     (  f  i -|- c  cos c, -       (>c 


b  r           r- smp     \       ,        ,  ,     b  r 

■^r-  = ; — :.    tg  !,  >'  -\-  fi    i  +e)   ^r— , 


so   dass  mit   den' bisher    entwickelten    Hilfsmittebi    die    Hereebiinng    von    -^r —   keine 

Oppolzer,   K.iIiiiltestMniitun3''^ii.   11.  .')  I 
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Schwierigkeiten  inclir  liat.      Da  sicli  ahcr  für  diesen  Differentialquotienten  eine  dem 

Ausdrucke   19)    (i)ag.  401)   ähnliche  Form  herstellen   lässt,    deren  Berechninig  durch 

geeignet  constniirte  Hilfstafeln  sehr  erleichtert    werden    kann,    so  werde   ich   zuerst 

die  dicshe/iiglichcn  Transformationen  vornehmen.    Substituirt  man  in   20)    (pag.  401) 

11                      •           \     sin  ücosi  rß     , 
die   Wcrtlie    nach    18!    und    19)    ipag.  401),   nachdem    man    ni   20)    ^ als   ge- 

meinscliaftlichen   Factor  herausgehol)en  hat,    wobei  ist : 

sin  K  cos  i  tJ-i  *      '     o  -!      ' 

so  erhält  man  leicht: 

dr  __  rh\nfco^^  i  ,    ,     tgi  «^f,  _  "^  (-i)"e»-' ] 

d«  ~        2?(i+e)        i  i+''L"  "     ^^  {^n—z)[2n—i]{zH+i)i 

,    tg^'Tl-A6.4-I2/V '-)"'""- 1{ 

-t-,  +  J'  5<--^-12e^      {2„_,)(2„+l)(2«4-3)    Jj 

Es  ist  aber : 

z—e  ,      ,     ,   I — e 


l+e 


■I 


I      3    I— e  e       , '— g  '5p  =  JL  -4-  Jl     -^ : 


damit  wird,    wenn  hier  statt  r  geschrieben  wird  -^g.  .f  ^_^qj    (vergl.  I   pag.  61 
dr  rsmv^       (       ,•,/,,.  "x7  (— 1)"6" 


i4-0)        ^  ^       ^^      -*"^    2W 


(/e  2(i+e)(i+0)(     ^  "^         '        -*-^   i>w  — 3)(2n— i)(2H+i) 


r  "^  (_i)«e»-'  ^  (— 1)"6"  I 

+    .1  tg-^  »2       I    _(_  I  ö  —    I  2  ^    j^-3j,j„_,)(j„q:7,      "~   '  ^    ^   (2M-l)|2«+l)(2H,+  3yJ 
•-  »i  =  :j  n=2 

+  rV  fK  i '''[.  +  60  ^„„_,'~i+,y(,^-3y]  j   • 
Nun  ist   aber  nach   11)    (jjag.  399)  : 

6"V tri::^! _..  1^  (,    ,  ^y-i_,_^ö  ! 

^  (zre— 3)(2«— I)  (2«+i)        ''16'^'  "       I    ' 

«  =  2 

es  ist  also : 


21 


man    erliält    also    durch    9)     pag.    399)   für    den    von   tg  |  B  freien  ( 'ocfficienten   des 

dr 
de 


Khininierausdruckes  21)  für  -j- ,    den  icli  mit  ((II)  bezeichnen   will: 


«=  JO 


Ml  —  1  _1_5    y— ')  I»i-5I0"     1     5    ^ 

I-l-e  6  "TS  _^        5(2H+I)  "T-    6   ^ 

oder : 


lg  6       I     6   ,^i^         5(2H+I)  '       t>    .^^  5   (2H  +  I) 

».  — «  11  =  0 


((■n)_.      ,"^(— i"e"  ^ 


1+0  -^   (4W-— li 
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Für  den  Coefficienteii  von  ^  tg  ^  o'^  im  Ausdrucke  21)    (pag.  402  j,   der  mit  ({II)) 
bezeichnet  werden  soll,  ergibt  sich : 

I+ö  I+ö   \      ^ä  ¥"  '-    ,^  (2„_3),2„_j)(j,j^,)  '-.^    (2H— l)  (2«  +  l)(2«+3)    / 

oder : 


i+e 


Schreibt  man  für  den  Cocfficienten  von  jV^gl^ö^  in  21]   (pag.  402)   das  Symbol  ((III))', 
so  wird  mau  haben : 


I+ö 


_i_j  ,  _i_  60  "y  (-i)"fl»-'  j 

1+9)      "•"  ^  (2n-i)(2n+i)(2n+3)  ( 


Dieser  Ausdruck  lässt  sich  durch  die  folgende,  leicht  zu  verificircndc  Relation  um- 
gestalten,  es  ist : 

"^'  (— i)"(«+i)e"       ,  "vT  (— i)"e" 


i'+'-'^^^SSF»! 


~  jÄ^  (2/i+i)(2»-|-3)(in+5) 
es  wird  also  zunächst  sein : 


1  4.  60  y  (-')"fl"~'  r=    —  6     y  (-1 

''  ^    (2«— l)(2K+l)(2»+3)  ^     (2«4-l)(2H 


i)»8» 


+  l)(2»+3)  ^ä     (2«+l)(2H  +  3)(2«4-5l      ' 


M  =  l 


also  mit  Rücksicht  auf  die  obige  Relation  erhält  man : 


n=jp 


Uli))  _,,,<,.     ^(-i)"(n+i)fl" 
,+0    —  5  l'-1-"J  ^        fi«+5; 

oder  nach  einer  leichten  Rediiction : 

i+e  ^    ^  .*ir  (2»4-^)(2»^^-0   ■  ■+' 


Setzt  man  also 


F  r  _  ,         ,    V  i-i)"B" 


M=:i 


^'■=i  +  3^.. 


"fl" 


-i)"e 


-'5) 


SO  erhält  mau  mit  Rücksicht  auf  22),   23)   mid  24); 

l^-f^,  W+tgi.2+£/tg^t,M  ,  ,6) 

in  welchem  Ausdrucke  die  (Cocfficienten  E^^  und  E^'  leicht  mit  dem  Argumente  0  in' 
Tafeln  gebracht  werden  können  und  in  der  Tafel  XVI  aufgenommen  sind. 

Was  die  Constructiou  dieser  Tafel  anlangt,  so  beachte  man ,  dass  sich  die  in 
18)  (pag.  401)  und  25)  aufgestellten  Reihen  mit  Hilfe  zweier  Reihen  darstellen 
lassen;   setzt  man  nämlich: 

51» 


401     — 

V  _  ,  ,   t    '    /j  _    '    /i>    I      l   n.i -  f)i-U         -4-   yy  (—1 )"+'«"  I 

iios  315       "^693  1287      "^■"  ■  ■^-*^(2«4-i)(2"+3)(2«+s;  i 

•'    (35  63  '     99  143  '  '    .ä^  {zn+ii(zn+s])    ' 

SO   wild  sciiii : 

£2"  =  —  y—i(l+  US 

^'-  =  4  -  ff  , 
iiiicli   wi'lcluMi    l'imiiclii   die  Tafel  A'\  I  boiecliiu't   ist.     Sic  ijjibt,  mit  dem  Argumente 

die  Wcithe  log  iJj'  7  l<'n  ^V  i  '"g  -^'V  ">"l  1"K  ^V  'i"t  t'^i"*  Decimalen  für  jeden  Tan- 
seiuhhfil  des  Arguineiites,  was  wohl  für  die  l'dlle  der  Auwendinig  der  vorstehen- 
den Formeln  stets  ausreiehen  Avird.  Die  letzte  .Stolle  wird  selten  nm  mehr  als  eine 
halbe  Einheit  fehlerhaft  sein,  da  Herr  F.  K.  Ginzel,  der  auf  mein  Ersuchen 
diese  Tafel  berechnet  hat,  die  liechnung  sorgfältig  ystellig  durchführte.  Das  Ar- 
gument f)  selbst  ist  iimerhalb  der  Grenzen  —  0.4  und  -|-  0.4  angenommen,  was 
w  ohl  stets  ausreichen  wird ;  sollte  jemals  die  Ausdehnung  der  Tafel  nicht  ausreichen, 
so  kann  man  immer  mit  Sicherheit  die  diesbezüglichen  Formeln  in  2)  (pag.  3gt)) 
anwenden,  doch  nehme  ich  auf  diesen  Umstand  bei  der  unten  folgenden  Zusammen- 
stellung keine  Kücksicht,  da  mit  Ausschluss  der  periodischen  Kometen  von  kurzer 
Umlaufszeit,  für  welche  diese  Differential^uotienten  nach  den  Elementen,  zweck- 
mässiger na(-h  den  l^'ormeln  für  massige  Excentricitäten  berechnet  werden,  kein  Komet 
in  solcher  Sonnenferne  unseren  optischen  Hilfsmitteln  erreichbar  ist,  wo  die  Grenzen 
der  vorliegenden  Tafel  überschritten  werden. 

Vergleicht  man  den  Ausdruck  26     (pag.  403)   mit  der  entsprechenden  Formel 
in  2)    (pag.  396) ,  so  resultirt  sofort : 

,  kit—T)  csmv  ,  ,   ör 

r  —  (7  cos  »  —  4  —  — ---  -    ^  (i  —  e!  V-    , 
-      yq{i+e)  ö« 

ersetzt  man   nun   dieser   üelatioii   ^■emilss    den    [''aclor  |   *t?l^'  •  -'l^^"-  in  ~  ,   so  er- 

ql  fi+e  Oq 

hält  man  sofort : 

ö  »•  ,    i~e.  !()  r\  . 

^^  =  cos.  +  — y  ,  27) 

welche  Formel  viel  becjuemer  ist,  als  die  ursprüngliche  hi  2]  (pag.  396)  enthaltene, 
in  der  A'oraussetziing,   wie  dies  wohl   in  diesen  Fällen  stets  eintreten  wird,   dass  die 

hievfür  nöthigc  Berechnung  von  ^  aus  anderen  Gründen  vorgenommen  werden  mnss. 

Die  Bestimmung  von  ^  durch  ähnliche  Ausdrücke  bietet  keine  wesentlichen 

Vortheile  gegen  die  ohnehin  bequeme  logarithmische  Form  des  Coefficieuten  in  2) 
iV^S-  39Ö;-    weshalb  ich  es  unterlasse,   diese  Form  hier  anzuführen. 
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In  Bezug  auf  die  Diffcientialquotieiitcn  von  </  kann  noch  bemerkt  weiden, 
dass  es  im  Allgemeinen  etwas  bequemer  erscheint ,  als  Element  log  q  einzuführen ; 
es  ist  aber : 


es  wird  also  sein  : 


hr 
ölogj 

ö  log  5 


cMc 


(, 


Mod 


ö,y 


M^l|?cos^»+(i-e 

{t---T]_ 
zModr 


m 


i{t-T)k  w     ,     .     . 


(28) 


Mit  Rücksieht  auf  die  in  den  vorstehenden  Paragraphen  aufgenommenen 
Entwickelungen  gestalten  sich  daher  die  Fonneln  zur  Herechnung  der  Ditt'erential- 
quotienten  für  Kometenbahnen  wie  folgt,  wobei  zu  achten  ist,  dass  sich  die  C"o- 
ordinaten  «  und  6  auf  dieselbe  Fundamentalcbcne  beziehen  müssen,  auf  welche  die 
Grössen  Q,  i  und  a  bezogen  sind : 

A  sin  A'  =  cos  [a  —  Q]  cos  t 

A  cos  A'  =  sin  [a  —  Q) 

m  siir  31  =  sin  i 

m  cos  M  =  —  sin  {«  —  Q^  cos  i  l, 

B  sin  B'  =  m  sin  [M+ö) 

B  cosB'  =  cos  ((( — Qi  sin  rf 

weiter  ist : 

F  sm  F   = ;=-      *) 

F  cos  r  =  -^  ; 
r- 

a  sin  G-  =-  ^^-[E/  +  tg  i  «>2  +  ^r  tg  ^  ,4j 

G  cos  G'  =  ""'::'"''-'"  {i  +  £2"  tg  ^  »2  _|L  £;•  tg  I  p^} 

ü  —  ( I  —  e)  G  sin  6'' 
nioQ  (  r 

iJ  cos  H'  = 

wobei  zu  setzen  ist : 


sin  V  cos  3  r- 


r  -^  >'p 


11) 


log/,-  =  8.23558—  10 
log  (—  /)  =  8„77389— 10 

1°^    (-M^)=  °"36222, 


*)  Für  die'Parabel  wird  ufl'eubar  F'  =  i8o- 
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und    liiciiuit  i^i  7'  in    Einheiten    des    inittleieu  Sonnentages   erhalten    wird;    mit   dem 
Argumente 

sind  aus  der  Tafel  X\l  log  E^",  log  £4",  log  i?,,''  und  log  E^'  zu  entlehnen. 
Dann  ist 

cos  (f  ö  « 


hT 

hä 

bT 

cosJö  et 

be 

bä 

be 

cos  cf  ö  n 

=  -^^i='sin  {F'  +  A'  +  u) 
BF  sin  [F'  +  B'  +  u] 


J 


J 


A  G  sin  [G'  -\-  Ä  +  u) 


=  ^BGsm  [G'  +  B'  +  u) 

-.-.         =-,AH  sin  [H'  +  Ä  +  11) 
0  log  y  -/ 

-J-^-  =  -,BH  sin  (H'  +B'  +  u) 
blogq  -J 

cosö'b  a         r 


-,  ^  sin  (A'  +  u) 

0  71  -J 

-^ =—.B  sm  \B  +  u] 


sin  i  ö  Q 

bä 
sintÖQ 


— ,  tg  J  i  COS  (a  —  Q  +m) 
'•  I 


—  !  sin  [a  —  Q+  tt)  sin  (J  tg  4  «  +  cos  a  cos  (5 


.^  = ^sin  e<  cos  («  —  Q)  sin  i 

b%  J  ^ 


bis 


L; 


Illa) 


:  —  f  sin  (a  —  q)  sin  ö  sin  z  +  cos  ö  cos  «  J  sin  u  , 

Avobei  noch  z\i  bemerken  ist,  dass  für  die  ersten  drei  Elemente  der  Radius  als  Ein- 
heit gilt,  während  die  letzteren  drei  Elemente  schon  im  Hogenmaasse  verstanden 
werden ;  es  müssen  deshalb  die  für  die  drei  ersteren  Elemente  gefundenen  C'or- 
rectionen  mit  sin  1"  multiplicirt  >\erden,  wenn  die  Unterschiede  zwischen  der  Be- 
i(l»achtuug  und  Ueeiinuug.  wie  es  wohl  gewöhnlich  der  Fall  ist,  in  Bogensecunden 
angesetzt  werden. 

Die  eben  hingeschriebenen  Formeln  werden  aber  einer  theilweisen  Transfor- 
mation bedürfen,  wenn  die  Neigung  der  Kometenbahn  nahe  180"  gegen  die  ge- 
wählte Fimdamentalebenc  ist,  denn  in  diesem  Falle  wird  jede  Aenderung  von  tt 
durch  die  doppelte  Aenderung  von  Q  im  verkehrten  Sinne  nahezu  aufgehoben ; 
führt  man  daher  das  Element: 

yJ  =  n  —  2  Q 
ein.   so  wird  anstatt  b ;t   in   der  Differentialformel   zu  setzen  sein: 

Ö7r  =  d^4-2ÖQ  . 


*)  Für  retrograde  Kometen  wird  man  mit  V'urtheil  die  Formeln  Illb]  benützen. 
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Nach  den  Formeln   3!    und  4)    (p^g.  385)   wird  man  haben: 

cöstfä«         r     I    .      ,  .     .  ,  ,  ,  .\ 

-j  '  sin  (a  —  Q)  sm  u  +  cos  [a  —  Q)  cos  u  cos  i  > 


dn 

cos  ifba 

ÜQ 

b& 

in 

ÖJ 

ÖS 

=  2  — V  sm 


1  »2 


!  +  w) 


=  -^<  cos  (a —  q)  sin  u  sin  ö  —  sin  [a  —  Q)  cos  u  cos  i  sin  ö  +  cos  u  sin  e  cos  ö  J- 

r  I       .  .         .  .    .     .] 

= -A  2  sin  (a  —  ß  +  m)  sin  (5  sin  |  e'^  -)-  cos  u  cos  d'  sin  'is  >  , 


^\ 


/ 


addirt  man  die  zusammengehörigen  Formehi,  nachdem  man  die  DifFerentialqnoticnten 
nach  jc  mit  2  multipHcirt  hat ,  so  erhält  man  nach  einigen  leichten  und  offenknn- 
disjen  Kednctionen  sofort : 


yj 


icf  ö  « 


dJ 

örf 

a^ 

cos  (fba 

-  A  sin  [A!  -\-  u] 


J 


ain  2  ä  Q 

öiC  r  { 

"^^So  =  — A  COS 
sm  t  0  y        ^1 


^  ß  shi  (ß'  +  ti) 
.  cos  («  —  Q  —  u)  cotg  \  i 

Mi  d  —  sin  (a — Q  —  u]  sin  d  cotg  \  i  [■ 


Illbl 


welche  Ansihi'uke  in  den  \ orstehcMulen  \'\\\ 


lllai  an  die  Stelle  von 


ns  (f  ö  « 


Ö7r 


CllS  ()  ö  r(  ,        i)  ()  i      i  1      1  •    1       1  •       VI     ■  1  •       I.'  I  .1 

.    .,    ,  und      v^-   zu   treten    lial)eii,    wenn  sich  (  le  r\eijrunjreii  yeijen  ilU!  l'iindiimental- 

ebene  wenig  von  180"  unterscheiden.  Man  wird  dieselben  aber  stets  mit  \ Ortheil 
anwenden,  wenn  die  Neigung  der  Kometen  grösser  als  go"  also  die  Hewcgung  re- 
trograd ist.  AVürden  aber  die  Neigungen  fast  völlig  mit  180"  zusammenfallen,  so 
würden  natürlich  auch  diese  Foriiieln  nicht  ausreichen,  und  man  hätte  ähnlieh  wie 
bei  der  Störungsrechnung  \])ag.  22't,;  die  Elemente  sin  /  sin  Q  >nid  sin  /  cos  Q  ein- 
zuführen ;  doch  gelle  ich  auf  die«;  Formeln  hiev  nicht  näher  ein ,  weil  man  die- 
selben wohl  niemals  in  Anwendung  ziehen  wird. 

Es  ist  klar,  dass  man  von  vorstehenden  Formeln  ebenfalls  Gebraiich  machen 
wird,  \\(Mni  man  sich  mn-  die  l'hiuittehnig  parabolischer  Elemente  vorsetzt;  man 
wird  nur  die  von  den  (jirössen  (/  und  (I'  al)hängigen  Cirössen  nicht  zu  berechnen 
braueluni.  Stellt  sich  im  \'erlaul'e  der  Uechnung  heraus,  dass  die  l'arabel  den  He- 
obachtnngen  nicht  völlig  genügt,  so  wird  man  die  Berechnung  dieser  Cirössen  nach- 
tragen, miter  der  Voraussetzung  e  ^  i  ;  man  wird  so  in  den  meisten  Fällen  mit 
genügender  (ienauigkeit  die  elliptischen  oder  hyi)erb(dischen  Elemente  des  betref- 
fenden Himmelskörpers  erlangen.  Diese  Methode  würde  nur  in  jeiien  Fällen  inige- 
nauere llesultate  liefern ,  wenn  die  Abweichung  von  der  l'arabel  sehr  beträchtlich 
ist;  im  letzteren  Falle  wird  man  wcdil  stets,  vor  üeginn  solcher  definitiven  Aus- 
gleichungen, von  diesem  Umstände  Kenntniss  haben  und  in  der  Lage  sein,  ge- 
nügi'n<l('  Annähernnu-en    tiir  die    l'',l('nu'n(c   sich   anderweitig  zu  beschaffen;    aticli    wird 
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im  Falle  einer  nicht  allzu  bedeutenden  Abweichung'  von  der  Parabel  die  wiederholte 
Auflösung  der  Hedingungsgleichungen  mit  den  Werthen  der  ersten  Annäherung  das 
Ziel  meist  erreichen  lassen,  falls  die  erste  Auflösung  keine  gonügendc  Ueberein- 
stimmung  zwischen  den  Resultaten  der  directen  Rechnung  und  der  aus  den  Diö"e- 
rentiahiuotienten  abgeleiteten  Darstellung  der  Orte  ergeben  würde. 


§  5.    Die  Differentialquotienteu  mit.  Rücksiclit  auf  die  Störungen. 

Die  in  den  vorstehenden  Formeln  auftretenden  C!oefficienten  müssen  in  etwas 
verschiedener  Weise  gewählt  werden,  wenn  man  die  Störungsrechnung  nach  ver- 
schiedenen Methoden  durchgeführt  hat;  erlaubt  man  sich  aber,  die  Producte  der 
Incremente  der  Elemente  in  die  Störungen  zu  übergehen ,  so  gestaltet  sich  die 
Lösung  dadurch  sehr  einfach,  dass  man  die  nahe  richtige  Voraussetzung  machen 
darf,  dass  die  Störungswerthe  in  beiden  Elementensystemen  identisch  gefunden 
werden.  Es  sollen  dem  entsprechend  die  verschiedenen  Methoden  der  Störungs- 
rechnung für  die  vorliegenden  Aufgaben  vorgenommen  werden. 

Vergleicht  man  die  Form  der  heliocentrischen  Coordinaten,  die  in  §  1 1) 
(pag.  383)  als  Ausgangspunkt  für  die  Ermittelung  der  Difl'erentialquotienten  gedient 
haben,   mit  der  folgenden  Form,   die  Encke's  Methode  der  Störvmgsrechuung  gibt : 

a;  =  ro  (cos  Mq  cos  Qq  —  sin  m^  sin  Q^  cos  «o)  -f-  | 
y  =  j-j  (cos  Uf)  sin  Qu  -}-  sin  «„  cos  Pq  cos  i„  +  ij 
z  =  r„  sin  U(,  sin  «'(,  -|-  u 

und  beachtet,  dass  der  Voraussetzung  nach  i,  i]  und  <  constant  sind,  so  leitet  man 
leicht  die  l^emerkung  ab ,  dass  die  Variationen  der  heliocentrischen  Coordinaten  in 
diesem  Falle  dadurch  erhalten  werden,  dass  man  in  den  früher  entwickelten  For- 
meln durchaus  die  luigestörten  Grössen  einführt.  DerUebergang  auf  die  geocentrischen 
Orte  durch  die  Fnvnieln  : 


,  .            cosJ', 
m  ()  i\  1/  -\ Y  0  2 

erfordert  aber  für  ilie  ISerechnung  der  C'oefficienten  der  \  ariationen  der  Coordinaten, 
wie  man  sich  leicht  überzeugt,  die  thatsächlichen  geocentrischen  C'oordinaten ,  die 
man  sofort  dadurch  erhält,  dass  man  für  u  und  d  die  beobachteten  Coordinaten. 
für  die  geocentrische  Entfernung  J  aber  die  mit  Rücksicht  auf  die  Stönmgen 
erlangten  Werthe  einsetzt,  Werthe.  die  ohnedies  schon  stets  durch  anderweitige 
Rechnungen  bekannt  sind.  Es  ist  klar,  dass  man  von  den  gemachten  ^'orschriften, 
ohne  mehr  als  die  Eingangs  als  zulässig  betrachtete  ^'ernachlässigung  der  Producte 
der  StörunjJ-eu   in    die  Incremente  der  Elemente  /n   übertj-elK'n  .    abweichen   kann   und 
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untermisclit  die  mit  Kikksicht  oder  oIiik»  Rücksicht  auf  Störungen  erhaltenen  Werthe 
als  Grundlage  für  die  lioreclunintf  dev  DifForential(|nüticntcn  benützen  kann;  doch 
wird  die  J^efolginig  der  obigen  \  orschriften  den  ^'ortheil  bieten,  dass  man  in  dem 
vorgelegten  Falle  die  Variationen  der  geoeentrischen  Orte  durch  die  Variationen  der 
Elemente  strenge  ausgedrückt  erhält,  wenn  man  die  Stönnigswerthe  als  unabhängig 
von  den  letzteren  betrachtet.  \  ou  diesem  Gesic]its|)unkte  aus  ist  auch  das  Folgende 
zu  betrachten. 

Hei  Hansen-Tiet  j  en' s  Methode  hat  man  für  die  heliocentrischen  (Koordi- 
naten die  Form : 

X  =  ((r))  (i  -\-r)  {cos  (V-{-o)^-\-J(o)  cosQ^  —  sin  (F-1- Wn+-^w  sinQ(,cosen}  +  scosa 
y  ==  (W)  ('+'')  { cos  ( V+  Wo  +Jio)  sin Q^ ■+■  sin  (  V-\-  w^  +  J w)  cos Q^ cos i„}  +  z cos /.. 
s  =  ((/•))  ( I  -|-  ^)  sin  «u  sin  /,,  +  z  cos  c  ; 

gestattet  man  sich  die  \'ariiitionen  <ler  Grössen  cos  a.  cos  h  und  cos  r  in  die  stets 
kleine  Störung  der  verticalen  Coordinate  zu  vernachlässigen ,  so  hat  mau  in  den 
Formeln    i)   ])ag.  385)   nacli   der  Vcrglcichung  /.u  setzen: 

statt  «'  den  Werth    V 

»     r     »  »       ((r)) 

»     u     »  »       (J-^-{- w„ -\- jJw)   . 

Mit  Rücksicht  auf  den  Uebergang  auf  die  geoeentrischen  Coordinaten  wird  rhan 
daher  für  diese  Methode  die  l'emerkung  ableiten,  dass  bei  der  Herochnung  der 
Differentialquotienten  durchaus  die  Coefhcicnten  der  eben  gemachten  Identification 
zufolge  zu  bestimmen  sind ,  dass  für  «  und  ö  die  beobachteten  Grössen ,  für  //  die 
geocentrische  Distanz  mit  Rücksicht  auf  Störungen  zu  substituiren  ist,   dass  aber  in 

dem  allen  Quotienten  gemeinsamen  Factor  —   für   r    der   Werth:    (r)   =   {irji  (i+r) 

einzusetzen  ist  (die  zweiten  Potenzen  von  z  übergehend),  da  nach  der  Differentiation 
der  obigen  Ausdrücke  rechts  vom  Gleichheitszeichen  der  gemeinsame  Factor  (i+i') 
auftritt. 

Endlich  sind  bei  der  Methode  der  Variation  der  Constanten  durchaus  jene 
Werthe  für  die  in  den  Differentialformebi  auftretenden  Grössen  zu  substituiren,  die 
sich  aus  den  für  die  Zeit  des  Ortes  osculirenden  Elementen ,  die  mau  ohnehin  zur 
Darstellung  der  Orte  gebraucht,   ergeben. 

Erreichen  aber  die  Störungen  halbwegs  grosse  Werthe ,  so  werden  die  hier 
angegebenen  Formeln  auf  arge  Widersprüche  führen ,  die  sich  dahin  aussprechen 
lassen,  dass  dieselben  Incremente  der  Elemente  zur  Zeit  der  Ausgangsepoche  ver- 
schiedene Aenderungen  in  denselben  Orten  bei  Anwendung  verschiedener  Methoden 
der  Störungsrechnung  bedingen  werden ,  da  die  nach  den  obigen  Vorschriften  ent- 
wickelten Differentialformeln  für  die  verschiedenen  Störungsmethoden  nicht  identisch 
gefunden  werden  können.  Diese  Unterschiede  hängen  innig  mit  der  bei  der  Stö- 
rungsrechnung bereits  erörterten  Frage  zusammen ,  was  zu  thnn  ist ,  wenn  man  die 
Störungsrechnung    nach    der    Variation     der    ( 'oordinaten    mit     etwas    veränderten 

Oppolzer,  Bahnbestimmungeü.  U.  52 
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Elementen  fortsetzen  will.  Mn(  li(  man  wie  dort  die  Voraussetzung,  dass  die  Ele- 
mente hinreichend  genau  sind  zur  Darstellung  der  Kräfte,  so  wird  man  zu  dem 
Schlüsse  gelangen,  dass  die  nach  der  Variation  der  Constanten  entwickelten  Werthe 
für  die  Differentialformeln  jene  sind,  die  voraussiehtlich  der  Wahrheit  am  nächsten 
konunen  ;  man  sieht  hieraus,  dass  durcdi  diese  Betrachtungen  ein  neuer  wesentlicher 
V(n-ziig  für  die  Methode  der  Variation  der  Constanten  resultirt.  Es  wird  also  als 
das  Richtigste  erscheinen,  für  jeden  Ort  osculirende  Elemente  abzuleiten  und  aus 
diesen  die  Differentialformeln  abzuleiten ;  dies  würde  aber  auf  sehr  weitläufige  Rech- 
nungen füliren  \ind  es  wird  im  AllgcMneinen  vorzuziehen  sein,  auf  diese  Unterschiede 
nicht  weiter  ßücksicht  zu  nehmen  und    sich    an    die  obigen  Vorschriften  zu  halten. 


§  6.    Beispiele. 

Es  sollen  nun  die  in  den  vorstehenden  Paragraphen  entwickelten  Methoden 
zur  -Ableitung  der  wahrscheinlichsten  Bahnelemente  einer  Planeten  und  einer  Ko- 
metenbahn verwerthet  werden,  und  ich  wähle  als  erstes  Heispiel  den  Planeten  Erato, 
für  den  die  der  Rechnung  zu  Grunde  zu  legenden  Daten  nahe  vollständig  in  den 
vorangehenden  Abschnitten  als  Beispiele  aufgenommen  sind.  Die  Normalorte  und  die 
Sonnencoordinaten  finden  sich  auf  pag.  382,   die  Störungswerthe  auf  pag.  ig6  ff. 

Zunächst  wurden  aus  den  Störungstafeln  mit  Hilfe  der  bei  den  mechanischen 
Quadraturen  (pag.  35,  3g,  53,  55)  entwickelten  Formeln  die  Störungswerthe  für  die 
Zeiten  der  Normalorte  gebildet;  es  fand  sich  so  : 


JM 

J  Li) 

log(i+f) 

2 

1860  Sept. 

19.5 

+ 

3"i2's2"gb 

—  39'  o"95 

9.998  9782 

+ 

0.000  6033 

1861   Dec. 

28.5 

+ 

2     823.59 

—  3649-97 

0.005    2451 

— 

O.OOI  0723 

1863  Apr. 

10.5 

+ 

036    7.19 

—  33  23-14 

o.ooi    7959 

— 

0.000  7677 

1871   Sept. 

15-5 

+ 

I     I  47.42 

—     8  18.00 

0.000  6861 

+ 

0.000  0705 

1873  Jan. 

16.5 

+ 

0  21    8.44 

—     327-49 

o.ooi    7985 

— 

0.000  2138 

1874  März 

22-5 

+ 

0    0  52.69 

—     I  21.89 

0.000  2260 

— 

0.000  0614 

1875  Mai 

21.5 

— 

0    0    1.85 

—     0  20.41 

0.000  0088 

— 

0.000  0136 

1876  Juli 

18.5 

+ 

0    2  19.35 

—     421.39 

9.999  5890 

— 

0.000  II 17 

1877  Nov. 

24.5 

+ 

0  32    4.26 

—   13    9-48 

9.997  9572 

— 

0.000  0183 

Der  Ausgleichung  zu  Cirunde  gelegt  wurden  die  folgenden  genähert  richtigen 
Elemente  der  Erato,  welche  auch  für  die  Ermittelung  der  Störiingswerthe  gedient 
haben  : 


ill 

@  Erato 
Epoche  und  Osculation   1874  Dec.  26.0  niittl.  Heil.  Zeit. 
Mitt.l.  Aeq.  1870.0. 
L  =  2i(f  8'  6"8 
M=  180  4o'48.9 

71   =       38    27    17.9 

Q   =  125  42  39.7 
/   =         2    12  23.9 

fp  =      9  59  14-9 
fi  =  64o"896o5 
log  «  =  0.495  4793  . 

Da  man  noch  der  auf  das  mittlere  Aequ.  1860.0  und  1880.0  bezogenen  Elemente 
betlarf,  so  wurde  nach  den  dicshezüglichen  Fonnchi  (I  ])ag.  81)  der  Einfluss  der  Prä- 
cession  gerechnet  und  für  die  nöthigeu  Reductionen  gefunden  : 

1860,0  1880,0 

-  8'22"45         +  8'22"47 

-  6'5o"69         +  6'5o"72 
+-        3  24         —        3  24    • 
ken   13)    ipag.  162)  : 

1870  1880 

272?44'38"20  272"46'  g"95 

215  43'52-2i  215  5042.97 

1262739.46  1263424.86 

121  20  35.84  121  27  52.16 

9.99g  7877  9.999  7884 

9.966  6852  9.966  6985 

9-577   9845  9-577   8993 

8.495  04  8.494  24 

9n576  50  9,.576  42 

g.966  44  9.966  45 

Hierbei  wurde  die  mittlere  Schiefe  der  Ekliptik  nach  Le  Verrier  angenommen 
und  zwar : 

e 

1860         2  3°2  7'2  7"o7 
1870  22.31 

1880  17.55  ; 

hierauf  wurden  die  vStörungen  in  der  verticalen  Coordinate  (vergl.  pag.  410)  .;  mit 
den  entsprechenden  Cosinusfuiictionen  multiplicirt  und  die  für  die  drei  Coordinaten 
gefundenen  Correctioneii  mit  den  Soin:on coordinaten  verbunden,  wodurch  in  den 
ferneren   Rechnungen   die   auf  der   Bahnebene   verticalen    Störungscomponenten    die 
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J  L    =    J  71 

Ja 

Ji 

id  sich 

nach  den  Ausd 

1860 

Wo 

2  72«43'  6"44 

A 

21537     1-51 

B 

126  20  54.17 

C 

121  13  19.66 

sin  a 

9-999  7869 

sin  b 

9.966  6719 

sin  c 

g.578  o6g9 

cos  a 

8-495  84 

cos  b 

9« 5 76  58 

cos  c 

g.g66  42 

!t\2     

ciiiracli.slc    l!('iiicksicliliL;iiiiii-   linden:     die   so   nciüikIciU'H    Sounonconliiialcii   liebst   der 

An/.;ihl  der  'l'a;je,    die   von   der  /eil  der  F.poehe  an  verflossen  sind,  finden    sieh   in   der 
folj^enden   ZnsammenstcUung : 

t  X  +  scosrt  Y-\-zcoab  Z-\-zcosc 

i8öo  Sept.    19.5       —  5210.5  —   1.002  3870  +  0.044  9809  +  0.020   1741 

1861   Dec.    28.5       —  4745.5  +  0.124   1943  —  0.894  3974  —  0.389  2742 

1863  Apr.     10.5       —  4277-5  +  0.938  9499  -I-  0.322   7729  +  0.139  2215 

1871   Sept.    15.5       —   1 197-5  —  0,996  6587  -4-  0.118  4228  +  0.051   4640 

1873  Jan.     16.5       —     708.5  +  0.445   7369  —  0.804  5314  —  0.349  3135 

1874  März   22.5       —     278.5  +  0.996  5751  +  0.033  8409  +  0.014  6166 

1875  Mai      21.5       4-      146.5  -|-  0.498   5743  +  0.808   5571  +  0.350  8069 

1876  Juli      18.5       +     570.5  —  0.455   2574  -H  0.833  4609  +  0.361    5080 

1877  Nov.    24.5       -(-   1064.5  —  0.450  0632  —  0.805   4619  —  0.349  4965 

Leitet  mau  nun  mit  Hilfe  der  Formeln  14)  (pag.  162)  die  heliocentrischen  Co- 
ordiiiaten  nacli  den  obigen  Elementen  ab  und  verbindet  dieselben  mit  den  ent- 
sprechenden Sonnencoordinaten,  so  finden  sich  die  folgenden  Unterschiede  zwischen 
den  ]5eobachtnngen  und  den  berechneten  Orten : 

Keobachtung-Rechnung 


cos  dba 

dö 

1860  Sept. 

19.5 

— 

37"05 

— 

i3"43 

1861   Dec. 

28.5 

— 

12-73 

+ 

3-39 

1863  Apr. 

10.5 

+ 

10.29 

— 

5.19 

187 1   Sept. 

15-5 

— 

9.87 

— 

7-56 

1873  Jan. 

16.5 

— 

0.05 

— 

0.64 

1874  März 

22.5 

+ 

22.28 

— 

8.24 

1875  Mai 

21-5 

+ 

27.09 

— 

7-35 

1876  Juli 

18.5 

+ 

17.07 

+ 

4-13 

1877  Nov. 

24-5 

+ 

i.6q 

— 

1.30 

welche  dazii  benützt  werden  können,  um  diejenigen  Verbesserungen  zu  finden,  die 
man  an  die  obigen  Elemente  anzubringen  hat,  um  die  wahrscheinlichsten  zu  finden. 
Zur  Herstelhing  der  liclatioiien  zwischen  den  Aenderungen  der  Elemente  und  den 
geocentrischen  Orten  wurden  die  auf  pag.  390  ff.  zusammengestellten  Formeln  benützt 
niid  mit  Rücksicht  auf  die  pag.  409  gemachten  Bemerkungen  stellt  sich  die  Rech- 
nung, bei  welcher  in  Jiezug  auf  den  Aequator  Q  =  4°44'48",  t  =  22"i4'28"  und 
w' ^  3 3^5 6' 2 6"  angenommen  wurde,  und  die  ich  hier  übrigens  der  Kürze  halber 
nur   für    den  ersten  Normalort  mittheile,    wie  folgt: 

Ans  I)    (pag.  390!   folgt: 

« — Q  3"56'42"         sini' =»isinil/  9.57807  sind  7.9422g 

cos(a— Q)   9.99897  9-99394  Bs'mB'  9.57741 

^cos^'^sin(a — Q)   8.83758  »j cos i)/ 8,180400  9.99988 


9.99880 

-r  1  »j 

M    99"33'o" 

BcosB'  7. 

94126 

^sin  A'  g. 96539 

M+8  100"  3'6" 

B'  88''4o'34" 

Ä  85"44'2o" 

[sini)/-|-<5)   9.99328 

log  B  9.57753 

log^  9.96659 

m  9-58413 

«'  359V52" 

Aus  II 

(pag.  390)   resultivt: 

-«:(('•)) 

o„07i86 

cos  V 

g. 92056 

—  f/cOS(r+7(.) 

o„34286 

sin  V 

9»743i4 

ecos  V  +0.14444 

-«/ 

9«36753 

«2  :  (|,.))2 

0.1437- 

2  4- e  cos  V 

0-33131 

Add. 

0.0436g 

FsinT 

9.06076 
9.99848 

logrf 

0.34457 

dsm[V  +  Tc) 
<lf 

9.29155 

I  +ecos  V 

0.05860 

9.27103 

Fcoi>F' 

0.13709 
4°47'42" 

{i  +  ecosF)2 

0. 1 1720 
9.82610 

Add. 

0.31141 

F' 

Hsinir 

8.98493 

\ogF 

0.13861 

log/ 

F+TT 

0.22273 
5°4'4o" 

HcosH' 

9„ggg66 

\ogt 

3«7i688 

o„38655 

t  F  sin  F' 

2„77764 

sin(F+7r) 

8.94698 

H' 

i77"43'43" 

Add 

9.80752 

/sinF 

7«8227i 

logH 

0.38689 

GsinG' 

2^8516 

Add. 

9.96609 

A'siii  K' 

0.07246 

9«99937 

cos  [V+7t] 

9.99829 

9.97838 

GcosG' 

3,185397 

—  wsin  V 

7.72621 

ifcos  K' 

9.58244 

G'   1 

83*^4' 57" 

Add. 

0.00231 

K' 

72«4'io" 

log  G 

3.85460 

i/sini?'"'-' 

a 

a 

8.91307 
0.00060 

log  A' 

o.og4o8 . 

Weiter  tiudet 

sich : 

[r] 

[r]     0.42260 
z/      0.21875 

:  J    0.20385 

Ä  +11      85°25'i2 

n 

£'  + 

-  u'     88°2i'26 

[r)  A  :  J     0.17044 
M  B:J     g. 781 38 

Die  Rechnung  nach  III   (pag.  3g i)    stellt  sich  wie  folgt: 

i^+^'+M  90°i2'54"       G'+^'+?<  268°3o'g''      i/'+^'+M  263°8'55"       A"+^'+w  i57»2g'2, 
sin(i^+^'+«  0.00000  sin G'-\-A'-\-u)  9„ggg85   sin(ii"+^'+M)  g„g9689  sirnJC-irA' -\-u  9.58303 

{r)  AF:J  o.^oqo'j           (?•)  .^  G:  z/  4.02504          (r)  ^Ji":  z/ 0.55733  (r)  ..4 /f:  z/  0.26452 

cosdh a:dL'   o.3ogo5        cosdö«:ö,(«  4,(02489       cos dö «:  öQ)  0,(55422  cosdhcf.bW  g. 847 5 5 


F'-^-B'+ugf  g    8"       G'+B'+u  zji^zö' 2^"    IT-^-B'+u  ibb"':,'  q"       K'  +  B'-\-u  löo^z^'^b" 
sin(i'"'+£'+M)  g.ggg34  su\[G'-{-B' -{-U'  g„ggq86  sin{H'-\-B'-{-u)  g„gg8gq    sin(7r'+.ß'+M)  9.52506 
[r)B F:  J  g.giggg  (r)  fi  G:  z/  3.63598  (r]  BH:  J  o-iöSi-j  (r)  5  A':  z/ g.87546 

0(5  =  6? L' g. 91933  bö:bu  3„63584  ö d:  ö  (D  o„i6726  öd:  d 'F  9.40052 
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«  — q'  +  «'  3"37'3r 

cos  (a  —  Q'  +  «')  9- 909  "3 

(r]tgli   :  J  9-49735 

cosd  ö«  :  sin»'  öß  9.49648 


sin  (a  —  q' +  ?«') 

8.80103 

sind  tg|«" 

7-23579 

cosw' 

9.99999 

cosrf 

9-99998 

I 

6.03682 

11 

9-99997 

Add. 

0.00005 

{■••} 

0„00002 

0(5  :  sine'  öq' 

On20387 

siii«'  7„745Ö5 

cos  (cf — Q'jsin/'  9.57704 

cosd  ö«  :  bi'  7.52654 

sin(a  — Q')  sin«'  8.;  1565 

sin()'  7.94229 

Add.  0.000  II 

cos  d  cos  i'  9.96640 

T  6.35794 

{....}  9.96651 

(r)  sin«':  J  7h9495o 

dd  :  0/  7„9i6oi 


Als  l'idbe  für  die  Kichtigkeit  der  Rochiiuiig  kann  man  das  N'ertahren  ein- 
schlagen, dass  man  mit  variirten  Elementen  die  Darstellung  der  Orte  sucht  und  nach- 
sieht, oh  die  auf  diese  Weise  gefundenen  Aenderungen  in  den  Orten  mit  den  aus 
den  Ditferentialformeln  folgenden  innerhalb  der  Unsicherheit  der  Reshnung  stimmen, 
doch  darf  man  die  Aenderungen  nicht  allzu  gross  nehmen,  weil  sonst  der  Einfluss 
der  Glieder  zAveiter  Ordnung  zu  nachtheilig  wird. 

Behandelt  mau  in  ähnlicher  Weise  die  übrigen  Orte ,  so  erhält  man  die  auf 
})ag.  320  ft'.  bereits  angeführten  Hedingungsgleichungen.  An  dem  citirten  Orte  wird 
sofort  die  Ableitung  der  Normalgleichungen  aus  denselben  vorgenommen  und  pag.  343 
die  Herstellung  der  Eliminationsgleichungen  erläutert;  pag.  345  findet  sich  die  15e- 
stimmung  der  Unbekannten  aus  den  letzteren  durch  successive  Suhstitution,  2)ag.  350, 
351  dieselbe  Bestimmung  unabhängig  für  jede  Unbekannte  durchgeführt,  pag.  352  ist 
die  Darstellung  der  Orte  nach  den  Differentialformeln  hergestellt ;  man  wird  stets  als 
Controle  für  die  Richtigkeit  der  Rechnung  diese  Darstellung  auch  durch  die  directe 
Rechnung  prüfen.  Auf  pag.  352  finden  sich  die  Correctioneu  der  Elemente  logarith- 
misch in  Bogensekunden  verstanden : 

log  ö  i'  =  1 .0025  log  ö  "F  =  0^6939 

log  h^i  =  7.4842  log  sini  öß'  ^  9.6220 

log  öö)  =  0.7807  log  ht  =  9„0576  , 

Um  ziniächst  die  Elementenändcrungen  von  </)  und  W  in  solche  von  7r'  und  rp  zu 
übertragen,  wird  man  sich  der  Formeln  IV)  ,  YII)  luid  YIII)  (pag.  392,  393)  be- 
dienen und  finden : 

7t'  — n„'  =  4-  44"99 
<P  —ffn   =  —    0"07  . 
Die  Ausgangsclemente  selbst  sind  auf  die  Ekliptik   bezogen ,    während  sich  die  hier 
gefundenen  \'erbesseruiigoii  auf  ä(|uatoreale  Elemente  beziehen ;   zu  der  hier  nöthigen 
Transformation  wird  man  die  Formel  IX)   pag.  395   heranziehen    und    finden,    wenn 
man  nun  alle  Correctionen  zusammenbringt : 


I 


— —     i15     

ö  i  =  +     g"g8 
b/t  =  -\-  44.91 

ön  =  —   3.12 

öl  =  +  0.42 

iitp  ^  -^  0.07 

ö/<  =  +  0.003049 

uiul  die  verbesserten  Elemente  der  Erato  werden  sein  : 

@  Erato 

Epoclio  und  Oscul.    1874  Dcc.  26.0  mittl.   IJerl.   Zeit 

mittl.   Aeqii.    1870.0. 

i.  =  2i9"  8'i6"78 

i)f  :=    180  40  13.97 
TT  =       38    28      2.81 

Q  =  125  42  36.58 

«  =         2    12  24.32 
(p=         95914.83 

jit  =  64o"899099 
log  a  =  0.4954779    . 

Rechnet  man  nun  nach  diesen  Elementen  die  Darstellung  der  Orte  mit  Rück- 
sicht auf  die  ohigen  Stöningswerthe,  so  erhält  mau  die  folgenden  Unterschiede  zwi- 
schen der  Beobachtung  und  Rechnung,  denen  ich  jene  auf  pag.  352  durch  die 
Differentialformeln  erhaltenen  beisetze;  die  Uebereinstimmung  beider  Resultate  in- 
nerhalb der  Unsicherheit  einer  siebenstelligen  Rechnung  gibt  eine  höchst  befriedi- 
gende t'ontrole.     Es  findet  sich: 


directe 

Rechnung 

DifFerentialfonneln 

cos  ö  ha 

öd 

cos d  ha 

hd 

I. 

-   o"27 

+ 

2"l8 

-  o"28 

-f  2.18 

2. 

+  I.I4 

+ 

0.82 

+   I.I3 

-1-  0.82 

3- 

—  0.58 

— 

1-49 

—  0.46 

—   1-52 

4- 

—  I  09 

— 

3-47 

—  0.99 

—  3-43 

5- 

—  2.31 

— 

0.32 

—  2.43 

—  0.39 

6. 

—  0.15 

+ 

0.22 

—  0. 10 

-1-  0.20 

7- 

+  0.37 

— 

1-23 

-f-  0.49 

—    1-23 

8. 

+  0.04 

+ 

0.94 

+  0.17 

+  0-97 

9- 

-f  2.26 

— 

0.42 

+  2.32 

—  0.44 

Schliesslich  wäre  noch  erwähnen,  dass  auf  pag.  361  die  Gewichte  und  <lie 
mittleren  Fehler  der  Unbekannten  abgeleitet  sind;  es  ist  an  der  betrefFcnden  Stelle 
gefunden  worden  : 

bL'  =  ±  o"494  bW  =  ±  o"3 1 5 

bfi  =  dz  0.000143       ö  q'  sini'  =  ±  0.529 

ötf)  =  ±  0.276  bi'  =  ±  0.588  . 
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Zunächst    wird   iikiii    die    l  iisi<licilicil     der   I'Hcmontc   /('   und   if    mit   Tlilfc    der 
l''i)iim'lii   c))    ]iiiif.  v'*^  ableiten.      Dieselben  evfjjeben : 

sin  qp  8in^ 

'  COR  fjT  COS  tf 

mit  IMickslchl,  auf  die  liei  d(n'  Mcllindc  (b'V  kleinsten  Uiiadvate  auseinandergeset/.lcn 
l'iineijjien  wird  man,  wenn  man  dnicli  E  den  mittleren  Fehler  vorstellt  und  durch 
(leu   liiiii'N   das  Element,   auf  das  er  sich  bezieht,   bezeichnet  erhalten: 


E  [7t  \ 


i/r^^t^'ii^+ijn^'^c^))^ 


und   unter  den   Annahmen  7/  =  38"4g'6  ujid  <p  =^  (f^q  2  wird  folgen: 

E[n)  =  ±  i"683 
E{(p)  =  ±  0.305   . 

Aehnlich    wird    man    ans    den    Formeln    X)    pag.   395    ei-halten    («^2°i2'4, 

i'  =  22°I4'2,    ff  =  I2I°2o'6)  : 

E{i]  =  ±  y (cos  ff  E(ty  +  [sina  E[q'  sin«')) 2 


^M  =  ±]/(läf^(0)^  +  (S^.«'--',f 


£' (7r)  =  ±  y{E{7ry  +  (sinff  tg^i  £(«'))2  +  ((cosff  tg{i—tg\i)  E{a'  sme'))2 
E(L)  =±  V(E{L'P  +  (sinff  tg-ie  Ii  (i'!)2  4.  ({cosff  tg-^-«  — tg^«'}  E{q'  smi'P 
nach  Einfiihnuig  der  obigen  numerischen  Werthe : 

E{L)  =  ±  o"5o6 
E{f.i]  =  ±  0.000143 
£(/r)  =  ±  1.687 
£(fjP)  =  ±  0.305 
E{Q]=±  14.873 
£[»)  =  ±    0.546  . 

Um  die  für  die  periodischen  Cometcn  in  Vorschlag  gebrachten  Formehi  zu 
erläutern,  will  ich  dieselben  auf  einen  Ort  des  Winnecke'schen  Cometen  (III,  18 ig) 
anwenden;  für  den  atif  den  mittleren  Aecjuator  1880,0  bezogenen  Ort  des  Cometen 
hat  man : 

1875   Febr.   9.5  niittl.   Berl.   Zeit  «  =  276"38'i     ^  =  — i6"i6'2  ; 
die  aus  den  Elementen  zu  entlehnenden  Grössen  sind : 

Q' =    29"i7'7  e  =  — 47"43'3 

t  ^=     21  50.0  logr=        g.9837 

w'  =  249  35.0  logz/  =        0.1340 

9=    47  49-1  loga  =        0.5053 

/t  =  6i9"6i  logi!=        3-7874 
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w(j1)ei  also  wieder,  wie  im  früheren  Beispiele  der  Aeijuator  als  Fiindamentalebene  und 
für  die  Zeit  t  als  Ausgangsepoche  1858  Mai  i.o  angenommen  ist.  Nach  den  For- 
meln I)    (pag.  390)    erhält  man: 


a— Q' 

247<'2o'4 

m  sin  M 

9.5704 

sin  (5 

9«4474 

9.9625 

cos  («  —  Q'j 

9„5858 

mcosM 

9.9328 

COS*" 

9.9677 

M 

23"28'o 

sin  [a  —  q') 

9n965i 

M+d 

7  n  8 

A  sinA' 

9n5535 

sin  {M-{-  d) 

9.0979 

—       — 

9„9696 

m 

9-9703 

A  cos^' 

9«965i 

B  shiB' 

9.0682 

A' 

20i"ir3 

9.8663 

log^ 

9-9955 

BcosB' 

9-0332 

■«' 

20i"5i'7 

B' 

47"i8'4 

Ä  +  «' 

43"  30 

■   1 

OgÄ 

9.2019 

B'  +  u 

249  10  I 

r:  J 

9.8497 

Ar:  J 

9.8452 

cos» 

9.8278 

Br:  J 

9.0516 

sin  V 

9„8692 

nach  U)    (pag.  390,  391) 

wird  sich 

finden : 

cos(/)  cos»     9.6548 

tF 

sin 

F' 

4.2210 

sin  (p  cos  c 

9.6976 

(i  :  r     0.52  16 

2  : 

3," 

sin 

1  I 

2.3462 

2-(-sin(/)C0s« 

0.3977 

—  tg(/)  sin«     9.9120 

Add. 

0.0058 

sin  0  sec  (/> 

0„042  2 

<i'^  :  r-     1.0432 

G 

sin 

G" 

4.2268 

PsinP' 

0.1764 

/'sini-'     0.4336 

9.9721 

9»9435 

9.9727 

G 

cos 

6" 

4.6576 

PcosP- 

o„4399 

FcosF'     0.8702 

G' 

20"20'8 

7" 

.5i"24' 

F'     2o"'5'9 

log 

G 

4.6855 

log  P 

0-4964 

log  F    0.8975 

aus  III)  ipag.  391)  erhält  man,  wenn  man  die  analogen  Operationen  für  die  4  Ele- 
mente nehen  einander  durchführt  (die  angesetzte  Bezeichnung  ist  demnach  für  die 
4  verschiedenen  (Kolumnen  entsprechend  verändert  zu  denken)  : 


Mo 

(/ 

'iP 

jt' 

/"  +  A  +  u 

63°8'9 

63"23'8 

i94"27'3 

43"3'o 

sin  [F'  -f  ^'  -1-  «') 

9.9504 

9-9514 

9n3973 

9.8342 

rAF:J 

0.7427 

4-5307 

0.3416 

9.8452 

cos  d  ö  «  :  a  1/0 

0.6931 

4.4821 

9«7389 

9.6794 

P'  +  5'  +  «' 

269"!  6'o 

269°3o'9 

40°34'4 

249°io'i 

sinti<"  -1-  ß'  4-  u) 

o„oooo 

o„oooo 

9.8132 

9«.97o6 

rAF:  J 

9.9491 

3-7371 

9.5480 

9.0516 

öd  :  öitfo 

9n949i 

3n737i 

9.3612 

9„02  22 

Oppolzor  ,    Ralinbestininiüngpn.  II.  53 


sm  u 

9«5709 

—  cofi  (w  —  q')  sin«' 

9.1562 

cos 8  ha  :  hi' 

8„5768 

sin  {(X — Q']  sint" 

9«5355 

sin  6 

9«4474 

A(Ul. 

0.0445 

cosd  COSl' 

9.9500 

I 

8.9829 

{•••} 

9.9945 

r   sin «'  :  ^ 

9„42o6 

ö  ()■  :  ö  i' 

9„4i5i 
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für  Äp'  und  !^  i'  ciliiilt   man  ans  III)    pag.  391 

a  — Q'  +  m'  89"!  2' 1 

cos  («  —  Q'  -\- u)  8.1441 

ri^\i'  :  J  9.1350 

cos()  i)«  :  öq'  sin«'  7.2791 

sin  (cK  —  Q'  +  w')  0.0000 

sin^tgl*'  8„7327 

cosm'  q„9676 

co.stf  9-9823 

I     8«7327 

> I     9»9499 

Adil.     0.0256 

{•••}     9-9755 
^ö  :  öq'  sin?'     9.8252 

tnan  liat  also  zwischen  den  Variationen  der  Elemente  nnd  den  Variationen  der  geo- 
centriselien  Orte  die  ft)lgenden  Relationen,  deren  C'oefficienten  logaiithmisch  zn  ver- 
stehen sind : 

cosffÖK  =  o  6931   ö  iWii  +  4.4821   tlz/ii  +  9„7389  ö  f/i  +  9.6794  tSn'  +  7.2791   sin«'  bQ'  +  8„5768  di' 
ö(f=9„949i    bMo+  i„727^    0//^  +  9.3612   ö  rjp  +  9^0222  ö  ;i'  +  9.8252  sini' ö  Q'  +  9„4i5i  ö  / 

Um  die  Richtigkeit  dieser  Formeln  zn  prüfen,  kann  man  sieh  durch  willkür- 
liche Variation  der  Elemente  nnd  directe  Rechnung  ans  denselben  eine  zweckmässige 
Controle  verschaffen.      Setzt  man  nämlich: 

ö  i/  =  —     60" 

ö/t  =  -f-  o"üi 

ö  f/)  =  —  300" 

Ott'  =  —    40" 

öß'  sini'  =  -\-  100" 

0«"  =  -^  100" 

so  erhält  man  durch  eine  directe  6  stellige  Rechnung  als  "N'ariationen  der  geocen- 
trischen  Orte  die  Werthe : 

cos^  öa  ^  -1-  149"!  hd  =  —  25"4 

die  Subslitution  der  obigen  \'ariationen  in  die  früher  ermittelte  Relation  ergibt  hierfür: 

cos d  ö  a  =  +  I 4q"2  hd  ^  —  2  5"o 

was  in  Anbetracht,  dass  die  Rechnung  nur  6  stellig  geführt  wurde,  eine  mehr  als  ge- 
nügende Uebereinstimmnng  ist. 

Um  nun  endlich  ein  Beispiel  für  die  Anwendung  der  Foiineln,  die  für  mehr 
parabolische  liahnen  gelten,  vorzuführen,  wähle  ich  hierfür  die  Bahnbestimmnng 
des  Cometen  I  1866,  und  werde  das  Beispiel  ausführlich  liier  mittheilen,  weil  es 
Gelegenheit  bietet,  jenen  bei  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  aufgeführten  Fall 
(pag.  362  ff.',   wo  die  Bestimmung  einer  Unbekannten  mit  einer  besonderen  Unsicher- 
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heit  behaftet  ist,  näher  zu  erläutern.  Als  GruiuUageu  der  Rechnung  wurden  die 
folgenden  Noiinalorte  und  Sonnencoordinaten  angenommen,  die  sich  auf  den  mitt- 
leren Aequator  1866.0  beziehen: 

mittl.  15erl.  Zeit  a  6  X  Y  Z 

1.  1865  Dec.   22.5   333°i8'i7"3  -l-59"4i'i4"9  +0.0206905  — 0.9019836    — 0.3913801 

2.  »      27.0  348.16    3.2  +26  58  14.3   -f  0.0992222  — 0.8974048    — 0.3893961 

3.  1866  .Jan.      4.0  352  58  28.8  +  712  57.5  +0.2369292  — 0.8753931    —0.3798464 

4.  »         9.0  354     140.8  +   2  21  55.0  +0.3207984  —0.8527856    —0.3700335 

5.  »       15.0  3544557.7  —   I     5  42-3  +0.4181360  —0.8169047    -0.3544614 

6.  »       22.0  355  18    6.2   —   3  37  25-5   +0.5256975   —0.7634815    —0.3312834 

7.  '  Febr.    5.0  355  5926.5  —  6  35  35.4  +0.7152903  —0.6229677    — 0.2703121 

Als  genähert  richtige  Elemente,  deren  Verbesserungen  gesucht  werden  sollen, 
wurden  die  folgenden  äquatorealen  Elemente  angenommen: 

r^i866  Januar   11. 17 1697  mittl.  Berl.   Zeit 

TT' =  342''28'24"88     I  . 

mittl.  Aequ. 

Q    =  202   54  49.06        V 

I  1866.0  . 

t    =  143    19  36.10       j 

log  q  =  9.9896805 

e  r=:  0.9053669 

Rechnet  man  in  der  bekannten  Weise  die  Fehler,  welche  diese  Elemente  in 
den  obigen  Normalorten  übrig  lassen,  so  finden  sich  dieselben  im  8inne  Ueobachtung 
—  Rechnung,  wie  folgt: 


cosd  öa 

öd 

V 

logr 

\ogJ 

\ogit-T) 

I. 

— 2"02 

+0.76 

— 26"46'26" 

0.01239 

9-30736 

i«29384 

2 . 

+4-55 

+2.27 

— 20  56  14 

0.00352 

9.48685 

i«i8i03 

3- 

—0.23 

—0.84 

—  10    342 

9.99287 

9-76731 

0,(85562 

4- 

— 1.02 

+  1.40 

—  3     337 

9.98997 

9.88562 

o„3368o 

5- 

•—0.58 

-2.04 

+  5  23  23 

9.99059 

6-99336 

0.58301 

6. 

—2.16 

— 0.06 

+  15     5  54 

g. 99686 

0.08850 

1.03456 

7- 

+0.64 

+0.58 

+33    845 

0.02463 

0.21886 

1-39495 

ausserdem  habe  ich  die  aus  diesen  Elementen  für  die  Zeiten  der  Normalorte  resul- 
tirenden  wahren  Anomalien  [v)  ,  Radiusvectoren  (?•) ,  geocentrischen  Distanzen  [^) 
und  die  seit  der  Perihelpassage  vei-flossene  Zeit  (t  —  T)  in  mittleren  Sonnentagen 
genähert  angesetzt,  weil  die  Kenntniss  dieser  Grössen  bei  der  Berechnung  der  Diflfe- 
rentiahjuotienten  nöthig  ist;  die  Rechnung  nach  den  Formeln  I)  (pag.  405)  stellt 
sich  wie  folgt : 

53* 
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1234567 

-ii'  I30"23'28"i45"2i'i4"i50"  3'4o"i5i°  6'52"i5i"5i'  9"  I52"23'i7"  i53"  4'37" 


siiK?    9.93615 

cüs(«— q')     9„8ii58 

sin(a — a')     9.88175 

9.91699 

As'mA'    9.71578 


9.65661  9.09903  8.61564 

9«9i523  9»9378o  9«94230 

9.75474  9.69817  9.68400 

9.87943  9.90970  9.91588 

9.81943  9.84200  9.84650 

A'     34"i8'32"    49"i5'   s"  54°i9'   7"  55°28'4o"    56°i7'4o"    56"53'24"    57°39'34" 

log^    9.96476      9.94000  9.93230  9.93062       9.92947      9.92864      9.92759 


8„28i30  8„8oo75 

9«94534  9h94749 

9.67370  9.66603 

9.92007  9.92305 

9.84954  9.85169 


9„o6ooi 
g„95oi8 
9.65590 
9.92679 
9.85438 


tn  sin  31 

9.77616 

9.77616 

9.77616 

9.77616 

9.77616 

9.77616 

9.77616 

9-85433 

9.90028 

9.91944 

9-92373 

9.92673 

9.92890 

9.93168 

■m  cos  M 

9.78595 

9.65894 

9. 60237 

9.58820 

9.57790 

9-57023 

9. 56010 

M 

44''2i'i5" 

52°38'25" 

56°io'io" 

57°   i'44" 

57°38'46" 

58"  6'  6" 

58°4i'54" 

.1/  +  d 

104     2  30 

79  3639 

63  23    7 

59  2339 

36  33    4 

54  2841 

52     6  19 

siii(il/+d) 

9.98683 

9.99282 

9-95136 

9-93485 

9.92136 

9-91057 

9.89716 

m 

9.93162 

9.87588 

9.85672 

9-85243 

9-84943 

9.84726 

9.84448 

BsinB' 

9.91845 

9.86870 

9.80808 

9.78728 

9.77079 

9-75783 

9.74164 

9.91848 

9-95070 

9.99386 

9.99925 

9.99982 

9-99793 

9.99265 

B  cosB' 

9n74773 

9«57i84 

9«03683 

8«55794 

8.22664 

8. 74824 

9.01019 

B' 

124"   I     4 

ii6"47'   8" 

99"36'4o" 

93"22'3o" 

88"2i'49" 

84"24'48" 

79^29' 10" 

logB 

9.99997 

9 . 9 1 800 

g. 81422 

9.78S03 

9-77097 

9-75990 

9.74899 

u 

ii2"47'io" 

ii8"37'22" 

i29"29'54" 

i36"29'59" 

i44"56'59" 

i54"39'3o" 

I72"42'2l" 

aus  II)   pag.  405  findet  sich : 

1234 

sin«    9„65366      9„55309      9»2423i       8,172743 

/■    0.01239      0.00352       9.99287       9.98997 

cosy    g.  95075      9.97034      9.99327      9-99938 

sin;):?-    9„64i27       9h54957       9,(24944       8„73746 

»•2    0.02478      0.00704      9.98574      9-97994 

FsinF'     7,(69885       7„6o7i5       7„307o2       6,^79504 

9^98922       9,j99343       9h99849       9n99986 

Fco»F'     8„34562       8„36336       8„38466       8„39046 

F'   192"42'36"  i89"56'35"  i84"46'5o"  i8i"27'  5" 


5 
8.97281 
9.99059 
9.99808 
8.98222 
9.98118 
7.03980 

9»99957 

8,138922 

:77"2  6'2o" 


6 

9-41577 
9.99686 
9.98475 
9.41891 
9-99372 
7-4764') 
9,^99659 
8„37668 

i72"49'4o" 


73781 

02463 

92287 

71318 

04926 

77076 

i,t98343 

8„32ii4 

164"  16' 2  4" 


logi^    8.35640 

8.36993 

8.38617 

8. 39060 

8.38965      8.38009      8.33771 

t.ifV"     'i»37656 

9„26663 

8„94463 

S„42673 

8.67274      9.12230      9.47363 

tgl«'-     8.75312 

8.53326 

7.88926 

6.85346 

7-34548      8.24460      8.94726 

ö +0.00281 

-(-o.  001 70 

+0.00038 

+0.00004 

-|-o.oooi  1  +0.00087  +0-  00440 

tg-V»''    7-50624 

7.06652 

5-77852 

3. 70692 

4.69096      6.48920      7.89452 

E/    9.130051 

9.30071 

9.30096 

9.30102 

9.30101      9.30086      9. 30021 

/l,)'" +2.  00281    +2.00170  +2.00038   +2.00004   +2.00011+2.00087+2.00440 


I 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

tg|2;2_|_o.  05664  +0.03414 

+0.00775 

+0.00071  +0.00222  +0.01756+0.08856 

Ei'  tg^ü*+o. 00064  +0.00023 

+0.00001 

0. 00000 

0.00000+0.00006  +0.00157 

(. .  . .} +2.06009  +2-03607  ■ 

+2.00814  • 

+2.00075  +2.00233  +2. 0184g +2.09453 

log[...} 

0.31389 

0.3087g 

0.30279 

0.  301  ig 

0-30153 

0.30503 

0.3210g 

sin  «2 

9-30732 

9. 10618 

8.48462 

7.45486 

7.94562 

8.83154 

.9-47562 

E.- 

o„o.D097 

o„ooo5g 

o„oooi3 

o„ooooi 

o„oooo4 

0^00030 

o,,oüi53 

Ei- 

9^9029 I 

9«90299 

9«90307 

9„90309 

9«903o8 

9„.90304 

g„go282 

I  +  iV'ts|®'^  +0.94323  +0.96581  ■ 

+0.99225  ■ 

+o.99g2g  • 

+0.99778  +0.98242  +0. 911 1 2 

E^'-ig{v*- 

-0.00257  - 

-0.00093  ■ 

—0.00005 

0. 00000 

0.00000- 

-0.00025  — 

-0.00627 

log{...} 

9-97343 

9.98447 

9.99660 

9.99969 

9-99903 

9.99219 

9-95657 

cos  |ü''' 

9.97607 

9.98542 

9.99665 

9.99969 

9.99904 

9.99244 

9.96315 

sin  0:2(1+6') 

9„07266 

8„97209 

8„66i3i 

8„i4643 

8.39181 

8.83477 

9.  15681 

GsinG' 

8„739i8 

8„53294 

7,.90538 

6„87402 

7,(36512 

8„25454 

8„9i468 

9,194787 

9,196927 

9„9932i 

9„99938 

9.99807 

9.98446 

9.91567 

G  tos  Cr' 

9„022l6 

»„94198 

8,165456 

8„i458i 

8.38988 

8.81940 

9.07653 

G'  2 

07^31 '46"  2 

oi"i8'   3" 

190"  6'   7"i 

83"  3'4i"- 

-5"2  3'46"- 

-I5"i4'8"- 

-34"33'45" 

logG 

9.07429 

8.97271 

8.66135 

8.14643 

8.39181 

8.83494 

9.16086 

cos  V :  r 

9-93836 

9.96682 

0. 00040 

0.Ü0941 

0.00749 

9.98789 

9.89824 

(/  cos  D  :  y 

9.92804 

9.95650 

g. 99008 

9-99909 

9.99717 

9-97757 

9.8S792 

—  (i— c)G'sinG' 

7.71522 

7-50948 

6.88142 

5. 850ÜÖ 

6.34116 

7-23058 

7.89072 

Acld. 

0.00265 

0. 00155 

0.00034 

0. 00003 

0.00010 

0.00078 

0.00435 

log{...} 

9.93069 

9.95805 

9-99042 

999912 

9.99727 

9-97835 

9.89227 

(t-T]  :r^ 

i„269o6 

I  „1739,9 

o„86g88 

o„35686 

0.60183 

1.04084 

1-34569 

HsiiiH' 

o„2929i 

0„3202  7 

o„35264 

o„36i34 

o„35949 

o„34057 

o„2  5449 

9,(89951 

9»93729 

g„g8508 

9«9986i 

9,.99569 

g„9668o 

9,(84953 

JEf  cos  H' 

0.17777 

0.08270 

9-77859 

9.26557 

9„5io54 

9„94955 

o„2  5440 

H'  - 

-52°30'2  7" 

-59"56'36"-75°4'9" 

-85"24'5i 

"26i°56'27' 

'247°52'55 

"225V22" 

lüg// 

0.39340 

0.38298 

0.36756 

0.36273 

0.36380 

0-37377 

0. 40496 

Hei  der  Aiiwendniig  dos  Fonnelsystems  III,,  pag.  406  winden  jene  Abände- 
rungen in  Kecliniing  gezogen,  die  in  der  Formel  111^  pag.  407  enthalten  sind,  da 
der  Coinet  sich  in  Bezug  auf  die  gewählte  Fundamentalehene  als  retrograd  erweist,  es 
wird  also  statt  ji'  das  Element  yl'  eingeführt;    die  Rechnung   stellt  sich   wie  folgt: 

1234567 

Ä  +u      147"  5'42"  i67"52'27"  i83"49'    1"  i9r'58'3g"  20i"i4'39"  21 1"32'54"  23o"2  r55" 

B'  +  u      236  48  14    235  24  30    229     6  34    229  52  29    233  18  48    239     4  iS    252  11  31 

Ar  :  J      0.6697g      0.45667       0.15786      o.034g7       992670      9-83700      9-73336 

Br  :  J      0.70500      0.43467      0.03978       9.89238       9.76820      9.66826      9.55476 
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A'  +  F'  +  u' 

»hx{A'+F'+ii) 

FAr:  z/ 

cos  ö  ha  :  bT 

B'  +  F'  +  u' 

sm[B'+F'+u') 

FBr  :  J 

bd  :  ÖT 


I  2  3 

339"48'i8"357"49'  2"  8"35'5i" 

9„538o9      8„58o78  9. 17461 

g. 02619      8.82660  8.54403 

8n56428       7n40738  7-71864 


4567 
i3"25'44"    i8''4o'59"    24°22'34"    34°38'i9" 
9.36594       9-50560      9.61566      9.75466 
8.42557       8.31635       8.21709       8.07107 
7.79151       7-82195       783275       7-82573 


6g"30'50"  65"2i'   5"  53"53'24"  5i"i9'34"  50°45'  8"  5'°53'58"  56"27'55" 

9.97163  9.95851  9.90735  9-89249  9-88898  9.89594  9.92093 

9.06140  8.80460  8.42595  8.28298  8.15785  8.04835  7.89247 

9.03303  8.76311  8.33330  8.17547  8.04683  7-94429  7-81340 


Ä  +  G'  +  ii  354"37'28"  9°io'3o"  13^55'  8"    15"  2'2o"  i95"5o'53"  I96°i8'46"  i95°48'io" 

sm(J'+ &'  +  «/)  8„97i66  9.20263  9.38120  9.41409       9«43630       9«44852       9„43509 

G Ar  :  J  9.74408  9.42938  8.81921  8. 18140      8.31851      8.67194      8.89422 

cosdö«:öe  8„7i574  8.63201  8.20041  7.59549       7n7548i       8„i2046      8„3293i 

B' +  G'  +  u  84"2o'  o"  76"42'33"  59"i2'4i"  52"56'io"  227°55'   2"  223°5o'io"  2i7"37'46" 

sm(Zi'  +  Gr'  +  «<')  9-99787  9-98821  9-93402  9.90198      9n8705o      9n84048      9»78572 

GBr-.J  9.77929  9.40738  8.70113  8.03881       8. 16001       8.50320      8.71562 

^S:he  9.77716  9.39559  8.63515  7-94079       8^03051       8^34368      8„50i34 

A'  +IT  +  u'  94''35'i5"  io7"55'5i"  io8°44'52"  io6"33'48"  103°!  1'  6"    99°25'49"    95''22'i7" 

sin  [A' -\- IF -\- u']  9.99861  9.97838  9.97633  9.98159       9.98840      9.99409       9.99809 

HAr:J  i. 06319  0.83965  0.52542  0.39770      0.29050      0.21077       0.13832 

cos  (5  & ß  :  ö  log j  1. 06180  0.81803  0.50175  0.37929       0.27890       0.20486       0.13641 

Z?'  +  //'  +  «'  i84"i7'47"i73"27'54"i54°  2'25"  i44"27'38"  I35°i5'i5';  I26"57'i3"  1 17°!  1-53" 

sm.[B'  -\-H'  -\-u']  8,;87458  8.89800  9.64122  9.76438      9.84755      9.90261       9.94912 

HBr  :  J  1.09840  0.81765  0.40734  0.25511       0.13200      0.04203       9.95972 

ä(5  :  ö  logy  9^97298  9.71565  0.04856  0.01949       9-97955       9.94464       9.90884 


sin  [A'  +  u) 

9-73499 

9-32234 

8^82327 

9«3 I 708 

9h559I2 

9,ji868 

9^88656 

cos  d  ö  «  :  bA' 

0.40478 

9.77901 

8„98ii3 

9»35205 

9^48582 

9»55568 

9„6i992 

sin  [B'  +  u'] 

9,192262 

9»9i552 

9„87850 

9„88346 

9«904i3 

9«93339 

9„97868 

b(5:  ö^ 

0^62762 

o„350i9 

9„9i828 

9n77584 

9^67233 

9„6oi65 

9n53344 

«  —  Q'  —  u' 

i7"36'i8" 

26°43'52" 

2o"33'46" 

i4"36'53" 

6°54'io" 

357"43'47" 

340°2  2'i6" 

cos  (a  —  q'  —  u"\ 

9.97917 

9-95092 

9.97141 

9.98572 

9-99684 

9.99966 

9.97400 

r  cotg|i'  :  J 

0.22542 

0.03706 

9-74595 

9-62474 

9.51762 

9.42875 

9.32616 

cosdö«  :  sinj'öQ' 

0.20459 

9.98798 

9-71739 

9.61046 

9.51446 

9.42841 

9.30016 

cosm' 

9„588o4 

9„68o37 

9„8o349 

9„86o56 

9„9i3io 

9„956o6 

9^99647 

cosd 

9.70305 

9.95000 

9.99655 

9-99963 

9.99992 

9-99913 

9.99712 

sin  (ß  —  q'  —  (/) 

9. 48066 

9.65302 

9.54560 

9.40194 

9-07985 

8„59784 

9„52624 

sind  cotg  1  i 

9.45654 

9.17700 

8.61942 

8. 13603 

7„8oi69 

8„32ii4 

8„58o40 

I 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

logl 

9„2QI09 

9„63037 

9„8ooo4 

9„86oi9 

9„9i302 

9„955i9 

9„99359 

log  (-11) 

8„9372o 

8„83002 

8„i6502 

7n53797 

6.88154 

6„9i898 

8„  10664 

Add. 

o. 15918 

0.06384 

0.00995 

0.00206 

9.99960 

0.00040 

0.00560 

log{...) 

9n4502  7 

9n6942I 

9^80999 

9,186225 

9«9i262 

9„95559 

9„999i9 

ö  6  :   siu  i'  ö ;;/ 

o„i5330 

o„2io88 

o„03555 

9„9666o 

9^90985 

9„86395 

9«8o496 

sin?/ 

9.96471 

9-94339 

9.88742 

9.83781 

9.75913 

9.63146 

9.10368 

cos  («  —  q')  sin/ 

9„38774 

9«69i39 

9n7i396 

9„7i846 

9„72i50 

9„72365 

9„72634 

cos  d  t\c(  :   ö  /' 

0.^5748 

0.15145 

g. 82694 

9.66062 

9.47786 

9.26347 

8.63579 

sin  t)  sin  [a —  Q'l 

9.81790 

9-41135 

8.79720 

8.29964 

7„95500 

8„46678 

8„7i59i 

lügl 

9.59406 

9. 18751 

8.57336 

8.07580 

7h73I'6 

8„24294 

8„49207 

^    log  11 

9„6o72  5 

9„83420 

9„90075 

9n90383 

9„904i2 

9„90333 

9„90i32 

Add. 

8.48907 

9.89463 

9.97907 

9.99350 

0.00291 

0.  00939 

0.01660 

log  {.  .  .} 

8„o83i3 

9„74883 

9„87982 

9„89733 

9«90703 

9„9i272 

9„9i792 

r  sin  it  :  J 

0.66974 

0. 46006 

0.11298 

9.94216 

9.75636 

9.53982 

8.90945 

^  ()'  :  ö  / 

§„75287 

o,j2o889 

g„9928o 

9„83949 

9„66339 

9„45254 

8„82  737 

Hei  der  Ausgleichung  wird  allen  Normalorten  das  gleiche  Gewicht  gegeben, 
man  kann  also  sofort  daran  gehen,  nach  den  bei  der  Methode  der  kleinsten  Qua- 
drate angeführten  ^'()rschriften  (pag.  3icS)  die  ('oefticicnten  homogen  zu  machen  und 
mau   wird   :ils  iicnc  l'iihckanute  ansetzen    (Coefficienten  logarithniisch)  : 

X  =  0.25748  de' 

y  =  0.21088  sini'öQ' 

z  =  0.62762  t\  A' 

<  =  1 .  06 1 80  il  log  q 

u  =  9.03303  ö  T 

w  =  9.77716  he 
log  Fehlereiuheit  =  0.6580  . 

Hier  ist  schon  die  Anordnung  der  Unbekannten  so  gewählt ,  dass  die  mit 
besonderer  Unsicherheit  zu  bestimmende  Excentricität,  als  die  letzte  erscheint.  Die 
logarithmisch  angesetzten,  homogen  gemachten  liedingungsgleichungen  sind   also; 

9„6474  =  0.00002:  +  9.9937»/  +  9-77722  +  o.oooo<  +  9„53i2««  +  8„9386?« 


0.0000  =  9.8940 

9-7771 

9-1514 

9.7562 

8„3743 

8.8548 

8n7037  =  9-5695 

9.5065 

8„3535 

9-4399 

8.6856 

8.4232 

9«35o6  =  9.4031 

9.3996 

8„7244 

9-3175 

8.7585 

7-8183 

9ni054  =  9-2204 

9.3036 

8„8582 

9.2171 

8.7889 

7n9776 

9,^6765  =  9.0060 

9.2175 

8„928i 

9-1431 

8-7997 

8„3433 

9.1482  =  8.3783 

9.0893 

8„992  3 

9.0746 

8.7927 

8„552i 

9.2228  =  8„4954 

9„9444 

o„oooo 

8„9ii2 

0.0000 

0.0000 

9.6980  =  9»95i4 

0,j0000 

9«7226 

8.6538 

9-7301 

9.6184 

1^) 
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9„2663  =  9«7353-^  +  9,(8247  y  +  %2qo-]  z  +  8.9868it  +  q.-ioo^zi  +  8.8580?«) 


9  4881  =  9„5820 

9n7557 

9„,i482 

8.9577 

9.  1424 

8.1636 

9„65i6  =  9»4059 

9„69go 

9«0447 

8.9177 

9.0138 

8„2533 

8„i202  =  9«i95i 

9»653i 

8„9740 

8.8828 

8.9113 

8„5665 

9. 1054  =  8„5699 

9h594i 

»«905 8 

8.8470 

8.7804 

8„7242 

Die  liihhiiig  der  Noimalgleiclmngen  aus  diesen  ( Ujefficieiiten  ist  ausführlich 
bei  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  (pag.  327  ff.)  behandelt.  Entlehnt  man  nun 
dieser  Hechnnug  die  für  die  lUldung  der  Eliminationsgleichungen  nothwendigen 
Grössen,  und  bildet  die  Controlgrössen  [as],  {bs\  etc.  (vergl.  pag.  317)  so  gestaltet 
sich  die  Elimination  nach  den  früher  (pag.  339  ff.)  gegebenen  Vorschriften  wie  folgt, 
wobei  jedoch  mit  Rücksicht  auf  die  im  §  6  der  Methode  der  kleinsten  Qiiadrate 
(pag.  363  ff.)  gemachte  Bemerkung  die  Elimination  nur  bis  zur  vorletzten  Unbe- 
kannten durchgeführt  wurde: 


r 

y 

= 

t 

u 

w                     11 

6' 

Proben 

+   3«865 
050331 

+ 

3-4049 
0.53211 

+  1.3742 
0. 13805 

+ 

1.4853 
0. 17182 

—   1.0222 
o„oo954 

—  0.4592      —  0. 1590 
9„66200           9«2oi4i 

4-  7-8IOS 
0.89268 

E 

0.02880 

+ 
+ 

4.729'     +  2.3616     4- 
3.6384     -f-  1.4684     + 

1-3453     —  2.0300 
1.5871    1  —  1.0923 

—  1.3478      —  0.5159 

—  0.490;-      —  0. 169g 

+  7-9478 
-f-   8.3460 

+ 

1 .0913   1  -|-  0. 8932 
0.03794        9-95095 

— 

0.2418 

9„38346 

—  0.9377 
9„972o6 

—  0. 8571     ,  —   0. 3460 
9„93  3o3^         9„5  39o8 

—  0.3982 
9„6ooio 

—  0.3981 
E 

9-''3474 

+  1.7681 
+  0.5926 

+ 

0.6311 
0.6406 

—  1.5927 

—  0.4408 

—  1.2625      —  0.4725 

—  0. 1980      —  0.0686 

-I-   2.8073 
+  3.3684 

9-91301 

+  1-1755 
+  0.7311 

— 

0.0095       —    1.1519 
0.1979      —  0-7675 

—  1.0645 

—  0.7015 

—  0.4039 

—  0. 2832 

—  0.5611 

—  0.3259 

+  0.4444 
9.64777 

+ 

0. 1884 
9.27508 

—  0.3844 
9„ 58478 

—  0.3630 
9„5599I 

—  0. 1207 

9„o8i7i 

—  0.2352 
9„37i44 

—  0.2353 
E 

9.66851 

+ 
4- 

1  -  5484 
0.6924 

—  0.3078 

—  0.4765 

—  0.1085 

—  0.2140 

—  0.0143 

—  0.0741 

+  4-5795 
+   3-6407 

9«34552 

+ 

0.8560      -|-  0.1687 
0.0536      -j-  0.2078 

+  0.1055 
+  0.1899 

-h  0.0598 
+  0.0767 

4-  0.9388 
-|-  0.0882 

9.62731 

4- 
+ 

0.8024 
0.0799 

—  0.0391 

—  0. 1630 

—  0.0844 

—  0.1539 

—  0.0169 

—  0.0512 

4-  0.8506 
—  0.0997 

+ 

0.7225 

9.85884 

4-  0.1239 
9.0930- 

4-  0,0695     -)-  0.0343 
8.84198  1      8.53529 

+  0.9503 
9.97786 

+  0  9502 
E 

\ 

9„5o623 

4-  I .5016 
+  0.3279 

+  1.2568 
4-  0.1473 

+  0.4841 
+  0.0510 

—  1.7102 

—  2.5056 

9„934i2 

4-   I.I737 
4-  0.8057 

+  1-1095 
4-  0.7365 

+  0.4331 
4-0.2973 

+  0.7954 
-f-  0.3422 

9„937or 

-4-  0.3680 

+  0.3325 

+  0.3730 
+  0.3140 

+  0.1358 
-i-  0.1044 

+  0.4532 
-h  0.2034 

9-23423 

+  0.0355 

+  0.0212 

+  0.0590 
-|-  0.0119 

+  0.0314 
-1-  0.0059 

-1-  0.2498 
-f-  0.1630 

+  0.0143 

8-155  34 

+  0.0471 
8.67302 

-1-   0.0255 
8.40654 

+  0.0868 

-f-  0.0869 
E 

-+-  I-I3I6 

+  0.4582 

+  0.6732 

+  0.2718 

+  0.4584 

+  0.1864 

+  0.2965 

+  0.0986 

+  o.i6i9 

+  0.0878 

+  0.0067 

+  0.0033 

+  0.1552 

+  0.0845 

+  0.1551 

+  0.0840 

Um  zu  zeigen,  dass  in  der  Tliat  die  Bestimmung  der  letzten  Unbekannten, 
mit  einem  einigermaassen  genügenden  Grade  der  Annäherung  aus  diesen  Gleichungen 
nicht  möglich  ist,  will  ich  des  Heispieles  halber  die  Elimination  vollenden,  man 
erhält  so,   das  Schema  fortsetzend : 

+    1.1978     +  0.4811 
g„i5869       +  0.0662     +  0.0229 

9»89509 

9«9i2i4 

8.98314 

o.  51768 

+  o.oooi      +  0.0005 

so  dass  in  der  That  der  für  die  Hestimraung  der  letzten  Unbekannten  nothwendige 
(!()efficient  weit  innerhalb  der  Grenzen  der  Unsicherheit  der  llcchnung  liegt  und 
wohl  auch  in  ähnlichen  Fällen  der  theoretischen  Ableitung  entgegen  (pag.  331)  ne- 
gativ gefunden  wird. 

Bestimmt  man  die  Summe  der  Fehlerqiuidratc  nach  den  bekannten  Formeln 
(pag.  337,  338;.  die  übrig  bleiben,  wenn  man  von  der  letzten  Inbekannten  absieht, 
so  erhält  man  : 

IWM5I  =  1.9368  .  y) 

Ans  der  letzten  Eliminationsgleichung  folgt  aber  flogarithmische  Coefficienten  i : 
u  =  0.25120  +  o„51768m! 
da  der  (^oeflicient  von  w  grösser  als  die  Einheit  wird,  so  lehrt  dieser  Umstand  (vergl. 
pag.  364),  dass  es  in  der  That  zweckmässiger  gewesen  wäre,  als  letzte  Unbekannte 
u  anzusetzen,  doch  ist  dieser  Factor  hinreichend  klein,  so  dass  ein  wesentlicher  Nach- 
theil für  die  Rechnung  daraus  nicht  entstehen  kann.  Substituirt  man  nun  diesen  Werth 
von  u  der  Reihe  nach  in  die  einzelnen  Eliminationsgleichungen  vergl.  pag.  424J, 
so  erhält  man  alle  Unbekannten  als  Functionen  von  w  ausgedrückt;  man  findet  so, 
indem  wieder  alle  Coefficienten  logarithmisch  verstanden  werden: 

M^^  0.25120  -(-  o„5i768w 

t  =  9n4i207   -I-  9.67085?« 

z  =  o.  14004  -|-  o„34848i<; 

y  ==  8.44778  -I-  9„o6o36?o 

X  =  8.  23547   +  8„663i2WJ 

Die  erste  Columne    rechts   vom  Gleichheitszeichen    gibt  also  die  wahrschein- 
lichsten C'orrectionen  der  Elemente,    wenn    man  lo  ^  o   setzt;   substituirt   man   dem- 

Oppnlzpr,  r.iilinbpsiiinninngon    U.  54 
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nach  die  Weitlic  von  ö)  (pag.  425)  in  die  GlcMchun^on  ß)  (pag.  423)  und  schafft  die 
von  V)  nnahhiln^gen  (Jorrectionon  ;nif'  dir  linke  Seite  (h's  GUnchheitszeichons .  so 
erhält  man  als  neue  Ik'dingnngsgleicluinur'n  y.ur  rx^stimnning  von  w  sofort  '(!oeffi- 
cienten  niclit  loLfarithmisch)  : 


Rectascensionen . 

—  0.4510  ^=  +  0.0061  w  , 
+  0.9636  =  —  0.0042  w  . 

—  0.0502   =   —  0.0079  "^  T 

—  0.21 11    =  —  0.0071  w  . 

—  0.1035  =  —  0.0046  w  . 

—  0.4406  =  +  0.0007  w  , 

+    0.1926    3=    +    0.0195   *"  ; 


Tlcclinationen. 

—  0.2318  =  +  0.0016  w 
-\-  0.324g  =  +  0.0012  w 

—  0.2180  =  —  0.0027  w 
+  0.3004  =  —  0.0031  w 

0.4396    :=     0.0026   W 

-\-  0.0064   =  —  0.0006  IV 
-\-  0.1609  =  +  0.0077  IC 


Die  Grössen  links  vom  Gleichheitszeichen  stellen  also  die  minimalen  Fehler  dar, 
wenn  man  w  =  o  setzt ;  die  Summe  dieser  Fehlerqnadrate  muss  daher  mit  dem  oben 
gefundenen  Werthe  y)  (pag.  425)   von   [««5]   stimmen,   in  der  That  ist: 

[n  71  ]  =  1.9368  , 

so  dass  die  Uebereinstimmung  zufallig  vollkommen  ist;  man  sieht  aus  den  Glei- 
chungen £]  sofort,  dass  die  Bestimmung  von  w  sehr  unsicher  ausfallen  muss,  da 
alle  Coefficienten  dieser  unbekannten  klein  sind,  doch  übersteigen  die  meisten  weit 
die  Unsicherheit  der  Rechnung ;  vergleicht  man  also  dieses  Resultat  mit  dem  der 
obigen  Elimination,  so  sieht  man  sofort  ein,  dass  die  Zurückfühmng  des  Zusammen- 
hanges der  unsicheren  Unbekannten  mit  den  Beobachtungen  auf  die  einfachste 
Form  in  der  That  ganz  wesentliche  ^ Ortheile  bringt. 

Führt    man    imn    wieder,    um    die    Rechnung   einfacher    zu    gestalten    (loga- 
rithmisch) : 

10  =  8.2900  10 

ein,  so  erhält  man  d\irch  die  Anwendung  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  w' 
bestimmt  durch : 

«'  =  7-r-k  ; 

[«'  a  ] 

[a'  n']  =  -\-  0.0551 
[«'«']  =  +  1-7278   , 


es  ist  aber : 


also  log  w 


8.5038 
log  w  =  0.2138  , 

substituirt  man  diesen  Werth  von  tc  in  die  Gleichungen  ö)  (pag.  425),  so  resnltirten 
aus  denselben  die  Werthe  der  Unbekannten,  die  mit  Rücksicht  auf  die  in  «1  (pag.  423) 
eingeführten  Homogenitätsfactoren  und  unter  Beachtung  des  Umstandes ,  dass  die 
l"nbekannten  ölog  q,   ^  T  und  iie  zunächst  im  J5ogeiimaasse  erscheinen,   also  durch  die 


i-21     -^- 

Multiplicatiou  mit  dem  Sinus  einer  Hogensekunde  auf  Einheiten  des  lladius  zurück- 
geführt werden  müssen,  in  die  Aenderungen  der  Elemente  leicht  iimgesetzt  werden 
können : 

log  «ü  ^  0.2138  ö  e  =  +  0.0000603 

log  u  =  o„5570  ö  r  =  —  0.000737 

log  t    =  9.7062  h  log  q  =  -\-  o.oooooio 

logÄ   =o„356o  ö^'=— 2"43  \ 

log2/=g„204i  ÖQ   =  — 0.75  ' 

log.T   =  8„7643  Öj'  =  _o.i5   . 

iSubstituirt  man  den  oben  gefundenen  Werth  von  tv  in  die  Gleichungen  e]  ver- 
wandelt alles  in  Bogenmaass  und  führt  überdies  statt  uj  die  Unbekannte  he  ein,  so 
erhält  man  nach  den  Differentialformeln  die  folgende  Darstellung  der  Orte ,  wobei 
aber  für  das  wahrscheinlichste  System  ö  c  ^  o  zu  setzen  ist : 


cos  (Je?« 

dÖ 

1865  Dec.  22.5 

—  2"io  —  o"75 

10^  öe  , 

—  l"07  —  o"2o 

1 0-'  h  e 

»   27.0 

-f  4.42  4-0.52 

n     , 

4-  1.47  —  0.15 

» 

1866  Jan.   4.0 

—  0.17  4-  0.98 

»     , 

—  0.97  -+-  0.33 

» 

»    g.o 

—  0.91  -f  0.88 

»     , 

4-  1.39  -1-  0.38 

» 

»   15.0 

—  0.44  +  0.57 

1)     , 

—  1.98  -|-  0.32 

» 

»   22.0 

—  2.01  —  0.09 

)>     , 

4-  0.03  -|-  0.07 

» 

Febr.  5.0 

+  0.73  —  2.41 

» 

4-  0.67  —0.95 

» 

t) 


Die  verbesserten  Elemente  selbst  werden  erhalten  durch  die  Hinzufügung  der 

Correctionen : 

rfl.    1866 

T^  1866  Januar  11. 170960  mittl.  Berl.  Zeit. 

7i'  =  342''28'2o"95 


„     ,    „„  ,      mittl.  Aequat. 

=  202"54  48  31 


I  1866.0 


i  =  143  1935  95 
log  q  =  9.98g68i5 
e  =  o.go54272    . 
Rechnet  man  aus  diesen  Elementen  die  Darstellung  der  Orte  direct,    so  findet  man 
eine  völlige  Uebereinstimmmig   mit    den   Werthen  in  C)   innerhalb    der   Unsicherheit 
der  siebenstelligen  Rechnung ;  würden  aber  die  erforderlichen  Correctionen  der  Ele- 
mente wesentlich   grösser    sein  als    in    dem  vorliegenden  Falle,    so    könnten    leicht 
ganz    erhebliche  Differenzen  zwischen   den  Resultaten    der    directen    Rechnung  und 
jenen  der  Differentialformeln  auftreten;   man  würde  in  einem  solchen  Falle  die  Auf- 
lösung der  Normalgleichungen  zu  wiederholen  haben;   hierbei    M'ird    es  aber,    wenn 
nicht    die    zu    Grunde    gelegten  Elemente    allzu   fehlerhaft    waren ,    nur  nöthig   sein, 
die  mit  n  verbundenen  ("oefficienten.   also   [««],    [6m]...|/m|   neu   zu  rechnen,    und 
,  demnach  bei  der  Auflösung  der  Normalgleichungen  nur  die  vorletzte  C'olumne ,    die 
die  /«-Werthe  enthält,   abzuändern.     Für  die  Werthe  von  n  müssen  natürlich  die  Re- 
sultate   der    directen  Vergleichung   der    verbesserten  Elemente  mit   den  Normalorten 
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/n  (iiuHilc  üi-\<"^l  wi'nlcii  Die  (ik"i<-liiin;j;(Mi  L'  (i)iif?.  427  zeigen,  lUiss  111:111  wuliHt- 
iiiiicrliiilli  der  (irciizuu  ±  0.003  iihäiidiuii  darf,  oliiic  gerade  mit  den  licoliacliluiigen 
in  \Vidcis]>nicli  zu  geratlien  ;  jede  Aendeniiig  von  f\e  bewirkt  aber  iiacli  den  (jlei- 
chnngen  ö]  (pag.  425,  eine  Aendernng  von  (j,  man  erhält  aus  diesen  die  diesbezüg- 
liche Relation: 


^  log  (j  =  8.3862  ft  e  , 

also  sind  die  in  ö  log  ^  bewirkten  Aenderungen  ±  o.ooo  0730,  wenn  man  de  um 
±  0.003  abämlert.  Die  grosse  Achse  und  die  Umlaufszeit  in  siderischen  Jahren 
bestimmt  sich  nach : 


a  ^= 


U=ai 


ist  also  nach  den  obigen  Elementen: 

log«  =  1.0139132 

U ^  33-17973  sid.  Jahre. 
Macht  man  aber  von  den  obigen  als  möglich  bezeichneten  Aenderungen  Gebrauch, 
so  findet  man  für : 

de  =  +  0.003  (^^  =  —  0.003 

f/ log  </  ^=  +  0.000  0730  r/log  y  =   —  0.0000730 

log  a  :=  1.0279880  log  ö  =   1.0002797 

?7=  34-83  U  =  31.65  , 

d.  h.  die   Umlaiifszeit   kann   zwischen    den  Grenzen  31.65    und    34.83  Jahren    ange- 
nommen werden,   ohne  mit  den  Beobachtungen  in  Widerspruch  zu  gerathen. 


§  7.    Bcstinimuiig  der  Bahiieleineiite  eiues  kleineu  Plaueteu  aus  den 
Beobachtuugeu  einer  Opposition. 

Die  Anwendung  der  in  dem  vorausgehenden  Paragrajihen  entwickelten  Me- 
thoden auf  die  Bestimmung  der  Bahnelemente  eines  kleinen  Planeten  aus  den  Be- 
obachtungen einer  Opposition  scheint  auf  (h^ii  ersten  Blick  keinen  theoretischen 
Schwierigkeiten  unterworfen  zu  sein,  doch  wird  man  sich  derselben  sofort  bewusst 
werden,  wenn  man  erwagt,  dass  die  Bahnelemente  in  dem  vorliegenden  Falle  nie- 
mals mit  einem  hohen  Grade  von  Genauigkeit  bestimmt  werden  können,  da  der  von 
den  Planeten  innerhalb  des  Zeitraumes  der  vorhandenen  Beobachtungen  zurück- 
gelegte heliocentrische  Bogen  ein  massiger  sein  wird ;  man  wird  deshalb  in  der  Lage 
sein,  die  Elemente  der  Planeten  innerhalb  verhältnissmässig  weiter  Grenzen  zu  va- 
riireu,  ohne  auf  eine  gute  Darstellung  der  Beobachtungen  verzichten  zu  müssen. 
Sind  aber  die  an  die  Elemente  anzubringenden  Incremente  gross,  so  w-ird  man  nicht 
erwarten  dürfen,  dass  der  Zusammenhang  derselben  mit  den  Beobachtungen  ein  linearer 
bleibt;  genügen    aber    die  Bedingungsgleichungen  nicht    völlig  diesen  Bedingungen, 
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Sü  wird  jede  auf  diese  Voraussetzung  begründete  Lösung  mit  Fehlern  behaftet  sein, 
die  Ulster  Umstanden  ganz,  beträchtlich  seni  können.  Der  durch  die  Methode  der 
kleinsten  Quadrate  gestellten  Forderung  des  linearen  Zusammenhanges  wird  man 
aber  in  verchiedener  Weise  durch  entsprechende  Wahl  der  willkürlichen  (Jonstanten 
des  Problemes  genügen  können ,  und  in  der  That  lässt  sich  für  den  vorliegenden 
Fall  eine  Wahl  derselben  treffen,  die  in  viel  höherem  Maasse  der  gestellten  For- 
derung entspricht,  als  die  in  den  vorstehenden  Methoden  eingeführten  Elemente. 
Man  gelangt  dadurch  z>i  einer  Lösinig  der  vorgelegten  Aufgabe,  die  eine  sonst  mehr- 
fach zu  wiederholende  Aufstellung  der  Hedingungsgleichungen  in  kurzer  und  sicherer 
Weise  umgeht ,  und  um  so  werthvoUer  wird ,  wenn  man '  sich  nicht  begnügt  die 
wahrscheinlichsten  Elemente  allein  zu  bestimmen,  sondern  auch  jene  Elemente  auf- 
sucht, die  die  Eigenschaft  haben,  noch  in  erträglicher  Weise  sich  den  Beobach- 
tungen anzuschliessen,  eine  Untersuchung,  die  insbesonders  bei  in  Verlust  gerathenen 
Planeten  oft  von  grosser  Bedeutung  sein  kann. 

Es  lässt  sich  nach  I  pag.  io8   jede  heliocentrische  Coordinate  .r,  y.  z   inner- 
halb massiger   Zeitgrenzen    mit  Vortheil   als  Funktion    der  Ausgangscoordinaten   r„, 

yu,   2u  und  deren  Geschwindigkeiten  -^  ,  -^  ,   -~  darstellen ;  nämlich : 


I) 


wo  a  und  h  für  jede  der  drei  Coordinaten  identische  Funktionen  der  Ausgangs- 
coordinaten ,  Geschwindigkeiten  und  der  Zwischenzeit  x  sind ;  in  der  ersten  An- 
näherung kann  aber  a  =  i  und  b  =  x  gesetzt  werden ,  woraus  man  den  Schluss 
ziehen  kann,  dass  die  \'ariationen  der  Coordinaten  und  der  Geschwindigkeiten  für 
die  Ausgangsepoche  im  Allgemeinen  einen  geringen  EinHuss  auf  a  und  b  zeigen 
werden.  Hierbei  wird  die  Zeit  von  der  Epoche  der  Ausgangscoordinaten  gezählt 
gedacht,  ausgedrückt  in  Einheiten  des  mittleren  Sonnentages  multiplicirt  in  die 
Constante  des  Sonnensystems  k,  man  hat  also  die  ebenfalls  am  citirten  Orte  ange- 
führten Relationen : 

k  t  =^  T  ,     k  d  t  =  d  X  . 
Setzt  mian  der  Kürze  halber : 


X  =  aXg  -|-  b 

dxo 
dt 

y  =  «yo  +  b 

dijn 
dt 

z  =  «S(,  -f-  b 

dt 

dx    ~  ="'  '      dj     ~  ">  '       dl    ~  =» 

so  wird  man  statt  i) 

zu  schreiben  haben: 

X  =:  a  X(,-\-  b  ^0 

y  =  a  ijn  +  b  ij^, 

z  =  a  Zu  -\-  b  ^(,  . 

Setzt  man: 

^n^  +  y,)-  -1-  2ü'^  =  ra^  , 
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<ils() : 


a-ü  $()  +  y»  »/o  +  ^u  'Q»  =  n  ('^') , 

so  hat  man  für  a  und  b  nach  1  pag.  109  die  Reihen: 


4) 
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welche  wohl  stets  innerhalb  der  hier  in  Aussicht  genommenen  Ausdehnung  aus- 
reichen werden.  Zur  Herechnung  von  (— t^I  kann  man  wohl  die  llelation  4,  be- 
nützen, kürzer  wird  sich  aber  die  Rechnung  gestalten  (vergl.  pag.  89J ,  wenn  man 
berechnet : 

dr^  sinyosiriKo  f.\ 

~^  ~  n^     '  . 

wo  also  rjpo,  p^  der  Excentricitätswinkel  und  der  Parameter  der  Ausgangselemente  ist 
und  die  aus  den  letzteren  folgende  wahre  Anom.alie  zur  Zeit  der  Ausgangsepoche 
durch  Vy  bezeichnet  wird.  Die  nochmalige  Differentiation  nach  der  Zeit  gibt  in 
Verbindung  mit  der  bekannten  Relation   (vergl.  I  pag.  45)  : 

7-2  dv  =  Vp  [kdtj 

(Pro  sinqPofOSKg  , 

Durch  die  Gleichungen  6)  und  7)  werden  also  die  in  den  Gleichungen  5)  auftreten- 
den Diiferentialquotienten  leicht  berechnet  werden  können.     Setzt  man  also : 


zra* 


^'=^\k+>-m-"m'\ 


24 

B,  =  - 


6ro^ 


^J  —  4.-0*  \drj-   4»-oM    "^/ 


8) 


so  sind  die  in  81  bestimmten  Coefficienten  in  einem  gegebenen  Falle  bestimmte 
numerische  Constanten  und  man  hat  zur  Berechnung  von  a  und  b  die  bequemen 
Formen : 


a=  1  -{-  A.,  T^  4-  4,  r»  +  AiZ*  +.. 


9) 


Es  sollen  nun  als  die  .sechs  Constanten  des  Problemes  (Elemente;   die  Grössen 
^n^  yoj   Sft:   lo)   ',u    "iitl  ~o  gewühlt    werden,    ohne    noch    vorerst    über   die  Lage    des 


*)   Ai  kann  noch  berechnet  werden  nach  ~- q- 5_  (^l5.| L^     welche  Transforma- 

»V  ■  8  n,"  \  dl  I  uro« 

tion  sich  leicht  aus  den  folgenden  Entwickelungen  ergibt  ivgl.  Gleichung  14J. 
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Cooidinatensystemes,  ausser  der  Hedingun^.  dass  der  Anfangspunkt  in  den  Sonnen- 
raittelpunkt  gelegt  ist.  weitere  Bestimmungen  zu  trefFen.  Es  wird  sich  also  mit 
Rücksicht  auf  die  Gleichung  3)  fpag.  429)  jede  Variation  einer  heliocentrischen 
Coordinate  als  ^■ariation  der  obigen  Elemente  darstellen  lassen  und  man  erhält,  in- 
dem man  die  Ermittelung  der  A'ariationen  der  Grössen  «  und  b  vorerst  symbolisch 
darstellt  und  deren  Entwickelung  auf  später  vorbehält,   das  folgende  System: 


öa; 
dxQ 
ö  X 

öa;o 
ö 


=  2-,, 


[j^]    +    '"    \^,] 


llll 


öaro 


/da\     ,     ^    ldb\ 


ix 

öx 

i^  ',0 
Ö  X 

ä  Co 
ö';o 


=  '^+^"(lf„)  +  '"(S) 


^»  (öTo)  +  ^"  (^,! 


—  a-, 


'«  (IfJ   +  '"  (-^, 
''  +  y«  (^0)  +  ''"  i^} 

2/"  (Ifo)  + '-"  (lä 
^0  (^0)  +  ^«  (HJ 

*  +  -  (^0)  +  ^'o  (If, 
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Die  nächste  Aufgabe  wird  mm  darin  bestehen,  die  Hedeutung  der  s}Tnbo- 
lisch  angezeigten  Differentialquotienten  näher  zu  entwickeln.  ISeachtet  man  die 
Ausdrücke  5)  pag.  430),  so  sieht  man  sofort,  dass  die  Differentiation  nach  jeder  ('o- 
ordinate  und  deren  Geschwindigkeit  völlig  analoge  Ausdrücke  ergeben  muss;  da 
die  angeführten  Ausdrücke  die  (loordinaten  und  Geschwindigkeiten  nur  in  r„  und 
deren  Derivationen  enthalten,  die  selbst  völlig  symmetrisch  in  Bezug  auf  die  letzteren 
gebaut  sind.  Es  wird  also  die  Durehfühnmg  der  Differentiation  nach  .?\,  und  ^0  allein 
genügen,  um  die  analogen  Formen  für  die  Derivationen  von  y,,,  (yi,.  z^)  und  C^  hin- 
schreiben zu  können;  und  auch  diese  Operationen  lassen  sich  wesentlich  verein- 
fachen,  wenn  man  die  folgenden  Bemerkungen  beachtet. 

Zunächst  wird  man  berücksichtigen,   das  ist: 


dxa 


'•0 


setzt  man  weiter : 


(-S) 


h' 


II 


so  ist  offenbar  nach  4)    (pag.  430)  : 

b/,'   _ 

llXg 


So  >  jf 


bh' 


12 
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Um  für  die  zweiten  Differential(iuotientcn  von  ?„  die  entsprechenden  Diffe- 
renti:iti(men  ansführen  zu  können,  werde  ich  die  bei  der  II  an  s  en-'l'i  e  t  j  en  '  sehen 
Methode  {\ydg.  142)  der  Störungsrechnung  aufgestellte  CHeichung  heranziehen;  die- 
selhe  wurde  an  der  citirten  Stelle  gefunden: 


dp' 


■-  r 


(^')V^=(r)^-i^-W^-; 


bemerkt  mau.    dass    für   die  ungestörte  Bewegung   der  Ausdruck  rechter  Hand  ver- 

schwin(h>t  und  [r\   mit  r  und  V.  mit  't,  identificirt  werden  darf,    so  wird  geschrieben 
'  '  (lt.  dt 

werden  können: 


d 


^  —  'M  dz  j  ro-^ 


Das  Quadrat  der  Geschwindigkeit,  dividirt  durch  das  Quadrat  der  Constante  des 
Sonnensystems,  sei  durch  g-  bezeichnet,  so  wird  c/-  leicht  (vergl.  I  pag.  44)  be- 
rechnet werden  können  nach  : 


'•0        "0 


13) 


es  ist  aber  überdiess  : 
man  wird  also  haben  : 


2  '^"'"0 


n' -j^  =  ro  ff-' -  u  {~^y 


Führt  man  diese  Relation  in  Ai  8)    !pag.  430)   ein.   so  findet  sich : 


A  = 


24 

wobei  ist: 


^|-^-'3.,(^^r  +  3.,.M  =  -T^..-ib^'^  +  W^^-      ^^' 


Ö-7 
dxo 

—   !-0    > 

es  wird  also : 

dA-i 3      xo 

bxa          2     »-qS 

bA2 

r/r/   "^    2,V 

3^3 

^0 

2  r^" 

15; 


ö ^  ^  ^  SJ"o  j'l^\  _| fo_ 


ö 

C>-g3 
ÖXo 


0^3 


ö  a^O  4;i,f'y(/r'  4  c 


o 


4'V  ' 


16I 
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es  ist  aber  offenbar  nach  gj    (paf^.  4301  : 


^'+   l'!'r^  + 


Ha 


hA.>    ., 


9% 


T^  + 


öl,. 


r^  + 


dru 
dA. 


i«ü 


^3  ^3  +   .^^4    ^, 

0  o-u  ü  Xu 


di 


d£. 


-ÄT:=^r^'  + 


H, 


Öfu 


Snbstituirt   mau    nnn   in    diese   Ausdrücke    die    in    16      pag.  432)    gefuud(>uen    Diffe- 
reutiiilquotienten  und  setzt  abkürzend : 

l 


/ 


4  »•o-'* 


welchen  Ausdrücken  man  auch  die  folgende  Gestalt  geben  kann ; 
a  ==  «2  r'^  I  I  -|-  a.|  r  +  a.,  r-  } 


«2 


3 


'  3'-u  \'!tl 

I        I  4     ,  l'l  >\A  2  ,  1 


I 

2  »•„■ 


s 

2  »Vi 


n  = 


4»\r 


17) 


SO  findet  sich  leicht : 


da  ,      j  i-  ö  6  da  ,  ,         ^ 


d( 


«  3„  +  ji  L'i 


^H, 


0% 

bj. 

dl 


ßVn  +  y  '/o   , 


Hl 

öyo 


= 

7^» 

0% 

= 

yy^^ 

06 

= 

r  ~n  • 

18) 


Es  ist  somit  die  Möglichkeit  geboten,  die  Variationen  der  rechtwinkeligen 
heliocentrischen  Coordinaten  für  Zeiten,  die  nicht  zu  weit  von  der  Ausgangsepoche 
abstehen,  durch  die  Variationen  der  Coordinaten  und  Geschwindigkeiten  zur  Zeit  der 
Ausgangsepoche  darzustellen.  Die  Beschränkmig ,  dass  die  Zwischenzeiten  nicht  zu 
gross  sind,  kommt  für  kleine  Planeten,  die  nur  in  einer  Op])osition  beobachtet 
wurden,   nicht  weiter  in   Betracht,   da  in  der  That  für  diese  die  obigen  Formeln  eine 

Op polzer,  Bahnbestimmungen.  II.  55 
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stets  ausreichende  Genauigkeit  liefern  werden,  um  so  mehr,  wenn  man  als  Ausgangs- 
epochc  einen  Zeiti)unkt  annimmt,  der  nahe  mit  der  Mitte  der  Zeiten  der  Norraal- 
orte  zusammenfällt.  Uebrigens  kann  man  im  Falle  grosser  Zwischenzeiten  die  von 
Kiihnert  Astr.  Nachr.  No.  2266  entwickelten  geschlossenen  Ausdrücke  benutzen. 
Die  Variationen  der  heliocentrischen  rechtwinkeligen  Coordinaten  können 
leicht  in  A'ariationen  der  geocentrischen  polaren  CJoordinaten  übertragen  werden 
(vergl.   I  ])ag.  31)   durch: 

,  .    ,  sin  i.  ,         ,     cos  X  ,  \ 

cos  ß  ö  /  ^ -j-  0  ^  +  -~j  oy 

^     ,  cosXsin.^  -  sinAsin,?  ,         ,     cos /?  ,  I 

in  welchen  Ausdrücken  z/  die  geocentrische  Entfernung  darstellt.  /.  und  ^i  die  geo- 
centrischen polaren  Koordinaten  vorstellen  und  an  welche  blös  die  Bedingung  ge- 
knüpft ist,  dass  sie  sich  auf  dasselbe  Coordinatensystem  beziehen,  auf  welches  die 
Variationen  der  C'oordinaten  bezogen  sind.  Da  aber  das  letztere  bezüglich  der  Rich- 
tungen der  Achsen  völlig  willkürlich  war ,  so  wird  es  zweckmässig  erscheinen  für 
die  Lage  derselben  eine  solche  Wahl  zu  treffen,  dass  sich  einerseits  die  Rechnungen 
nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  möglichst  einfach  gestalten  und  anderer- 
seits, was  noch  wesentlicher  ist,  die  Unsicherheit  in  den  Elementen  so  weit  als 
thunlich  auf  zwei  Elemente  zurückgedrängt  wird;  es  sollen  für  diese  letzteren  Ele- 
mente die  Grössen  x^  und  ^q  gewählt  werden. 

Da  sich  die  scheinbare  Hahn  eines  kleinen  Planeten  in  einer  Opposition  nie 
allzuweit  von  einem  grössten  Kreise  entfernt,  so  wird  man  zweckmässig  den  grössten 
Kreis  als  Fundamentalebene  wählen ,  der  sich  den  beobachteten  Orten  möglichst 
nahe  anschliesst,  und  als  Anfangspunkt  der  Zählung  in  diesem  grössten  Kreise  jenen 
Punkt  annehmen,  der  die  Quadratsumme  der  Entfernungen  der  Orte  von  demselben 
zu  einem  Minimuni  macht.  Da  aber  die  Lage  des  f'oordinatensystemes  nur  nähe- 
rungsweise diesen  Bedingungen  zu  entsprechen  braucht .  so  wird  es  genügen ,  ein 
nahe  richtiges  Verfahren  einzuschlagen.  Die  hierfür  anzuwendenden  Formeln  werden 
sich  sehr  leicht  ergeben,  wenn  mau  die  Sinus  aller  auftretenden  kleinen  Hogen  mit 
den  Bogen ,  die  Cosinus  mit  der  Einheit  vertauscht.  Seien  «,  .  «2,  «3  . . .  «„  und 
(), .  d-,.  d|  .  . .  ()„  die  Rectascensionen  und  Declinationen  der  n  zu  Grunde  gelegten 
Keobachtungen,    so  bestimmt  man  zunächst: 

<^m  =  Z7  («I  +  «2  +  «:i  +  ■  •  •  ««) 


und  rechnet: 


^\  =  («I   —  «,„)  COS  Ö,„   .      y,  =  rf,   —  d,„ 
X.,  =  :«.,  —  «,„■;  cos  ö,„  .     ?/.,  =  ^1  —  ^,11 


20) 


-"m 


21) 


■'>^n  =  (««  —  «m)  fos  d,„  .      y„  =  d„  —  d„ 
so    wird    «,„    und    ö,,,    naht-    jenem    Tunkte  der    Fundamentalebene  entsprechen,    der 
als  .\usgaugs]imikl   der   /lililiiiit;     den    oliioi'u    licilingnugeu   zufolge    gewählt  werden 


( 


435     

kann,  l'ezeichnet  man  mit  t  den  Winkel,  den  der  «esnchte  Efrösste  Kreis  mit  dem 
dnrch  den  Punkt  '((„„  ö,,,]  gehenden  l'arallolkreise  einschliesst,  so  wird  der  Abstand 
des  Norraalortes  von  diesem  grössten  Kreise  (</')  inucrhalb  der  gestatteten  Annähe- 
rungen dargestellt  werden  durch  : 

y    =  y  cos  £    —    X  sin  £  , 

eine  solche  Gleichung  wird  jeder  Normalort  geben;  quadrirt  man  und  addirt,  so 
erhält  man : 

-  («/'«)  '^  =  -  (ya  cos  £)2  +  :S  (a-„  sin  £)-^  —  ^  (a;„  y^  sin  2  e]    ,  22) 

wobei  sich  das  Summenzeichen  auf  den  Index  a  von  x  und  y  bezieht  und  den 
Gleichinigen  21)  entsprechend  Ac.v  Reihe  nach  für  a  die  Indices  i,  2  ...  /i  einzu- 
setzen sind. 

Statt  der  llelation  22J   kann  noch  geschrieben  werden: 

^  iy'a) ''  =  I  ^  il/a) '  +  ^  (^a^  '  +  i  ^"^  ^  «  {  ^  12/«J  '  -  ^  i^a)  ^  -«"'-'«  -  (•''«  Val    ■ 
80II  min  IS{y'f,)'^  ein  Minimum  werden,   so  erhält  man,   da  rechter  Hand  vom 
Gleichheitszeichen  nur  £  variabel  ist,   sofort  zur  Hestimmuug  von  2  £  die  Gleichung ; 

o  =  { -  i^a)'^  —  -  (y«)'^ }  sin  2e—  2:^  iy„2-„)  cos  2  £  , 
daher 

Diese  Gleichung  giltt  für  2t  zwei  um  180"  verschiedene  Winkel,  von  denen  die 
eine  Bestimmung  dem  hier  geforderten  Minimum,  die  andere  dem  Maximum  ent- 
spricht ;  mau  wird  meist  leicht  auf  den  ersten  lUick  entscheiden  können ,  welchen 
Quadranten  man  zu  wühlen  hat,  jedenfalls  wird  man  also  denselben  so  zu  be- 
stimmen haben,   dass  der  Ausdiiick: 

{  -  i^a)  -  —  -  il/a)  2  }  cos  2  £  -I-  2  ^  i>„  y„)  sin  2  £ 
positiv  wird.  Diese  liedinginig  kann  man  aber  einfach  dadurch  ausdrücken,  dass 
man  sagt,  dass  cos  2£  das  Zeichen  des  Nenners  von  23),  sin  2£  das  Zeichen 
des  Zählers  erhält ;  denn  dividirt  man  etwa  den  letzteren  Ausdruck  durch  den  Coeffi- 
cienten  von  cos  2  £,  und  ersetzt  in  dem  Ausdrucke  den  so  entstandenen  ("oefficienten 
durch  die  Relation  23) ,  so  erhält  man  den  Schluss,  dass  cos  2  £  -(-  tg  2  £  sin  2  £  ^  sec  2  £ 
das  Zeichen  des  Nenners  von  23)  haben  muss. 

Ist  einmal  £  bestimmt,  so  folgt  leicht  aus  dem  in  Betracht  kommenden  recht- 
winkeligen sphärischen  Dreiecke  für  die  Rectascension  des  aufsteigenden  Knotens 
n  und  die  Neigung  des  Aequators  /,  die  stets  kleiner  als  90"  angenommen  werden 
darf: 

tg/sin  («„,  — il)  =  tg  6,,,  \ 

f  -4) 

tg  Jcos  («,„  —  IT)  =  tg  £  sec  o„,  ) 

Für  den  Abstand  [yl)  des  Ausgangspunktes  der  Zählung  in  diesem  grössten 
Kreise  vom  aufsteigenden  Knoten  wird  man  aus  demselben  sphärischen  Dreiecke 
haben : 

tg  ^1  =  tg  («,„  —  nsecJ.  25) 

55* 
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Es  wird  zunächst  das  IJedüifuiss  hervortreten,  die  IJeobachtnngen  («,  rf)  \uu\ 
die  rechtwinkolijjon  iwjiuitnrealen  (Koordinaten  der  Sonne  X,  Y  und  Z  auf  dieses 
neue  Cüordinateiisystcni  /u  beziehen;  mau  wird  hierfür  leicht  aus  den  Gleichungen 
für  die  Transformation  der  Coordinaten  finden,  wenn  man  mit  Ä  und  li  die  polaren 
C'oordinaten  des  Normalortes,  mit  'X),  (F)  und  Z)  die  auf  dieses  Coordinaten- 
systcni  bezogenen  rechtwinkeligen  ('oordinatcu   der  Sonne  bezeichnet: 

cos  ß  cos  il  -{-  A]  =  cos  6  cos  [u  —  JIj 

cos  ji  sin  [l  -\-  A)  =  cos  6  sin  [a  —  IT.)  cos  J  +  sin  d  sin  / 

sin  ß  ^  —  cos  ö  sin  [u  —  Tl)  sin  /  -\-  sin  d  cos  J 

n  sin  N  ^=  sin  A  cos  /  ,     m  sin  M  =  sin  ^/ 

w  cos  iV^  cos  A  ,     m  cos  ilf  =  cos  A  cos  / 


26) 


27,1 


(X)  =MCos(A"4-/Ii-X4-wsm{iV  +  JI|  •  F+ sin^^sin  J  .  Z 
y)  =— msin(il/4-JI)  •X  +  mcos(i»f+n)-  y+cos^cos/.Z    [.  28) 

^^)   ^  sin/Tsin/- A'  — cos/lsin^-  l'-|-cos  y- Z  .  J 

Schliesslich  wird  man  die  der  Rechnung  zu  Grunde  gelegten  Elemente  ,  die 
ebenfalls  auf  den  Aequator  bezogen  angenommen  werden ,  auf  dieses  Coordinaten- 
system  zu  übertragen  haben.  Sei  1,/,  i .  w'  beziehungsweise  der  Knoten,  die  Neigung 
und  der  Abstand  des  l'erihels  vom  Knoten  bezogen  auf  den  Aequator;  (q),  (i;  und 
(wi  die  analogen  Grössen  in  Uezug  auf  das  neue  Coordiiiatensystem,  so  Avird  man 
haben  : 

sin  \  [i]  sin  \  [a  ■\'  a  ]  ^  sin  \  (q'  — Tl)  sin  \  [i'  -\-  J] 
sin  ^  [i]  cos  |  (ff  +  ff')  =  cos  \  (q'  —  TT)  sin  \  (i'  —  /) 
cos  ^  [i]  sin  ^  (ff  —  ff')  =  sin  \  [Q.'  —  U]  cos  .1  («"  +  /) 


cos  ^  [i]  cos  ^  (ff 


cos 


iQ 


n  cos  4- 


ff 

(wj  ^  rt»  —  ff' 
[Q]  =  a—A  . 

Znr  Berechnung  der  heliocentrischen  ( 'oordinaten  hat  man  dann : 

X  =  r  sin  «  sin  [A  -\-  v 
y  =■  r  sin  h  sin  (5'  +  ») 
z  ^  r  sin  c  sin  ( C  -f-  «    . 

wobei  gesetzt  ist : 

sin  a  sin  A  =  cos  (jj) 

sin  a  cos  J[  =  —  cos  [i]  sin 

^'  =  ^  +  (w) 
Ä'  =  Z?  +  (w) 

und  zur  Berechnung  der  geocentrischen  (Koordinaten  wird  sein 


J] 


29) 


301 


sin  b  sin  B  =  sin  (Q) 
sin  b  cos  5  =  cos  (Q)  cos 
6"  =  (o,) 
sin  c  =  sin  (t  . 


J  cos  Ä  cos  ß  :=  X  +   (X) 

^  sin  ^  cos  ß  =  y  -\-  {Y] 

J  sin  ß  ^  z  -\-  (Z' 


32J 
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Mau  wird  dmch  Aiiwoudiing  vorstehender  Formeln  zur  Kenntnis«  der 
Fehler  gelangen,  die  das  der  Untersuchung  zu  Grunde  gelegte  Elementensystem  in 
den  Beobachtungen  übrig  lässt,  ■wobei  der  Strenge  halber  für  die  Fehler  in  l, 
cos  ji  b  l  zu  setzen  sein  wird ,  wenngleich  sich  cos  ß  der  getroffenen  Wahl  des 
Coordinatensystems  wegen  nicht  wesentlich  von  der  Einheit  unterscheiden  kann. 

Um  nun  alle  Bedinginigsgleichungen  aiifstellen  zu  können,  wird  es  nöthig 
sein,  die  Formeln  hinzuschreiben,  welche  die  Bestimmung  der  Grössen  .«„,  i/„,  z^, 
^Q,  rjf,  und  Lo  für  die  gewählte  Ausgangse])Oche  gestatten.  Für  die  Berechnung  der 
Coordinaten  sind  die  nöthigen  Formeln  bereits  oben  angeführt ;  für  die  Berechnung, 
der  Geschwindigkeiten  wird  man  haben   (vergl.  pag.  95)  : 

y  sin  /"  =  sin  v^ 

y  cos  r  =  cos  V(,  +  «sin  ifi„ 


33J 


Sf)  =  --^  sin  a  cos  lA'  +  /'j 

*/„  =     ^  sin  b  cos  IB'  +  Tj 

ypn 

L'i)  ^  -^  sin  r  cos  IC  -\-   r 
\  Pi> 

Hiermit  sind  alle  Hilfsmittel  zusammengestellt,  um  die  Bedinginigsgleichungen 
zwischen  den  gewühlten  Elementen  Coordinaten  und  {ieschwiiidigkeiten)  und  den 
geocentrischen  Orten  herzustellen;  die  Auflösung  nach  der  Methode  der  kleinsten 
Quadrate  wird  also  die  wahrscheinlichsten  Werthe  für  diese  Elemente  finden  lassen; 
es  seien  dieselben  .r, ,  y, .  s,.  i,.  »y,  und  C,.  Um  aus  diesen  Werthen  die  Elemente 
in  der  gewöhnlichen  Form  herzustellen .  eine  Form .  die  für  die  Bestimmung  der 
Coordinaten  für  eine  beliebige  Zeit  nöthig  wird,  muss  man  den  Uebergang  auf  die 
gewöhnlichen  Elemente  nach  den  folgenden  Formeln  ausführen  [vergl.  pag.  103), 
die  den  früher  gegebenen  Axisdrücken  für  den  Uebergang  auf  osculirende  Elemente 
bei  Encke's  Methode  der  Störungsrechnung  völlig  entsprechen: 

Vp  cos  (?)  =  a-,  ;/,  —  y,  t, 

Vp  sin  [i,  sin  (Q)  =  y,  f,  -  2,  »„ 

Vp  sin  li)  cos  (Q    =  a:,  t,  —  2,  f, 

r  cos  u  =  Zi  cos  (q)  +  y,  sin  (Q) 

r  sin  u  =  —  Zi  sin  (Q)  cos  [i]  -\-  y,  cos  (a)  cos  (t)  +  Zi  sin  (t; 

sin  cp  sin  0  =  ^  {  a^i  m  +  ^i  ']\  +  «i  ?i  }  34) 

sin  w  cos  ü  =  -  —  I 
tg  ^  £  =  cotg  145"  +  ^  (f)  tg  I  V 
M=  E-^,  sin  E 


[n]  =  (w)  4-  {Q, 


■  p  sec  q>-' 

,„    3 


i38 

Ihn    schliesslicli    dii'    ^^cfinKlciicH    ElernLMitc     auf     (Ii(!    Fiindatnpiitalülx'iie    des 
Ai'ijuaturs  /,\i  übertnigeii.   dienen  die  folgenden  Gleieliuiigen  : 

a  =  .1  +  (Q) 


cos 


j,  i'  sin  \  [Q  — n-\-a')  =  sin  ]  a  cos  |  {  (ij  —  J } 


35; 


cos  I  i'  cos  J  (q'  —  n+ff')  =  cos  I  ff»cos  ^  {(»')+  </} 
sin  J  /'  sin  .J  lu'  —  /I — ff')  =  sin  i  (j  sin  |  (  («')  —  /} 
,sin  1  j"  cos  ^   Iq' —  n — ff')  =  cos  \  a  sin  ^  {  (»)  -|-  /} 

w'  =  (w)  +  ff'   • 

leli  nehme  Umgantj  von  einer  für  die  Anwendung  geordneten  Zusammen- 
stellung der  Formeln,  indem  das  folgende  iJeispiel  die  sichere  Leitung  bei  der  Rech- 
nung gewähren  wird;  das  Heispiel  entlehne  ich  dem  l'laneten  (im)  Hilda.  Es  wurden 
nach  den  Rechnungen  des  Herrn  Kühnert,  Assistenten  bei  der  k.  k.  Gradmessnng, 
die  folgenden  Normalorte  und  zugehörigen  Sonnencoordinaten.  die  sich  auf  den  mitt- 
leren Aequator   1S75.0  beziehen,  angenommen: 

mittl.  Rerl.  Zeit                      a                    6  log  X  log  Y         log  Z 

1.  1875  Nov.    4.500000  43"  2'i6"o6  -fi7"26'3i"59  9„866i938  9„78537i2  9„4227537 

2.  .)      22.517315  42  II  21.04  -I-16  1523.54  9„6894747  9„895730i   g„533i075 

3.  Dec.  19.441574  39  15  53.4g  -1-14  51  49.38  8„6o8556o  9,(9550137   9„5923907 

4.  »      30-335914  38  4959-06  -fi4  33    3.84  9. 1743212  9^9501404  9„5875i99 

Die  nächste  x\ufgabe  besteht  nun  darin ,  die  Lage  des  zu  wählenden  Co- 
ordinatensystemes  zu  bestimmen,  hierzu  genügt  aber  eine  genäherte  Rechnung;  nach 
20)    (pag.  434)   erhielt  man  für  «„,  und  (5„, : 

«/»  =  4i°i9'9  ^m  =  +  i5°46'7   • 

nach  21)    (pag.  434)   wurde    erhalten,    wenn    man  als  Einheit   die  Bogenminute   ein- 
führt und  sich  mit  der  Mitnahme  der  Zehntheile  derselben  begnügt : 


darnach  ist: 


ogxi  =  2.3305 

logy,  =  1-9991 

,)    x-i  =  1.6951 

»    Vi  =  1-4579 

»    X3  =  2„0767 

»    J/i  =  i«7396 

»    x^  =  2„i59i 

»    !/i  =  i„8669 

^  KV 

— 

+ 

8-331 

2  iVa? 

= 

+ 

1.921 

^{^aVa) 

= 

+ 

3-995 

Die  Bestimmung  des  Winkels  e  nach  23     (pag.  435)   stellt   sich  unter  Beach- 
tung der  Regel,   dass  der  Sinus  von  2  s  das  Zeichen  von  I  [x^y^)   erhält,   wie  folgt: 

log  2  1  [x^ya)   =  0.9025 

log{^(a:„)2-:s(y„;:2)  =  0.8069 


2«  =  5i°i5'4 
«  =  25^37.7 
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Für  J.    \l  mul  yl  wird  nach  241    und  25)     pa^.  435     zu  rechnen  sehi : 


tg  £  =  g.68io 

tg/sin  (cx„,  —  n)   =  9.45  II 

9-9395 

tg/cos  («„,  — i/j   =  9-6977 

(«,«—■'?;   =  29"32'7 


77  =   1 1"47'2 

/  =r  29"4g'o 

cos  /  =  9.9384 

tR  («m  — 'T;   =  9-7534 


yl 


33"8'9 


Hiermit  erscheint  die  Lage  des  zu  wählenden  C'oordinatensystems  bestimmt  und  von 
nun  ab  ist  die  Rechnung  absohit  streng  zu  führen,  wobei  also  die  für  TT,  /  und 
yi  gefundenen  Werthe  als  völlig  genau  gegeben  zu  betrachten  sind.  Man  wird  zu- 
nächst mit  Hilfe  der  Formeln  26J  (pag.  436)  die  Nonnalorte  auf  dieses  ( 'oordinaten- 
system  übertragen  und.   indem  man  annimmt: 

cos  J    9.9383300         cos  ^1     9.9228592 
sin/    9.6965541  sin  ^     9-7378352 


sin  n 
cos  TT 


9.3 1 02009 

g. 9907449 


erhalten  : 


«—TT 

33"' 5'  4"o6 

3o"2  4'  9"o4 

27"28'4i"49 

27"  2'47"o6 

cos  («  — TT; 

9-9223493 

9-9357548 

9.9480150 

9-9497015 

cos  d 

9-9795577 

9.9822793 

9.9852192 

9-9858413 

sin  («  —  TT; 

9.7390259 

g. 7042120 

g. 6640879 

g. 6577364 

cosdsin(«  —  TT) 

9-7185836 

9.6864913 

9.6493071 

9-6435777 

sin  d 

9-4767477 

9.4470628 

9.4091226 

9.4000936 

cos  (J  sin  [ci  —  TT)  cos  J 

9.6569136 

-  9.6248213 

9.5876371 

9.5819077 

sin  d  sin  / 

9.1733018 

9-1436169 

9.1056767 

g.og66477 

Add. 

0.1233252 

0.1239215 

0.1237340 

0. 1229183 

— cos  6  sin  (« — TT)  sin  / 

9n4i5i377 

9n3830454 

9«34586i2 

9k34013i8 

sin  d  cos  / 

9.4150777 

9.3853928 

g. 3474526 

9.3384236 

Add. 

3.8595... 

2.26602. . 

2.43522.. 

2.40438.. 

cos /i  sin  ik-\-yJ) 

9.7802388 

9.7487428 

9.7113711 

g.  7048260 

g.goigoög 

9.9180345 

9-9332343 

9-9355429 

cos  ß  cos  (k  +  yf) 

9.9019070 

9.9180341 

g.g332342 

9-9355428 

sin  ß 

5„5556-  ■- 

7-11703-- 

6.91064. . 

6„93404 . . 

l-Y  yl 

37"  4'38"oi 

34"  6'ig"27 

3o"57'46"52 

30^27'  o"37 

l 

3  55  44-01 

0  57  25-27 

—2  11  7.48 

—  2  41  53-63 

/* 

—    7.41 

+  4  30.05 

+   247.91 

—   257.20 

nach   27)    (pag.  436)   wird  sein: 

n  sin  N     g. 6761652 

9-9395356 
«  cos  N    9.9228592 

iY     29"32'i5"i9 
logw     9.9833236 


m  sin  M    9-7378352 

9.9025181 

m  cos  M     9.861 1892 

M    36°58'i3"o8 

log  m     9.95867  1 1 
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Die  Hfirechnuiig  dor  cnnstiinten  Ooefficienton  in   28)    (pag.  436;    wird: 


N+n  4i"ig'27"i9 
sin  (iV+  TT]  9-8197539 
cos(iV+n,       9.8756313 


M+n  48"43'2  5"o8 
sin  IM+  IT  9.8761716 
cos  IM  +  n        g. 8190530 


damit  findet,  sirdi  weiter: 

n  eos  'zV+  77)  =  {x  sc]  =  9.8589549 

n  sin  (iV4-  77)  =  [x  y]  ^=  9.8030775 

sin  yi  sinV^  [x'  z)  =  9.4343893 

—  sin  (M+  n   =  iy'x)  =  9n8348427 

»2  cos  [M  +  TI)  =  {y  y)  =  9.7777241 

cos  A  sin  /=  iy'  z]  =  9.61941  33 

sin  77  sin  /=  [z  x]  =  9.0067550 

—  cos  77  sin  /  =  [z  y]  =  9^6872990 

cos/=  [z'  z)  =  9.9383300 

man  erhält  also   für  die  Transfoiniation  der  ( Koordinaten : 


x'y]X 

— 

0.5310662 

— 

0-3535327 

— 

0.0293434 

+ 

0.1079633 

[xy]  Y 

— 

0.3876579 

— 

0,4998131 

— 

0.5729163 

— 

0.5665235 

y  2)  z 

— 

0.0719686 

— 

0.0927891 

— 

0.1063604 

— 

0.1051742 

(X) 

— 

0.9906927 

— 

0.9461349 

— 

0.7086201 

— 

0-5637344 

y' x]  X 

+ 

0.5023848 

+ 

0-3344394 

+ 

0.0277587 

— 

0.1021325 

^y'y)  Y 

— 

0.3656750 

— 

0.4714701 

— 

0.5404280 

_— 

0-5343977 

{z'z)  Z 

— 

o.i  101963 

— 

0.1420760 

— 

0.1628561 

— 

0.1610398 

[Y) 

+ 

0.0265135 

— 

0.2791067 

— 

0.6755254 

— 

0.7975690 

[z'x]  X 

— 

0.0746361 

— 

0.0496855 

— 

0.0041239 

+ 

0.0151732 

\zy]  Y 

+ 

0.2969410 

+ 

0.3828504 

+ 

0.4388466 

+ 

0.4339497 

[z'z]  Z 

— 

0.2296591 

— 

0.2960994 

— 

0.3394070 

— 

0.3356216 

\7A 

— 

0.0073542 

+ 

0.0370655 

+ 

0-0953157 

+ 

0.1135013 

Stellt  man  also  die  bis  jetzt  gewonnenen  Resultate  zusammen,   so  erhält  man 
als  Grundlage  für  die  weiteren  Rechnungen: 


mittl.  Herl.  Zeit              ).  ß                    (X)                     iY]                     [Z] 

1.  Nov.    4.500000  +3"55'44"oi  — o'  7"4i  — 0.9906927  +0.0265135  — 0.0073542 

2.  «     22.517315+05725.27  +430.05  —0.946134g  —0.2791067  +0.0370655 

3.  Dec.   lu. -141574  —2   II     7-48  +247.91  —0.7086201  —0.6755254  +0.0953157 
4-        "     30.335^)11—24153-63  —257.20  —0.5637344  —0.7975690  +0.1135013 


441      

Als  Aiisgaugselemente  wurden  angenommen  ; 

(Q)  Hilda 
Epoche   1875  Dec.  2.0  raittl.   Berl.  Zeit. 

31  =   i07"45'i8"66 

tt'  =  283  48  18.52      I 

,  1    mittl.  Aequator 

Q    =  341  5037-72 

,  1875.0 

t    =      ig     623.94      j 

</)     =       92315.50 
fi  —  451  "9050 

Die  Uebertragung  der  die  Hahnlage  bestimmenden  Elemente  auf  das  obige  Koordi- 
natensystem ist  nach  29)  (pag.  436)  auszuführen;  die  Rechnung  hierfür  ge- 
staltet sich  wie  folgt : 

i  *'  9"33'ii"97  sin  ^  («' -|- /)  9.6170887 

^J  145430.00  sin^(Q'— n)  9.4121872 

^[i'  +  J;  242741.97  cos^[t+Jj  9.9591552 

-l  [i  — J]  — 5  21  18.03  sin  J  («'  —  /)  8,19700050 

Q' —  n  330    325.72  cos  {(a'  — IT)  9„98500i7 

1^  (q' —  il)  165     142.86  cos  I  (»' — /)  9.9981004 

cos^(t)sin|(<7  —  ff'i       9.3713424 

9n9873943 
cos ^  («')  cos ^  (ff — ff')       9„983i02i 

^(ff-ff'l  i66"i5'42"85 

cos|(«)  9.9957078 

ff  216"  8*14.30 

(Q)  1825920.30 

(w)        58  20  52.20 

(tt)       24i''20'i2"50 

Um  nun  die  Darstellung  der  obigen  Orte  nach  diesen  Elementen  zu  finden,  rechnet 
man  nach  31  j    (pag.  436)   die  Hilfsgrössen : 


sin  ^  [t]  sin  1  ff  -f-  ff  ; 

9.0292759 

9.8834598 

sin  ^  ({'•  cos  ^  (ff  -)-  ff'] 

8.9550067 

1  io  +  o') 

49°52'3i"45 

sin  |-  [i] 

9.1458161 

i« 

8"  2'3i"3i 

{^) 

16     5'    2"62 

w' 

301  57  40.80 

—  ff' 

116  23  1 1.40 

sin  (q) 

8„7 172022 

cos  [i] 

9.9826584 

cos  (q) 

9„9994o88 

9«999454' 

sin  ff  cos  A 

8.6998606 

A 

272"52'l9"82 

sin  « 

9.9999547 

A' 

33i"'i3'i2"o2 

Oppolzer ,  P.;ihnbestiminiingpn 

II. 

sm  c 

9.4425540 

C" 

58"2o'52"30 

sin  b  sin  B 

8„7 172022 

9n9993597 

sin  b  cos  B 

9„982o672 

B 

183"  6'37"8i 

sin  b 

9.9827075 

B 

24i"27'3o"oi 
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Die  Hochinuif?   gestaltet   sicli  nach   30)   und  32)    (pag.   436I   für  die  vier    Normalorte 
wie  folgt: 

I  234 


M 

io_|"i8'ii"27 

'o6"33'53"39 

io9"56'4o"59 

iii"i8'43"8o 

E 

1125)  41.48 

i'5  >  57-54 

1 18  10  56.49 

1 19  27  0.85 

sin  E 

9.9643102 

9.9571602 

9.9451972 

9.9399100 

cos  jB 

9«5902947 

9„6264786 

9„674i9go 

9„69i67i5 

Add. 

0.1519766 

0.1416026 

0.1288431 

0.1244243 

cos  E  —  e 

0„742  27i3 

9„768o8i2 

9,18030421 

9„8i 60958 

r  sin  » 

0.5550943 

0.5479443 

0.5359813 

0.5306941 

9.9317164 

9.9223192 

9  9071117 

9.9005512 

r  cos  V 

o„  3 3 89 110 

©„3647209 

o„39g68i8 

o„4i27355 

r 

i2i"i7'4o"25 

■2  3°i5'2  5"84 

126"  9'ii"43 

I27"i8'46"43 

logr 

0.6233779 

0.6256251 

0.6288696 

0.6301429 

A'  +  V 

92"3o'52"27 

94°28'37'.'86 

97''22'23"45 

98"3i '58-45 

B'  +  V 

2  45  10.26 

4  42  55.85 

7  3641.44 

8  46  16.44 

C-  +  V 

179  3832.45 

181  36  18.04 

18430  3-63 

185  39  38.63 

r  sin  n 

0.6233326 

0.6255798 

0.6288243 

'  0.6300976 

sin  [Ä  +  v] 

9.9995816 

9.9986727 

9.9963941 

9.9951659 

X 

+4.1967606 

+4.2097135 

+4.2190864 

+4.2195243 

X 

— 0.9906927 

—0.9461349 

— 0.7086201 

-0.5637344 

r  sin  /> 

0.6060854 

0.6083326 

0.61 15771 

0.6128504 

sin  IB'  +  (•; 

8.6814928 

8.9149160 

9.1220701 

9.1832404 

y 

+0.1939002 

+0-3336173 

+0.5415607 

+0.6253034 

1' 

+0.0265135 

—0.2791067 

—0.6755254 

—0.7975690 

j-  sin  c 

0.0659319 

0.0681791 

0.0714236 

0.072696g 

sin  fC"  +  v 

7.7953361 

8„4472g86 

8„8947404 

8n994043i 

~ 

+0.0072655 

— 0.0327701 

—0.0925047 

— o.i  166111 

Z 

—0.0073542 

+0.0370655 

+0.0953157 

+0.1135013 

J  sin  A  cos  /^ 

9.3432386 

8.7364809 

9„  1269904 

9„236ig86 

9.9989761 

9-9999394 

9.9996840 

9.9995184 

.^  cos  X  cos  /^ 

0.5059727 

0.5136941 

0.5453648 

0.5629812 

z/  sin  ß 

5«94792.. 

7.63300. . 

7.44886.. 

7n49273-- 

J  cos  (i 

0.5069966 

0.5137547 

0.5456808 

0.5634628 

A 

3'"55'58"20 

o"57'24"86 

— 2"ii'  7"56 

—  2"4l'52"28 

ß 

—   0  5.69 

+   431.44 

+   245.05 

—    2  55.27 

\og  J 

0.50700 

0.51375 

0.54568 

0.56346 

cos  /t?  ö  A 

-    I4"i9 

+     o"4 1 

+     o"o8 

i"35 

ö/i 

—     1.72 

—     1-39 

+     2.86 

—     1-93 

Um  nnn  die  Diffeventialqnotientcn  zur  Ausgleichung  der  Elemente  entwickeln 
zu  können,   wird  man  sich  vorerst  über  die  Ausgangsepochc  zu  entscheiden  haben; 
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da  das  Datum  1876  Dec.  2.0  der  Zeit  nach  nahe  in  die  Mitte  fällt,  so  wähle  ich 
diesen  Zeitpunkt  hierfür  und  es  wird  sich  daher  als  nächste  Aufgabe  stellen ,  fiir 
diese  Epoche  die  Coordinaten  nach  30)  und  321  (pag.  436)  und  die  Geschwindig- 
keiten nach  33)    'pag.  437)   zu  berechnen;  man  erhält  darnach: 


Mo 

io7"45  I«  66 

cos  t'o     9„7507i49 

-Bo 

116  8  40.80 

Add.     0.148  4870 

sin  E^ 

9-953   1237 

y  sin  r     9.917    1243 

cos  i?Q 

9„644  0830 

9.954  2484 

Add. 

0-I36   7757 

y  cos  r     9„6o2   2279 

cos  Ef)  —  e 

9„78o  8587 

r     ii5"5o'2  5"24 

Tq  sin  Vo 

0.543  9078 

logy    9.962  8759 

9.917   1243 

Vpa    0.292  4642 

rp  cos  üß 

0-377  4984 

V'-- 

=  7  ■  VPo    9-670  4117 

»0 

I24°i6'55"32 

A'  +  r       87"  3'37"26 

log  »0 

0.626  7835 

B'  +  r   357  1755-25 

A-  +  Vi, 

95°3o'  7"54 

c"  +  r   174  II  17.44 

B'  +  v, 

5  4425.53 

cos 

(A'  +  r)    8.709  9824 

C  +  V, 

182  37  47-72 

y'  sin  a     g.670  3664 

sin  [A'  +  i'o) 

9-997  9944 

cos 

(B'  +  Fl     9.999  5171 

r  sin  a 

0.626  7382 

y'  sin  b     9.653    1192 

sin  {B'  +  »0) 

g.ooo  0946 

cos 

(C'+r)     9„997   7619 

r  sin  b 

0.609  4910 

y'  sin  c     9. 112   9657 

sin  (C  +  üo) 

8„66i   6678 

r  sin  c 

0.069  3375 

Xn 

+4.214  3692 

^0  +0.024  0076 

y» 

+0.406  9918 

'?o  +0.449  4033 

^fl 

—0.053   8276 

Tfl  — 0.129  0410 

Jetzt  kann  an    die  Berechnung  der  DifFerentialquotienten  geschritten  werden, 

für  welche   eine   fünfstellige  Rechnung   mehr  als    ausreichend    ist.     Zunächst  findet 
sich  nach  6)    (pag.  430)   und  13)    (pag.  432)  : 

sin  ÜQ  sin  TyP     9.12961  2  :  »'o     9.67425 

VPq     0.29246  I  :  a     9.40336 

log  [dr^,  :  dt)     8.83715  Subtr.     9.93747 

log  ((/ro  :  f?r)2     7.67430  log  ^r^     9.34083; 

ferner  erhält  man  nach  8)    (pag.  430)   mit  Rücksicht  auf  7     (pag.  430)   oder   was  be- 
quemer ist,  durch  Anwendung  der  in  der  Anmerkung  angeführten  Foi-m,  wobei  für  die 
Berechnung  von  A^  die  Zahlen  in  Einheiten  der  zehnten  Decimale  angesetzt    sind : 
1  : ''o     9-37322  log^2.^^5     6.20691 

1  :  V     8.74643  log^^^-.ro'^     4-54038 

1  :  ro'     8.11965  (i)     +201290 

56* 


I  :  r„' 

7.49287 

14  i  

(2) 

— 21690 

I  :  r„^' 

6  86608 

(3) 

—  144583 

I  :  fV' 

6.23930 

A, 

-4-350«7 

log  ^2 

7«8i862 

lüg 

A, 

4.54428 

log  yl;, 

6.02899 

log  B, 

7h34I50 

log  Bi 

5.72796 

nach    i/j    Jpag  433)    fand  sich: 


loga.2     7.04217 
log  «3      8„4322  2 


Add. 


9.97528 
9.21837 


logA  6.56505 
log/ij  8„6o83i 
los  Vi     6.26202 


0.07004 

0.04532 

5^2  0.03980 
Subtr.  8.10700 
log  «4     8.13680 

Mit  Hilfe  dieser  Zahlen  stellt  sich  nun  die  Rechnung  von  a  und  b  nach  9) 
ipag.  430)  und  von  of,  /i  und  ;'  nach  17)  pag.  433)  wie  folgt,  wenn  man  beachtet, 
dass  T  =  kt  und  log  k  =  8.23558  anzunehmen  ist. 


I 

2 

3 

4 

t 

— 27.50000 

— 9.4826g 

+  17-44157 

4-28.33591 

log  < 

i«43933 

On97693 

1.24159 

«•45234 

log  r 

9n6749i 

9n2i25i 

9.47717 

9.68792 

log  t'^ 

9.34982 

8.42502 

8.95434 

9-37584 

log  t:3 

9n02473 

7n63753 

8.43151 

9.06376 

log  T* 

8.69964 

6.85004 

7.90868 

8.75168 

A^T^ 

—  0.00147 

— 0.00018 

— 0.00059 

— 0.00156 

A,r-i 

—      I 

0 

0 

+     I 

AiZ* 

0 

0 

0 

0 

a 

+  0.99852 

+0.99982 

+0.99941 

+0.99845 

B,z^ 

—  0.00049 

— 0.00006 

— 0.00020 

— 0.00052 

B,T^ 

—      I 

0 

0 

+      I 

l-^{ } 

9.99978 

9.99998 

g. 99991 

9-99978 

log  b 

9„67469 

9n2I249 

9.47708 

g. 68770 

I 

2 

3 

4 

a^t 

+0.01280 

+0.00441 

— 0.00812 

— 0.01319 

(t.\  t'^ 

+  1 

0 

+1 

+  1 

log  (-.--} 

0.00553 

0.00191 

9.99646 

9.99424 

a2r'^ 

6.39199 

5.46719 

5.99651 

6.41801 

log« 

6-39752 

5.46910 

5.99297 

6.41225 

\0g{l+ß^T) 

0.00826 

0.00286 

9-99468 

9.99132 

ihr^ 

5«58978 

4„20258 

4.99656 

5.62881 

Xo^ß 

5n598o4 

4n20544 

4.99124 

5.62013 

logj' 

4.96366 

3.1 1406 

4.17270 

5.01570  . 

Nun  werden  die  DifFerentialqiioticntcn  von  a  und  b  nach  den  gewählten  Ele- 
menten nach  18)  (pag.  433)  zu  entwickeln  sein;  schreibt  man  sich  für  die  folgende 
Rechnung  die  Logarithmen  der  Coordinaten  und  Geschwindigkeiten  für  die  4  Orte 
auf  den  unteren  Rand  eines  Zettels,   so  erhält  man  leicht: 


I 

2 

3 

4 

ttX^ 

7.02225 

6.09383 

6.61770 

7.03698 

n. 

3^97839 

2n58579 

3-37'59 

4.00048 

Add. 

9.99961 

9.99987 

0.00025 

0.00041 

öff  :  öa-Q 

7.02186 

6.09370 

6.61795 

7-03739 

«yo 

6.007  II 

5.07869 

5.60256 

6.02184 

ßi]n 

5n25o68 

3„858o8 

4.64388 

5-27277 

Add. 

9.91634 

9-97305 

0.04532 

0.07123 

ha  :  ö^Q 

5-92345 

5-05174 

5.64788 

6.09307 

««0 

5nI2853 

4„2001I 

4^72398 

5nI4326 

ßto 

4.70877 

3-31617 

4»iioi97 

4«73o86 

Add. 

9.79211 

9.93920 

0.09299 

0.14205 

ha  :  Ö2q 

4^92064 

4ni393« 

4„8i697 

5^28531 

ßx„ 

6„22277 

4n830i7 

5.61597 

6.24486 

yl« 

3-34401 

1.49441 

2-55305 

3-39605 

Add. 

9-99943 

9.99980 

0.00038 

0.00062 

hb  :  öa-Q 

6„,22220 

4«82997 

5-61635 

6.24548  ha 

h§. 

ßyo 

5n20763 

3«8i503 

4.60083 

5.22972 

J"?o 

4.61630 

2.76670 

3-82534 

4-66834 

Add. 

9.87142 

9-95930 

0.06733 

0.10536 

hb  :  hyn 

5,j07905 

37J77433 

4.66816 

5.33508  ha 

ö'?o 

/J^o 

4-32905 

2-93645 

3«72225 

4«35ii4 

r^o 

4n07439 

2„2  2479 

3„28343 

4„i2643 

Add. 

9.90171 

9.90621 

0.13484 

0.  20305 

hb  :  hzo 

3.97610 

2.84266 

3»85709 

4„554i9  ha 

H. 

446     

12  3  4 

öi  :  .U„     5-58839     3-73879  4-79743  5-64043 

hb:hi]„     4-57325     2.72365  3.78229  4.62529 

06:^0     3«69467      '»84507  2„9037i  3^74671. 

Indem  man  imii  die  hier  bestimmten  Diffeieiitialfjiiotienteu  zur  Erleichtening 
der  folgenden  Kechnnngen  auf  den  iinteren  l{and  eines  Zettels  schreibt,  erhält  man 
die  Aenderungen  der  Coordinaten  durch  die  Variationen  der  Elemente  nach  10) 
(pag.  431)   durch  die  folgenden  Zahlen: 


Xn[ba 

hXo) 

+0.00443 

+0.00052 

+0.00175 

+0.00459 

b%(öi 

bx,) 

0 

0 

0 

0 

dz 

:  bXf, 

+1.00295 

+  1.00034 

+  1 .001 16 

+  1.00304 

log  (Ö  X 

öa:o) 

0.00128 

0.00015 

0.00050 

0.00132 

.-To  (Ö  « 

öyn) 

6.54818 

5.67647 

6.27261 

6.71780 

S„[U: 

öyoi 

3»45940 

2„i5468 

3.04851 

3-71543 

Add. 

9.99964 

9.99987 

0.00026 

0.00043 

log  (hx 

^yo) 

6.54782 

5.67634 

6.27287 

6.71823 

Xß  (öa 

:ö^„) 

5n54537 

4„76404 

5 »44 170 

5„9ioo4 

^o{^l> 

:Ö0ol 

2-35645 

1 .22301 

2„23744 

2„93454 

Add. 

9.99972 

9.99988 

0.00027 

0.00046 

log  [da; 

:dzo) 

5»54509 

4„76392 

5n44i97 

5„9i050 

^„(äa 

:ö§o) 

— 0.00070 

— 0.00003 

+0.00017 

+0.00074 

lo(H 

:a?o) 

0 

0 

0 

0 

öa; 

:ö?o 

— 0-4735I 

— 0.16314 

+0.30014 

+0.48793 

log  (da; 

:ö?o) 

9«67533 

9«2i256 

9-47733 

9.68836 

x^  [ha 

:  ö  r/o) 

5«70378 

4n399o6 

5.29289 

5.95981 

?o(ä* 

■•  öjjo) 

2.95360 

1 .10400 

2.16264 

3.00564 

Add. 

9-99923 

9-99978 

0.00032 

0.00048 

logffta; 

:  ö»/o) 

5»7030i 

4„39884 

5.29321 

5.96029 

.•Co  (ö  a 

:ö?o) 

4.60083 

3-46739 

4„48i82 

5„i7892 

^olöi 

:öto) 

2„07502 

0„22542 

i„284o6 

2„I2706 

Add. 

9-99870 

9-99975 

0.00028 

0.00039 

log(öa; 

:  öto) 

4-59953 

3.46714 

4^482 10 

5„i793i 

yo(ö« 

:  da;oJ 

6-63145 

5-70329 

6.22754 

6.64698 

»;„  (ö  b 

:ä:ro) 

5„87484 

4„4826i 

5.26899 

5.89812 

Add. 

9.91638 

9-97305 

0-04533 

0.07125 

log'Äy 

:  öa;o) 

6.54783 

5.67634 

6.27287 

6.71823 

I 

2 

3 

4 

yo(öß 

:  öyo) 

+0.00003 

0.00000 

+0.00002 

+0.00005 

)]a{bb 

:  ö2/„) 

— O.OOOOI 

0.00000 

0.00000 

+0.00001 

log(öy 

:öyo) 

9-99937 

9.99992 

9-99975 

9-99935 

y^iha 

:  d«o) 

4n53023 

3^74890 

4«42656 

4,189490 

'/o  '^  b 

:  ÖS,,) 

3.62874 

2.49530 

3„50973 

4„2o683 

Add. 

9.94178 

9.97508 

0.04965 

0.08102 

log  (öy 

:Ö2„) 

4„4720i 

3„72398 

4n4762i 

4«97592 

yo(da 

:no) 

5n83i79 

4»43956 

5-22594 

5-85507 

7/n  (ÖJ 

:ÖS,) 

5.24103 

339143 

4.45007 

5.29307 

Add. 

9.87123 

9.95927 

0.06727 

0.10522 

log(ay 

:ö?„) 

5n70302 

4„39883 

5.29321 

5.96029 

yo(öa 

:ö»?n) 

0.00000 

0.00000 

0.00000 

+0.00001 

»;o  (ö  4 

:  ö//o) 

0.00000 

0.00000 

0.00000 

0.00000 

log(öy 

:  ö»?o) 

9„67469 

.9„2i249 

9.47708 

9.68771 

J/oC^« 

H«) 

3.58569 

2-45225 

3„46668 

4«i6378 

'/ü  (Ä  i 

:  i>?n) 

3n3473i 

i«4977i 

2„55635 

3n39935 

Add. 

9.86411 

9.94888 

0.05035 

0.06893 

log(öy 

:H-o) 

3.21142 

2.401 13 

3n5i703 

4„2327i 

2o(i)a 

:  a^o) 

5„75287 

4„8247i 

5n34896 

5«  7 6840 

ro  lö  i 

:  öaTu) 

5-33293 

3-94070 

4«72  7o8 

5»3562i 

Add. 

9.79222 

9-93921 

0.09302 

0.14210 

log(az 

öa-o) 

5n54509 

4^76392 

5»44i98 

5n9I050 

«0  föa 

:  '^y(/ 

4„65446 

3n78275 

4n37889 

4„824o8 

U[^l> 

:  ö^o^ 

4.18978 

2.88506 

3„77889 

4n4458i 

Add. 

9-81755 

9.94123 

0.09732 

0.15184 

log  (ÖS 

■öy«) 

4»4720i 

3n72398 

4„4762i 

4„97592 

2o{Öö 

:Ö2„) 

0.00000 

0.00000 

0.00000 

0  00000 

?o(öÄ 

ö^o) 

0.00000 

0.00000 

0.00000 

0.00000 

l0g(Ö2 

Ö2o) 

9.99936 

9-99992 

9-99974 

9.99932 

2o(öa 

ö?o) 

4-95321 

3.56098 

4„34736 

4m97649 

to(öi- 

ölo) 

4„699i2 

2«84952 

3«9o8i6 

4«75ii6 

Add. 

9.90043 

9.90616 

0-13473 

0.20282 

log(Ö2  : 

ä|o) 

.   4-59955 

3.46714 

4„48209 

5»i793i 

Zo(^i: 

ö'/ü) 

3.81006 

2-50534 

3«399i7 

4„o66o9 

Co(dZ.: 

^o) 

3«68398 

i«83438 

2„89302 

3»736o2 

Add. 

952743 

9.89580 

0.11786 

0.16663 

log  (ÖS  : 

ö'/o) 

3.21141 

2.40114 

3«5i703 

4n23272 

1 

2 

3 

4 

«0  (öa  :  öCo) 

o.ooooo 

0.00000 

0.00000 

0.00000 

Culöi  :  Hn) 

o.ooooo 

0.00000 

0.00000 

0.00000 

log  ^02  :  öCo) 

9«ö7469 

9»2i249 

9.47708 

9.68770 

Jim  ermittelt  man 

die  in  1 9)    (pag 

.  434)   auftretenden  Coefficienten  unt 

I 

2 

3 

4 

sinA 

8.83581 

8.22278 

8„58i3i 

8„67279 

sin  (i 

5n5556o 

7.11703 

6.91064 

6„93404 

cos  A 

Q.Q9898 

9-99994 

9.99968 

9.99952 

cos/i? 

0.00000 

0.00000  . 

0.00000 

0.00000 

cosA  sin/y 

5»55458 

7.11697 

6.91032 

M3356 

sin  A  sin  /:/ 

4„39i4J 

5-33981 

5«49i95 

5.60683 

J 

0.50700 

0.51375 

0.54568 

0.56346 

cos/:?  ÖA  :  öa- 

»„32881 

7«70903 

8.03563 

8.10933 

cos  /J  ö  A  :  ö  (/ 

9.49198 

9.48619 

9.45400 

9.43606 

ö/y  :  ö.r 

5-04758 

6„6o322 

6„36464 

6.37010 

ö,i?  :  02/ 

3.88441 

4„826o6 

4.94627 

5«o4337 

ö/:?  :  ÖS 

9.49300 

9.48625 

9.45432 

9.43654 

Ersetzt  man  nun   hr  durch: 

»'  =  (li)  *-  +  (^i)  »*  +  (4t)  *-.  +  (^)  »5.  +  (ii)  '••."  +  (^) »-:. 

und  analog  öy  und  ör,  und  vereinigt  die  zu  der  gleichen  Variation  in  10)  (pag.  431) 
ermittelten  Coefficienten,  so  hat  man  schliesslich  noch  die  folgende  Operation  durch- 
zuführen, wobei  man  die  früher  ermittelten  Dift'erentialquotienten  auf  den  unteren  Kand 
eines  Fajjieres  schreiben  wird ;  die  nöthigen  Multiplicationen  werden  dann  durch  ent- 
sprechendes Rücken  des  Zettels  sehr  übersichtlich  durchgeführt  werden  können : 


I 

2 

3 

4 

fcos/i  öA 

hx)  (öa; 

ö^o) 

8«33009 

7,j09i8 

8.03613 

8.1 1065 

(cos/if  ÖA 

öy)  (öy 

da;«) 

6.03981 

5-16253 

5-72687 

6.15429 

Add. 

9.99777 

9.99877 

0.00212 

0.00477 

cos/i  öA 

:  öa;o 

8n3279 

7n7079 

8.0383 

8.1154 

(cos/tf  öA 

öa;)  (öz 

öyu) 

4«87663 

3«38537 

4.30850 

4.82756 

(cos  /i  ö  /. 

^y)   'öy 

öy»,'' 

9-49137 

9.48611 

9-45375 

9.43541 

Add. 

9.99999 

0.00000 

0.00000 

9.99999 

COS;i  öA 

:  ö(/o 

9.4914 

9.4861 

9.4537 

9-4354 

(cos/J  öA 

:  öar)  (öa; 

:ÖZo) 

3.87390 

2.47295 

3«4776o 

4nOi983 

(cos/S  öA 

öy)    öy 

ö^o) 

3n96399 

3«2ioi7 

3«9302 1 

4«4ii98 

Add. 

9.36272 

9.91215 

0.13120 

0.14779 

cos/;  öA 

:ö«« 

3n2366 

3nI223 

4„o6i4 

4n5598 

! 


I 

2 

3 

4 

(cos/S  öA 

:bx)  {ba>:b^,) 

8.00414 

6.92159 

7.51296 

7.79769 

(cos/J  bk 

■■  öy)  (öy  :  H,] 

5nI9500 

3^88502 

4.74721 

5-39635 

Add. 

9-99933 

9.99960 

0.00074 

0.00172 

cos  /?  ö  A  :  ö  ^'o 

8.0035 

6.9212 

7-5137 

7-7994! 

(cos/?  öA 

:  bx]  {bz  :  br]„) 

4.03182 

2.10787 

3-32884 

4.06962 

(cos ß  bX 

:  Öy)  {bij  :  öi^o) 

9„  16667 

8„69868 

8.93108 

9.12377 

Add. 

0.00000 

0.00000 

0.00000 

0.00000 

cosß  bl  :  ö ?;o 

9„i667 

8„6987 

8.9311 

9-1238 

(cos/?  öA  : 

:  bz)  {bz  :  H'o) 

2„g2834 

IniyÖI? 

2«5i773 

3«28864 

(cos/?  öA 

:Ö2/)   (Ä2/:öCo) 

2.70340 

1.88732 

2n97I03 

3^66877 

Add. 

9.83160 

9.90608 

0.13102 

0-15133 

cos  /?  ö  A  :  ö  To 

2„5350 

1-7934 

3«I020 

3»820i 

(ö/?: 

bz)  {bz  :  bz„] 

5.04886 

6n6o337 

6„365i4 

6.37142 

(ö/?: 

by)  (dy  :  bz^) 

0.43224 

o„50240 

1.21914 

i„76i6o 

[bß 

:  ö«)  (d«  :  ö.r„) 

5„038o9 

4n250i7 

4n89630 

5«34704 

Add. 

0.0000 1 

0.00000 

0.00000 

9.99999 

{I  +  n} 

■  5-04887 

6„6o337 

6„365M 

6.37141 

Add. 

8.40020 

0.00192 

0.01451 

9.95687 

Ö/S:  öa;o 

3-4383 

6„6o53 

6n3796 

6.3283 

{bß: 

öar)  {bz  :  öyo) 

1.59540 

2n27956 

2„6375i 

3.08833 

{bß: 

:  öy)   (öy  :  öyo) 

3-88378 

4„82  598 

4.94602 

5^04272 

[bß: 

Ö2)   (b^  :  öy„) 

3«9650i 

3;,2I023 

3n93053 

4„4i246 

Add. 

0.00223 

0.00123 

9.99786 

9-99515 

{I  +  11} 

3.88601 

4„8272i 

4.94388 

5n03787 

Add. 

9.29994 

0.01037 

9-95570 

0.09234 

bß  :  dy„ 

3«i859 

4»8376 

4.8996 

5«! 302 

{bß: 

bz]  {bz  :  bzQ] 

o«59267 

1. 36714 

1. 80661 

2„28o6l 

{bß: 

^!/)   (öy  :  Ö2o) 

8„35642*) 

8.55004 

9«42248 

0.01929 

{bß: 

;  ö«)  (Ö2  :  ö«o) 

Q. 49236 

9.48617 

9.45406 

g. 43586 

Add. 

0.00000 

0.00000 

0.00000 

0.00000 

ö/?  :  020 

9.4924 

9.4862 

9-4541 

9-4359 

{bß: 

:  bz)   {bz  :  b§^) 

4n722qi 

5.81578 

5«84i97 

6.05846 

{bß: 

^9)  (öy:ö^o) 

9n58743 

9.22489 

0.23948 

1^00366 

{bß 

:  i>z)  {bz  :  b|o) 

4-09255 

2-95339 

3h9364i 

4«6i585 

Add. 

9.88410 

0.00060 

0.00536 

9.98404 

Ö/J  :  ö|o 

4„6o7o 

5.8164 

5«8473 

6.0425 

*)  Der  Strich  über  der  Charakteristik  zeigt  an,  dass  dieselbe  um  20  Einheiten   zu  vermin- 
dern ist,  während  die  übrigen  nur  um  10  Einheiten  vermindert  verstanden  sind. 
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I 

2 

3 

4 

[hß: 

b.r)   (ö.r  :  d»;„) 

o,J5059 

1.00206 

i»65785 

2.33039 

(cV: 

öy)   (öy  :  ö  .;o) 

3n559io 

4-03855 

4-42335 

4«73io8 

(ä/y 

Ö2)  (ÖS  :  d,;o) 

2.70441 

1.88739 

2«97i35 

3„66926 

Add. 

0.00067 

0.00040 

9-99925 

9.99827 

{I  +  11} 

3«,55977 

4.03895 

4.42260 

4«72935 

Add. 

9-93474 

0.00305 

9.98436 

0.03626 

hß  :  Ö//0 

3n4945 

4.0420 

4.4070 

4n7656 

[hß 

hx)   [hx  :  bCo) 

9.647  II 

0.07036 

0.84674 

1 «5 4941 

[iß 

öy)   (dy  :  öCo) 

7.09583 

7«2  27i9 

8„,46330 

9.27608 

[hß 

:  ös)  (02  :  öCo) 

9„i6769 

8,„69874 

8.93140 

9.12424 

ö  /:?  :  ö  Lo 

9«i677 

»»6987 

8.9314 

9.1242  . 

Hiermit  ist  die  Rechnung  der  DifFerentialqiiotieiiten  beendet ;  sie  fordert  zwar 
etwas  mehr  Mühe,  als  die  bei  den  früheren  Methoden  entwickelten  Ausdrücke,  doch 
macht  sich  die  Kechnung  wegen  der  zahlreichen  kleinen  Coefficienten  sehr  schnell 
und  einfach ;  letztere  Aeranlassen  es  auch,  dass  eine  ganz  wesentliche  Vereinfachung 
bei  der  Bildung  der  Normalgleichungen  eintritt,  welcher  ^'ortheil  die  etwas  müh- 
samere Rechnung  der  obigen  Coefficienten  mehr  als  aufwiegt,  ^'on  der  Richtigkeit 
der  entwickelten  Differentialformeln  kann  man  sich  leicht  durch  willkürliche  Variation 
der  Elemente  und  Vergleichung  der  Resultate  der  directen  Rechnung  und  der  oben 
hingestellten  Differentialformeln  übei-zougen. 

Um  diese  Control-Rechnungen  möglichst  einfach  zu  gestalten,  wird  man  Xg, 
2/01  ~0)  '^ü!  '/o  ^^'^'1  ?o  willkürlich  variiren  und  zwar  um  solche  Beträge,  dass  wenn 
man  den  grössten  Coefficienten  der  eben  ermittelten  Diiferentialquotienten  einer  jeden 
Unbekannten  heraushebt,  das  Product  dieses  Coefficienten  in  die  zugehörige  willkür- 
liche A  ariation  für  alle  6  Grössen  nahe  gleich^crthig  wird,  und  ausserdem  darauf 
achten,  dass  man  diese  Variationen  weder  zu  klein  noch  zu  gross  wählt;  meistens 
wird  es  genügen,  dieselben  so  zu  wählen,  dass  das  Product  aus  dieser  Variation  mit 
dem  zugehörigen  grössten  Coefficienten  in  dem  geocentrischen  Orte  eine  Aenderiing 

von  20 — 30"  bedingt.     Indem  man  nun  den  Werth  von  »-p,    j^  und  ff  nach 

'0-  =  ■•^0^  +  y,'  +  -^o' 
^^  lir)  =  ^0  ^0  +  2/0  '^0  +  «ü  ?o 

ff^  =  §0^  +  ri„^  +  to^  . 
ermittelt,  hat  die  Berechnung  der  A-  rnid  .ß-Coöfficienten  aus  8)  (pag.  430)  keine 
Schwierigkeit;  bestimmt  man  nach  9)  'pag.  430)  für  die  in  Betracht  kommenden  Orte 
die  a-  und  i-Coefficienten  und  rechnet  nach  3)  (pag.  429)  die  geocentrischen  Coordinaten, 
so  werden  dieselben  leicht  mit  Rücksicht  auf  32)  (pag.  436)  die  geocentrischen  polaren 
finden  lassen.  Die  durch  diese  Rechnung  erhaltenen  Aenderungen  in  den  geocen- 
trischen Orten  müssen  innerhalb  der  Unsicherheit  der  Rechnung  mit  den  durch  die 
obigen  Differentialquotienteu  gefundenen  stimmen. 
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Sammelt  man  alle  gewonnenen  Cocfficienten  und  setzt  auch  die  früher  in  den 
Orten  gefundenen  Fehler  an.  so  erhält  man  die  folgenden  logarithmisch  angesetzten 
liedingungsgleichungen ,  in  welchen  die  aus  dem  ersten  Orte  resnltironden  zwei 
Gleichungen  mit  der  Priicision  V  3  durchmultiplicirt  erscheinen;  es  wurde  nämlich 
dem  ersten  Orte  als  Nornialorl   das  Gewicht  3  ertheilt. 

Längen 

i„3906  =  8„5665  ö. ro  + 9-7300 öy/„  +  3„4752ä^o  + 8. 2421  ög,4-g„4053Ö»/n  +  2„7736ö Co 
9.6i28  =  7„7079  g.4861  i„i223  6.9212  8„6987  1-7934 

8.9031=8.0383  9-4537  4»o6i4  7-5137  8-93ii  3/ii020 

o„i303  =  8.ii54  9-4354  4«5598  7-7994  9- 1238  3«820i 

Breiten 
o«474i  =3- 6769  öj:o  +  3H4245Öyü+ 9-7310  ö^„  +  4„8456ög,  +  3„733iJ/^i,  +  9„4o63Öj;, 
o„i430  =  6„6os3  4«8376  g.4862  5  8164  4.0420  8„6987 

o.4564  =  6„3796  4.8996  9-4541  5«8473  4-4070  8,9314 

o„2856  =  6.3283  5n^i02  9-4359  6.0423  4h7656  9.1242. 

Vor  Allem  wird  man  diese  Cocfficienten  dadurch  für  die  Methode  der  kleinsten  Qua- 
drate vorhereiten,  dass  man  dieselben  durch  Einführung  anderer  Unbekannten  mög- 
lichst homogen   (pag.  318)   macht.     Setzt  mau  also: 

ß  =  8.5665  ö.r^,     ,  f/=8.242iöfu 

*  =  9-7300  Ö//0     ,  0=9.40530»/,, 

0  =  9.73109^0      ,  /  =9.40630^0 

log  Fehlereinheit  =  1.3906  , 

so   erhält   man    zur    Bildung   der   Normalglpiclnmgcn    das    folgende    Schema    (vergl. 

pag.  319),    in  welchem  bereits  die  Prüfungscocfficienten  s  ihre  Aufnahme  gefunden 

haben : 

log  Coeff.    a    o„oooo     9„i4i4  g.4718     9.5489     5.1 104     8„0388     7,(8131     7.7618 

»        b   0.0000     9.7561  9.7237     9.7054     3„6945     5„i076     5.1696     5„4002 

"       c   3»7442     3;,39i3  4«3304     4,18288     0.0000     9.7552     9.7231     9.7049 

»        (/  0.0000     8.6791  9.2716     9.5573     6,j6o35     7.3743     7»6o52     7.8004 

»       e    o„oooo     9„2934  9.5258     9.7185     4,(3278     4-6367     5-0017     5,(3603 

»       /   3,13673     2-3871  3,(6957     4,(4138     o,(0000     9,(2Q24     9.5251     9-7179 

n   o„oooo     8.2222  7.5123     8„7397     9„o833     8^7524     9.0658     8^8950 

i>        *•    o„oooo     9.4768  0.1307     0.227g     9h0850     9.4904     9.9865     9.9835. 

F.he  ich  an  die  Bildung  der  Normalgleichungen  gehe,  will  ich  noch  be- 
merken, dass  die  Fehler  oben  in  Itogensekunden  angesetzt  sind,  während  der  Natur 
der  Sache  nach  die  Correctionen  der  Coordinaten  und  Geschwindigkeiten  in  Ein- 
heiten des  Radiixs  verstanden  werden ;  will  man  demnach  die  aus  den  folgenden  Auf- 
lösungen gefundenen  Werthe  der  Unbekannten  unmittelbar  zur  Bestimmung  der 
Correctionen  der  Elemente  verwerthen,  so  muss  man  ausserdem,  dass  man  jede  Un- 
bekannte  durch    den  Homogenitätsfactor  dividirt,    und  dieselbe  mit  der  oben  ange- 
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nominellen  Ft^hlereinheit  mnltiplicirt,  noch  mit  dem  Sinus  einer  IJogensekunde  mul- 
tipliciicn ;   inan   wird  also  für  diesen  Ueberganf^  haben   (h)fj;aiithmisch)  : 

[hXd]  =  7-5097  o 

(öyo)  =  6.3462  i 

(ÖSo)  =  6.3452  c 

(b|o)=  7-8341«? 
(ö)?o)  =  6.6709  e 
(öCo)=  6.6699/ 

welche  Cocfficienten  ich  als  Uebertragungs-Coefficienten  bezeichnen  will. 

Ich  setze  die  Bildung  der  Nonnalgleichungen  hier  vollständig  an ,  um  die 
grossen  Vortheile  anschaulich  zu  machen,  welche  diese  Methode  in  der  Anwendung 
gewährt;  etwa  die  Hälfte  der  (Joefficienten  verschwindet.     Man  erhält  so: 


aa  ab 

+1.0000  I.OOOO 

4-0.0191  — 0.0790 
+0.0878  +0.1568 
+0.1253  +0.1796 

0.0000  o 

+      I 

o 

o  o 


ac  ad  ae  af 

O    I.OOOO    +1.0000  o 

o  — 0.0066  +0.0272  o 

o  +0.0554  +0.0994  o 

o  +0.1277  +0.1851  o 

00000 

o  — 0.0062  o  o  +0.0021 

O    — 0.0034  O  O    0.0022 

0.0029  °  °  +0.0030 


an             as              bb         hc  bd 

+1.0000  +1.0000  +1.0000     o  +1  0000 

— 0.0023  — 0.0415  +0.3252    o  +0.0272 

+0.0010  +0.4004  +0,2801     o  +0.0989 

— 0.0194+0.5981  +0.2575     o  +0.1831 

o               o                00  o 

+          6  —        34               00  o 

—  8  —        63                00  o 

—  5+56                00  o 


+1.2323  — 0.7426  — 0.0067  — 0.8235  +1.3117  +0.0029  +0.9786  +1.9529  +1.8628     o     +1.3092 


be 
— 1.0000 
— 0.1121 
+0.1776 
+0.2654 
o 
o 


o 

o 


cc 


cd 


bn  b  s 

— 1.0000  — 1.0000 

+0.0095  +0.1710 

+0.0017  +0.7152 

— 0.0279  +0  8576 

o  o  +1  0000  — 0.0004 

o  o  +0.3239  +0.0021 

o  o  +0  2794  — 0.0021 

o  o  +0.2569  +0.0032 


ce 

o 
o 
o 

0 

o 
o 
o 
o 


of 


CS  dd  de 

O    +1.0000  I.OOOO 

o  +0.0023  — 0.0094 
o  +0.0349  +0  0627 
o  +0.1302  +0.1887 
-0.1216  o  o 

— 0.1116  — 0,0322  +0.1760  o  o 

+0.1771  +0.0615  +0.5124  o  o 

+0.2648  — 0.0398  +0.4880  o  o 


o 

0 

o 
o 


-I.OOOO  .01212 


— 0.6691  o        — 1.0167  +0.7438  +1.8602  +0.0028 

df  dn  ds  ce        ef         en 

o  — 1.0000  — 1.0000  +1.0000 

o  +  8   +0.0142  +0.0386 

o  +  6  +0.2525   +0.1126 

o  — 0.0198   +0.6099  +0.2735 

+0.0004  000 

— 0.0007  —  2  +         12  o 

—0.0013  —  5  —         39  0 

+0.0033  —  S  +         61  o 


es 


-0.6697  — 0.1317  +1.0548  +1.1674  — 0.7580 
//  /"  /*  «» 


0 

0 

0  +1.0000 

0 

0 

0  +0.0003 

0 

0 

0       0.0000 

0 

0 

0  +0.0030 

+  1.0000    +1.0000 

— 0.0033  — 0.0589 

+0.0011  +0.4534 

—0.0287  +0.8838 

O  0    +1.0000    +0.1212    +O.I216    +0.0147 

o  o  +0.0384  +0.0111  — 0.0606  +0.0032 

o  o  +0.1123  +0.0390  +0.3248  +O.OIJ5 

o  o  +0.2728  — 0  0410  +0.5028  +0.0062 


+  0.0017  — 1.0196  —0.1200  +1.4247     o     +0.9691  +2.2783  +1.4235  +0.1303  +0.8886  +1.0409 
Ordnet  man  nun  die  Unbekannten  nach  der  Reihe  J,  c,  e,  /,  a  und  d,  so  gestaltet 
sich  die  Elimination  bis  /  inclusive  fortgeführt,   wie  folgt  (vergl.  pag.  340) : 


[nn  i] 

0.4860 

[WM2] 

0.4767 

[w«3] 

0.1688 

[ww4i 

0.1630 
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b  c  e  f  a  d  n  s 

+  1.8628         0.0000     — 0.6691  0.0000     — 0.7426     +1.3092     — 1.0167     +0.7436 

E.        0.27016  —  00      9„82549  —      .    00      9^87075       0.11701       o„oo7i9       9.87134 

+  1.8602         0.0000    — 0.6697     — 0.0067     +0.0028     — 0.1317     +1.0549 

o  000000 

+  1.8602         0.0000     — 0.6697     — 0.0067     +0.0028     — 0.1317     +1.0549 
E.  0.26956  —  00      9„82588       7,(82607       7.44716      9„ii959       0.02321 

+  1.4247         0.0000     +X.3117     — 0.7580     +0.9691     +2.2784 
+0.24034  o  +0.26674  — 0.47027  +0.36519  — 0.26710 

+  1.18436       0.00000  +1.04496  — 0.28773  +0.60391   +2.54550 
000000 
+  1. 18436       0.00000  +1.04496  — 0.28773   +0.60391   +2.54550 
H.         0.07348  —  00       0.01910       9^45898       9.78098       0.40577 

+  1.4235     +0.0029     +0.0017     +0.1303     +0.8887 

00000 
+  1.4235  +0.0029  +0.0017  +0-1303  +0.8887 
+0.241 10  +0.00241  — o.ooioi  +0.04741  — 0.37978 
+  1.18240  +0.00049  +0.00271  +0.08289  +1.26848 
00000 
+  1. 18240  +0.0049  +0.00271  +0.08289  +1.26849 
E.         6.07276      6.69020      7.43297       8.91850      0.10329. 

Man  wird  bemerken,  dass  auch  die  Auflösung  der  Normalgleichungen  wegen 
der  kleinen  Coefficienten  sehr  merklich  erleichtert  erscheint.  Würde  es  sich  in  die- 
sem Falle  nur  um  die  Ermittelung  der  wahrscheinlichsten  Elemente  allein  handeln, 
und  sollte  hier  nicht  ein  Beispiel  durchgeführt  werden,  wo  zwei  Unbekannte  einer 
besonderen  Unsicherheit  unterworfen  sind,  so  könnte  die  Elimination  zu  Ende 
geführt  werden,  ohne  allzugrosse  Unsicherheit.  Diesen  A'ortheil  verdankt  man  nur 
der  zweckmässigen  Wahl  der  Elemente. 

Bestimmt  man  sich  aus  der  letzten  mit  E  bezeichneten  Gleichung  die  Unbe- 
kannte f  als  Fimction  von  a,  d  und  den  Beobachtiuigsfehlern,  so  erhält  man  sofort 
(logarithmisch]  : 

/=  8.84574  +  6„6i744a  +  7„36o2i  d  ; 

führt  man   diesen  Werth  in   der  vorletzten  obigen  Gleichung  E  ein,  so  findet  man 
leicht : 

e  =  9.70750  +  9^94562« +'9.385506? 

und  so  weiter  durch  Kücksubstitution : 

c  =  8„65858  +  7.53798a  +  7^36693  c? 
^  =  9n55948  + 8.91239a  +  9„78927c?  ; 

mit  Rücksicht  auf  die  Uebertragungscoefficienten  (pag.  452)   erhält  man  als  Relationen 
zwischen  den  Elementen    (logarithmisch)  : 
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'U"o  =  5-5156  +  5n7776ö-^o  +  6„,i  c,6obo 
ÖJ/o  =  6-3784  +  9,jio68öa:o  +  8.2223b|o 
<>«o  =  5n0038  +  6.373502-0  +  s^SjSoö^,, 
öyo  =  5»9057  +  7.748902:0  +  8n30i4Ö|o 


A] 


Hiermit  sind  die  Formen  2)  (pag.  364)  erlangt.  Um  nun  den  Uebergang  auf 
4)  (l"*J<-  365)  zu  machen,  hat  man  diese  ReUitionen  in  die  ursprünglichen  Bedingungs- 
gleichungen einzusetzen ,  und  man  wird ,  um  Alles  in  liogensekunden  zu  erhalten, 
die  obigen  Cocfficienten  vor  deren  Substitution  durch  sin  1 "  dividiren ;  ausserdem 
habe  ich,  um  den  Zusammenhang  zwischen  den  Elementen  und  den  Orten  möglichst 
klar  zu  legen,  die  zwei  Gleichungen  für  den  ersten  Ort  ohne  Berücksichtigung  ihres 
Gewichtes  benützt ;  man  erhält  so  die  neuen  Bedingungsgleichungeu ,  indem  man  die 
von  hxy  und  ö^^q  freien  Glieder  mit  den  Fehlem  in  den  Orten  verbindet: 

—  i"8o7  =  —  i57"5  ö.ro  +     293"9  ö^o 
:■                                +  7-957  =  + 619-5     »    —1264.4    » 

+  0.593  =  +  330.9     »    —     206.8     « 

—  3-382  =  —  502.2     .1    +     632.4    » 

ß 

—  0.078  =  +  17.04  ö.rfl  —     0.91  ö|q 

—  0.415  =  —  67.61     »     -f   10.40    -» 
+   2.875= —  36-70     »     —21.73     » 


—   2.26^ 


+  5 


D-/ 


+    14-22 


welche  Gleichungen  nun  die  Form  der  Gleichungen  8)    (pag.  366^   haben. 

Hier  findet  nun  die  in  7)  (pag.  366)  angezeigte  Prüfung  statt.  Bildet  mau  die 
Summe  der  Fehlerquadrate  (also  von  n')  und  addirt  dieselben,  nachdem  man  die  für 
den  ersten  Ort  geltenden  Quadrate ,  dem  Gewichte  entsprechend,  mit  3  multiplicii-t 
hat,   so  erhält  man: 

[n'71]  =gS"4  ; 
oben  fand   sich  [nn^]  =0.1630,   was   in  Verbindung   mit   der  Fehlereinheit  ergibt: 

[nn^.]  =  98"5 

in  guter  Uebereinstimmung  mit  dem  obigen  Werthe.  Uebrigens  erscheinen  die  Cocf- 
ficienten von  ö;r„  mid  öi„  durch  die  Controle  nicht  geprüft  und  müssen  besonders 
revldirt  werden.  Die  obigen  Gleichungen  können  nun  zur  Bestimmung  von  h.r„  und 
ö|„  verwerthet  werden,  da  in  der  That  die  Cocfficienten  der  beiden  Unbekannten 
nicht  allzu  klein  sind  (vergl.  pag.  366' ;  gibt  man  wieder  dem  ersten  Orte  das  Ge- 
wicht 3  und  macht  die  Cocfficienten  homogen  durch : 

2. 7920o.ro  =p 

3-10190^0  =  9 
log  Fehlereinheit  ==  0.9007 
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so  erhält  man  (logarithmisch)  : 

9n5949  =  9,fiAl9P  +  9-6049  '/ 

0.0000  ^=  0.0000  o„oooo 

8.8724   =  9.7277  9n2l37 

9,(6285  =  9„9o89  9.6991 

8„2300  =  8.6780  7«0957 

8n7i73  =  9n038o  7-9i5i 

9-5579  =  8«7727  8n2352 

9»4538  =  8.9540  8.0510  , 

aus  welchen  Gleichungen  sich  die  folgenden  Eliminationsgleichungen  ergeben : 

+  2.1625/;  —  1.6692  y  =  H-  1. 5157  1 

+   0.1511  q  = —  0.2231   .  J 

Die  Summe  der  Fehlerquadrate  beträgt  in  der  hier  gewählten  Einheit  1.5555. 
Aus  der  ersteren  Gleichung  allein  leitet  man  ab   (logarithmisch)  : 

P  =  9-8456  +  9-88755'  , 
oder  mit  Eücksicht  auf  die  oben  eingeführten  Homogenitätsfactoren    logarithmisch)  : 

öa^o  =  7-9543  +  0.1974  ö^o  *)•  ^) 

Der  eben  gefundene  Werth  für  j)  wäre  in  die  obigen  Gleichungen  einzuführen, 
worauf  man  leicht  die  Formen  18)  (pag.  368)  erhalten  würde,  doch  ist  die  Auflösung 
in  dem  vorliegenden  Falle  aus  den  letzteren  Eliminationsgleichungen  für  die  Be- 
stimmung der  Unbekannten  hinreichend  sicher;  man  erhält  so: 

log  q  =  o„i693 
oder 

logö^o  =  7n968i   .  C] 

Die  Summe  der  Fehlerquadrate  geht  herab  auf: 

[mm 6]  =  0.1638  , 

oder  mit  llücksicht  auf  die  oben  eingeführte  Fehlereinheit : 

[n  nb]  =   I  o"4   . 

Substituirt  man  den  Werth  von  C)   in  B    und  A]i   so    erhält   man  die  wahr- 
schemlichsten  Correctionen  der  angewandten  Elemente,   inid  zwar: 

^  -^0  =  —  0.005  6375 

ö  yu  =  +  0.000  0739 

5  ^o  ^  —  0.000  0107 

ö  ^Q  =  —  0.009  2920 

ö  (ij,  =  4-  0.000  8050 

ö  ^0  =  -|-  0.000  0346.    ■ 


*)  Da  der  Coefficient  von  d^o  grösser  als  die  Einheit  ist,  so  kann  man  daraus  den  Schluss  ziehen, 
daSS  es  etwas  zweckmässiger  gewe.sen  wäre,  d  x^  als  die  letzte  Unbekannte  zu  wählen. 


cosßbk 

hß 

Gewicht 

I 

+  o"o4 

+  o"oi 

3 

2 

—  0.30 

—  0.70 

I 

3 

+  0.54 

+  2.47 

I 

4 

—  0.34 

—  1.82 

I 
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Die  Einführung  dieser  Correctionen  in  die  ]?eding\mgsgleichungen   ergibt  als  übrig- 
bleibende minimale  Fehler: 


D] 


Die  Summe  der  Fehlerquadrate  ist  in  der  That  io"4,   wodurch  eine  sehr  gute  Con- 
trole  erreicht  ist. 

Bringt  man  die  hier  gefundenen  Correctionen    an    die  oben   (pag.  443)  ermit- 
telten Ausgangswerthe  an,   so  erhält  man : 

.Ti  =  -f-  4.208  7317  ,  ^1  =  +  0.014  7156 

2/1   =  -1-  0.407  0657  ,  rji  =  +  0.450  2083 

si  =  —  0.053   8383   ,  t:,   =  —  0.129  0064  ; 

aus  diesen  Coordinaten  und  Geschwindigkeiten  sind  die  osculirenden  Elemente  nach 
34)    (pag.  437)  abzuleiten;   die  Rechnung  stellt  sich  wie  folgt: 

Vp  sin  ((;   .sin  (Q)      8„45i   4142 

9«999  4101 

Vp  sin  [i]  cos  (q)     6^734  1285 

Vp  sin  [i]     9.734  7184 

Vpcos  [i]     0.276   1896 

Vp     0.293  4265 

p     0.586  8530 

i       16°  2'io"04 

[a]    182  59  7  71 


log  .ri 

0.624   1513 

logyi 

g.6og  6645 

logs, 

8„73i   0913 

log  ^i 

8.167   7780 

log  r]i 

9-653  4135 

log  i'l 

9„iio  6113 

Xi  r]i 

0.277   5648 

2/1  ^1 

7-777  4425 

Subtr. 

0  001   3752 

Vi  ?i 

8„72o  2758 

2i  i]i 

8„384  5048 

Subtr. 

0.268  8634 

«1  fi 

9»734  7626 

^ib^ 

6„898  8693 

Subtr. 

0.000  6341 

cos  (q)  9„999  4101 

sin  (q)  8„7i6  6940 

cos  [i]  9.982  7631 

sin  (i)  9.441   2918 

cos  (Q)  cos  (?)  9^982   1732 

—  sin  (q)  cos  [i]  8.699  45 7 1 


Xi  li  8.791  9293  yi  COS  (q)  cos  (i)  9„59i  8377 

Vi  1i  9-263  0780  _  a;j  sin  (Q)  cos  (?)  9.323  6084 

Add.  0.126  4396  Add.  0.336  5 119 

{I  +11}  9.389  5176  {I  +11}  9„255  3258 

2,  t,  7.841  7026  .,  sin  {{]  8„i72  3831 

Add.  0.012  1308  Add.  0.034  4739 


sin  f/)  sin  f -^     9.4016484  .r,  cos  (q)     0^6235614 

2/1  sin  [Q]     8„326  3585 

Add.     0.002    1852 
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r  sin  u     9„28g  7997  sin  (f  sm  v  9.068  8665 

9«999  5382  9-905   3147 

r  cos  u     o„62  5   7466  sin  (f  cos  v  ^rS^n  6909 

w     i82°38'29"78  V  i26°28'32"70 

?■     0.626  2084  sin  7)  9.163   5518 

7-  :  p     9.960  6446  '/i  8°22'46"59 

\p:r    9.667  2181  45"  +  !'?'  49''Ji'23-29 


\v 

63<'i4'i6.35 

w 

56"9'57"o8 

tgi« 

0.297   3051 

TT 

239''9'  4"79 

cotg  (45"  +  \  rp] 

9.936   2560 

cos  f/)2 

9.990  6774 

i£ 

59°42'48"86 

0 

0.596   1756 

£ 

119  25  37-73 

Va 

0.298   0878 

sin  E 

9.940  0086 

«f 

0.894   2634 

sin  r/i  :  sin  1" 

4-477  9769 

log  U 

2-655   7432 

e    sin  ±j 

7°i6'2o"96 

fi 

452"6299 

M 

112"  9'i6"77 

womit  die  Rechnung  der  Elemente  vollendet  erscheint.  Ueberträgt  man  weiter  die 
Elemente  nach  35)  (pag.  438)  auf  den  Aequator  als  Fundamentalehene ,  und  diese 
nach  den  im  ersten  Bande  des  Lehrbuches  angegebenen  Formeln  (I  pag.  11)  auf  die 
Ekliptik,   so  finden  sich  die  wahrscheinlichsten  Elemente  in  der  gewöhnlichen  Form : 

@  Hilda. 

Epoche  1875  Dec.  2.0  mittl.  Berl.   Zeit. 

mittleres  Aequinoctium  1875.0 

L  34"58'54"95 

3f        112    9  16.77 
7t         282  49  38.18 

Q  228  20     0.73 

i  7  48    0.22 

(p  8  22  46.59 

fi         452"6299 
log  a         0.596   1756   . 
Rechnet  man  nun  aus  diesen  Elementen  die  Darstellung  der  Orte  bezogen  auf  das 
früher  gewählte  C'uordinatensystem,  so  ergibt  die  directe  siebenstellige  Rechnung  hierfür : . 

eosßhl  bß 

1875  Nov.    4  +  o'og  0.00 

1)       22  —  0.32  —  0.71 

Dec.    19  +  0.57  +  2.55 

»      30  —  0.31  —  1.82  , 

welche  Werthe  mit  den  in  D)  (pag.  456)  angesetzten  in  befriedigender  AVeise  stim- 
men, so  dass  die  bisherigen  Rechnungen  einer  sehr  scharfen  Controle  unterzogen 
erscheinen. 
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Wenn  es  sicli  blos  daruni  handelt,  die  wahrscheinlichsten  Elemente  für  einen 
kleinen  l'laiicten  aus  den  15(.'<)l)achtiingen  einer  Opixjsition  zn  erhalten,  so  erschirincn 
hictniit  die  lU'clininif^en  vollendet ;  es  knüpft  sich  aber  häufifi'  genug  auch  die  Frage 
an  diese  l?estiniiiiungen,  innerhall)  welcher  Grenzen  man  die  Elemente  variiren  darf, 
olnif  den  l!iMil)aclituiigen  geradezu  zu  Avidersprecheii ,  niul  zur  Erledigung  dieser 
Fragi>  eignet  sicli  die  hier  aufgestellte  Methode  im  besonderen  Maasse ,  da  in  der 
Thal  der  Zusammenhang  zwischen  den  Variationen  der  Elemente  ttnd  den  Aende- 
rungen  in  den  geocentrischen  Orten,  innerhalb  der  in  Hetrai^ht  kommenden  Grenzen 
ein  fast  völlig  linearer  ist. 

Wir  nehmen  zu  diesem  Eiide  die  Gleichung  B]  (pag.  455)  vor  und  substi- 
tuircn  dieselbe  einerseits  in  Ai)  und  A2)  ;  denkt  man  sich  dann  unter  il  ^  die  ^'a- 
riation  des  wahrscheinlichsten  Werthes  von  §0,  so  ist  es  klar,  dass  man  iu  den 
Gleichungen  .^1)  und  B)  (pag.  454,  455)  für  die  constanten  Cocfficienten  Null  zu  setzen 
hat,  wenn  man  unter  öC,  hi],  hz,  dy  und  ö.r  die  Variationen  der  wahrscheinlichsten 
Elemente  verstehen  soll ,  bedingt  durch  die  Variationen  von  ö  i  und  ebenso  hat  man 
linker  Hand  in  A-j)  statt  der  dort  angesetzten  Fehler  die  aus  D)  (pag.  456)  resul- 
tirenden  einzufügen ;  man  findet  dann  logarithmisch : 

ö  a:  =  0.1974  ö  § 
ö  y  =  8„0484  ö  | 
ö  3  =  6.4725  ö  ^ 
ö  1^  =  g„2666  ö  I 
h  'C  =  6„400i  ö  ^  . 
Beachtet  man,    dass   die    übrig  bleibenden  Fehler   in  D)    (pag.  456)   identisch 
sind  mit  yj,   »2  •  • .   der  Formel  25)  (pag.  36g)   und  bezeichnet  man  mit_/i,  ft- .  .  die 
Fehler,   welche  übrig  bleiben,    wenn   man  den  wahrscheinlichsten  AVerth   von  ^  um 
den  Betrag  ö  §  variirt,   so  erhält  man  a\is  der  Substitution  in  B)  leicht: 
/i   ==  +  o"o4  —     45"8  H"  ,        /s  =  +  o"oi   —     25"9  ä§ 
/i  =  —  0-30   +   288.40$  ,        /;  ==   —  0.70  +     q6.i  d§ 
/3  =  +  0.54  —  314.5  ä|  ,         f..  =  Ar  '2.47   +     79.5  ö§ 
f\  =  —  0.34  +   i38"8  ö|  ,        /s  =  —  1.82  —   102.0  ö^  . 
Bedenkt    man   überdiess ,    dass    der  wahrscheinlichste  Werth    von  x  ebenfalls 
stark  variirt  werden  kann,   ohne  den  Beobachtungen  zu  widersprechen,   und  versteht 
man    unter   ö  x   die   Variation    unter    der   Einschränkung ,    dass    d  §  =  o   gesetzt   ist 
.(pag.  368),    so  kann  man  zu   diesem  Zwecke    unmittelbar   die  Coefficienten   von  da-,, 
aus  ^,)   und  ^42)   hinschreiben,  wobei  nur  zu  beachten  ist,   dass  man  in  den  letzteren 
das  Zeichen  wegen  der  Umsetzung  auf  die    andere  Seite    des   Gleichheitszeichens  zu 
ändern   hat  und  erhält  so    (logarithmisch) : 
}>x  =  o.  1974  ös 

äy  =  7-7489  ö.r  +  8,10484  a? 

ÖS  =  6.3735  öa;  +  6.4725  ö^  '■  E) 

öy  =  9«io68  Ö.C  -}-  9,[2666  ö^" 
H  =  bnin^  ^^-  +  6„400i  d|, 
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und  ausserdem  für  die  Fehler  in  den  Orten : 

cos ß  hl  hß 

/,  =  +  o"o4  +  i57"5  Ö3-  —    45"8  h^  ,  /-,  =  +  o"oi  —  ly'o  bx  —  2s"9  dg 

/■2  =  —  030- — 619.5  ö.r  +  288.4  ö|  ,  /e  ^  —  0.70  +  67.5  ö.r  +  96.1  ö| 

/)  =  +  0.54  —  330.9  ö.r  +  314.5  ä|  ,  /y  =  +  2.47  4-  36.7  üx  +  79.5  ög 

/4  =  —  0.34  +  502.2  öa:  +  158.8  ög,  /^  =_  1.82  —  55.7  ö.r—  102.0  ög 


F) 


•womit  also  die  durch  die  Gleichung  25)  fpag.  369)  verlangte  Form  hergestellt  er- 
scheint.    Die  Relation  26)    (pag.  3691   ergibt  also  mit  diesen  Zahlen: 

Iff]  =  io"4  +  5.91900.^2  +  5'o83^ö|2,  G) 

wobei  die  Coefficienten  logarithmisch  verstanden  und  in  Bogensekunden  angesetzt 
sind;  sie  sind  also  in  der  That  nichts  anderes  als  die  entsprechenden  Quadrat- 
summen der  in  F)  enthaltenen  Zahlen,  -wobei  jedoch  die  aus  den  Gleichungen  resul- 
tirenden  Werthe  von  f^  und  f„  dem  Gewichte  entsprechend  mit  3  multiplicirt  wurden. 
Die  Ermittelung  dieser  Coefficienten  kann  aber  viel  einfacher  aus  den  Zahlen  der 
Gleichung  a  ^pag.  455)  erhalten  werden,  denn  der  Coefficient  von  p  in  der  ersten 
Gleichung  ist  einfach  mit  dem  Quadrate  des  liomogenitätsfactors  der  Logarithmus 
des  Factors  ist  daselbst  angenommen  2.7920)  zu  multipliciren  und  gibt  den  obigen 
Coefficienten  von  iix^,  ebenso  ist  der  Factor  von  q  in  der  zweiten  Cileichung  zu 
behandeln  (log  Factor  3.101g),  der  dann  den  Factor  von  b^"^  finden  lässt;  es  wird 
der  Controle  halber  erwünscht  sein ,  die  Coefficienten  der  Gleichung  G)  auf  beiden 
Wegen  zu  ermitteln. 

Man  wird  vorerst  sich  über  die  Grenzen .  über  die  man  bei  der  Hestim- 
mung  der  Grenzelemente  wohl  nicht  hinauszugelicn  braucht,  zu  einigen  haben; 
eine  Ansicht  der  Gleichungen  Fj  zeigt  wohl ,  dass  ein  Werth  von  [ff] ,  der 
etwa  bei  100"  liegt,  keine  grosse  Wahrscheinlichkeit  für  sich  in  Anspruch  neh- 
men kann  ;  es  wird  also  eine  ^'ergrösserung  der  minimalen  Fehlcrquadrate  (io"4) 
um  89"6  wenig  wahrscheinlich  sein;  um  aber  mit  einer  fast  an  die  Gewissheit 
grenzenden  Wahrscheinlichkeit  die  äussersten  Grenzelemente  zu  erhalten,  wollen 
wir  die  Vermehrung  um  den  vierfachen  Betrag  als  noch  möglich  in  Betracht  ziehen, 
daher  [ff]   die  Form  geben: 

[ff]  =   io"4  +  358"4«^  B) 

für  w  =  ^,  wird  also  die  Summe  der  Fehlerquadrate  100",  für  n  =  i  erreicht  die- 
selbe den  Werth  368"8.     Setzt  man  nach  27)    (pag.  370)  : 


■^358. 4  w  sin  iV  =  2.9595  dx 
V358.4  n  co^  N  =  2.6915  c?g 
also : 


n  sin  iV=  1.6823  <^^  •  .1 

\  J  \ 

n  cos  N  =■  1.4143  d%  J 

58* 
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und  fühlt  statt  der  Ixiiden  Unbekannten  d^  und  dx  die  Unbekannten  n  und  N  der 
Gleicliuiig  /)    eutsprecliend    ein,    so    ist   die    Summe    der    Fehlerquadrate   nach  G) 

(pag.  459)  : 

[//]   =   io"4  +  358-4  «2  • 

Für  gleiche  Werthc  von  n  wird  demnach  die  Summe  der  Fehlerquadrate  den  gleichen 
Wertli  erhalten,  also,  da  die  wahrscheinlichen  Fehler  der  Unbekannten  nur  von  der 
Fehlerquadratsumme  abhängig  sind  Systeme,  von  gleicher  Wahrscheinlichkeit  (vergl. 
pag.  370)  für  jeden  beliebigen  Werth  des  Winkels  iV  ergeben.  Nach  den  obigen  Be- 
trachtungen kann  man  wohl  als  die  obere  Grenze  für  n  die  Einheit  annehmen,  da  für 
diesen  Werth  die  Darstellung  der  Beobachtungen  ganz  unbefriedigend  ist;  der  Werth 
ti  =z  o  führt  auf  das  wahrscheinlichste  System.  Indem  für  den  Winkel  N  die  Pe- 
ripherie in  8  Theile  getheilt  wurde  und  für  n  einmal  der  Werth  \  und  dann  i  sub- 
stituirt  wurde,  erliielt  man  aus  E)  (pag.  458)  16  verschiedene  Systeme  der  Coordinaten 
inid  Geschwindigkeiten,  aus  denen  nach  34)  (pag.  437)  die  Elemente  abgeleitet 
wurden.  Es  seien  die  für  8  Punkte  der  Peripherie  ermittelten  Werthe  einer  Funktion 
bezeichnet  durch  1'q,  Y^  . .  .  i'^,  so  wird  es  ein  leichtes  sein,  dieselben  numerisch 
in  eine  periodische  Funktion  zu  verwandeln ;  man  erhält  5  C'osinus-Coefficienten  und 

3  Sinus-Coefficienten,  die  der  vorgelegten  Funktion  die  Gestalt  geben: 

.B  =  fo  +  Ci  cos  N  -\-  c^  cos  2  iV  4-  C3  cos  3  iV  +  C4  cos  4iV 
-f-  s^  sin  N  -\-  S2  sin  2  N  -\-  s-^  sin  3  N. 

Seien  durch  die  obigen  Y-Funktionen  die  acht  Incremente  dargestellt,  die 
unter  einer  bestimmten  .\nnahme  für  71  ihier  entweder  0.5  oder  i  .oj  irgend  ein  Ele- 
ment gegen  den  wahrscheinlichsten  Werth  erfährt,  wenn  N  der  Reihe  nach  die 
Werthe  o,   45",   90"  ...  315°  annimmt,  und  bezeichnet  weiter  symbolisch: 

(0.4)  =  To  +  Y,  i)  =  Fo  -  ^4 

(..5)  =  y,  +  1^  (|)  =  Y, -y, 

(2.6)  =  Y2  +  Y,  (I)  =  Y^  -  Y, 

(3.7)  =  Y,+  Y-,  '}]  =  Y,  -  Y, 

dann  ist  offenbar : 

4  (^0  +  C4)  =  (0.4)  +  (2-6)  ,  2  (c,  4-  c,]  =  [^)  ,2  («,  +  s,)=[  [\)  +  (I;  }  -^ 
4(^0-^4)  =  (1.5    +  (3-7)  ,  2(c,-c,)={'4)-(|)}-i^,    2{s,-s,]=[\) 

4^2=   0.4)  —  (2-6)  ,  4«2=(i-5)  — (3-7)  • 

Die  Anlage  der  Rechnung  stellt  sich  also  wie  folgt: 
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5-2 

Y, 

5', 

1': 

(0-4) 

(2.6) 

(1-5) 
(3.7) 

(i)  -  (f) 

(i)  +  (f ) 

log{(l)-(f)} 
log{(i)+(f)} 

(0.4) +  (2.6) 

(1-5) +  (3-7) 

(5) 

(1) 

8cj 

4C2 

4*2 

4^1 
4C3 

4*1 

4«3 

Man  erhält  so  für  n  =  ^  und  indem  man  statt   l/t)   und  </»  die  einen  lineareren  C'ha- 
rakter  aufweisenden  Elemente : 


(0))  =  -«IlMP.  sin  (rr) 

\       /  ein  i"  \      ' 


(«F)  =  4L^  cos  (TT) 
^    '  sm  i"  ^    ' 


einführt,   die  folgenden  Zahlen  nach  34)    (pag.  437) : 


(o)  (I)  (2)  (3)  (4)  (s)  (6)  (7) 

X     +4.2390745   +4.2J7734S  +4-219122^   +4-1946232   +4.1783888  +4.1799288  +4.1983412  +4.2228401 

y     +0.4068504   +0.4069546   +0.4071240   +0.4072591    +0.4072810  +0.4071767  +0.4070074  +0.4068722 

z     — 0.0538326  — 0.0538325   — 0.0538358  — 0.0538406  — 0.0538440    — 0.0538441   — 0.0538407  — 0.0538360 

f     +0.0339747   +0.0283338   +0.0147156  +0.0010973   — 0.0045435   +0,0010973   +0.0147156  +0.0283338 

7J       +0.4466499     +0.4467525     +0.4488795     +0.4517848     +0.4537666    +0.4536640    +0.4515371     +0.4486317 


C    — 0.1290112 


.1290102  — 0.1290070  — 0.1290033   — 0.1290015  — 0.1290025  — 0.1290058  — 0.1290094 


(Q)  i82"59'i4"i8  i82"59'i5"o5  i82°59'ii"63  i82''59'  s"86  i82''59'   i"i4  i82°59'  o"2S  i82"59'  3"77   i82"59'  9"53 

(!)  i6"ii'33"52     i6''io'43"86     16"  4'52"7i  i5"S7'3i"34  iS°S2'57"i2  I5"53'44"97  I5°S9'28"20     16»  6'5i"33 

(n)  242''i5'  7"95  24o"53'i7"39  238"io'34"54  234°56'i3"o2  233V48"S3  236"34'  2"s>  240°  8'24"i9  242"  5'37"i3 

(p  io»32'38"65       9"57''4"To       8»27'  5"74  6''55'38"73  6°i5'i9"24  6''48'58"73  8''i8'37"47       9-5i'43"85 

(<P)  — 33404"3>     — 3"5o"SO     ■ — 257S8"3i  — 20363"i6  — i8i46"89  — 2043o"i8  — 25854"90     — 3i22o"53 

(*■)  — 17573"22     — 17346"58      — i5985"6i  — I429i"86  — 13258"76  — 13487"90  — I4843"i9      — 16534"85 

iL]  346»43'28"34  348°  4'37"«2  35i"i9'i7"69   354°32'  4"49  355>'34"Si  354"3o'i2"9i  3Si'*i7'25"34   348°  3'5o"7i 

fi  449"6879         45o"8328        452"7368  453"6i52  453"6484  453"4862  452"5279          45o"6672 


Daraus  resultirt; 


¥ 


n  =  i 


[L]  =  35 1"! 8'2 1"56 — 4o"o8 — 1 641 4"o8  cosj\^— 4o"o5  cos2iV+i"oo cos  t,N — o"oo cos4iV 

+      56. 14  sin iV — •  1 6. 12  sin  2iV — 0.03  sin  3  iV 

[O)  =  —  25866"53+  I5"44  —  7628"8ocosiV+i5"5ocos2iV+o"09C0S3iV— o"oi  cos4iV 

+     48.36  siniV^+  o.76sin2iV'-i-o.o7sin3iV 

(f)  = — i54i3"5i —    i"74  —  2i57"25cosiV —  o"79cos2iV+o"o2cos3iV+o"o5cos4iV 

—    57i.23siniY —   i.g4sin2A'' — o.oisin3iV 
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ioo/<  =     45262"99 — i7"96 —    i98"o3cosiV — 48"2i  cos2iY-|- o"oi  cosßA?^— o"oicos4iN7' 

+     io.43siniV^+    o.gisinsA'' — o.oisin3iV 
(q)  :=  i82"59'7"7i —   0.03+       6"52cosiV —  o"o2cos2iV— o"oocos3A^— o"oocos4iV 

-j-      3.93  sin  A^ —   0.02  sin  2  A^ 
(t)  =   i6"2'io"o4+   2"84+  558"2i  cosA''+  2"43COS2A'' — o"oicos3A" — o"oocos4A^ 

4-   1 62. 2 5 sin A'^-   i.54sin2  A^+o.oosin3  A" 
l''iilnt  man  nun  dieselben  Rechnungen  aus  unter  der  Annahme  w  =  i ,   so  findet  sich 
in  ganz  ähnlicher  Weise: 

n  =  I 
[L]  =33i"i8'2i"56— i6o"2i — 328io"44CosA'— i59"94Cos2A-|-7"96cos3A'+o"o8cos4A 

+    ii2.iisinA' —  64.42sin2A' — o.25sin3A' 
(CD)  =  — 358o6"53-f  6i"70— i5255"83CosA+  62"oocos2A"4-o"65  COS3A'— o"oocos4A^ 

—  97.i6sinA"4-     3.05  sin2  A'+o.58sin3  A/" 

(f)  = — I54i3"5i+  ö'gS  —  43i4"o3  cos  A'' —    3"o2  cos2A'4-o"i2  cos3A'+o"oi  COS4A' 

—  1 142. 36 sin  A^ —     7.77  sin2  A'+o-iy  sin3  A^ 

100,«=    45262"9g  —  i9i"66  —    3g5"66cosA'  —  i92"68cos2A^-|-o"2  2  cos3A^-)-o"o6cos4A 

+      20.82  sin  A'^+    3. 69 sin 2  A'' — o.iisin3A'' 
(q'  '=r--  1 82"59'7"7  I  —  o"i  2  +     I  3"o5  cos  A" —  o"o8  cos  2  A^ — o"oo  cos3A^-|-o"oo  cos4A'' 

+        7.87sinA'^ —    o.o9sin2  A^+o.oi  sin  3  A^ 
[{]  =    i6°2'io"o4+ ii"47-|-  iii6"65cosA''4-  9"74cos  2A'+o"o5  cos3A''+o"oocos4A' 

-|-  324.58sin  A'-f  6. 18  sin2  A'+ 0.07  sin  3  A'  . 
Rechnet  man  mit  irgend  einem  dieser  äussersteu  Grenzsysteme  die  Darstellung 
der  Orte  direct  siebenstellig ,  so  wird  man  durchaus  eine  befriedigende  Ueber- 
einstimmung  mit  der  aus  den  DifFerentialformeln  abgeleiteten  aus  J]  und  F] 
(pag.  459)  erhalten,  welche  die  Unsicherheit  der  siebenstelligen  Rechnung  kaum  über- 
schreitet; man  leitet  daraus  den  .Schluss  ab,  dass  in  der  That  die  hier  getroffene 
Wahl  der  Elemente  den  Forderungen  der  Methode  der  ^kleinsten  Quadrate  (linearer 
Zusammenhang)  in  fast  unerwartet  befriedigendem  Maasse  entspricht. 

liedenkt  man,  dass  die  obigen  Formen  für  die  Elemente  nichts  anderes  sind, 
als  die  empirische  Entwickelung  derselben  nach  den  Potenzen  von  n  sin  AT  und 
91  cos  X,  so  wird  man  sofort  einsehen ,  dass  die  mit  geraden  Vielfachen  von  A^  ver- 
bundenen Coefficienten  nur  gerade  Potenzen  von  ti,  die  mit  ungeraden  verbundenen 
nur  ungerade  enthalten  können ;  die  niedrigste  Potenz  von  n  kann  aber  nicht 
kleiner  sein,  als  der  Factor  von  A^.  Mit  Hilfe  dieser  Bemerkungen  sieht  man  daher 
sofort  ein,   dass  man  den  Elementen  demnach  die  folgende  Fonn  ertheilen  kann : 

(J§)  Hilda. 
Epoche  1875  Dec.  2.0  mittl.  Berl.  Zeit. 

(Li=35i°i8'2i"56-(-(— i6o"38«2_j-o"i7rt4)  _|-(_32  834"o8«  +2f64n^)cosN 

-H(4-ii2"34«  — o"23rt^)sinA^    -J-( —     i6o"2  6w2-|-  o"32?e*;COS2  A' 
+  ( —  6^"4g}i'^-\-o"o8n*]sin  zN  -{-  ■]"gbn'^  cos  3  A'' 
—  o"2  5  «3  sin  3  A'  4-  o"o8  ti*  cos  4  A" 
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(Ö>)  =  — 2  58o6"53  +  (+6i"77w-  — o"o7«^)  +f— i5258"20m  +  2"37«^:  cos  .V 

+  (+  96"59 «  4- o"5 7  W'*)  sin  ^V  +  (+       62"oi  n- — ^o'oi  n^]  cos z  X 

-\-  \-\-    3"o6«2  —  o"oi  n*]  sin  2  N  +  o"65  «•*  cos  3  N 

+  o"58  n^  sin  3  JV  +  o"oo  n^  cos  4  N 

Cf)^ —  i54i3"5  I  +  ( — 6"g3  W.2  —  o"o5  «••)  +  ( — 43i4"65  n  +  o"62  «^)  cosiV- 

+  ( —  1 1 4 2"5  I  w  +  o"  1 5  «3)  sin  iV  -+-  [—  3"2 3  ti>-  +  o"2 1  w^)  cos  2  xV 

+  ( —  7"7T^^-\-  o"oo  M^j  sin  2  xV  +  o"i2ti^  cos  3  iV 

+  o"i  7  w'  sin  3  X  4-  o"oi  ?«*  cos  4  X 

100 /(  ^45262"g9-f-  ( — i9i"8gw'-  +  o"2  3w^j  +  ( — 3g6"i9w4-o"53«^)  cosiV 

+  (-t-2o"87?2  —  o"o5  ?«3;  sin  xV  +  ( —  i()2"8qn'^-\-o"2i  n*)  cos  zN 

+  (+3"65w2_j_o"o4w'  sin  2  X  -j-  o"2  2M-'  cos  3  iV 

—  o"iirt3sin3A"  +  o"o6  w*  cos  4  i\^ 

(q)  =i82"59'7"7i  +  ;— o"i4«2_j-o"o2«*)  +  (+  i3"o5  w  +  o'oom^')  cosiV 

+  (+  7"86  M  +  o"o I  ?*»)  sin  .V  +  (—  o"o8  n^  +  o"oo w*)  cos  2  iV 

-f  ( —  o"og  w2  +  o"oo  w*)  sin  2  iV  +  o"oo  n^  cos  3  N 

+  o"o  I  «3  sin  3  xV  +  o"oo  n^  cos  4  iV 

[{]   =   i6"2'io"o4  +(+n"33w2_)_o"i4W*)  '  +  (+ 1 1 16"34  w  +  o"3i  «»)  cosiV 

+  (+324"47?«  +  o"i  I  w')  siniV  +  (+9"73«2_|-o"oi  n*]  cos  2  X 

+  (+  6"i  5  w2 -(-  o"o3  w^)  sin  2  ^V  +  o"o5  «^  cos  3  X 

+  o"o7  w3  sin  3  xV  +  o"oo  n*  cos  4  iV  . 

Die  Summe  der  Fehlerquadrate  ist  nach  II i     pag.  459): 

If-f]  =  io"4  +  358"4  n^  , 

die  Darstellung  der  Orte   (nach  /)   und  Fj  pag.  45g]  : 

cos/^  ö  / 

—  i"'j6  n  cos  iV  -|-     3"2  7  n  sin  iV 
-f-   1 1 . 1 1  «  cos  X  —   12.87«  sin  X 

—  12.12  «  cos  xV  —     6.88  M  sin  X 
—  0.34     +     6-12  n  cos  X  -\-   10.44  "  ^i"   '^ 

—  i"oo  n  cos  xV  —  o"35  n  sin  X 
+  3.70  n  cos  ^Y  -f-  I  41  "  sin  X 
+  3.06  n  cos  iY  -\-  0.76  n  sin  X 

—  3.g3  n  cos  Y  —   i .  16  w  sin  X  , 

wobei  zu  bemerken  ist,  dass  bei  dem  eminent  linearen  Charakter  der  eingeführten 
Funktionen  die  Uebereinstimmung  in  einer  der  siebenstelligen  Rechnung  nahe  adä- 
quaten Genauigkeit  bis  h  =  i  hervortreten  muss;  für  ein  gleiches  w  erhält  mau  bei 
beliebiger  Wahl  von  jV  Systeme  gleicher  Wahrscheinlichkeit,  für  n  =  o  das  wahr- 
scheinlichste System. 


1875  Nov. 

4 

+  0.04 

)) 

22 

—  0.30 

Dcc. 

19 

+  0.54 

» 

30 

—  0.34 

1875  Nov. 

4 

-(-  o"oi 

rt 

22 

—  0  70 

Dec. 

19 

+  ^-47 

» 

30 

—  1.82 
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C.    Anschluss  der  Elemente  an  die  Beobachtungen  mit  genäherter  Berücksichtigung 
der  Principien  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate. 

§  1.    Die  Lambert'sclie  Gleichung. 

Bevor  icli  an  die  Lösung  der  in  diesem  Abschnitte  gestellten  Aufgaben 
schreite,  rauss  ich  vorerst  mehre  Entwickelungen  ausführen,  die  für  die  folgenden 
Ableitungen  nöthig  sein  werden,  und  vor  Allem  nehme  ich  die  Lambert'sche 
Gleiclmng  vor,  die  eine  sehr  merkwürdige  und  wichtige  Relation  aufstellt ,  welche 
zwischen  der  Sehne  s,  den  umschliessenden  Radienvectoren  r  und  r',  und  der 
grossen  Halbachse  a  einerseits  und  der  Zwischenzeit  1/  —  t)  andererseits  besteht 
und  von  der  ein  .Specialfall  [a  =  oo]  bereits  im  ersten  iJande  (Euler'sche  Glei- 
chung I  pag.  loi)   erhalten  wurde. 

Lässt   man   die    X  Y- Ebene    eines    Coordinatensystemes    mit    der   Bahnebene 

zusammenfallen  und  verlegt  den  Anfangspunkt  desselben  in  den  Sonnenmittelpunkt, 

so   ist    der   Abstand   zweier  Punkte  s,    deren  Coordinaten  x,  y,  und  x   y'  sind,   be- 

I 
stimmt  durch: 

*■-=  (^'— ^)^  +  (y'-y)- •  I) 

Legt  man  nun  die  positive  Achse  in  die  Richtung  des  Perihels  und  gehören 
die  beiden  in  Betracht  gezogenen  Punkte  einer  bestimmten  Bahn  an ,  so  kann  man 
auch  setzen: 

X  ^  r  cos  «  ,     x'  =  r'  cos  v 

y=^r  sin  »   ,     y  ^  i''  sin  v '  , 

wo  V  und  v  die  zugehörigen  wahren  Anomalien  vorstellen.  Ich  werde  von  nun 
ab  die  Entwickelungen  mit  Relationen  durchführen ,  die  für  die  Ellipse  reell 
sind,  für  die  Hyperbel  aber  imaginäre  Beziehungen  geben;  da  im  Schlussresultate 
das  Imaginäre  eliminirt  erscheint,  so  hat  man  unmittelbar  der  Reclmung  zugäng- 
liche Resultate  erhalten,  die  für  alle  Kegelschnitte  gleichmässige  Giltigkeit  haben, 
da  man  mit  dem  Imaginären  bekanntlich  alle  Operationen  mit  derselben  Berech- 
tigung durchführen  kann,  wie  mit  den  reellen  Grössen. 
Es  ist  nach  I  pag.  48 : 

r  cos  »  =  a  (cos  E — e)    ,     r  sin  ?;  =  a  cos  (p  sin  E  , 
wo  E  die   excentrische   Anomalie ,    e  =  sin  (p    die  Excentricität   vorstellt ;    man   hat 
also  für  i)  : 

«2  ==  «2  (cos  E'  —  cos  £J2  _|_  «2  cos  f/)2  (sin  E'  —  sin  E]"^  . 
Setzt  man  also   (wie  I  pag.  218)  : 

g  =  ^{E'-E)  ,     G  =  \[E  +  E)  , 
so  erhält  man  sofort: 

«2  =  ^  ß2  sij^  ^2   ( I  —  gl  ßQg  (J2j   _  2) 

Führt  man  nun  mittelst  der  Relation 

e  cos  G  =  cos  h 
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den  Hilfswinkel  h  ein,  so  kann  man  an  denselben  die  willkürliche,  aber  znlässige 
Bestimmung  knüpfen,  dass  derselbe  stets  im  ersten  oder  zweiten  Quadranten  zu 
nehmen  ist,  was  mit  der  l^edingung  zusammenfallt,  dass  sin  h  stets  positiv  wird; 
die  Gleichimg  2)  (pag.  464)   erhält  dadurch  die  einfachere  Gestalt : 

5  =  2a  sin  g  sin  li  ,  3) 

in  welcher  Gleichung  s  stets  positiv  angenommen  ist;  das  Product  «  sin  r/  hat  auch 
in  der  That  dieses  Zeichen.  Für  die  lladienvectoren  (I  pag.  48)  kann  weiter  gesetzt 
werden : 

(;•-{-;■')   =m(i  —  C0S£)   +«>' COS  £'j    =2«[l  — COS(/COs/tJ    ;  4) 

setzt  man  noch  überdiess: 

/i  —  (7  =  d  \ 

h  -^  g  =  E  ,  ) 

so  gehen  die  Gleichungen  3)   und  4)   über  in : 

s  =  —  a  cos  e  -\-  a  cos  ö 
r  -\-  r'  =       za  —  a  cos  (5  —  a  cos  e  , 
und  es  wird  dcninach  : 

?■  +  ?■'  -f-  s  =  2  «  [  I  —  cos  e)  =  4  a  shi  i  e^  v 

"  1'  ") 

r  -\-  r   —  s  =  za  [\  —  cos  6]  =  4 a  sin  ^  d-  ) 

oder : 

19''+'''  +  *'  \ 

sin  .V  t'-  =  — 

siu   1  o     =       "  •  J 

Zählt  man  die  mittlere  Anomalie  M  von  der  Zeit  des  l'erihels  aus,  so  bestehen 
bekanntlich,   wenn  die  Masse  vernachlässigt  wird,   die  Kelatiunen: 

M=^-\  ,     3f  =-  "^  , 

und  es  wird  somit: 
/c{t'—i. 


ode 


M'  —  31  =  E  —  c  siu  i"  —  £  +  «  sin  E 


1; — -  =  2  ij  —  2  sin  (j  cos  /«  ^=  ig  —  siu  t  -\-  sin  ö  8) 


also  schliesslich : 

k  [t'  —  /)  =  «2  { ({  —  sin  e)  —  \d  —  sui  ä]  }.  9) 

Die  Gleichung  g)  in  A  erbindung  mit  den  GleicMmgen  7)  enthält  die  Lösung 
des  vorgelegten  Problemes ;  da  aber  die  Bestimmung  von  d  uiul  t  aus  den  Glei- 
chungen 7)  wegen  der  quadratischen  Form  derselben  in  doppelter  Weise  vorgenom- 
men werden  kann,  je  nachdem  man  das  positive  oder  das  negative  Zeichen  wählt, 
so  könnte  auf  den  ersten  lUick  eine  vierfache  Lösung  möglich  erscheinen.  Allein 
nach  5)  ist  c  durch  die  Summe  zweier  Bogen  bestimmt,  die  einerseits  durch  die 
Voraussetzung  über  /*,  andererseits  in  Folge  der  Annahme,  dass  der  Ilimmelsköriter 
nicht  mehr  als  einen  t'ralanf  vollendet   hat.    niemals  grösser  als   180°  angenommen 

0[iiiulzei'.  liabnbeätimmuugüu.  II.  gt) 


iüü 

werden  darf.  Es  wird  also  ?,£  stets  im  ersten  («lev  zweiten  Quadranten  liegen  und 
dt'iiniach  für  sin-^t  stets  der  ])ositivc  AVerth  angenommen  werden  dürfen;  allerdings 
bleibt  die  IJestimranng  von  li  insoweit  zweifelliaft ,  dass  noch  zu  unterscheiden  ist, 
ob  man  den  IJogen  h  oder  180  —  /*  wählen  soll,  und  in  der  Tliat  bedingt  dieser 
Umstand  eine  doppelte  Lösung,  die  übrigens  für  die  hier  folgenden  Entwickelungen, 
bei  welchen  der  Werth  sin  .^  f  unmittelbar  Verwendung  findet,  ohne  Bedeutung  ist. 
Man  hat  weiter  nach   (I  pag.  48)  : 


'^r%\\\\v  =  y a  (i  -f-e)  sin^£  ,       Vr'  sin  \d'  =  1'«  U  +ei  sin  \E' 


>/?■  cos  1»  =  >^«  (i — e)cos^£  ,     Vr'cos^  ü'  =  Vafi — e)cüsJJS'  , 
woraus  durch  entsprechende  Multiplication  und  Addition  folgt: 

l/rr'  cos  7>-  [v  —  r)  r=  « cos  \  [E  —  E]  —  a  e  cos  |  [E  -\-E]  =  a  (cos  cj  —  cos h]  , 
oder  weiters  unmittelbar  die  Gleichung: 

Vrr  cos^  [v  —  v)  ::=  2  a  sin  ^  d  sin  \  e  10) 

resultirt. 

Da  die  bisherigen  Entwickelungen  der  Bedeutung  der  Buchstaben  nach  für 
die  Ellipse  gelten,  also  a  positiv  ist,  da  ferner  Vrr'  stets  positiv  vorausgesetzt  wird 
und  den  obigen  Bemerlanigen  gemäss  auch  für  sin  '^  e  das  positive  Vorzeichen  in 
Anspruch  genommen  wird,  so  resultirt  ans  der  Gleichung  10),  dass  sin^d  stets  mit 
cos^(»'  —  v)  dasselbe  Vorzeichen  haben  muss,  d.  h.  sin-^(J  ist  positiv  zu  nehmen, 
wenn  die  heliocentrische  Bewegung  kleiner  als  180"  ist,  dagegen  negativ,  wenn  die- 
selbe zwischen  die  Grenzen  180°  und  360"  fällt. 

So  vorbereitet  soll  die  Gleichung  9)  (pag.  465)  durch  Reihenentwickelungen 
der  liechnung  zugänglicher  gemacht  werden  ;  denn  da  in  den  hier  in  Betracht  kom- 
menden Fällen  e  und  d  fast  nothwendig  massig  grosse  Bogen  sein  werden,  so  wird 
die  Bestimmung  des  Ueberschusses  des  Bogens  über  den  Sinus  in  der  hier  hinge- 
schriebenen Form  ohne  weitere  Hilfsmittel,  als  die  gewöhnlichen  Logarithmentafeln, 
ziemlich  misslich  werden. 

Um  nun  diesen  Uebcrschuss  zu  ermitteln,  so  soll  derselbe  in  eine  ßeihe  ent- 
wickelt werden ,  die  entsprechend  den  Ausdrücken  in  7)  (pag.  465)  nach  Potenzen 
von  sin  i  f  und  sin^d  geordnet  sein  soll;  naturgemäss  gestalten  sich  die  Entwicke- 
lungen für  beide  Bogen  ganz  gleichmässig ;  ich  werde  die  Entwickelung  deshalb 
allgemein  für  den  Bogen  x  durchführen. 

Es  ist: 

sin;{  ==  2  sin  ^;(  cos  .J;j  =  2  sin  .j^Vi  — sin  Jx^  ; 
setzt  man  also  zur  Abkürzung : 

a  =  sin  ?,  /  ,  11) 

so  gibt  die  Entwickelung  von  sin ;;  nach  Potenzen   von  a : 

sin/=2ff  fi-    ^a2-— a^--..l=2a-ö.'- V-^^^4^^^^^^=^t7"'+'  ;  12) 

\  1  2.4  )  ^        4. 6... 2  »  '  , 

andererseits  gibt  die  bekannte  Keihe  für  arc  »in. r: 
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1      '       •      1    ,      I      1-3     -     ,      '       ••3-S     7    , 

arc  sin  x  =^  x  -\ —  .r^  -4 •  — -  x^  -\ ^  x'  +.  .  . 

32  '      5       2.4  '7      2.4.6 

Diese  Reihe  gilt  nur,  wenn  sin  .r  kleiner  alis  die  Einheit,  somit  der  Hogen  im 
ersten  Quadranten  zn  nehmen  ist;  daraus  resiiltirt,  dass  die  unten  folgenden  Reihen 
nur  mit  der  einen  Lösung  übereinkommen,  wo  sin  .V«  (vergl.  oben  pag.  466)  im 
ersten  Quadranten  genommen  wurde.     E.s  ist  also : 


1  ,1      i,,ii.3., 

1  '•  32  52-4 


oder 


1  2(7-1-     ^     ff     ^^,^(2„  +  ,)         4.6.  ..2«       '^ 

n=2 

die  Verhindnnu;  dov  (.Tleichiingeii  m)   und  13)   giht  also: 


y  _  sin  y  =  -^-  &■'  +  4    >'  --^—  '^^^^ a 

^  A  j  I        t  ^^      (2«  +  I)     2.4.6. 


1.3.5. .(2«— 3)    ^,„+, 
2« — 2) 


14) 


fiilnt  man  diese   Relation  in  g)    (pag.  465J   ein  und  beachtet,   dass  nach  7)  (pag.  465)  : 


sin  \  ^  =  ±^  l/Z±ZEi 
-  2    ^  a 

zu  setzen  ist,  wo  das  obere  Zeichen  gilt,  wenn  die  heliocentrische  Bewegung 
kleiner,  das  untere,  wenn  dieselbe  grösser  als  180"  ist,  so  folgt  sofort  die  Lam- 
bert'sehe  Gleiehung: 

[r  +  r'—s)i\ 


j_     _i_     ^)     [r  +  r'+s): 
"f  5    ■    I   ■   2:1 


+ 


+ 


2  2M  a  '                a 

I     1.3  I  (  ir  +  r' -\-s\\  (r-f-r'  — s)5 

7    2.4  2'|  I  o-  ~^             cfi 

'•35  I    (  ('"  +  c'+*;"i  ('■  +  '■' — sVi 


+ 
+ 
+  ... 


15) 


9        2.4.6     2' 

in  welcher  Gleichung  für  jeden  Kegelschnitt  alle  Zahlen  reell  bleiben  ;   für  die  Ellipse 

wird  —  positiv,   für  die  Hyperbel  negativ,   für  die  Parabel  Null. 

Es  würde  höchst  unbequem  sein,  diese  Reihe  von  Fall  zu  Fall  direct  zu  be- 
rechnen, besonders  wenn  der  grossen  Halbachse  a  kein  allzu  bedeutender  AVerth 
zukömmt ;  man  kann  die  Rechnung  indess  leicht  bequemer  gestalten ;  setzt  man 
nämlich  : 

r+r'  —  i 


4  a 


=  s, 


4a 


Q. 


=  D 

I       I.3-5 


"  2(352  7       2.4  '9       2.4.6  ) 


2  (  3     '      5        2  '      7       2.4  '9       2.4.6 


16) 


59* 
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so  ijclit,  die  («iGichung  15)    (paj^.  467'    über  in: 

k  i—f  =  r+r'  +s)i  Q,  q:  [r  +  r'  —  s)i  Q,,.  17) 

Dil  (li(-  Reilicn  für  Q^  und  Q^  vollkommen  gleich  gebaut  sind,  so  wird  sieb  leicht 
eine  'ImTcI  rcclinen  lassen,  aus  welcher  man,  mit  dem  Argiimente  iS'  oder  J)  ein- 
gehend, den  Wertb  vim  (^^  und  Q,i  sofort  erhält.  Es  ist  klar,  dass  sich  die  Aus- 
drücke für  Qg  und  Q^i  auch  in  geschlossener  Form  darstellen  lassen ;  mau  hat  näm- 
lich unter  ]5erücksichtigung  der  früher  gegebenen  Relationen : 

„    e  —  sin  £  ^    ()'  —  sin  ä 

^s  ~    8  sin  i £3     '        "^«^  ~~     SsinAcfS     ' 

welche  Gleichungen  eine  interessante  Beziehung  auf  die  von  Gauss  aufgestellte  Glei- 
(liung    l  pag.  191)   enthalten. 

Herr  F.  K.  Ginzol  hat  die  Logarithmen    der  Q-Funktionen  nach  der  oben 


gegebenen  Reihe  mit  dem  Argumente  A  =  sorgfältig  neunstellig  berechnet 
und  in  eine  Tafel  gebracht;  diese  Tafel  findet  sich  auf  sieben  Stellen  abgekürzt  als 
Tafel  XVII  diesem  Werke   angehängt;    dieselbe  gibt  mit    dem  Argumente 


den  Logarithmus  von  Q,,   und  mit    dem  Argumente  ^ — ^ den   Logarithmus   von 

(^,1  für  jeden  Taxrsendtheil  des  Argumentes.  Die  Grenzen  des  Argumentes  sind 
—  0.25  Tind  0.25  und  zwar  gehören  die  negativen  Argumente  der  Hyperbel,  die  po- 
sitiven der  Parabel  an.  Die  Grenzen  der  Tafel  werden  wohl  selbst  für  die  Bahnen 
der  Kometen  von  kin-zer  Umlaufszeit  kaum  jemals  überschritten   werden. 

Zu  der  Gleichung  17)  ist  zu  bemerken,  dass  dieselbe  bei  kurzen  Zwischen- 
zelten sich  für  die  Rechnimg  unbequem  gestaltet  (vergl.  1  pag.  loi  §  4)  ;  doch  würde 
CS  bei  dem  seltenen  Gebrauche,  den  man  bei  sehr  kurzen  Z\\-ischenzeiten  von  diesen 
Formeln  machen  wird,  kaum  der  Mühe  lohnen,  entsprechende  Reibenentvvickelungen 
vorziniehmen  und  die  für  solche  Fälle  nöthigen  ziemlich  ausgedehnten  Hilfstafeln 
zu  construiren;  doch  soll  hier  ein  Näherungsausdruck  aufgestellt  werden,  welcher 
sich  bei  grossen  Werthen  von  a  für  die  Rechnung  recht  bequem  gestaltet  und  blos 
Grössen  vernachlässigt  von  d(n-  Ordnung:  »dritte  Potenz  der  Sehne  in  die  zweiten 
und  höheren  Potenzen  des  reciproken  Werthes  der  grossen  Achse« ;  derselbe  ist  also 
unabhängig  von  der  Annahme,  dass  s  klein  ist,  wird  aber,  da  man  von  diesem 
Ausdrucke  nur  Gebrauch  machen  wird,  wenn  s  einen  massigen  "Werth  hat,  selbst 
bei  nicht  ganz  gi'ossen  Werthen  von  a  eine  sehr  befriedigende  Annäherung  ge- 
währen. Entwickelt  man .  um  diesen  Ausdruck  zu  erhalten,  die  Lambert'sche 
Gleichung  15J  (pag.  467),  indem  man  naturgemäss  nur  das  obere  Zeichen  berück- 
sichtigt,  nach  Potenzen  von  : 

so  erhält  man  leicht  die  folgenden  Reihen ,  bei  welchen  ich .  um  das  Gesetz  des 
Fortschreitens  leichter  kenntlich  zu  machen,  jeden  einzelnen  Factor  mit  dem  Vor- 
zeichen eingeführt  habe. 
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^f-i]=l-{r  +  r)ißU+'--:iP  +  '^^^~^ 


ß'  + 


I      1    tr+r')^  , 


+ 
+ 


2        2' 

2.4   25         a 


^+'^^1^'+^-^-^-^'  + 


M^+^?/*^+4^:t^-^^  + 


+ 
+ 


Ordnet  man  nach  Poton/en  von  ß  nnd  setzt  der  Kürze  halber: 

r  +  r' 


SO  erhält  man 


4a 


19) 


4.6.8.10'      i  10  ^  ^      •         j 

4.6.8. 10. 12. 14'   ( 


20 


Man  wird  leicht  bemerken,  dass  der  Cocfficient  von  /?  mit  (i — y)  ^  identisch 
ist;  setzt  man  für  ß  den  Wevth  ans  18)  ein,  so  kann  man,  nachdem  man  beiderseits 
mit   (1 — y)^    multiplicirt  hat,   statt  der  Gleichung  20)   nahe  richtig  schreiben: 

hierbei  ist  also  der  Coefficient  von  ß  in  der  Gleichung  20]  vollständig  berücksich- 
tigt; für  den  ('oefficienten  von  ß'-^  findet  das  mit  y  multiplicirte  Glied  noch  Berück- 
sichtigung, während  in  demselben  die  höheren  Potenzen  von  ;'  schon  andere  Coef- 
fieienten  erhalten;  für  die  übrigen  Potenzen,  von  ß^  angefangen,  finden  nur  die  von 
;'  freien  Glieder  vollständige  Berücksichtigmig.  Der  Ausdruck  21)  schliesst  sich 
also  dem  wahren  Werthe  innerhalb  der  oben  bezeichneten  A^ernachlässigungeu  an. 
Für  die  Parabel  ist  y  ^  o,  man  liat  daher  für  dieselbe  den  Ausdruck : 


ik  [t'—t]  __s i_  /    s     \3 1.3.5       /    s     \5 

(,._f-r')f  r  +  r'        4.6   V'  +  '"7  4-6-8.10    [r  +  r'j 


22) 


so  dass  beide  Formelsysteme  identisch  werden,   wenn  man  nur  anstatt  {r-\-r')  in  der 


letzten    Formel 


r  +  r' 


setzt.     Eine  Reihe  von  der  Form  22)  ist,   wie  dies  Encke  ge- 


zeigt hat  (vcrgl.  I  pag.  loi),   summirbar,  und  von  demselben  in  eine  Tafel  gebracht 
worden,   die  mit  dem  Argumente: 

lk{t'  —  fi 


v  = 


(r+Ol 


und  mit  Hilfe  der  //-Tafel   (Hand  I  Tafel  VIII  pag.  334)   für  «  den  Werth  gibt: 


2k{t'—t) 
S  =  — ,  jtt 

yr  +  r' 
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Man   wird   iilso  die  von   Knckc  ^efr(.l)ciicn    I  lilfsniitli-l  liicv  olmc  Weiteres  he- 
nilt/cii   (liiifcii   und   iiiiv  /u   set/cii   li;il)(ni : 

23) 


((?  +  ?')« 
zk  (f  —  f) 


M^ 


Vq  +  9' 

womit   also   mit   meist   hinreichender  Nähernng    die  F.erechnnng   der   Sehne  ans  der 
Lamliert'schen  Gleichung   mit   Bequemlichkeit  möglich   ist.     Der   Ausdruck  wird 

in  jenen  Füllen,    wo  gleichzeitig  s  und  ~  klein    sind,    sehr   genaue  Werthe   gehen. 

Man  könnte  durch  Ehiführung  weiterer  Transformationen ,  ohne  allzusehr  an 
lieijnemlichkeit  der  Rechnung  zu  verlieren,  die  Foi-melu  23)  noch  mehr  an  die  stren- 
gen AVerthe  annähern,  doch  wird  in  jenen  Fällen,  -wo  die  Formeln  23)  nicht  mehr 
ausreichen  sollten,  stets  die  13eniitzung  der  Formel  1 7)  hinreichend  bequem  und  sicher 
sein.  Wir  wollen  diese  Formeln  durch  ein  Heispiel  erläutern.  Es  sei  a  =  100, 
r  :f=  0.8950000,  r'  =  0.9050000,  i'  =  0.10000000;  dann  findet  sich  nach  17)  (pag.  468) 
nach  einer  strengen  g stelligen  Rechnung: 

log  2 /c(t'  —  ij  ^9.1285602  . 
Es  stellt  sich  nun  die  Rechnung  nach  2y    wie  folgt: 

(»•  +  '■')  =0.2552725 

^°^  ('  ~  T^)  ^  9-9980413 

Q  +  q'  =  0.2572312 

y^i  +  ^i' =  o.  1286 156 
(p  +  p,!  =  0.3858468 
';  =  0.055299 

/t  =  0.0000554       iTafel  \"II1  des  ersten  Bandes) 


2k[f  —  t]  :  y^i  +  e' =  9-9999446 
log  s  =  9.0000000  . 

Die  Uebereinstimmung  mit  der  ursprünglichen  Annahme  ist  somit  eine  vollständige. 

Die  Lamhert'schc  Gleichung  wird  in  der  Folge  noch  eine  wesentliche  Ver- 
wendung darin  finden  ,  dass ,  wenn  die  Radienvectoren ,  die  Sehne  und  die  Zwischen- 
zeit gegeben  sind,  dieselbe  zur  ]?estimmung  der  grossen  Achse  verwerthet  werden 
kann;  es  stellt  sich  nämlich  als  höchst  zweckmässig  heraus,  bei  nahezu  parabolischen 
Bahnen  dieses  Element  zuerst  zu  bestimmen;  in  diesem  Falle  wird  auch  die  ("on- 
vergenz  der  Reihe  eine  so  bedeutende  sein,  dass  man  mit  den  vier  ersten  Gliedern 
derselben  ausreicht;  setzt  man  der  Kürze  halber  die  nunmehr  völlig  bekannten 
Grössen : 
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8o  (/.•  [t'  —  t]  —  {  [(»•  +  /  +  «)t  rp  (;•+  /  -  6'iij}  =  A 

■5       /, 


— -  y;'-+'-'  +  *r^  =f  [r+r  —  ^r-  ^ 


1 152 
45056  ( 


(r  +  r'  +  ä)V±  (r+r'- 


5  r^' 


=  E 


^4) 


so  stellt  sich  die  Lambert' sehe  Cjlleicluing,   wie  folgt: 

a     '  u-  «■'     '  a*     ' 

Setzt  mau  also  weiter: 

und  kehrt  die  Reihe  um,   so  fiudet  mau  sofort  für        den  Ausdruck : 

a 


25) 


26) 


Hierbei  wird  man  beachten,  dass  ciue  Lösung,  die  einen  genauen  Werth  für 
a  gibt,  in  den  hier  in  ISetracht  kommenden  Fällen  aus  leicht  begreiflichen  Gründen 
nicht  möglich  ist.  Sollte  dieser  Ausdruck  sich  als  nicht  ausreichend  erweisen, 
wenn  a  nicht  gross  ist,  so  wird  eine  mit  diesem  Näherungswerthe  ausgeführte  ver- 
suchsweise Lösung  mit  Hilfe  der  Gleichung  17)   alles  Erforderliche  erreichen  lassen. 

Schliesslich  muss  noch  erwähnt  werden,  dass  die  Differentiation  der  Lam- 
bert'sehen  Gleichung  nach  der  Zeit  aufgeschlossene,  für  die  Eechnung  bequeme 
Ausdrücke  hinführt,   die  in  der  Folge  Verwendung  finden. 

Differcutiirt  man  die  Gleichung  9)  (pag.  465)  nach  den  mit  der  Zeit  veränder- 
lichen Grössen,   so  erhält  man : 

kdt  =  «i  { (i  —  cos E)de  —  (i  —  cos 6)  dö } 

=  ^  «-  tang  },ed  (r  +  r'  +  s)  —  ^  «  -  tang  },  ö  d{r-\-  r'  —  s) 
oder  mit  Benützung  der  in   16)   eingeführten  Symbole,  nämlich: 


S^ 


'■  +  '■'  +  «      n^ '"*"'""* 


4« 


4a 


4^-^'  =  -^^^;^^^  d[r  +  r'  +  .)   +  ^'~'  dir  +  r'  -  s)  ,  27) 

Vi  —  S  y  i —  D 

wobei  die  Zeichenunsicherheit ,  die  durch  die  Einführung  der  Wuvzelgrössen  ent- 
steht, den  frühereu  Auseinandersetzungen  gemäss  zu  beheben  ist.  In  dem  Ausdrucke 
27)  sind  alle  Wurzeln  ihrem  absoluten,  positiven  AVerthe  nach  zti  nehmen;  das 
obere  Zeichen  gilt  für  heliocentrische  Bewegungen,  die  kleiner  sind  als  180",  das 
untere  für  jene,   die  zwischen   180°  und  360"  liegen. 


472 


§  3.    Ableitung  der  Elemente  aus  zwei  heliocentrischen  Orten. 

Die  Ablcitiuig  der  Elemente  aus  zwei  hclioccntiisclien  Orten  ist  der  Haupt- 
sache nach  bereits  im  ersten  Bande  dieses  Werkes  (I  pag.  221  und  226)  erledigt 
worden ,  mir  wird  der  Umstand ,  dass  hei  der  hier  in  Frage  kommenden  Lösung 
hiiufig  sehr  grosse  heliocentrische  Bogen  in  Betracht  kommen,  während  dort  haupt- 
sächlich die  Fälle  der  ersten  Bahnhestimmung  mit  massigen  Uogen  berücksichtigt 
wurden,  gewisse  Aenderungen  bedingen;  ausserdem  werde  ich  hier  für  nahezu 
parabolische  Bahnen  völlig  andere  ^'orschriften  angeben.  Obgleich  die  im  ersten 
Bande  gegebenen  Methoden  auch  hier  in  der  Regel  eine  sehr  bequeme  Anwendung 

gestatten,   da  selbst  bei  sehr  grossen  heliocentrischen  Bogen  die  Grösse  x  =  — ^   —  l 

klein  bleibt,  so  bedingt  doch  häufig  der  Umstand,  dass  die  zur  bequemen  Lösung 
der  Aufgabe  nöthige  Tafel  IX  des  ersten  Bandes  oft  nicht  ausreicht,  den  Nachtheil, 
dass  die  cubische  Gleichung: 

in  diesem  Falle  ohne  Zuhilfenahme  der  oben  genannten  Tafel  gelöst  werden  muss. 
Zunächst  wird  man  aus  den  beiden  heliocentrischen  Orten  die  Bahnlage  ab- 
leiten; sind  /  und  /'  die  beiden  heliocentrischen  Längen,  h  und  h'  die  beiden  helio- 
centrischen Breiten,  so  ist  nach  den  bekannten  Formeln  (vergl.  I  pag.  142).  die 
Neigung  i  und  der  Knoten  ü  bestimmt  durch: 

taug«  sin  (/ — Q)  =;  tang^  | 

,,       „,         tangft'  —  tane 6  cos  (^' — /)  \  ^) 

tang *  cos  (/- Q)  =  sin(^'-0     I 

wobei  i  im  ersten  Quadranten  anzunehmen,  also  tange  positiv  ist  bei  directer  Be- 
wegung, im  zweiten  Quadranten  dagegen  (also  tang«  negativ)  bei  retrograder  15e- 
wegung.  Die  Argumente  der  Breite  u  und  u  finden  unter  allen  Umständen  eine 
sichere  Bestimmung  durch : 

sin  (/  —  Q)  cos  i  +  tg  &  sin  i 


taug«   =  ,,     , 

^  COS{< — U;  y  jj, 

.„„„,/  sin(/'  — Q)cos2  +  tg6'  sinj  ( 

Der  Quadrant,  in  welchem  «  zu  nehmen  ist,  bestimmt  sich  leicht  nach  der  Regel, 
dass  der  Sinus  das  Zeichen  des  Zählers,  der  Cosinus  das  Zeichen  des  Nenners  hat. 
Die  Rechnung  nach  dieser  Formel  ist  in  der  That  nicht  unbequem,  da  der 
Additionslogarithmus  für  beide  Fälle  gleich  ist;  es  ist  nämlich  das  Argument  für 
denselben  entweder  tangf^  oder  cotg«2.  Die  15estimmung  der  Grösse  /  kann  zur 
Controle  leicht  direct  aus  den  heliocentrischen  Coordinaten  erhalten  werden.  Aus 
der  Relation : 

cüS2_/"=  sinÄ  sin 6'  -}-  cos 6  cos 6'  cos  ,/'  —  / 
ergeben  sich  leicht  folgende  Ausdrücke  für  die  Berechnung  von  /: 
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sin^  (/' — /)  VcnsZ»  cos  1/  =  p  sin  P 
sin  1  [b  —  h"]  =  p  cos  P 


cosi    /'  —  /)  T/cos6  cos  b'  ^  q  sin  Q  ^     Iir«) 

sin  1^  (6'  -\-b]  =  q  cos  Q 

tang/=±|   . 

Bei  der  Ermittelung  von  Hahnen  mit  nahezu  paraboUschem  Charakter  wird 
man  ausser  den  Radienvectoren  r  und  r'  auch  noch  den  Werth  der  Sehne  kennen, 
welche  die  Endpunkte  der  Radienvectoren  verbindet;  dann  wird  man  tang_/  ein- 
facher rechnen  können  (vergl.  I  pag.  143)   nach: 


tang/  = 


1/  ['-i) 


lllaa] 


wobei  die  Formeln  so  angesetzt  sind,  dass  dieselben  sich  bei  der  Anwendung  von 
Subtractionslogarithnien  besonders  bequem  gestalten,  doch  ist  die  erste  Form  sicherer, 
wenn  if  nahe  an   180°  liegt. 

Ist  [f  —  t]  die  Zwischenzeit  in  Sonnentagen,  k  die  Constante  des  Sonnen- 
systemes  (I  pag.  45),  so  wird  sich  nunmehr  die  Rechnung  verschieden  gestalten,  je 
nach  dem  Charakter  der  Bahnen.  Für  Hahnen  mit  massiger  Excentricität  wird  man 
rechnen : 


T  =  k  [f  —  t] 

l2 


m  = 


[2COS  fyrr'Y 


taug  (45  +  w)  =  y'- 


cos/ 


\\a) 


Ist  nun  der  heliocentrische  Bogen  massig,  so  dass  die  Differenz  der  excentrischen 
Anomalien  [2g)  bo°  nicht  wesentlich  überschreitet,  so  wird  man,  indem  1^  aus  der 
Tafel  X  des  ersten  Bandes  mit  dem  aus  genäherten  Elementen  (sind  diese  nicht 
vorhanden,  so  wird  man  in  der  ersten  Näherung  ^  =  o  nehmen)  abzuleitenden  Ar- 
gumente : 

X  =  sin  1^2 


entlehnt  wird,   rechnen: 


h  = 


m 


l 


wobei   log);2   mit   dem  Argumente   k  aus    der  Tafel  IX    des  ersten  Bandes   (vergl.  I 
pag.  195)   zu  entnehmen  ist;  mit  dem  so  erhaltenen  Werthe  von  x  wird  nöthigenfalls 

Oppnizer,  Bahnbestimmungen.  II.  60 
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die  Rcchiiiuif^  /ii  wiederholen  sein,    wenn  eine  Aendeninj^  von  .r  flogen  die  nispvüng- 
liclie  Ann.ihme  eine  Aenderunfj  in  i  bedingen  sollte. 

Ist  der  holioeentrische  Hogen  und  somit  in  dein  vorgelegten  Falle  aueh  die 
Differenz  der  cxcentrischen  Anomalien  gross,  so  wird  man  mit  Hilfe  genäherter 
Werthc  von  <j   (vcrol.  I  pag.  191)   die  folgenden  Gleichungen  dnrcli  ^'ersuche  lösen: 

zg  —  sin  2 17  \ 


sini/'' 
m=  [aß  +  i)2/y  ; 


Vaa) 


ist  der  Werth  von  (/  ermittelt,   welcher  der  dritten  Gleichung  völlig  genügt,   so  rechnet 
man  noch: 

j;  =  a/i  +  I 
welche  Grösse  bei  den  folgenden  liechnungen  als  Controle  benützt  werden  kann ; 
die  eben  hingeschriebenen  Formeln  können  indess,  wenn  die  heliocentrische  Be- 
wegung nahe  180"  ist,  in  der  Anwendtmg  sehr  unsicher  werden.  Wenn  nun  dieser 
Fall  auch  in  den  hier  in  lietracht  kommenden  Fällen  aus  anderen  Gründen  ausge- 
schlossen ist,  so  dürfte  es  doch  angenehm  sein,  hier  diejenigen  Abänderungen  kennen 
zu  lernen,  die  mau  in  einem  solchen  Falle  eintreten  lassen  muss.  Die  Rechnung 
der  Grösse  a  bleibt  unverändert.  Multiplicirt  man  die  letzte  Gleichung  in  \aa)  beider- 
seits mit  cosy^',   so  erhält  man: 

m cosj'i^  {aß  cosf  -{-  cosf}'^  ß cosf ; 
setzt   man   also ,    wenn    man    auf  die  Bedeutung    der    Grössen  tn  und  /   zm-ückgeht 
vergl.  I  pag.  189)  : 

m     —   -. =rr- 

{2  y,- ,•')■' 
(/  =  sin  l/-^  -|-  taug  2  w-  -{-  sin  1. 17-  cosy  . 

so  wird  die  durch  ^'ersuche  aufzulösende  Gleichung  die  Form  haben: 

m'  =  [aß'  +  cosf)'^ß' 
die  nunmehr  von  dem  bemerkten  Nachtheile  frei  ist.     Ist  also  ff  durch  eine  der  eben 
angeführten  Methoden  bekannt,    so  stellt  sich  die   weitere  Rechnung    der  Elemente 
wie  folgt   ! vergl.  I  pag.  218  u.  f.  f.)  : 

sin  ^  [F —  G)  cos^(p  {■/[  2  =  cos|  (f+ff'':  tang  2  w 

cos  -|-  ( J^ —  G]  cos  ^  ()p  ( y)  2  ^  sin  I  [f-\-  ff]  sec  2  w 

sin  I  {F+  G]  sin  \  cp  (y)  2  =  cos  ^  (/—  ff]  tang  2  w  -^^ j^-, 

cos  ^[F+G]  sin  |  9)  (y)  2  =  sin  ^  {/—  g)  sec  2  w 

Probe  :    y)'- 


y  2TOC0S/ 


v=F-\-f,         E'  =  G-\-g 
v=F-f,         E^G-ff 
rr  =  M  +  Q  —  ü  =  m'  4-  ß  _  »' 
l'robe  :  tang^ü  ==  tang|£  tang  (45"  4-  U/') 
tang  \  v'  =  tang ^jB' tang  (45"  -|-  |./)) 


Vlla) 
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c    =  8in  fp  :  sm  i 
M=  E—e"  s\nE 
M'  =  E'  —  e"  sinE' 
M'—  M 


hl-  = 


t'  —  t 

,         k"  Villa) 

ai  =  — 

log^"  =  3.5500066 
Probe  :  p  =  i^^IlL^p^y 
a  ^  p  sec^  (p 

wobei  aber  in  der  Regel  der  für  a  auis  der  l'robe  erhaltene  Wcrth  minder  genau  ist. 

Für  nahezu  parabolische  15ahnen  setze  ich  vorerst  voraus,  dass  der  Werth  der 
halben  grossen  Achse  a  bekannt  sei,  eine  Annahme,  die  in  diesen  Fällen  erlaubt 
ist;  denn  entweder  ist  in  einer  der  folgenden  Methoden  schon  eine  Annahme  über 
diese  Grösse  gemacht,  oder  man  kann  dieselbe  leicht  durch  die  Gleichung  26) 
(pag.  471)  erlangen;  es  stellt  sich  nunmehr  die  Aufgabe,  alle  Elemente  direct  aus 
den  beiden   hclioccntrischen  Orten  und  dem  bekannten  Werthe  von  a  zu  ermitteln. 

Im  Eande  I  findet  sich  auf  pag.  igo  eine  zwischen  den  Gleichungen  5)  und 
6)   stehende  Relation  angeführt,   die  nach  einer  einfachen  Umsetzung  lautet : 

2«  üu\(ß  =  ?•  +  /  —  2  cos  (7  cosy  ]/?■»•'  ,  i) 

aus  dieser  Gleichung  kann  offenbar  smg"^  bestimmt  werden.     Setzt  man: 

2  =  asing"^ ,  2] 

so  wird  z  unter  allen  Umständen  eine  positive  Grösse  sein,  da  für  hyperbolische 
Hahnen  a  und  sini/-  gleichzeitig  negativ  sind.  Man  erhält  aus  1)  zunächst  durch 
Quadrirung : 

{  2  s— (>•  +  /)  }2  =  4  cos/2?-/  |i   — 
oder 


,2 


[r  -\-  r'  —  — — — — I  s  =  —  I  {  [r-\-r']'^  —  j^rr'  cos_/2J  . 


Beachtet  man ,  dass ,  wenn  wie  oben  mit  s  die  Sehne  zwischen  den  l)eiden  lielio- 
centrischen  Orten  bezeichnet  wird,  der  Klammerausdruck  rechts  vom  Gleichheits- 
zeichen mit  s-  identisch  wird,   da  ia 


«2  =  ,.2  _f_  ,.'2 

ist,   so  gibt,   wenn  man  zur  Abkürzung 


2  rr 


'  cos  2f 


rr'  cosf- 


3) 


setzt,   die  Lösung  der  quadratischen  Gleichung  für  ;  sofort  den  Werth 

s  =  ii:  +  |yr^^iT2 

Vor  Allem  wird  mau  bemerken,  dass  eine  doppelte  Losung  für  z  stattfindet; 
das  obere  Zeichen  'j;\\t ,  wenn  die  heliocentrische  Bewegung  kleiner .  das  untere, 
wenn   dieselbe   grösser  als  1 80"  ist ,    eine  Entscheidung .    die  sich    sofort  durch    die 

liU* 
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Gleichung  i)  rechtfertigt,  unter  dem  Vorbehalte,  dass  cos»;  als  eine  stets  positive 
(irössc  angesehen  wird,  was  in  den  hier  in  Metracht  kommenden  Fällen,  wo  g  stets 
ein  sehr  kleiner  Hogeii  sein  wird,  zutrifft.  Die  Berechnung  von  z  vereinfacht  sich 
sehr  durch  die  folgende  offenkundige  Transformation : 

rr'  cosf^ 


[r  +  r'}  — 


-—  =  sm  a 


-.o 


2/<  i8o"  2/>  i8o° 

z  =  C  sin  ^  «2  2  =  t  cos  I  «2 


IV5) 


Diese  Formeln  können  in  jenen  Fällen,  wo  zf  nahe  an  i8o°  liegt,  besonders 
unsicher  werden,  was  sich  durch  die  Einfühnmg  der  Sehne  s  erklärt,  die  in  solchen 
Fällen  kein  sicheres  Maass  für  den  Winkel  2/  abgibt.  Wenn  auch,  wie  schon  oben 
bemerkt  wurde ,  diese  Fälle  sich  aus  anderen  Gründen  von  der  Betrachtung  aus- 
schliessen,  so  wird  es  doch  erwünscht  sein,  sofort  jene  Abänderungen  angegeben  zu 
finden,  die  man  in  solchen  Fällen  eintreten  lassen  muss. 

Mehält  man  den  Winkel  /,  der  aus  II)  und  III)  (pag.  472,  473)  stets  mit  ge- 
nügender .Sicherheit  resultirt,   in  den  Gleichungen  bei,   so  findet  sich  leicht: 


~'  =  K— /]/./  |i-^  +  ^^:^j  IV .5) 

wobei  der  Wiirzelausdruck  stets  positiv  zu  nehmen  ist,  da  co.sy  selbst  die  Entschei- 
dung über  das  Zeichen  bringt;  da  die  15erechnung  von  ;:  nach  dieser  zweiten  Form 
nicht  wesentlich  erschwert  ist,  so  dürfte  sich  die  Rechnung  nach  derselben  zur  Con- 
trole  empfehlen. 

Es  hätte  nun  keine  Schwierigkeit,  die  Grösse  x  =  sin^jr^  als  Argument  für 
die  J-Tafel  direct  zu  erhalten,  und  von  da  ab  auf  die  Berechnung  dpr  Formeln  Va) 
einzugchen,  wenn  nicht  ein  anderer  Weg  den  Vorzug  verdienen  würde ;  ich  werde 
demnach  nur  kurz  auf  die  Ableitung  von  x  aus  z  hinweisen. 

Es  wird  sein: 

sin  .72  =  4sin|«72cos.J(/2  . 

man  hat  also  mit  Eliminirung  des  Imaginären  sofort: 

-^  :=  ^X    [1  X) 

a  ^       ^  ' 

WO  X  leicht  durch  eine  quadratische  Gleichung  aus  z  bestimmt  werden  könnte,  doch 
wird  (He  indirecte  Lösung  in   der  Form  : 


40   (I— 3") 

bei  der  vorausgesetzten  Kleinheit   von  3;  rascher    und   bequemer   das    Ziel    erreichen 
lassen. 

Ist  z  ermittelt,    so    kann    die  Bestimmung   der  übrigen  Elemente   in   der  fol- 
genden Weise  erlangt  werden.     Aus  den  Gleichungen   (I  pag.  48)  : 
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Vr  sin^t)  =  Va  (i  -\- e)  sin^E 
Vr  cos^c'=  Va  (i — e)  cos^E' 
Vr  sin-.^o'  =  V«  (i+e)  sin  ^^' 

folgt,   wenn  man  das  Product  der  zweiten  und  dritten  Gleichung  von  dem  Prodiicte 
der  ersten  und  vierten  abzieht,   und  wie  früher : 


zf  ^  v'  —  V 
2g=  E—E 


setzt,   sofort : 


berücksichtigt  man,   dass: 


ist,   so  resultirt: 


asiny  \  i — 0^=  Vrr'  siuy  ; 


p  =  a  cos  (fß  :=  a  (i  ■ 


rr'  sin/"* 
P  = ;r^ 


6) 


Auch  die  Hestimniung  der  Excentricitilt  ist  jetzt    unmittelbar   möglich 
man  erhält  leicht  aus  6)  : 


Vi) 
denn 


sin/  yrr' 


Yza 


a  positiv : 
siny 
e  =  cos  y 


n /■  ]/r 


a  negativ : 
tang;/ 


I  —  e  ^^  2  sin  ^-  y^ 


y-za 

e  =  sec/' 
e —  1=2  sin^/2  secy' 


wobei  die  Berechnung  des  Unterschiedes  von  e  gegen  die  Einheit  und  des  Ausdruckes 
für  £  deshalb  besonders  angeführt  ist,  weil  die  genaue  Kenntniss  dieser  Werthe  bis- 
weilen erwünscht  sein  kann;  doch  werden  sich  leicht  Formeln  finden,  durch  welche 
die  Rechnung  noch  bequemer  gestaltet  wird. 

Nach  der  bekannten  Polargleichung  der  Kegelschnitte  ist: 

I   I  +e  cosü 

r  p 

I    i+ccos«' 

V  ^  ' 

wenn  man  also  zur  Abkürzung: 

setzt,   so  erhält  man  durch  Addition  und  Subtraction : 


r  ^  —  sin  f  sin  r 

r  r  p         •' 

1,1  2      ,    2e  ~  „ 

h  -r  = cos/  cosi'  : 

r  r  P  P 


S) 
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ersetzt  iiiiiii  den   I';iianieler    in    der  ersten  Gleichung  durch  <len   Werth    aiis  Vi)  ,   so 
findet  sich : 

zezsmF:^  ir  — r]  sin/";  9) 

multiplicirt  luiin  die  zweite  Gleichung  in  8)   beiderseits   mit  cos/",   so  wird  zunächst 

r  +  r'          /•       2  cos/    ,     2  (' C08  i^          2c     .     /.,  y-, 

— i— -  cos f  =  — -=^  ^ sm/ 2  cosi^  ; 

rr'  J  «         '  r,  n  J  1 


P 

sin/ä 


P 


ersetzt   man   im  letzten   Gliede    "'"•'      nach  der  Gleichung  \b]   durch  — ;-   und  mul- 

p  ^  rr 

tiplicirt  beiderseits  mit  >•?•',   so  findet  sich  weiter: 

„               ,     ,      ,,          ^    ,     2  (cos/ +  e cos i^rr' 
zez  cosF^  —  (>•  +  ?•)  cos/-| — - — ^^-^ —  ; 

nun  ist  aber  nach  I  pag.  188  Gleichung  2)  : 

cosy  +  e  cos  F  ■ —      ^' 


y  ;• ) 


—  cos^  ; 


wenn  man  also,   um  Imaginäres  zu  vermeiden 


cos(7  =  |/i 
setzt,   so  erhält  mau  schliesslich : 

zez  cosF ^=  2  ']/ rr'  li  — 


—  (>■  +  /)  cosf . 


10 


Man  hat  demnach  zur  Berechnung  von  -Fund  zez,  welche  letztere  Grösse, 
da  sie  stets  positiv  ist,  die  l^estimmung  des  Quadranten  von  F  ermöglicht,  und  zu- 
dem, da  z  bekannt,   eine  Bestimmung  der  Grösse  e  ergibt,  die  folgenden  Gleichungen : 

zez  sin F  =  [r  — •  r)  sin/ 

2  ez  cosF  =  z  y  rr'  li ^|  —  {r-\-r')  cos/ 

v  =  F-f 

V  =  F+f 


■     Vli) 


7C  ^  tl-\-Q  —  c  =  11  -IrQ  —  v 

Aus  V  und  c  kann  die  Perihelzeit  nach  irgend  einer  für  nahezu  parabolische 
Hahnen  {I  jiag.  55  f.  f.)  geltenden  Methode  ermittelt  werden;  doch  werden  geeignet 
construirte  Ililfstafeln  die  Rechnung  wesentlich  erleichtern.  Führt  man  die  I  pag.  60 
angezeigte  Integration  durch  Reihen  aus,   so  erhält  man  sofort,  wenn  man: 


0  = 


tang-|ö2 


setzt,   und  die  Zeit  vom  Pcrihel  aus  zählt : 


2  q'^ 


tg^r{l-|Ö-f-|Öi— }Ö:>+..}+]tg|tv'{.-frt»4-ffl-^-V-ö^'+-}. 


\ 
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Diese  Reihen  können  mit  dem  Argumente  0  leicht  in  Tafeln  gebracht  werden. 
Herr  F.  K.  Ginzel  hat  eine  solche  Tafel  .sorgfaltig  neunstellig  berechnet,  und  ich 
theile  dieselbe    auf   7   Stellen   abgekürzt    als  Tafel  XVIII  mit;    diese  Tafel  gibt  mit 

dem  Argumente  0  die  Werthe  der  obigen  lieihen,   noch  mit  dem  Factor    ,-     multi- 

plicirt,   so  dass 


'^'3"^"  =  Pi  tang  ^v  +  P,  tang  |  v^ 

ist,   wobei  für  k  der  bekannte  Gauss 'sehe  Wertli  benützt  wurde. 
Man  hat  daher  zur  Hestimmung  der  Perihelzeit   T  zunächst : 

e  =  ^  tang  I  «2  ; 

zu  bestimmen  und  die  Tafel  XVIII  gibt  luit  0  als  Argument  die  Werthe  von  log  P, 
und    log  P3;   dann  ist: 


T=t-  -i  1^1  t'i"^^ >'  +  A ^'-1"^ -i "' \ 


\im 


Diese  Foimel  muss,  wenn  dieselbe  auch  auf  0  angewendet  wird,  innerhalb  der  Un- 
sicherheit der  Rechnung  denselben  Werth  für  T  finden  lassen,  welche  werthvolle 
Controle  auszufülu-en  niemals  unterlassen  werden  sollte. 

Man  wird  bemerken,  dass  man  die  eben  gegebenen  Formelsystemc  wohl  auch 
für  die  Rechnung  parabolischer  Elemente  benützen  kann ;  es  ergeben  sich  hierbei 
einige  interessante  Relationen.     Zunächst  ist  offenbar   (vergl.  1)   pag.  475)  : 

2z  ^  r  -\-  r  —  2  Vrr  co&f  , 

und  hiermit  der  Perihelabstand  und  das  Mittel  der  ■wahren  Anomalien  : 

rr' sin_p 


1  = 

igF-- 


z  z 
{r'  —  r'i  sin/ 


z  Yrr' —  (»■+'■')  cos/ 

wobei  der  Quadrant  von  F  wieder  so  zu  wählen  ist,  dass  sin  F  das  Zeichen  des 
Zählers,  cos  F  das  Zeichen  des  Nenners  erhält.  Doch  wird  man  für  die  Parabel 
auch  die  in  I  pag.  143  angeführten  Methoden  zur  Ermittelung  der  Elemente  mit 
Vortheil  verwenden  können. 

Schliesslich  möge  noch  der  Zusammenhang  der  Grösse  z  mit  dem  in  den 
Gauss'  sehen  Entwickelungen  eine  so  wichtige  Rolle  spielenden  Verhältnisse  des 
Sectors  zum  Dreiecke,    ;;  angeführt  werden;   es  ist  nach  I  pag.  188: 

''  4;n-')2sin/2cos/^   ' 

führt  man  für  den  Parameter  den  Werth  aus  Y b]  (pag.  477;  ein,  so  findet  sich 
sofort : 

I 

2  cos/y  rr'  z 


l-HO 


§  3.  Variation  der  Distanzen. 

Es  wird  nicht  immer  nöthif^  sein,  die  in  dem  Abschnitte  15  vorgetragenen 
Miahüden,  die  den  Anschhiss  der  Elemente  an  die  Beobachtungen  mit  strenger  lie- 
rücksit;litigung  der  Principien  der  Wahrscheinlichkeitsreclmiing  ermöglichen ,  anzu- 
wenden. Man  wird  sich  häufig  genug  mit  solchen  Elementen  begnügen  können, 
die  nur  näherungsweise  den  durch  die  Methode  der  kleinsten  Quadrate  gestellten 
Eorderungen  entsprechen.  Eine  derartige  Methode  ist  bereits  im  ersten  Bande 
(I  pag.  146  §  12)  erwähnt  worden;  ich  werde  mich  aber  darauf  beschränken,  nur 
wenige  Methoden  vorzunehmen,  die  als  sicher  und  bequem  empfohlen  werden  können 
und  die  sich  sowohl  vom  theoretischen,  als  auch  vom  practischen  Standpunkte  be- 
währt haben. 

Es  seien  die  vorhandenen  Beobachtungen  eines  Himmelskörpers  in  eine  ent- 
sprechende Anzahl  von  Normalorten  zusammengefasst ;  man  wähle  zwei  der  Normal- 
ovte  unter  Berücksichtigung  gewisser  weiter  unten  näher  zu  erörternder  Umstände; 
diese  zwei  Orte  wird  man  durch  ein  System  von  Elementen  vollständig  darstellen, 
während  an  die  übrigen  Orte  nur  ein  Anschluss  nach  den  Principien  der  Wahr- 
scheinlichkeit erreicht  werden  soll.  Dieser  Forderung  wird  am  bequemsten  ent- 
sprochen werden ,  wenn  man  vorerst  ein  Elementensystem  herstellt ,  welches  den 
zwei  gewählten  Orten  und  zugleich  denjenigen  geocentrischen  Distanzen  entspricht, 
die  sich  aus  den  besten  vorhandenen  Näherungselementen  für  diese  beiden  Orte 
ergeben.  Seien  diese  letzteren  q  und  (>' ,  so  wird  man  zunächst  die  geocentrischen 
('oordinaten  des  Himmelskörpers  rechnen  nach : 

^  =:  Q  cos  /  cos  ^  ,         ^  =  q'  cos  ä'  cos  ß' 
ij  =  Q  sin  l  cos  ß  ,  r(  ■=  q   sin  /'  cos  ß' 

'C  ■=  q  sin  ß  ,  ir'  ==  (»'  sin  ß'  , 

wobei  CS  dem  Ermessen  des  Rechners  überlassen  bleibt,  welches  Coordinatensystem 
er  der  Rechnung  zu  Grunde  legen  will;  es  wird  sich  wohl  empfehlen,  das  System 
des  Aequators  oder  der  Ekliptik  als  maassgebend  zu  betrachten,  und  namentlich  wird 
das  erstere  den  Vorzug  verdienen ,  insbesondere ,  wenn  die  Anzahl  der  Normalorte 
gross  ist.  Nun  macht  man  den  Uebergang  auf  die  heliocentrichen  Orte  mittelst  der 
Formeln : 

r  cos  /  cos  i  =  ^  —  X   ,       /  cos  /'  cos  h'  =  ^  —  X' 
r  sin  /  cos  h  =  \]  —  Y  ,       r  sin  l  cos  h'  =  if  —  Y" 
r  sin  b=L  —  Z,  r'  sin  b'  =  C  —  Z'  , 

in  welchen  Ausdrücken  die  grossen  römischen  Buchstaben  die  geocentrischen  Sonnen- 
coordinatcn  bezogen  auf  die  gewählte  Fundamentalebene  vorstellen.  Man  erhält  so 
zwei  heliocentrische  Orte  und  die  zugehörigen  Radienvectoren,  aus  welchen  in  Ver- 
bindung mit  der  bekannten  Zwischenzeit  nach  den  angegebenen  Methoden  leicht 
Elemente  ermittelt  werden  können.  Diese  so  erhaltenen  Elemente  haben  die  Eigen- 
schaft,   dass    dieselben    den   zwei  ausgewählten  Nonnalorten   völlig  genügen  und  es 
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wird  sic-li  stets  empfehlen ,  zur  CJontrole  der  durclig;cführten  Rechnungen  die 
Darstelhmo-  der  Orte  durch  die  f>-efun(h^nen  Elemente  zu  rechnen;  man  muss 
innerhalb  der  Unsicherheit  der  Rechnung-  die  der  15erechnung  zu  Grunde  ge- 
legten Werthe  q,  l,  ß  und  ()',  l',  jf  wieder  erhalten.  Ueberdiess  rechnet  man 
die  geocentrischen  Orte,  welche  diese  Elemente  für  die  übrigen  Norraalorte  finden 
lassen.  Es  werden  sich  im  Allgemeinen  Unterschiede  zwischen  den  Normalorten 
und  den  so  gerechneten  geocentrischen  Orten  ergeben,  die  mit  ö  Ai ,  ÖA2,  .  . .  h  ß^, 
0/^2  ...  bezeichnet,  und  im  Sinne:  l^eobachtung  —  Rechnung  angesetzt  werden  sollen; 
ausserdem  ist  zu  beachten,  dass  man  für  die  Rectascensionen,  eventuell  Längen,  die 
gefundenen  Unterscliiedc  durch  Miiltiplication  mit  dem  Cosinus  der  Declination, 
eventuell  der  Ureite ,  auf  den  Parallel  zu  reduciren  hätte.  Es  wird  übrigens  auf 
diesen  Umstand  später  gehörig  Rücksicht  genommen  werden. 

Die  aus  diesen  Elementen  gefundenen  geocentrischen  Coordinaten  selbst  sollen 
mit  ^i",  ^■/■2":  ■  ■  ■  1^1^)  ^i"  •  ■  •  bezeichnet  werden,  wobei  also  der  untere  Index  auf 
den  Normalort,  der  obere  auf  die  Hypothese  hinweist ,  wenn  man  die  zu  Grunde 
gelegten  geocentrischen  Distanzen  als  hypothetische  Annahmen  gelten  lässt ,  was  sie 
thatsächlich  sind. 

Die  diesem  ersten  Elementensysteme  zu  Grunde  gelegten  geocentrischen  Ent- 
fernungen werden  von  dem  wahren  Werthe  mehr  oder  weniger  abweichen;  denkt 
man  sich  demnach  die  erste  Distanz  mit  (ünem  von  der  Einheit  wenig  verschiedenen 
Factor  multiplicirt ,  so  -^^ird  dies  bedingen .  dass  der  zu  Grunde  gelegte  Logarith- 
mus von  Q  einen  etwas  veränderten  Werth  erhält;  man  wird  als(j  in  einer  zweiten 
Hypothese  annehmen : 

für  den  Logarithmus  der  ersten  geocentrischen  Entfernung  log  p  -|-  öa:, 
»       »  »  »     zweiten  »  »  log  q'  , 

(1.  li.  für  (j'  ilou  AVerth  der  ersten  Hypothese  verwenden.  Rechnet  man  unter  diesen 
Annahmen  wieder  ein  Elementensystem,  und  mit  diesem  die  Darstellung  der  Orte, 
so  werden  sich  für  die  übrigen  Normalorte  die  geocentrischen  (Koordinaten : 

^iS   ^2»  ...    5,',  Ä,i  ... 
ergeben ;  bildet  man  nun  di(!  Unterschiede 

^ia'  —  ^2" 

^2'  —  ^2" 

so  wird  man,  wenn  fix  nicht  allzu  gross  genommen  wurde,  annehmen  dürfen,  dass 
beispielsweise  die  Grösse: 

A^  —  ^1° 
d  X 

den  DiiFerentialquotienten  der  ersten  geocentrischen  Rectascension  (Länge)  in  Be- 
zug auf   die  Variation   des   Logarithmus   der   ersten  geocentrischen  Distanz   mit  ge- 

Oppolzer,  l'.iihnbestiiiiniungen.  II.  61 
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nü^eiidi'r  AiiiiiUiciuiifj  darstellt,  wobei  als  Einheit  für  hx  Au)  oben  angenomraeiK^ 
AeiuleruDg  zu  botracliteii  ist.  Man  hat  hiermit  auf  empirischem  Wefre  die  Diffe- 
ventiahjiiotientcn  zwischen  den  j^eocentrischen  polaren  (Joordinatcn  nnd  dem  IjOga- 
ritliimis  der  ersten  geocentrischen  Distanz  hergestellt.  Es  soll  daher  mit  Rücksicht 
auf  die  angenommene  Einheit  geschrieben  werden: 

(^^1  z>  I         n  o_^ 


^) 


Diese  empirische  l?estimmung  der  Differentialqiiotienten  weist  bereits  auf  die  noth- 
wendigen  Beschränkungen  hin,  die  man  bei  der  Wahl  von  hx  zn  beachten  hat. 
Wühlt  man  ö  x  sehr  klein,  so  wird  man  sich  allerdings  der  theoretischen  Fordening 
des  DifFerentialquotienten  sehr  annähern ,  dagegen  werden  aber  die  Differenzen  für 
die  einzelnen  Orte  berechnet  nach  den  beiden  Systemen  sehr  gering  werden  nnd 
dieselben  werden  wesentlich  kleiner  ansfallen,  als  die  Variationen  der  Distanzen, 
namentlich  in  jenen  Fällen,  wo  mau  diese  Methode  gewöhnlich  anAvendet,  d.  h.  in 
den  Fällen  verhältnissmässig  kleiner  heliocentrischer  Bogen. 

Wählt  man  also  ö  x  zu  klein,  so  werden  diese  Differenzen  allzusehr  von  den 
unvermeidlichen  Fehlern  der  Rechnung  beeinflusst  erscheinen ,  und  somit  können 
in  diesem  Falle  die  gefundenen  Werthe  der  Differentialquotienten  völlig  illu- 
sorisch werden.  Nimmt  man  dagegen  für  hx  grosse  Werthe  an,  so  werden  die  da- 
durch bedingten  Aenderungen  in  den  geocentrischen  Orten  im  Allgemeinen  beträchtlich 
werden,  es  Avird  daher  von  dieser  Seite  die  Sicherheit  der  Bestimmung  wenig  zu 
wünschen  übrig  lassen,  dagegen  entfernt  man  sich  beträchtlich  von  der  theoretischen 
Forderung  des  Differentialquotienten.  Man  kann  aber  in  Bezug  auf  die  obere  Grenze 
jedenfalls  sehr  weit  gehen,  ohne  die  letztere  Forderung  allzusehr  zu  schädigen.  Bei 
kleinen  Planeten  etwa,  für  welche  die  Elemente  aus  einer  Opposition  abgeleitet 
werden  sollen,  wird  man  ohne  Bedenken  für  bx  eine,  ja  auch  zwei  Einheiten  der 
dritten  Decimale  des  log  q  annehmen  dürfen,  ohne  den  vorausgesetzten  linearen 
Charakter  des  Differentialquotienten  allzusehr  zu  benachtheiligen.  Bei  Kometen,  die 
sehr  verschiedene  Verhältnisse  bieten,  lässt  sich  im  Allgemeinen  diesfalls  keine  be- 
stimmte Annahme  machen;  nur  so  viel  kann  man  etwa  bemerken,  dass  man  die 
Aenderungen  wohl  immer  grösser  annehmen  soll,  als  die  zu  erwartenden  Correctionen 
voraussichtlich  betragen  werden ;  doch  bedarf  es  zur  Abschätzung  der  letzteren  einer 
durch  zahlreiche  Erfahrungen  erlangten  Uebung,  die  unter  Umständen  wohl  auch 
nicht  immer  ausreicht.  Man  kann  als  allgemeine  Regel  indessen  festhalten,  die 
Aenderungen  lieber  zu  gross,   als  zu  klein  anzunehmen. 

Führt  man  nun  eine  dritte  Hypothese  durch,   indem  man: 
für  den  Logarithmus  der  ersten  geocentrischen  Entfernung  log  g 
»      »  »  »      zweiten  »  »  log  q'  -\-  Hy 
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annimmt,  wobei  für  öy  dieselben  Bemerkungen  wie  oben  gelten,  so  gelangt  man 
zu  einem  dritten  Elementensysteme,  welches  für  die  übrigen,  dieser  Rechnung  nicht 
zu  Grunde  gelegten  Orte,   die  geocentrischen  Coordinaten: 


finden  lassen  wird ;   man  erhält  also  wie  oben : 

Ä2  _  JS  <-  = 


A;^  —  yl.,^  ^ 


dl. 


hy 
äy 
Jy 


B) 


und  hat  daher  für   die  Bestimmung    der  Unbekannten  J x  und  J  y   aus  A)  und   B) 
die  l>edingungsgleichungen : 


C] 


in  welchen  Gleichungen  die  ]iartiellen  DifFerentialquotienten  mit  Rücksicht  auf  die 
Gleichungen  A]  und  B]  bekannte  Grossen  sind.  Ehe  man  diese  Gleichmigen  nach 
der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  auflöst ,  wird  man  aber  die  ersteren  die  zu  den 
Rectascensionen  (Längen)  gehören,  mit  denen  der  zweiten  Gnipjie  homogen  machen, 
indem  man  dieselben  durch  die  Multiplication  mit  dem  Cosinus  der  Declination 
(Breite)  auf  den  Parallel  reducirt.  Haben  die  Gleichungen  selbst  verschiedene 
Gewichte,  so  wird  diese  Multiplication  mit  der  Quadratwurzel  der  Gewichte  vereinigt 
durchgeführt  werden  können. 

Man  erlangt  dann  durch  die  Methode  der  kleinsten  Quadrate  die  wahrschein- 
lichsten Werthc  von  J x  und  Ay,  welche  bczichiuigsweise  an  die  ursprünglichen  ^Verthe 
von  log  Q  und  log  q  angebracht,  die  nunmehr  definitiven  Werthe  von  log  q  und  log  (i' 
geben.  Mit  Zugrundelegung  dieser  so  verbesserten  Distanzen  und  der  beiden  zugehö- 
rigen Normalorte  ist  es  nun  leicht,  die  definitiven  Elemente  zu  rechnen.  Uer  sonst 
häufig  zu  findende  Vorschlag,  dieses  neue  Elementensystem  durch  Interpolation  zwischen 
den  vorigen  drei  Systemen  abzuleiten,  scheint  in  denjenigen  Fällen,  für  welche  diese 
Methode  gewöhnlich  in  Anwendung  kommt,  aus  leicht  begreifiichcn  Gründen  nicht 
empfehlenswerth  zu  sein,  weil  die  Elemente  bei  kleinen  heliocentrischen  Bogen  viel- 
fach grössere  Aenderungen  erfahren,  als  die  eingeführten  Variationen  ö:r  und  öy, 
und    demnach    der   lineare  CHiaraktcr    leicht    verloren    geht;    wendet    man  aber  diese 

(Jl* 


4si 


Methode  an.  wenn  grosse  heliocentrischc  Bogen  znr  \'erfüguiig  stellen  und  die  Aen- 
derungcn  in  den  Elementen  gering  sind,  so  wird  man  wohl  das  letzt  erwähnte  Ver- 
fahren einsclihigcn  können,  liezeichnet  man  etwa  mit  £„,  Ei,  E-i  die  beziehungs- 
weise in  der  ersten,  zweiten  und  dritten  Hypothese  gefundenen  Werthe  für  irgend 
eines  der  Elemente,  so  wird  der  neue,  der  vierten  Hypothese  entsprechende  Werth 
E  dieses  Elementes  gegeben  sein  durch: 

E=E,+  [E^—En)Jx-\-  IE2  -  Eo)  ^  y  , 
wenn  man  durch    J  x  und  Jy  die  durch  die  obigen  Gleichungen  bestimmten  Werthe 
in  Einheiten  der  angenommeneu  Aenderungen  hx  und  öy  darstellt. 

]5ei  der  Au.swahl  der  zwei  der  Rechnung  zu  Grunde  zu  legenden  Orte  muss 
man  bedacht  sein,  dieselben  nicht  allzu  nahe  an  einander  zu  wählen ,  da  sonst  die 
kleinen,  den  Orten  anhaftenden  Fehler  allzu  nachtheilig  hervortreten  würden.  Man 
wird  daher,  wenn  es  nur  irgend  möglich  ist,  die  äussersten  Orte  als  diejenigen 
annehmen,  welche  vollkommen  dargestellt  werden  sollen.  Doch  wird  man  bisweilen 
von  •  dieser  Bestimmung  absehen  müssen ,  da  in  der  Regel  der  erste  und  letzte  Ort 
in  Folge  der  hierbei  obwaltenden  Beobachtungsverhältnisse  wesentlich  unsicherer 
sein  kann ,  als  andere  Normalorte ;  man  wird  indessen  von  dieser  Wahl  nur  dann 
abgehen,   wenn  die  vermuthete  Unsicherheit  eine  sehr  beträchtliche  ist. 

Die  Methode  wird  aber  auch  dann  unsichere  Resultate  gewähren,  wenn  die 
zu  den  beiden  geocentrischen  Orten  gehörenden  heliocentrischen  Orte  nahe  zusammen- 
treffen oder  um  180"  von  einander  abstehen.  Es  ist  klar,  dass  in  diesem  Falle  eine 
genaue  Bestimmung  der  Bahulage  unthunlich  wird,  und  man  wird  demnach  bei  der  Aus- 
wahl der  Beobachtungen  auf  diesen  Umstand  möglichst  Rücksicht  nehmen ;  übrigens 
findet  derselbe  unter  den  hier  obwaltenden  Verhältnissen  geAvöhnlich  schon  durch 
die  Wahl  der  äussersten  Orte  ausreichende  Berücksichtigung,  da  der  Fall,  wo  die 
heliocentrische  Bewegung  nahezu  i8ü"  oder  deren  Vielfache  beträgt,  bei  Anwendung 
dieser  Methode  selten  genug  auftreten  wird.  ludess  wird  man  sich  diese  Umstände 
bei  der  Wahl  der  Beobachtungen  doch  stets  gegenwärtig  halten  und  in  einem  der 
letzteren  Fälle  lieber  zwei  Orte  wählen,  deren  scheinbarer  heliocentrischer  Abstand 
etwa  90"  beträgt. 

Ich  will  die  vorstehende  Methode  durch  ein  Beispiel  erläutern  und  übrigens 
noch  bemerken,  dass  sich  sjjäter  im  §  5  des  vorliegenden  Abschnittes  (pag.  507  ff.) 
noch  ein  hierher  gehöriges  Beispiel  findet. 

Für  den  l'laneten  Concordia  (n^  waren  die  folgenden  auf  den  mittleren 
Aequator  bezogenen  geocentrischen  Positionen  und  >Sonueucoordinaten  angenommen 
worden : 

a  S  X  Y  Z 

i8o"28'i8"9  -1-2"5i'25"i  -1-0.9948582  -I-0.0725170  -I-0.0314716 
177°  i'32"5  +4"53'io"7  -I-0.9158787  -1-0.3776846  -^0.1638895 
i75"48'2o"8  -l-5"36'  9"2  -{-0.8154794  -|-o. 5419252  -f-o. 2351599 
i75''52'2i"9  -|-5"43'42"8  -t-0.5341899  -I-0.7887986  -|-o. 3422870 
boruht  auf  einer  einzigen  Beobachtung,    die  übrigen  Orte  sind 


mittl.  Berl.  Zeit 

1.  1860  März  24.5 

2.  April  13.5 
3-  »  25.5 
4.             Mai     18.5 

Der  erste  Ort 
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gut  bestimmte  Normalorte;  es  wird  sich  daher  nicht  empfehlen,  den  ersten  Ort  ;ils 
einen  der  beiden  Orte  zu  wählen,  die  völlig  dargestellt  werden  sollen ,  da  man  bei 
einer  Einzelnbeobachtung,  abgesehen  von  dem  ihr  anhaftenden  unvermeidlichen  15e- 
obachtungsfehler,  nie  mit  Sicherheit  voraussetzen  kann  ,  dass  dieselbe  nicht  durch 
irgend  ein  Versehen  besonders  entstellt  ist.  Man  wird  deshalb  mit  \'ortheil  wohl 
den  zweiten  und  vierten  Ort  als  diejenigen  annehmen,  die  völlig  dargestellt  werden 
sollen.  Nach  genäherten  Elementen  waren  als  geocentrische  Distanzen  für  diese 
Orte  angenommen  worden  : 

log  Q  =  0.2  21   0390 

log  q'  =  0.2g]  4660  ; 
für  hx  wurde  für  die  zweite  Hypothese  der  Wertli  — 0.000 1  .  und  ebenso  für  i^y 
der  Werth  — o.oooi  angenommen.  Diese  Aenderungen  sind  wohl  etwas  zu  klein 
gewählt  und  hätten  wohl  zehnmal  grösser  angenommen  werden  sollen ;  doch  war 
die  hier  gemachte  Annahme  theilweise  gerechtfertigt,  weil,  wie  man  sieht,  das  System 
der  ersten  Hypothese  nur  ganz  luibedeutende  Fehler  in  der  Darstellung  der  Orte  übrig 
Hess.  Die  Hauptmomente  der  llechnung  finden  sich  für  die  einzelnen  lIyi>otliesen 
nachstehend  übersichtlich  neben  einander  gestellt.  Die  Epoche  der  Elemente  ist 
1860  April    13.5. 


Hypothese 

0 

I 

2 

logj. 

0.2210390 

ü. 2209390 

0.2210390 

logQ' 

0.2974660 

0.2974660 

0.2973660 

1-) 

i86"28'24"o9 

i86"28'29"o8 

i86"28'24"o9 

r 

1 94^2  9' 19"  15 

I94''29'i9"i5 

294"29'3o"73 

d**) 

— o"29'29"o3 

— o"29'3i"89 

— 0  2g  29  03 

d' 

-3"ii'4i"o3 

-3"u'4i"o3 

— 3"ii'46"57 

log  /■ 

0.4128389 

0.4127756 

0.4128389 

log  >•' 

0.4131410 

0.4131410 

0.4130695 

M 

2"22'4l"l4 

3«47'i4"8o 

o"49'46"78 

7C 

.83"58'  7"58 

i82"26'3i"30 

•85"39'  5"34 

Q' 

5"  i'32"67 

5"    l'28"62 

5"  i'33"57 

i' 

i8"45'   7"y5 

i8"45'  o"48 

i8"45'i8"7i 

<P 

0     '     "  £ 
2  22  23  30 

2"2o'46"3i 

2"24'  3"6o 

M 

8oo"2  500 

8oi"o869 

799"5989 

l 

177"  i'32"49 

177"  i'32"49 

(1         '          " 

177     I  32  53 

X 

I75°52'2i"82 

i75"52'2i"86 

i75"52'2i"89 

ii 

+4"53'iü"70 

+4"53'io"70 

+4"53'io"6g 

tt' 

+5"43'42"8i 

+5°43'42"85 

+5"43'42"82 

^i 

i8o°2  8'i2"33 

i8o"2  8'i6"85 

i8o"28'  9"63 

*)  Heliocentrische  Rectasccnsionen. 
**)  Htliocentrische  Ueclinationen. 
•**)  Durch  diese  Zahlen  ist  die  Richtigkeit  der  Rechnung  coiitrulirt. 


v|)othese 

o 

I 

2 

Ji\ 

+2"5i'3i"34 

+2"3r28"66 

+  2"5''33"o4 

yh 

I75"48'2i"i2 

i75"48'2o"6o 

i75°48'2i"29 

B, 

+  5"36'   7"63 

+  5°36'  7"97 

-5"36'   7"49 

Mit  Kücksiclit  auf  B]   pag.  483)   stellen  sich  die  Gleichungen  C)  wie  folgt: 

i)  +  6"57  =  +  4"52  ^a;  —  2"70  Jy 

2)  —  0.32  =  —  0.52  J X  +  0.17  Jy 

3)  —  6.24  =  —  2.68  Jx  -\-  1.70  Ay 

4)  +   1-57  =  +  0.34  Jx  —  0.14  Jy  . 

Die  Kleinheit  der  Aoiulennigen  in  den  Orten  zeigt,   dass  es  zweckmässiger  gewesen 
wäre,   hx  und  öy  wesentlich  grösser  anzunehmen. 

Den  aus  dem  zweiten  Orte  folgenden  Hedingungsgleichvmgen  wird  das  Ge- 
wicht 4  ertheilt,  weil  dieser  Ort  ein  Normalort  ist,  während  der  erste  Ort  nur  auf 
einer  einzelnen  Beobachtung  beruht;  es  mjissen  also  die  Gleichungen  2)  iind  4] 
(pag.  314)  mit  2  durchmultiplicirt  werden,  bevor  die  Methode  der  kleinsten  Qua- 
drate zur  Anwendung  kommt;  ausserdem  aber  sind  die  Gleichungen  i)  nnd  2) 
(pag.  483)  beziehungsweise  mit  cos  B'  und  cos  jB"  zu  multipliciren ,  um  die 
Bogengrösscn  auf  den  l'arallel  zu  beziehen.  Dadurch  nehmen  die  Bedingungs- 
gleichungen  (logarithmisch)   die  folgende  Gestalt  an : 

0.8171  ==  0.6546.^2;  4-  o„4309  z/y 

9„8o40  =  o„oi49  Jx  +  9-5293  ^V 

On7952  =  o„428i  Jx  4-  o.  2304  Jy  . 

0.4969  =  9.8325  z/ .2;  -\-  9,j447i  Jy     . 

Macht  man  dieselben  homogen   (vergl.  pag.  318),   indem  man: 


x  =  0.6546  Jx 


y  =  0.4309  Jy 
log  der  Fehlereinheit  =  0.81 71 

muiiiimt,   so  stellen  sich  die  Gleichungen  wie  folgt: 

0.0000  =  0.0000  X  -f-  o,f>oooy 
8„9869  =  9„3603  x  +  9.0984 y 
9„978i  =  9„7735  x  +  9- 7995 y 
9.6798  =  9-1/79  a:  -I-  9^01622/ 


untl 

nau   hat: 

«w 

bu 

aa 

ab 

bb 

-|-    I.OOOO 

I  .GOOÜ 

-\-    I.OOOO 

I.OOOO 

-\-    I.OOOO 

-1-  0.0222 

0.0122 

+  0.0525 

—  0.0288 

+  0.0157 

+  0.5644 

—    0.5992 

+  0.3524 

—  0.3741 

+  0.3972 

-f-  0.0721 

—   0.0497 

+  0.0327 

—  0.0156 

-\-  0.0108 

-1-  1.6587   —  I.661I  -\-   1.4276   —  I.4I85   +  1-4237 


4.S7 


Die  Auüösiing  stellt  sich  imiiincliv  in  f'ol^-t'iuler  Art : 


X 

y 

n 

+1.4276 

O.I546I 

-1.4185 

o„i5i83 

+  1.6587 
0.21977 

9»9972  2 

+  1-4237 
+  1.4095 

— 1.661 1 
— 1.6481 

+0.0142 
8.15229 

— 0.0130 
8»! 1394 

und  CS  folgt: 

log  y  =  9«96i65 
log  3;  =  9.401 81    , 

oder  mit  Rücksicht  auf  die  Homogenitätsfactoren  nnd  die  Einheit  Kw  /t x  nn<l  Jij: 

Jx  ==   —  0.0000367 
Jy  =  +  0.0002227  . 
Die  schliesslichen  Wcrthe  für  die  Logarithmen  der  geoccntrischeu  Distanzen  sind  alst) : 

log  Q  =  0.221   0023 
log  q'  =  o  297  6887   , 
niid  die  DarstcUnng  der  Orte  nach  den  Differentialformeln  wird: 


cos  dha 

bÖ 

r) 

—  i"i 

-  i"5 

3) 

+    0"2 

+  i"i 

Rechnet    man    aus    den    so    gefundenen  Werthen  für    log  (>  und  log  (>'  die  ElcTuente 
und  aus  diesen  die  Darstellung  der  Orte,    so  findet  sich  dieselbe: 


13 
o"i 


—   14 


3)  —  Ol  +13 

genügend  mit  den  aus  den  Differentialformeln  abgeleiteten  Werthen  übereinstim- 
mend. Die  kleinen  Unterschiede  erklären  sich  völlig  durch  die  Unsicherheit  der 
sicbenstcdligen  Rechnung,  welche  natürlich  auch  auf  die  Genauigkeit  der  obigen 
Werthe  der  Differentialquotienten  Einfluss  nimmt. 


§  4.    Varisitioii  des  Verhältnisses  der  Distanzen. 

«.    Parabolische  Elemente. 

Benützt  man  die  Methode  der  Variation  des  "N'erhältnisses   der  Distanzen  zur 
Hahnverbesserung.   so  knüpft  sich  daran  unmittelbar  die  Bemerkung,    dass  aus  dem 
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aiigciioimiicin'ii  NCrlillltiiisst;  dor  DisUu/fii  allein  oliiic  weitere  N'cjraussetziingeii  noch 
kein  Sehlnss  auf  die  I'iahn  selbst  tremacht  werden  kann.  In  der  That  vermittelt 
aber  dii'  Aniialnue  «  =  oo  eine  Losun<<  und  ist  dieselbe  bereits,  wenn  auch  nur  an- 
di'Uluni^sweise,  im  ersten  Bande  (I  pag.  146)  behandelt  worden.  Es  soll  hier  auf 
diese  l,ösnni,'  noelinials  zuriicki^egangen  werden. 

Handelt  es  sich  um  die  Auswerthung  einer  parabolischen  15ahn  [a  ■-=  cx)),  so 
wird  Toan  mit  der  besten  Annahme .  die  man  über  das  ^'erhältniss  der  Distanzen  31 
l'iir  zwei  Normalorte  (bei  deren  Auswahl  wird  man  dieselben  Vorsichtsmaassregeln  z.n 
befolgen  haben,  wie  bei  der  Methode  der  Variation  der  Distanzen)  (vgl,  pag.  484)  machen 
kann,  parabolische  Elemente  berechnen,  die  in  den  übrigen  Orten  etwa  die  Fehler 
öA,,  h?-2  .  . -t^ßi,  0/^2- •übrig  lassen.  Die  durch  die  Elemente  selbst  berechneten 
Positionen  der  nicht  zu  Grunde  gelegten  Normalorte  seien  ^,°,  ^2"^  •  ■  •  -ßi">  -ß-i"-  •  • 
Hierauf  variirt  man  M,  oder  was  noch  bequemer  ist  log  M  in  log  i»/+  öa;,  wobei 
Ä.r  eine  den  Verhältnissen  entsprechende  Grösse  ist,  und  wiederholt  die  Rechnung. 
Diese  neuen  Elemente  werden  für  die  übrigen  Normalorte  die  Positionen  ^1',  ^2': 
...  .B|'.  7^2' •••  ergeben.  Man  hat  also  ähnlich,  wie  bei  der  vorausgehenden  Me- 
thode die  empirische  P>estimmung  der  Diiferentialquoticnten  zwischen  den  Coordi- 
naten  des  Normalortes  und  der  Variation  von  log  3/  hergestellt  und  hat  hierfür: 


wobei  für  ö.?-  als  Einheit  die  angenommenem  \'ariation  von  log  31  zu  betrachten  ist. 
Man  erhält  also,  wenn  man  sofort  die  Keduetion  auf  den  Parallel  ausführt,  als  Be- 
diugnngsgleiebnugen.  die  nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  leicht  aufgelöst 
weiden  können  : 


cos  ß^  ÖA,  =  |-^jcos/9iz/.r 
cos  ßi  hl2  =  |-^|  cosji,  Jx 


Multiplicirt  man  jede  dieser  Bedingungsglcichungen  mit  der  Quadratwurzel 
ihres  Gewichtes,  und  bezeichnet  dann  der  Kürze  halber  die  links  vom  Gleichheits- 
zeichen stehenden  Werthe  mit  w, ,  »2,  «3...,  die  Coefficienten  von  Jz  mit  a,,  «2- 
«,  ....  so  wird  man  nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  für  den  wahrschein- 
lichsten Werth  der  Unbekannten  haben : 
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\aay 

wobei  also  Jx  in  Einheiten  von  ^x  ausgedrückt  erscheint. 

Man  kann  nun  mit  dem  Werthe  \o^M-\-^x  neue  Elemente  ableiten,  oder 
man  interpolirt,  was  bei  dem  oft  grossen  heliocentrischen  Kogen  vortheilhafter  ist, 
unmittelbar  die  Elemente  aus  den  beiden  vorher  ermittelten  Systemen.  Es  wird 
nämlich : 

E=E,+  (i',  —  £o)  ^^  • 

Wir  wollen  diese  Vorschriften  durch  ein  ausführliches  Heispiel  erläutern  urid 
gleichzeitig  die  Formeln  anführen,  deren  man  zur  Berechnung  der  auftretenden  Grös- 
sen bedarf,  die  Ableitung  derselben  übergehe  ich  aber ,  da  das  Nöthige  bereits  im 
ersten  Bande  erläutert  ist. 

Ich  wähle  als  Beispiel  den  I.  Kometen  des  Jahres  1847;  die  Mittheilung  der 
Normalorte  und  der  Sonnencoordinaten  verdanke  ich  Herrn  Professor  Hörnst  ein, 
Director  der  Frager  Sternwarte.  Dieselben  sind  bezogen  auf  die  mittlere  Ekliptik 
1847.0,   wie  folgt: 


Mittl.  Berl.  Zeit. 

l 

? 

L 

logÄ 

I    1847   Febr.  18.0 

26"2i'i6"43 

+62«44'  5"i8 

329°i3'3i.05 

9  9951324 

II                  »       26.0 

21  49    8.25 

+  54  2931.07 

337  1624.50 

9.9959194 

III              März     4.0 

20  5923.75 

+47  35  53-42 

343  17  13-98 

9.9965726 

IV                 >)       10. 0 

19  20  22.28 

+39  53    7-72 

349  17    0.68 

9.9972759 

V                 »       16.0 

17  27  10.54 

+30  58  26.60 

355  1545-52 

9.9980025 

W                 1)       20.0 

15  4738.06 

+24     I  38-24 

359  14  16.82 

9.9984879 

S\\             April  24.0 

44  18  54-19 

+  •635    5-41 

33  3741-36 

0.0027526 

Als  völlig  darzustellende  Normalorte  werden  der  erste  und  der  letzte  Ort  gewählt, 
für  log  M  war  aus  genäherten  Annahmen  über  die  Elemente  der  Werth  0.2262773  ge- 
fiuiden  worden,  und  da  die  zu  Grunde  gelegten  Elemente  schon  sehr  genau  waren,  in- 
dem sich  dieselben  nahezu  allen  Beobachtinigen  recht  gut  anschliessen,  so  wurde 
d.r  verhältnissmässig  klein  mit  4- 0.000  3000  angenommen.  Es  sind  demnach  zwei 
Systeme  parabolischer  Elemente  abzuleiten ,   die  den  obigen   äussersten  Normalorten 

genügen   und    für   welche  einmal    logi)/=log—   =  0.226  2773,    das    andere  Mal 

log  jlf  ^  log  j— 1=0.226  5773  gesetzt  ist.     Ich   unterscheide   die   aus   der  zweiten 

Amiahme  resultirenden  Werthe  dadurch,   dass  ich  die  analogen  Buchstaben  in  Klam- 
mern ansetze. 

Zuerst  wird  man  die  Berechnung  jener  Werthe  vornehmen,   die  von  der  An- 
nahme über  M  unabhängig  sind.     Man  hat  zu  rechnen: 

g  cos  [G-L]  =  R  cos  [L' —  L)  —  Ä 
g  sin  [G  —  L]   =-  R'  sin  [L'  —  L) 

Oppolxer,  Balinbestirainnngen.  II.  62 
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cos  ip  =  cos  [k  —  L)  cos  ji  ,  cos  ip'  =  cos  (A' —  L')  cos  ji' 

sin  i/j  cos  P  =  sin  [X  —  L)  cos  ß  ,   sin  (//'  cos  F'  =  sin  (A'  —  L')  cos  // 
sin  tfi  sin  /'  =  sin  ji  ,  sin  i//'  sin  F  =  sin  j^', 

wolici  (j,   sin  i/'  lind  sin  i//'   stets  positiv  genommen  werden. 

Die  Rechnung  ergab : 

G  =  9o"37'43"o8       R  sin  i//  =  g.gSi  2753       7^'  sin  ip'  =  9.529  4070 

log  g  =  0.026  6750         i?  COS  Ip  =  9.390  6985  M'  COS  (//'  =  9.976  6998    . 

Jot/t,  sind  jene  Jlilfsgrössen  zu  rechnen,  welche  die  Darstellung  von  r,  r  und  s 
(Sehne)  als  Fmiktionen  von  q  vermitteln ;  man  hat  demnach  für  jede  der  Annahmen 
Von   M  zu  rochnon  : 


R  cos  1// 


B  =  R  sin  ip 
1^7 


Ä'  = 


Ä  COS  r  cos  (H — k')  =  M  cos  ß'  —  cos  [X' — Aj  cos  ß 
h  cos  'C  sin  [H—  X]  =  sin  [X  —  X)  cos  ß 
h  sin  C  =  Ji"  sin  ß'  —  sin  ß 
h  und  cos  C  stets  positiv 
cos  (p  =  cos  ^  cos  [G — H] 
sin  (/)  cos  Q  =  cos  'C.  sin  (G  —  i/i 
sin  Ip  sin  Q  -=  sin  'C 
sin  (/i  stets  positiv. 

0    „«c  .« 


7 
A  = 


f  ^^"  '/> 


Ks  fanden  sich  aus  den  obigen  Zalilen : 


/ 

+0.2458660 

/' 

-fo. 5628887 

log  B 

9.9812753- 

logÄ' 

9-3031297 

H 

5i'Vi3"23 

cos  'Z 

9.9756926 

sin  C 

9»5i245i5 

log  /< 

0.0985225 

cos  in 

9.8632550 

sin  (^ 

9.8347822 

;' 

+0.6185966 

log  A 

9.7629347 

g  (/  sin  (/i 

9.8614572 

Ni 


(/J 

+0.2458660 

(/) 

+0.5625000 

log  [B] 

9.-98I2753 

log  [B'] 

9-3028297 

[H] 

5i"8'5o"i6 

cos  (C) 

9.9757729 

sin  (t) 

9k5i 17733 

log  (/*) 

0.0988473 

cos   (f/>) 

9.8632954 

sin  [(p) 

9.8347364 

[y] 

+0.6181916 

log  (^) 

9.7625641 

log  ig  sin  y) 

9.86141 14 

Eule  r". -wellen 

CJleichunsf : 

II) 
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bk[(  —  t  =  (r4->''+«)^+  ('"  +  '*' — s)^  !  log6^  =  9.0137327 
genügt  wird;  das  obere  Zeichen  gilt,  wenn  die  heliocentrische  Bewegung  kleiner, 
das  nntere,  wenn  dieselbe  grösser  als  180"  ist;  das  letztere  ist  im  vorliegenden 
Beispiele  der  Fall.  Da  bei  der  Anwendung  dieser  Methode  im  Allgemeinen 
grosse  heliocentrische  Bogen  auftreten,  so  wird  die  Anwendung  der  Encke' sehen 
(((  Tafel  (Tafel  VIII  des  ersten  Bandes)  nicht  empfohlen  werden  können ;  \'ielmehr 
wird  man  von  einem  Werthe  von  q  ausgehen,  der  den  vorhandenen  nahe  richtigen 
Elementen  zu  entlehnen  ist.     Man  berechnet  also  unter  einer  Annahme  über  q : 

-f 


tagö  =  ^ 


tang  0'  = 


Q-f 


tang  ^ 


—  g~y 


r  ^  R  sin  (//  sec  6 
r'  =  R  sin  ip'  sec  0' 
s  ^  ff  sin  fp  sec  d- 


bk[i  —  t)  =  [r  +  r'  +s)t  =p  :r  +  r' — sji 


III) 


und  sieht  nach .  wie  weit  der  letzteren  Relation  genügt  wird,  und  zwar  sei  _/  der 
Fehler  im  Logarithmus  von  bk{t'  —  t,  im  Sinne:  Wahrer  Werth  —  Berechneter 
Werth. 

Es  würde  nicht  angemessen  sein,  durch  empirische  Variation  und  nachherige 
Interpolation  den  wahren  Werth  von  (>  zu  ermitteln ;  man  wird  vielmehr  die  noch 
nöthige  (!orrection  sofort  auf  differenticUom  Wege  zu  ermitteln  trachten.  Mit  Rück- 
sicht auf  Gleichung  27  (pag.  471)  und  den  I  pag.  127  aufgestellten  Difterentialipio- 
tienten  wird  man  leicht  die  folgende  Relation   finden : 


r  +  r'  + 


N 


,_  r+r'+s 
4«       ' 
—  /    r  +  r'  —  s     a 


(sin  0  +  3/ sin  0'  +  h  sin  .> 


(sin  ö  +  3i  sin  0'  —  h  sin  ») 


IV) 


und  zwar  ist  in  dieser  Formel  für  den  gegenwärtigen  Fall  «  =  00  zu  setzen. 

Man  wird  mit  dem  durch  diesen  Ausdruck  ermittelten  corrigirten  Werthe  von 
Q  die  Rechnung  wiederholen,  um  sich  durch  die  Uebereinstimmung  der  Werthe  die 
Ueberzeugung  von  der  Richtigkeit  der  Rechnung  zu  verschaffen.  Es  wird  aber  auch 
für  die  zweite  Annahme  von  M  die  entsprechende  Aendening  von  q  sofort  auf  dif- 
ferentiellem  Wege  ermittelt  werden  können,  und  man  wird  auf  diese  Weise  den 
wahren  Werth  gleich  im  ersten  Versuche  mit  genügender  Annäherung  erhalten.  Mit 
Rücksicht  darauf,  dass  für  den  letzteren  Fall  auch  i»f  variabel  ist,  werden  die  I  pag.  127 
aufgestellten  Ausdrücke  dr,  dr  und  ds  geschrieben  werden  müssen: 
dr  =  sin  0  d  q 
dr  =  M  sin  0'  d  o  -\-  q  sin  6'  d  M 

ds  =  h  sin  »d  q  +   (j^j  d  M  ; 
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IUI)    den    in    dein    letzteren    Ansdnicke    vorkommenden    Differentialquotienten    zu  er- 
hallen, nehme  ich  den  Ausdruck   ^I  pag.  105) 

gl  =  Q-i  h'i  -\-  g-  —  2  (»  //  y  cos  C  cos  [G  —  H] 
vor  und  differentiire  denselben  nach  M.     Mit  Rücksicht  auf  die  erste  Gleichung  i) 
(1  pag.  105:    erhält  man.   wenn  für  S.,  und  S.,„  die  ])ülaren  Coordinaten    mit  der   hier 
ahgciindcrten  Indexbezeichuung  eingeführt,   und  alle  Längen  vom  Punkte  G  aus  ge- 
zählt werden,   sofort: 

h  cos  L  cos  [G  —  H]  =  l/cos  {i'  cos  [V ~  G)  —  cos  ß  cos  [X—  G). 
Diiicli   Differentiation  dieser  Gleichung  nach   ü/ findet  sich: 
d  (7t  cosCcos  (G — -ff))  ,j,  1,-i        v\ 

-^ Vrr =  ^'^^  r  cos  (Cr  —  K) 


d3I 


liiev(hirch   wird : 


ds  ,  ,  /  (Z/i 


aus  den  Cileichungen   3)    (I  pag.   106)   ergibt  sich  aber  auch: 

^  =  cos  r  cos  IH—l']  cos  ß'  -t-  sin  ?  sin  ß'  , 

und  hiermit  stellt  sich,   wenn  mau  beachtet,   dass  in  beiden  Lösungen  die  Zwischen- 
zeiten dargestellt  werden,   also : 

f±g^f  (./.  +  är    +  ä.)  :^  if^^'  (är  +  dr  -  ds) 

sein  muss,   die  Rechnung  wie  folgt: 

P=  ij  (7Cos/:?'cos(G — A')  —(([// cos  C cos  (i7—A')  cosß'  +  /i  sine  sin /^']| 


p         40    '  '         4a     ' 


p  40       /  ^  4a       /  I 

bQ=  N.M.Qfi\og  M  , 

wobei  in  der  Formel  für  Q  das  obere  Zeichen  gilt,  wenn  die  heliocentrische  Be- 
wegung kleiner,  das  untere,  wenn  dieselbe  grösser  als  180*^  ist,  und  wobei  jV  seinem 
Werthe  nach  aus  IV)  (pag.  491)  zu  entnehmen  ist,  überdiess  aber  für  die  Parabel 
(7  =  00  gesetzt  werden  muss. 

Ich  werde,  um  die  obigen  Formeln  durch  Reispiele  zu  erläutern,  die  Ver- 
suche hier  ausführlich  durchführen ,  dieselben  aber  der  Raumerspamiss  wegen, 
nicht  nach  einander,  wie  sie  thatsächlich  ausgeführt  wurden,  sondern  neben  einan- 
der ansetzen.  Der  erste  der  drei  Versuche  entspricht  dem  ersten  Werthe  von  M 
und  ist  mit  einer  genäherten  Annahme  über  q  ,  welche  den  vorhandenen  Nähe- 
rungen entlehnt  wurde,  durchgeführt;  für  den  zweiten  \'ersuch  ist  der  durch  Anwen- 
dung der  Formeln  IV  verbesserte  Werth  von  q  benützt  und  die  Durchführung  des 
Versuches  zeigt,  dass  der  wahre  Werth  bereits  erreicht  ist.  Der  dritte  \'ersuch 
ist  für  die  zweite  Annahme  von  31  durchgeführt  und  dabei  nur  jener  Werth  von  q 
in  Anwendung  gezogen  worden,  der  sich  durcli  die  Benützung  der  Formeln  V) 
ergibt. 
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M 


Versuch 

Q 

log  (e— /) 
log  (?-/') 

log  [Q—y] 

tang  6 

tang  ö' 

tang  & 

cos  ö 

cos  ö' 

cos  5- 

r 

r' 

Add. 

r-\-r' 

s 

Add. 

Subtr. 

(r-\-r'  +  s) 

(r  +  r'  +  s]i 

fr+  / — s) 

(r  -|-  r'  —  «)  i 

(,-+,.' +,.)! 

Ir +/  —  *)? 

Add. 

log  (6kt) 


1.0530000 
9.9069457 
9.6902947 
9.6378932 
9.9256704 
0.3871650 
9.8749585 
9.8834848 
9.5790876 
9.9031269 
0.0977905 
9.9503194 

0-2335241 
0.3313146 
9.9583303 
0.1534058 
0.2393199 
0.4847204 
0.2423602 
0.0919947 
0.0459973 
o  7270806 
0.1379920 
0-0995354 
0.8266160 


-f 


1.0530458 
9.9069703 
9.6903353 
9.6379390 
9.9256950 
0.3872056 
9.8750043 
9.8834746 
9.5790528 
9.9031105 
0.0978007 
9.9503542 
0.2335344 
0.331335' 
9.9583467 
0.1534045 
0-2393169 
0.4847396 
0.2423698 
0.0920182 
0.0460091 
0.7271094 
0.1380273 
0.0995368 
0.8266462 


[M] 

+  1.0525217 
q. 9066882 
9.6902153 
9.6378199 
9.9254129 
0.3873856 

9-8752558 
9.8835917 
9.5788987 
g. 9030199 
0.0976836 
9.9505083 
0.2336472 
0.3313308 

9-9583915 
0.1534191 
0.2393530 
0.4847499 
0.2423749 
0.0919778 
0.0459889 
0.7271248 
0.1379667 
0.0995212 
0.8266460 


A'ergleicht  man  das  Resultat  des  ersten  Versuches  für  log  6  k  t]  mit  dem 
strengen  aus  den  Zwischenzeiten  abgeleiteten  Werthe,  nämlich  log  6^^^0.8266461, 
so  ergibt  sich  im  Sinne :  Strenger  VVerth  —  lierechneter  Werth  ein  Fehler  J  ^  -\-  301 
Einheiten  der  siebenten  Decimale.  Diese  Differenz  wird  verwerthet,  um  nach  den 
Formeln  IV)    (pag.  491)    den   definitiven  Werth   von   p  zu    erhalten.     Die  Rechnung 


stellt  sich  wie  folgt: 

sin  6 

9.8092 

M  sin  6' 

0.1925 

Add. 

0.1504 

sm  0  -\-  M  sin  0' 

0.3429 

h  sin  ^ 

9.S766 

Add. 

0.1277 

Subtr. 

9.8184 

sin  6  +  3/ sin  6'  -\-h  sin  ^ 

s'nxd  +  M  shi  0'—  h  sin  & 

logl 

log  II 

Add. 

log  N 


log( 


0.4706 

0.1613 
0.7130 
0.2073 

0.1180 
9.1690 

1.0128 
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Es  besteht  also  die  Relation   (logarithmisch) 


öp  =  0.1818  J  , 

woraus  folgt,  dass  mit  dem  obigen  Werthe  von  J  die  Correction  von  dp  =  4"  45^ 
Einheiten  der  siebenten  Decimale  beträgt  ;  mit  dem  so  resiiltircnden  Werthe  von 
p=  +  1.0530458  ist  der  zweite  Versuch  durcligeführt ,  der  für  J  den  Werth  — i 
finden  lässt,  also  eine  völlige  Uebereinstimmung  innerhalb  der  Unsicherheit  der 
logarithmischen  Rechnung.  Es  wurde  aber  mit  Rücksicht  darauf,  dass  die  Kleinheit 
der  Aeuderungen  die  DifFcrentialformeln  fast  streng  erscheinen  lässt,  für  die  de- 
finitive Lösung  gleichsam  das  Mittel  der  beiden  Ver.suche  l)cnützt  und  (>  ^  -f-  i  .0530457 
gesetzt. 

Um  nun  für  den  Werth  {M}  sofort  eine  hinreichende  Annäherung  einzuführen, 
wurde  nach  V)    (pag.  492)   gerechnet: 


G-l'     - 

-46''i8'8 

Subtr. 

0.1556 

cos  {G—k') 

98393 

Add. 

0.1208 

g  cos  ß' 

0.0082 

P—Q  sin  ft' 

o„i443 

h  cos  t  cos  [H —  V)  co^ß' 

0.0527 

P-\-Q  sin  & 

9-7439 

h  sin  t  sin  ß' 

9„o665 

log  {1} 

o„3867 

Add. 

9-9527 

log  (11} 

9.7899 

log[...] 

0.0054 

Add. 

0.0980 

logl 

9.8475 

lg  {1-11} 

o„4847 

logg  [...] 

0.0278 

Q 

o„8469 

Subtr. 

9.7115 

N.M 

9-3953 

log{...} 

9»5590 

d  ß  :  ö  log  M 

0„2422 

Q  :  s 

0.0641 

ö  a;  ^  ö  log  J/ 

3-4771 

P 

9n623I 

hQ 

—5240 

Q  sin  6' 

9.9887 

Es  war  also  für  die  zweite  Annahme  über  M  im  ersten  ^'ersuche  zu  setzen : 

Q  =  1-0530457  —0.0005240  , 

welcher  Werth,  wie  die  Zahlen  der  dritten  Columne  zeigen ,  in  der  That  eine  fast 
völlige  Uebereinstimmung  ergab ;  es  wurde  für  die  weitere  Rechnung  der  Elemente 
einem  Fehler  z/  ^  +  0.5  entsprechend 

Q  =  1.0525217 

angenommen.  Der  Uebergang  auf  die  heliocentrischen  Orte  wurde  ausgeführt  nach 
den  Formeln  : 


q'  ^  Mq 
rcosbcos{l—L]=Qcos(k—L)cosß—K,r'cosb'cos{F—L')  =  Q'cos{l'—L')cosß'—R' 
rcosÄsin  {l—L)  =  Qsm[X-L]  cos/S     ,     r' cosb'  sm{r —L')  =  Q'smlk'—L']cofi ß' 
rsinb^Qs'mß  ,  /  sin 6' =  p' sin // 

und  ergab  für  die  beiden  Annahmen  von  M  durchgeführt: 


VI) 
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log  r  0.0978007 

l  120"  5'39"n 

tangö  0.0510135 

log/  9.9503541 

t       59"  2'  2"48 

tangi'  g. 8382382 


log  (r)  0.0976836 

[l)  i20°  6'38"47 

tang  (6)  0.0507892 

log  (r'i  9.9505085 

(/')  59"  i'39"o6 

tang  [b')  9.8381343 


Die  Uebereinstimraung  der  so  gefundenen  Kadienvectoren  mit  den  Werthen, 
die  sich  aus  den  Versuchen  ergaben,  erweist  sich  als  genügend.  Nach  I)  ,  II) 
(pag.  472)   und  \\\b]    (pag.  473)   findet  sich: 


Q. 

2i''43'23"i9 

(Q) 

2i''42'28"94 

i 

48  3942-85 

[i] 

483858.33 

u 

95  33    4-88 

[u] 

95  3425-72 

%i 

49    5    5-6i 

(«') 

49    512.19 

\[u-u] 

156  46    0.36 

(!(«'-«)) 

156  45  23.23 

f 

156  46    0.31 

(/) 

156  45  23.22 

und  VI) 

(I  pag.  143  und 

144)   ergab 

sich: 

log? 

8.6287758 

l"ff  (?) 

8.6291866 

V      — 

-i58''45'4o"38 

{«)     - 

-i58<'44'53"37 

V 

154  4620.35 

.("') 

154  45  53-IO 

CO 

254  1845.26 

(w) 

254  19  19.09 

TC 

276    2    8.45 

[n] 

276     I  48.03 

und  nach  VII)    (I  pag.  144)  : 

1847   März 
T  aus  v>     30.32270 
Taus  0      30.32273 
T    30.322715 

Man  hat  daher    die    zwei  Elementensysteme 
sich  auf  den  Monat  März    1847  bezieht: 


1847  März 

(D  aus  [v]  30.30868 

[T]  aus  [»')  30.30865 

(T)  30-308665 

bei  welchen    die    Perihelzeit   T 


System 

logM 

T 

logy 

n 


0.2262773  0.2265773 

30.322715  30.308665 

8.6287758  8.6291866 

276°  2'  8"45  276"  i'48"o3 

Q         21  43  23.19  21  42  28.94 

^■         483942.85  48  38  58.33 

Rechnet  man  aus   diesen  Elementen    die    für   die  Zeiten    der  Normalorte    f(d- 
genden  geocentrischen  Positionen  nach  den  bekannten  Methoden,   so  erhält  man : 
A"  BT  A^  £1 

i)       26°2i'i6"36  4-  62^44'  5"i4       26'^2i'i6"44        +   62^44'  5"i5 

2)       2249    6.82  +542941.57       224844.68        +542923.06 

3'        205914.40  +  47  3Ö    8.49       205838.95       +47  35  32-39 
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4)  i9"2o'22"25  +  39"53'32"85  I9"i9'33"25  +  39°52'35"23 

5)  172716.39  -1-3059    2.31  17  26  11.65  -I-  30  57  37-8o 

6)  154748-13  -f-  24     223.20  154630.24  +24    036.72 

7)  441854.20  +    1635    5.42  441854.20  +   1635    5.42 

Die  Darstellung  der  beiden  äussersten  Orte  durch  die  Elemente  ist  eine  be- 
friedigende. Es  sind  also  (vergl.  pag.  488)  die  liedingungsgleicliungen ,  die  sich 
ans  den  übrigen  Normalorten  ergaben: 

+  i"43  cos/^2  =  —  2 2"  14  cos/!?2  Jx 
+  9.35  cos//,  =  —  35.45  cos/^s  Jx 
-)-   0.03  cos/i4  =  —     49.00  C0S/i4  J X 

—     5.85   cos/4  ==  64.74  COS//5  Jx 

— 10.07  cos/Zg  =  —     77.89  COS/^B  Jx  ^ 

—  io"50  ^ —  18.51  Jx 
— 15.07= —  36.10  .-/a; 
—25.13  =  —     57.62  ^x 

—  35.71  =—  84.51  Jx 
— 44.96  =  —  106.48  Jx  . 

Setzt  man  diese  Gleichungen  logarithmisch  an  und  macht  die  auftretenden 
Coefficienten  dadurch  homogen,  dass  man  den  Logarithmus  der  Fehlereinheit  1.6528 
und  ausserdem : 

loga;  =  2.0273  -f-  \q^Jx 

setzt,   so  erhält  man,   wenn  man  allen  Gleichungen  gleiches  Gewicht  gibt : 

Längen  Breiten 

8.2666  =  9„o82oa;  9n3684  =  9n240i  x 

9.1469  =  9„35 12  a:  9«5253  =  9«5302a; 

6.7093  =  9„5479a;  9n7474  =  9n7333^ 

9„0476  =  9„7 1 7 1  a;  9n9000  =  9„8996  x 

9„3io8  =  9„8247.r  o„oooo  ^  o„ooooa; 

Da  demnach 

[aw]  =  4-  2.2480  ,  \_aa\  =  +  2.9752 

ist,   so  folgt : 

log.7:  =  9.8783 
logz/.r  =  9-5038    • 

Setzt  man  diesen  Werth  von  ^a;  in  die  obigen  Gleichungen  ein,  so  bleiben 
für  die  wahrscheinlichste  Parabel  die  folgenden  Fehler  in  den  Normalorten  übrig, 
wobei  cos  //  ö  ^  angesetzt  erscheint,  um  sogleich  einen  Ueberblick  über  die  absolute 
Grösse  der  Fehler  zu  erlangen : 


cos/;  hX 

bji 

o"oo 

o"oo 

+  4-93 

—  4.60 

+  13-94 

—  3-55 

+  12. 02 

-  6.75 

+  12.69 

-  8.75 

+  13-49 

—10.99 

0.00 

0.00 

I. 

2. 

3- 

4- 
5- 
6. 

7- 

Die  Fehler  zeigen,  dass  die  l'arabel  den  Beobachtungen  nicht  völlig  genügt. 
Ohne  jedoch  vorerst  diese  Untei'schiede ,  die  durch  die  Einführung  eines  Wer- 
thes  der  Excentricität ,  der  von  der  Einheit  verschieden  ist .  wesentlich  verkleinert 
werden  können,  weiter  zu  beachten,  will  ich  die  wahrscheinlichsten  parabolischen 
Elemente  ableiten.     Die  Vergleichiing  der  beiden  Systeme  gibt' 

T    — 14050  — 4481 

log5'+  4108  +1310 


7t 

—    20"42 

-  6"5. 

Q 

—  54-25 

—17-31 

i 

—  44.52 

—  14.20  ; 

es  sind  also  die  wahrscheinlichsten  parabolischen  Elemente  ilie  folgenden : 

(fJi847 
jT^März  30.318234  mittl.   Herl.   Zeit 
log  q  =  8.6289068 
TT  =  276°  2'    l"94 


.  mittl.  Aequinoct. 
Q=    21  43    5-8«      ' 


j  1847,0  . 


»'=    48  3928.65 

Die  directe  Nachrechnung  der  Orte  mit  diesen  Elementen  zeigt  in  der  That 
innerhalb  der  Unsicherheit  der  logarithmischen  Kechnung  eine  völlige  Uebereinstim- 
mung  mit  der  oben  aus  den  DifFercntialfornieln  angegebenen  Darstellung  der  Orte. 
Wenn  auch  in  dem  vorliegenden  Falle  die  Parabel  den  Keobachtungen  nicht  völlig 
genügt,  so  entspricht  die  hier  dxirchgeführte  Rechnung  einem  geeigneten  Kechnungs- 
beispiele  und  es  können  die  hier  gegebenen  Methoden  auf  jeden  Kometen  ohne  Ab- 
änderung angewendet  werden. 

ß.     Bestimmte  Annahme  über  «. 

Die  Variation  des  Verhältnisses  der  Distanzen  wird  auch  noch  in  jenen  Fällen 
mit  Vortheil  angewendet  werden  können,  wo  man  eine  bestimmte  Annahme  über  a 
zu  machen  in  der  Lage  ist ,  ein  Fall ,  der  dann  eintreten  wird ,  wenn  die  in  der 
ersten  Näherung  abgeleiteten  parabolischen  Elemente  eine  auffallende  Aehnlichkeit 
mit  den  Elementen  eines  früher  erschienenen  Kometen  zeigen.  Man  wird  sich  dann 
zunächst  mit  Hilfe  dieser  ersten    parabolischen  Elemente   (vergl.   I  pag.  150),    wenn 

Uppolzer,  Bahabestimmungeu.  LI.  63 


'l<t8      

sonst  keine  hcsscien  Nälifnuif^ün  hekiiniit  siiul,  einen  möglichst  genauen  Werth  von 
M  verschaffen  und  alle  Formeln  his  zur  Auflösung  der  Lambert 'sehen  Gleichung 
eventuell  gleichzeitig  mit  einem  entsprechend  variirten  Werthe  von  M  durchrechnen. 
Hierbei  ist  wohl  zu  beachten,  dass  die  für  M  gemachten  Niiherimgsannahmen  von 
der  Natur  des  Kef>elsehnittes  unabhängig  sind  ;  es  wird  also,  wenn  man  in  M  nur 
die  aus  den  Zwischenzeiten  folgende  Näherung  einsetzt,  der  betreff'ende  Himmels- 
körjier  zur  Zeit  der  mittleren  Hcobachtung  bis  auf  kleine  Grössen  derselben  Ord- 
nung in  dem  gewählten  grössten  Kreise  stehen,  mag  man  über  die  grosse  Achse  der 
]{ahn  eine  beliebige  Annahme  machen. 

Es  sei  die  gefundene  Terihelzeit  T ,   die  dem  anderen  Kometen  mit  ähnlichen 
Elementen  angehörige  Perihelzeit  r ;   dann  kann  die  Ümlaufszeit : 

T-T      T-x  f 

T—r,   -^-,    -^  ,     u.  s.  f. 

sein  und  demgemäss  wird  die  grosse  Halbachse,  wenn  man  den  so  gefundenen  Zeit- 
unterschied in  Einheiten  des  siderischen  Jahres  ansetzt,   sein  können: 


a=iT-A^,    [T=l]\     [T=lf  ..,.<. 


Man  wird  gewöhnlich  mit  dem  grössten  Werthe  von  a  beginnen,  q  ent- 
sprechend der  L amb er t'schen  Gleichung  mit  Hilfe  der  sehr  bequemen  Relation  17) 
(pag.  468)  und  unter  Benützung  der  Foimel  IV  (pag.  491)  bestimmen,  dann  die 
Elemente  nach  den  obigen  F'ormebi  (§  2  pag.  472  ff.)  ableiten  und  die  Darstellung  des 
mittleren  Ortes  suchen.  Man  wird  wohl  bald  denjenigen  Werth  der  Halbachse  er- 
kennen ,  der  den  15eobaclitinigen  am  besten  zu  entsprechen  scheint.  Für  diesen 
Werth  wird  man  mit  dem  variirten  Werthe  von  31  die  Rechnung  wiederholen ,  um 
die  möglichst  beste  Darstellung  zu  erreichen.  Waren  aber  die  Zwischenzeiten  nicht 
gross,  so  dass  die  in  M  eingeführten  Näherungen  hinreichend  zutreffen ,  so  wird  man 
mit  llücksicht  aiif  die  oben  gemachte  Bemerkung,  dass  die  Richtigkeit  von  M  nicht 
durch  die  Wahl  von  a  beeinflusst  wird,  von  einer  Variation  von  3/ Abstand  nehmen 
können. 

Ich  gebe  für  diese  Methode  kein  Beispiel,  da  dieselbe  ganz  nach  den  für  die 
Parabel  geltenden  Vorschriften  durchgeführt  werden  kann ,  nur  mit  dem  Unter- 
schiede, dass  man  statt  der  Eni  ersehen  Gleichung  die  Lambert'sche  und  zwar 
in  der  Form   17)    (pag.  468)   anwendet. 

■y.     Uebergang  von  der  Parabel  auf  nahezu  parabolische  Bahnen. 

(Hornste  in 's  Methode.] 

Zeigt  sich  bei  dem  Anschlüsse  parabolischer  Elemente  an  die  Beobachtungen, 
dass  die  Parabel  nicht  völlig  genügt,  so  kann  man  nach  Hörnst  ein 's  Vorschlage 
(Bestimmung  der  Bahn  des  ersten  Kometen  vom  Jahre  1847,  nebst  Bemerkungen 
über  den  Uebergang  von  der  Parabel  zur  Ellipse  oder  Hyperbel.  Märzheft  1854  der 
Sitzungsberichte  der  roath. -uaturw.  Classe  der  kais.  Akademie   der  Wissenschaften 


in  Wien)  in  sehr  bequemer  und  zweckmässiger  Weise  mit  Benützung  der  vorhan- 
denen Rechnungen  den  Üehergang  auf  den  wahrscheinlichsten  Kegelschnitt  aus- 
führen; ich  werde  übrigens  im  folgenden  Paragraphen  (§  5  pag.  507)  noch  eine  an- 
dere Methode  anführen,  die  bisweilen  in  mancher  Beziehung  noch  bequemer  erscheint. 

Macht  man  über  M  dieselbe  Annahme,  wie  in  der  ersten  Hypothese  bei  der 
Ermittelung  einer  parabolischen  Hahn  und  lässt  an  die  Stelle  der  Euler' sehen 
Gleichung  die  Lambert'sche   (pag.  468)   treten,    so  wird   man  mit  Hilfe    derselben 

eine  Lösung  erhalten,   sobald  man  eine  bestimmte  Annahme  über  —    =  y     macht. 

Man  wird  für  y  einen  kleinen  AVcrth,  etwa  0,01  oder  0,02  annehmen.  Die  Zahl 
der  Versuche  bei  der  Lösung  der  Lamber  t'schcn  Gleichung  kann  durch  Henützung 
der  üiffercntialformeln  wieder  wesentlich  vennindert  werden.  \'ergleicht  man  näm- 
lich die  Euler'sche  und  Lambert'sche  Gleichung: 

k  [t'-t]  =  \  [r  +  r  +  s)i  z^  i  (r  +  r  -  6')^ 
k[f'-t)  =  (r  +  r  -}-*)»  Q,q:  (r-^r'-*)?Qrf 

so  erhält  man  durch  Snlitraction  den  Unterschied : 

[r  +  r'  +  s)  'i  (\  —  Q,]  zf  [r  -\-  r'  -  s)  i  ( A  -  Qrf)  =  ^  IVA) 

zwischen  k  [t'  —  t) .  der  sich  ergeben  würde ,  wenn  man  in  der  Ellipse  die  für  die 
Parabel  geltenden  Werthe  einführt.  Mit  Benützung  der  Formeln  IV)  (pag.  491) 
oder  was  hier  bequemer  ist,  ohne  Anwendung  des  logarithmischen  Incrementes  er- 
hält man  alle  jene  Aendenmgen,  die  man  mit  Beibehaltung  des  Werthes  von  M,  an 
den  für  die  Parabel  gefundenen  Werth  von  q  anbringen  muss,  um  der  bestimmten 
Halbachse  zu  genügen.     Es  ist  (vergl.  27)   pag.  471): 


-1^  ==  (sinÖ  -f-  M 


l\  4a         1  \  40/) 


IVc 


ö^  :^  4z/i\r. 

wo  meder  das  obere  Zeichen  für  heliocentrische  Bewegungen,  die  kleiner,  das  un- 
tere Zeichen  für  solche,   die  grösser  als  180°  sind,  gilt. 

Diese  so  ermittelten  C'oefficienten  wird  man  bei  allenfalls  auftretenden  Unter- 
schieden auch  für  die  weiteren  ^'crbesserungen  benützen  dürfen.  Ist  dann  derjenige 
Werth  von  q  ermittelt,   der  einerseits  unter  Benützung    des  angenommenen  Werthes 

von  —  =  y  der  Lambert' scheu  Gleichxmg,  andererseits  dem  zu  Grunde  gelegten 

Werthe  von  31  genügt,  so  rechnet  man  aus  diesem  nach  den  oben  angeführten  Me- 
thoden die  Elemente  und  mit  diesen  die  Darstellung  der  Orte.  Von  diesen  Orten 
müssen  die  der  Rechnung  zu  Grunde  gelegten  Normalorte  völlig  dargestellt  werden, 

63* 


500     

welcher  Umstand   eine   Controle  für   die  Richtigkeit   der  Rechnung   abgibt.     Wenn, 
dann  für  die  übrigen  nicht  völHg  dargestellten  Normalorte  ^i^,  A-{}-  ...   B^'^,  B-i-  .. 
die  ans  diesen  Klementcn  folgenden  geoccntrischen  (Joordinaten  sind,   so  erhält  man 
auf  emi)irisch(!m  Wege  die   Differentialquotienten  der  \'ariationen  des  geocentrischen 
Ortes  durch  die  Variation  des  reciproken  Werthes  der  grossen  Halbachse  y  wie  folgt : 

'  '  dy     '  '  '  öy 


dl/     '         ^^  ^       .      dy 

wobei  wieder  der  angenommene  Wertli  von  y  als  Einheit  für  öy  gilt  Mit  Berück- 
sichtigung der  oben  (pag.  488)  für  eine  \ariation  von  M  erhaltenen  Werthe  werden 
nunmehr  die   Hedingungsgleichungen  die  Form  haben : 

cos/ii  ÖA,  =  (-j^l  cos/^i  Jx+i^-^"^  cos/*,  Jy 


Aus  diesen  Gleichungen  leitet  man,  nachdem  man  dieselben  noch  vorher  mit 
den  Quadratwurzeln  ihrer  Gewichte  durchmultiplicirt  hat  nach  der  Methode  der 
kleinsten  Quadrate  die  wahrscheinlichsten  Werthe  für  Ja:  und  J 1/  ab;  Jx  gibt  die 
erforderliche  Aenderung  in  3t  in  Einheiten  der  angenommenen  Aenderung.  Jy  gibt 
den  reci])roken  AVerth  der  grossen  Halbachse  in  Einheiten  der  obigen  Annahme, 
wobei  man  auf  eine  Hyperbel  geführt  würde,  falls  Jy  negativ  gefunden  wird.  Man 
kann  nun  mit  den  Werthen : 

log  3/  =  log  JWn  +  Jz 

a  «I, 

ne)u>  Elemente  ableiten,  oder  dieselben  auch  nach  der  oben  (pag.  484)  angegebenen 
unnraehr  auf  zwei  Variable  zu  erweiternden  Interpolationsmethode  erhalten,  welche 
in  den  meisten  Fällen,  besonders,  wenn  die  heliocentrischen  Hogen  gross  sind,  eben- 
falls genügend  genaue  Resultate  geben  wird.     F]s  wird  für  jedes   Element 

E  =  E„+(E^-  E,)  Jx  +  [R,  —  E^]  Jy  . 

Ist  aber  die  Abweichung  von  der  Parabel  sehr  bedeutend,  so  wird  diese  Me- 
thode« erst  nach  mchrfarhen  "Wrsucheu  zum  Ziele  führen;  indem  man  vorerst  einen 
Näherungsworth  von  a  erhält,  wird  man  diesen  benützen,  um  mit  zwei  Annahmen 
über  M  mit  Beibehaltung  des  Näherungswerthes  von  a  einerseits,  und  einem  abge- 
änderten Werthe  von  a  andererseits  das  A'erfahren  fortzusetzen.     Indess  wird  es  sich 
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in  diesen  Fällen  der  stärkeren  Abweichung  mehr  empfehlen ,  direct  nach  einer  der 
im  ersten  Hände  entwickelten  Methoden  aus  den  3  zu  Grunde  gelegten  Orten  ge- 
näherte Elemente  abzuleiten,  auf  welche  man  dann  die  in  dem  betreffenden  Falle 
geeignet  erscheinenden  Verbesserungsmethoden  anwendet. 

Es  soll  znnächst  Hornstein's  Methode  durch  ein  Beispiel  erläutert  werden, 
und  ich  wähle  das  früher  für  die  Parabel  durchgeführte  Beispiel  einer  Bahnver- 
besserung für  den  ersten  Cometen  des  Jahres  1847.  Man  vnrA  jetzt  leicht  einsehen, 
weshalb  ich  dort  ein  Beispiel  gewählt  habe,   welches  der  Parabel  nicht  völHg  genügt. 

Zunächst  kann  man  alle  Hilfsgrössen  benützen,  die  oben  für  die  Parabel  in 
der  ersten  Annahme  über  M  berechnet  wurden  und  hat  darauf  die  Lambert' sehe 
Gleichung : 

kit'  —  t]  =  {r  +  r'  +  s]'^Q,  +  [r+r'—s)iQ,, 
Qg  aus  Tafel  XVII  mit  dem  Argumente 


Qd  aus  Tafel  XMl 


r  +  r'- 

■\-s 

4« 

r  +  r' 

—  s 

\b] 


4a 

durch  Versuche    zu    lösen.     Für    die  Ermittelung   der   ersten  Näherung   von    q  wird 

man  die  Formeln   Wh]   und  IV^)    (pag.  4Qq)   rechnen  ;    nimmt   man    a  =  —   =    50, 
so  folgt : 


»•  +  »•'  +  *■ 

0.4847 

4« 

2.3010 

7--\-r'  —  s 

0.0920 

Arg.   für  Q, 

+0.015266 

Arg.  für   Q,, 

+0.006180 

loga- 

9.2238496 

logQd 

9.2226559 

Sub, 

2.3376 

Sub, 

2.7312 

log(i-Q,) 

6„8862 

log(l-Qd) 

6„49i5 

I 

7n6i33 

II 

6„6295 

Add. 

0.0429 

J 

7«6562 

4^ 

8„2  583 

N 

9.1661 

r  +  r'+s 

4« 
r  +  r'  —  s 

4a 


9-9933 
9-9973 


/  r  -\-  r'  —  s\\ 


4" 


9.9986 


'^r-\-r'-{-s        0.2424 


Vr-\-r' — s  0.0460 

Z,  :  N,  0.2458 

Za  :  Na  0.0474 

Add.  0.2131 

Subtr.  0.4357 

(+)  0.4589 

sm6-\-3I  sind'  0.3429 

(— )  9.8101 

Äsin5^  9.8766 

logl  0.8018 

logll  9.6867 

Add.  0.0321 

Es  ist  somit  (Iq  =  —  0.0026571,   also  q  =  1.0503887.    Die  Durchfühnmg  der 

Hypothese  mit  diesem  Werthe  gibt  in  k  [f  —  i)   den  Fehler  z/  =  —  75  Einheiten  der 

7.  üeciraale.     Hieraus  ergibt  sich  in  ^'erbindung  mit  dem  Werthe  von  N  nach  der 
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Formel  dQ  =  .\JN  der  Werth  q  =  1.0503843,  welcher  Wertli  hei  der  Lösung  der 
Lambert' sehen  Gleichung  in  der  That  eine  völlige  Uehereinstimmung  ergibt.  Die 
Rechnung  dieser  Versuche  stellt  sich  wie  folgt: 


«  =  50 


Versuch 

log  [Q-f) 

log  (?-/') 

log  (Q  —  y) 

tangö 

tangö' 

tang^ 

cosö 

cosö' 

cos^ 

r 

r' 

Add. 

r+r' 

s 

Add. 

Subtr. 

r  +  r'  +s 

[r  +  r'  +s)^^ 

r-\-r'  —  s 

[r  +  r'  —  s]^ 

S 

D 

[r  +  r'+s]i 

Qs 

{r-\-r  —  sp 

Qd 
I 

II 

k  (('  —  t] 


+  1.0503887 
9.9055383 
9.6879746 
9.6352747 
9.9242630 
0.3848449 
9.8723400 
9.8840681 
9.5810722 
9.9040658 
0.0972072 
9.9483348 
0.2329419 
0.3301491 
9-9573914 
0.1534732 
0.2394866 
0.4836223 

0.24181 1 1 
0.0906625 

0.0453312 
0.0152262 
0.0061607 

0-7254334 
9.2238443 

0-1359937 
9.2226533 
+0.8897698 
+0.2283742 
+  1.1 18 1440 
—  75 


+  1.0503843 

9-9055359 
9.6879707 
9.6352703 
9.9242606 
0.3848410 

9-8723356 
9.8840691 
9.5810756 
9.9040673 
0.0972062 
9.9483314 
0.2329409 
0.3301471 
9.9573899 

0.1534734 
0.2394870 
0.4836205 
0.2418102 
0.0906601 
0.0453300 
0.0152262 
0.0061607 
0.7254307 
9.2238443 
0.1359901 
9.2226533 
+0.8897643 
+0.2283723 
+  1. 1281366 


Der  Uebergang  auf  die  heliocentrischen  Orte  mit  den  ^\'erthen :. 

log^  =  0.0213482 
log?' =  0.2476255 
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ergab  nach  den  bekannten  Formeln : 

l  i20°io'4o"6i 

/'       59     7  10.64 

tang  6  0.0498726 

tangi'  g. 8396016 

r  0.0972062 

r  9.9483316  ; 

hiermit  fand  sich  nach  I)   und  II)   pag.  472: 

i  48"36'i4"o9 

Q  21  3453-76 

u  95  42  30.61 

u  49  17    6.31 

/  156  47  1785  ■ 

Die  Probe  nach  III  b]   ergab  in  guter  Uebereinstimmung : 

/=i56"47'i7"83  . 

Die  Rechnnng  der  übrigen  Elemente  nach  den  Formeln  IV  b,  —  VII  b) 
(pag.  476  if.)  setze  ich  als  die  erste  Anwendung  dieser  Formebi  hier  vollständig  an. 
Nach  IV 6)  (pag.  476)  und  Vö)  (pag.  477)  fand  sich  mit  Rücksicht  darauf,  dass  für  a 
der  Werth  50  angenommen  wurde : 


cosy2 

9.9266828 

a 

2  5°i9'  2"34 

rr 

0.0455378 

h' 

12  3931-17 

rr'  cosy^  :  a 

8.2732506 

cos  ^  «^ 

9.9786263 

r  +  r 

0.3301471 

z 

0.3049469 

Subtr. 

0.0038265 

rr  sin/2 

g. 2368162 

t 

0.3263206 

P 

8.9318693 

durch  die  Formeln  VIJ)    (pag.  478)   ergaben  sich  die  folgenden  Zahlen: 


Subtr.         o.  5372767 

r'  —  r         9»5599295 
z  :  a         8. 605976g 


9.9821073 
0.0276451 
0.0138225 


Vrr   (i-i) 

yrr   (i  — -|-)         0.3148525 
(r -+-»•')  cos/        o„2g34885 


lezünF  9ni  555687 

9-9997265 

lez  cosF  0.6053319 

F  -2°  i'59"47 

zez  0.6056054 

2z  o.6o5g76g 

e  9.9996285 

i+e  0.3008443 


Adel. 

0.2904794 

JU« 

1 

8.6310250 

V 

-i58"49'i7"3-' 

I  —  c 

6.9320550 

v' 

+  134  45  18-38 

l  —  c 
I  +« 

6.6312107 

1t 

276    641.69 

3 

T- 

T/i  +  e 

7.7961154 

Nach  VIIÄ:     pajr.  479)   stellt  sich  die  Rechnung  für  die  beiden  Orte  mit  Be- 
niitzimg  der  Tafel  XVIII  wie  folgt: 


tang  \  v^ 

f) 

tang^ü 

tang^ü^' 

Pz 

1 

II 

Add. 

{...) 

Jt 


— 79°24'38"66  +77"22'39"i9 

1.4565448  1.2997450 

+0.0122393  +0.0085301 

0,(7282724  0.6498725 

2.0619293  2.0629908 

2„i848i72  1.9496175 

I. 5819853  1.5838996 

2„79020i7  2.7128633 

3„7668o25  3-5335J7I 

0.0435727  0.0611238 

3«8i03752  3.5946409 

+40.41016  — 24.58987 

2' =  März  30.41016  30.41013 

r^  30.410145  . 

Stellt    man    daher   die    gefundenen  Elemente    zusammen,    so    erhält   man    das 
System : 

2. 
r  =  1847  März  30.410145 
logy  =  8.6310250 

—  =  0.0200000 
a 

n  =  276"  6'4i"6q    j 

Q=    21  3453.76    /     mittl.  Aequin.    1847,0 
i  =    48  36  14.0g    j 

und  die  geocentrischen  polaren  Coordinaten   für   die    Zeiten   der  obigen  Nurmalorte 
ergeben  sich  aus  diesen  Elementen  in  der  bekannten  Weise  wie  folgt: 


yi:'- 

52 

l) 

26°2l'l6"29 

+62°44'   5"  15 

2) 

22  51  48.16 

+54  30    3-06 

3) 

21     329.55 

+47  37  13-55 

4) 

19  25  56.16 

+395548.48 

5) 

17  34    1-56 

+31     3    3-58 

6) 

15  55  23-17 

+24    8    4.75 

7) 

44  18  54.15 

+  16  35    5.36  . 
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Die  Darstellung  der  beiden  änssersten  Orte  durch  die  obigen  Elemente  gibt 
eine  befriedigende  Controle  für  die  Richtigkeit  der  vorausgegangenen  Rechnungen. 
Rildet  man  nun  den  obigen  Entwickehingen  entsprechend  i'pag.  500)  die  DifFerential- 
quotienten  für  J y ,  und  setzt  zugleich  die  bereits  oben  (pag.  496)  ermittelten ,  für 
Jx  geltenden  C'oefficienten  an,   so  erhält  man  nunmehr  die  Redingungsgleichungen : 

für  die  Längen: 
+  i"43  cos/?2  =  —  22"i4  C0S/S2  ^ X  -\-  i6i"34  cos/?2  /l y 

4-   9.35  COS/^3  =  —  35.45  C0S/i?3  .dx  +  255.15  COSi^:,  Jy 

+  0.03  cos/:?4  =  —  49.00  cos/^4  Jx  +  33391  cos/^4  Jy 
—  5.85  cos/ij  =r  —  64.74  cosjis  J X  +  405.17  cos/is  Jy 
— 10.07  cosj^g  =  —  77-89  cos  (ig  Jx  +  455.04  cos/^ß  Jy 

für  die  Ureiten : 

—  io"50  ^ —  i8"5i  J X -\-  2\"i\qJy 
— 15.07= —  36.10.1^2;+  (>S-o6  Jy 
—25.13=—  57.62  ^a;-f-  135.63  _yy 
— 35-71=—  84.51  -/.c  +  241.27 -i/y 
—44.96  =—  106.48  Jx  +  341.55  Jy . 

Gibt  man  allen  diesen  IJedingimgsgleichungen  gleiches  Gewicht  und  setzt 
man,   11m  dieselben  möglichst  homogen  zu  gestalten,    wieder  ■wie  oben   ipug.  496) : 

log  Fehlereinheit  =  1.6528 

log.r  =  2.0273  +  log  [Jx] 

und  ausserdem : 

log'y=  2.6186+ log  (z/j/) 

so  erhalten  die  Normalgleichungen  die  folgende  Gestalt: 

+  2.97523; — 2.9632«/ =  +  2.2480 
—  2.9632.r  +3.4485y  =  —  1.7654 

und  die  Auflösung  ergibt : 

log^a;  :=  9.8569  ,     \ogJy  =  9.0129  . 

A\'ollte  man  sowohl  die  Elemente  als  auch  die  Darstellung  der  Orte  als  Funk- 
tionen von  y  darstellen ,  so  würde  man  die  erste  der  obigen  Noiinalgleichungen 
hierzu  benützen  können ;  doch  gehe  ich  auf  diese  Darstellung  nicht  ein,  weil  schon 
oben  für  dieses  \  erfahren  hinreichend  erläuternde  IJeispiele  angeführt  sind.  Durch 
Einführung  dieser  AVerthe  der  Unbekannten  in  die  obigen  liedingungsgleichungen 
erhält  man  die  folgende  Darstellung  der  Orte: 

Oi>pol£t;i',  Bahnbestimmuugen.  11.  g4 
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cos  (i  hi, 
o"o 
+0.4 
+5.8 
+0.7 
— o.g 
—0.9 
0.0 


hß 
o"o 
+0.6 

+4-2 

+2.3 

+0.2 

—3-5 
0.0 


Tntcrpoliit  man  die  Elemente  nach    der   oben   (pag.  500)    angesetzten  Fomiel, 
so  findet  man  das  f'olf^ende.   nnnmehv  als  definitiv  anzusehende  Elementensystem  : 

,fl.    1847 
T=  März  30  321616  mittl.  IJerl.  Zeit, 
log  q  =  8.6293030 

log  rt  =  2.686    1328      («  =  485.437) 
TT  =  276"    2'2  l"9I        1 

„     ,     ,,,  mittl.  Aeqninoct. 

Q=    2i''4i  51  69     J"  * 

/=    -|S°38'49"32 


1847,0 


Die  (lirecte  Nachreclunnig  der  Orte  ans  diesen  Elementen  gibt  gegen  die 
obige  aus  den  Differentialformeln  abgeleitete  ])arstellung  derselben  eine  genügende 
Uebereinstimmnng.  Sollte  man ,  wie  dies  bei  der  Rechnung  aus  kleinen  helio- 
centrischen  Bogen  zu  befürchten  ist,  die  Inter[)olation  zwischen  den  Elementen  selbst 
ihrer  Linearitüt  nach  für  nicht  genügend  gesichert  halten ,  so  wird  man  die  Ele- 
mente aus  dem  verbesserten  Werthe  von  3/  mit  Zugrundelegung  des  oben  gefun- 
denen Werthes  von  a  direct  berechnen  und  dann  einen  viel  besseren  Anschluss  an 
die  Resultate  der  Differentialquotienten  erhalten.  Der  Grund  dieser  Bemerkung  ist 
nach  den  früher  gegebenen  Erklärungen  (pag.  483)  leicht  ersichtlich ;  in  dem  hier 
gewählten  Beispiele  hätte  man  also  anzunehmen : 

log  M  =  0.2262773  -f-  0.0003000  Jz  =  0.2264931   , 
a  =  485.437   ; 

doch  führen  diese  Zahlen  in  dem  vorliegenden  Falle  innerhalb  der  Unsicherheit  der 
logarithmischen  Rechnung  aus  leicht  begreiflichen  Grüiulen  auf  die  oben  durch 
Interpolation  erhaltenen  Elemente. 
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§  5.    Variation  der  Distanzen  mit  Benützung  der  Variation  des  Verhältnisses 

der  Distanzen. 

Man  kann  das  durch  die  Variation  des  Verhältnissen  der  Distanzen  M 
erhaltene  Resultat  noch  in  anderer  Weise  zur  Ermittelung  des  wahrscheinlichsten 
Kegelschnittes  verwerthen ,  und  zwar  bietet  das  hier  vorgeschlagene  ^'erfahren  in 
jenen  Fällen  besondere  Vortheile,  wo  durch  die  Variation  von  M  die  beiden  geocen- 
trischen  Distanzen  heeinflusst  werden ;  jene  Fälle ,  in  denen  bei  der  Variation  von 
M  die  eine  geocentrische  Distanz  fast  iinverändcrt  bleibt,  würde  sich  für  die  An- 
wendung dieses  Verfahrens  nicht  eignen ;  man  wird  dies  leicht  durch  die  vorhan- 
denen Rechnungen  entscheiden  können. 

Es  wurde  oben    (pag.  493)   gefunden  für  die 

erste  Parabel  zweite  Parabel 

log  (I  0.022  4472  0.022  2311 

log  (>'  0.248  7245  0.248  8084; 

es  ändern  sich  also  die  beiden  geocentrischen  Distanzen  in  genügender  Weise.  Rechnet 
man  nun  ein  Elementensystem,  indem  mau  den  Werth  von  q  aus  der  zweiten ,  den 
Werth  von  q  aus  der  ersten  parabolischen  Bahn  nimmt,  so  hat  diese  Bahn  als 
Grundlage  die  Werthe : 

log  q  =  0.022  231 1 

log  Q  =  0.248  7245  . 

Betrachtet  man  die  auf  diesem  Werthe  Ijeruhcnden  Elemente  als  Ausgangs- 
elemente, so  hat  man  das  vorliegende  Problem  auf  die  Methode  der  Variation  der 
Distanzen  reducirt,  die  in  §  3  i'pag.  480  u.  ff.)  ausführlich  behandelt  winde.  Das 
aus  diesen  letzteren  Distanzen  abgeleitete  System  ist  also  als  das  System  I,  die 
erste  Parabel  als  System  II,  die  zweite  Parabel  als  System  III  zu  betrachten  und 
es  ist  weiter  mit  Beibehaltung  der  dort  gewählten  Bezeichnung  (pag.  481,   482): 

ö  a;  =  -|-  0.000  21 61 
ö  y  =  -1-  0.000  0839  . 

Da  hiermit  Alles  auf  eine  bereits  bekannte  Methode  zurückgefülirt  erscheint, 
so  ist  weiter  für  die  Durchfühning  des  Beispieles  nichts  zu  bemerken  und  ich  will 
hier  nur  beifügen,  dass  die  ^'ortheile  dieser  Methode  gegen  die  in  §  4  'pag.  498  ff.) 
auseinandergesetzte  nicht  unerheblich  sind.  Man  hat  nämlich  vorerst  nicht  nöthig,  die 
heliocentrischen  Orte  von  Neuem  aus  den  geocentrischen  Distanzen  abziileiten,  da 
die  heliocentrischen  Orte  unverändert  den  früheren  Rechnungen  entlehnt  werden 
können;  ausserdem  hat  man  nicht  nöthig,  die  Lambert' sehe  Gleichung  durch 
Versuche,  bei  denen  r.  r  und  s  variabel  sind,  zu  lösen,  sondern  man  gelangt  durch 
die  in  den  meisten  Fällen  völlig  ausreichende  Fonnel  26)  (pag.  471)  direct  zur 
Kenntniss    des  Werthes    von    a,    woraus   die   übrigen  Elemente   mit  Hilfe    der  oben 

64* 


508      

gegebenen  Vorschriften  leicht  gefunden  werden  können.  Sollte  die  versuchsweise 
Lösung  dennoch  notliwendig  sein,  was  wolil  kaum  je  der  Fall  sein  wird,  so  wird 
die  l'nvenui(lerli<likeit  der  Werthe  r,  r  und  ä  diese  Rechnungen  wesentlich  abkürzen. 
Ich  will  nun  das  Beispiel  des  Kometen  I  1847  nach  dieser  Methode  durchführen. 

Nach  pag.  495^  finden  sich  die  helioccntrischen  Orte,  und  zwar  der  erste 
Ort  nach  der  zweiten  Hypothese  über  Jf,  der  zweite  nach  der  ersten  Hypothese  mit 
den  Annahmen  : 

big  p  =  0.022   231 1  lüK  ?'  =  0.248   7245 

für  diu  geocentrischcu  Entfernungen  wie  folgt: 

logr     0.097  6836  log/     9.950  3541 

l     i20%'38"47  /'     59"2'2"48 

tang  b     0.050  7892  taug  1/     9.838  2382  , 

wolche  Angaben  also  der  früheren  Keclnmng  unverändert  entlehnt  sind. 
Es  sind  nach  Formel  I)  und  II)  (pag.  472;  : 

Q     2i"42'i6"20  u     95"34'34"i4 

i    48°38'59"27  ?<'     49"  5'49"8i 

1  (m' _«)=/=  i56"45 '37-83  5  , 

und  die    (.'ontrolreclmung   nach  lila)    (pag.  4731   ergab    in   guter  Uebereinstimmung : 

/=  i56"45'37"83   • 

Bestimmt  mau  die  Sehne  s  nach  der  Formel: 

•    s^  =  r"^  -\-  r"^  —  ?•  r  cos  2  f  , 

80  erhalt  man : 

logs  =  9.958  3262   . 

Mit  Benützung  der  Foimeln  24)  und  25)    (jiag.  471)  findet  man  weiter: 

log  «  ==  7.04276 
log  ß  =  9„58644  ; 

die  Berechnung  von  /  erscheint  bereits  unnöthig ;  aus  den  letzteren  Werthen  erhält 
man  endlich : 

—  =  +  o.ooi    1029,9  '^^^  ^^S  **  "=  2.957  4284  , 

wobei  es  in  der  Natur  der  Sache  gelegen  ist,  dass  a  selbst  numerisch  nicht  genau 
zu  bestimmen  ist;  für  die  Darstellung  der  Beobachtungen  aber  ist  diese  Un- 
sicherheit unschädlich.  Die  Controlrechnuug  mittelst  der  Lambert'schen  Glei- 
chung nach  17)  (pag.  468)  ergab  eine  vollständige  Bestätigung  für  die  Richtigkeit 
der  Bestimmung  von  a. 

Weiter  wurde  ennittelt  nach  IVb)  (pag.  476)  und  Vbj    |pag.  477): 

log  z  =  0.310  0819 

logp  ==  8.930  2156 


v  =  — 

I58°45'i8"35 

ll'  = 

I54°45'57"3i 

M  = 

2  54°i9'52"50 

7C  = 

2  76°2'8"70  ; 
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dann  nach  VTl))    (pag.  478)  : 

F=-  i°59'4o"52 
log  e  =  9.999  9795 
log(i— e)  =  5.671    7674 
lüg  y  =  8.62g   1958 

endlich  fand  sich  nach  VII b]    (pag.  4791   die  l'erihelzeit 

aus:   V,     T  =  März  30,31734 
»     v   ,      T  ^  März  30,31740 
also  im  Mittel:      7'=  März  30,317370  , 

womit  die  liechmiiig  der  Elemente,  die  nach  den  obigen  Vorschriften  als  Aus- 
gangseleraente  zu  betrachten  sind,  erledigt  ist.  Um  alles  übersichtlich  beisammen 
zu  haben,  stelle  ich  die  Elemente,  die  sich  ans  den  voranstehenden  und  den  oben 
für  die  beiden   i'arabeln   ipag.  495   ff.)   gefundenen  Zahlen  ergeben,   neben  einander: 


I 

II 

III 

T 

30.317370 

30.322715 

30.308665 

<1 

8.6291958 

8.6287758 

8.6291866 

I 

a 

o.ooi  1029.9 

0 

0 

71 

276"  2'  8"7o 

276°  2'  8" 

'45 

276°  i'48"o3 

Q 

2l"42'l6"20 

2«"43'2  3" 

19 

2i"42'28"g4 

i 

48°38'59"2  7 

48"39'4-'" 

85 

48"38'58"33 

Die  diesen  Elementen  für  die  Zeiten  der  Normalorte  entsjjrecheuden  geo- 
centwschen  Coordinaten,  mit  Weglassnng  der  äusseren  Orte ,  die  als  Grundlagen  der 
Rechnung  durch  alle  drei  Systeme  völlig  dargestellt  werden,   sind  : 


I 

II 

III 

^^2 

22°48'59"67 

22^49'  6"82 

2  2"48'44"68 

^■i 

20  59    2.84 

20  59  14.40 

20  58  38.95 

-u 

19  20    5.24 

19  2022.25 

19  19  33.25 

^f. 

17  26  51.85 

17  27  16.39 

17  26  11.65 

^« 

15  47  i6.86 

15  4748.13 

15  +6  30.24 

B, 

+  54  2929.42 

+  54  2941-57 

+  54  29  23.06 

B, 

+  47  3546.05 

+ 

47  36    8.49 

+  47  3532.39 

B, 

+  395258.78 

+ 

39  5332.85 

+  39  52  35.23 

B, 

+  30  58  14.61 

+ 

30  59    2.31 

+  30  5737.80 

B, 

+  24     125.21 

+ 

24    2  23.20 

+  24    036.72 

Mit  Rücksicht  auf  die  im  §  3  (pag.  480  ff.)  auseinandergesetzten  Vorschriften 
stellen  sich  die  Bedingungsgleichungen  zur  Ermittelung  der  Correctionen  der  Lo- 
garithmen der  geocentrischen  Distanzen  in  folgender  Weise : 
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Für  die  Längen  : 

+    8"58  =  +    7"i5  Jx—  I4"99  Jy 
+  20.91  =+  w.^b  Jx  —  23.89  z/y 
-f  17.04  =  +  17.01  Jx  —  31.99  Jij 
-\-  18.69  =  +  24.54  J X  —  40.20  Jy 
-\-  21.20^  +  3127  J X  —  46.62  zly 

Für  die  Breiten : 

+  i"65  =  4-  i2"i5  z/a;—  b"ibJy 
+  7-37  =  +  22.44  z/a;  —  13.66  -/«/ 
+  8.94  =  + 34.07  ^.T  —  23.55  ^y 
-|-  11.99  =:  +  47-70  Jx  —  36.81  J  y 
+  13-03  =  +  57-99  -^^  —  48-49  ^y 

Die  Hedingungsgleicliungen  für  die  Längen  sind  mit  dem  Cosinus  der  lireite, 
und  ausserdem  wären  alle  Gleichungen  noch  mit  den  Quadratwurzehi  ihrer  zuge- 
hörigen Gewichte  durchzumultipliciren ;  letzteres  entfiel  hier,  da  alle  Normal- 
gleichungen gleiches  Gewicht  erhielten.  Führt  man,  um  diese  Gleichungen  homogen 
zu  machen   (vergl.  pag.  318),   die  lielationen  ein: 


Logarithmus  der  Fehlereinheit  = 
loga;  =  log  Jx  +  1.7633 
\ogy  ^logJy  -f  i„6856  , 


1.2869 


so  sind  nun  die  neuen,  logarithmisch  angesetzten  Bedingungsgleichungen : 

9.4107  =  8.8351  x  +  9-2543  y 

9.8623  =  9.1286  x  +  9-5215  y 
9.8295  =  9.3524  X  4-  9.7044  y 
9.9179  =  9-5598  X  -I-  9.8518  y 
0.0000  =  9.6924  X  -\-  9.9436  y 
8.9306  =  9.3213  X  4-  9.ii79fy 
9.5806  =  9.5877  X  -4-  9.4498  y 
9.6644  =  g.7691  X  -f-  9.6864'^ 
9.7919  =  9.9152  X  4-  9.88o3»y 
9.8280  =  0.0000  X  -f-  0.0000  y  , 

die  sich  in  die  folgenden  Normalgleichungen  vereinigen : 

-f-  2.6639  X  +  2.9084  y  =  4-  2.6801 

4-  2.9084  X  +  3-5843  y=  +  3-5825  - 

Die  Auflösung  gibt : 

loga;  =  9„873i    .     log  y  =  0.2056  , 
<iiul  mit  Kücksicht  auf  die  Homogeuitätsfactoren  folgt  hieraus: 
log  Jx  =  9„3967   ,     log  Jy  =  9^8069   . 
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Wollte  man  nun  die  Distanzen  bestimmen ,  die  man  der  Ermittelung  der 
neuen  Elemente  zu  Grimde  zu  legen  hätte,  so  wäre  zu  beachten ,  dass  die  Werthe 
\on  ^x  und  Ji/  in  Einheiten  der  gewählten  Aenderungen  zu  verstehen  sind;  letztere 
wurden  oben  in  Einheiten  der  siebenten  Decimale  beziehungsweise  -\-  2161  und 
+  830  gefunden;   die  C'orrectionen  für  die  Distanzen   würden  also  sein: 

für  log  Q  —  539 
für  log  ^'  —  538  ; 
doch    wird    es    in    dem   vorliegenden  Falle   nicht  nöthig    sein,    die    Berechnung    der 
neuen  Elemente  ans  den  Distanzen  durchzuführen,   sondern  es  wird ,   da   die  Aende- 
rungen der  Elemente    hinreichend   klein  sind ,    die  Interpolation   zwischen    den  Ele- 
mentne  zu  demselben  Resultate  führen. 

Ermittelt  man  vorerst  die  übrig  bleibenden  Fehler,  indem  man  die  obigen 
Werthe  von  ^x  und.^y  in  die  ursprünglichen  liedingungsgleichungen  einsetzt,  so 
erhält  man  die  folgende  Darstellung  der  Orte : 

cos/^öA  hfl 

i .  o"o  0.0 

2.  +0.4  +0.6 

3-  -f-5-7  +4-2 

4.  +0.6  -f-2-3 

5.  —0.8  +0.3 

6.  —0.8  —3.6 

7.  0.0  0.0 

welche    mit  jener    nach    der    in    §  4    entwickelten    Methode   (vergl.   pag.  5061    ange- 
führten Darstellung  der  Orte  so  gut  wie  viiUig  stimmt. 

Die  Inter]jolation  der  Elemente   (vergl.   pag.  500]   ergibt: 

(f  I   1847 
T=  März  30.321618  mittl.  Kerl.  Zeit, 
log  q  =  8.629   3064 
log  a  =  2.680  8752 
TT  =  276°  2'22"oi 


2i°4i'5i"33 


mittl.  Aeq.  1847.0 


i  =     48°38'49"oi 

Wie  man  sieht,  unterscheiden  sich  die  Elemente  um  geringe  Grössen  von 
den  auf  pag.  506  angeführten.  Der  Unterschied  in  a  ist  aber  beträchtlich,  doch 
erklärt  sich  derselbe  hinreichend  durch  die  Unsicherheit  der  siebenstelligen  Rech- 
nung ,  da  beide  Systeme  in  nahezu  völliger  Uebereinstimmung  die  Beobachtungen 
darstellen.  Hätte  man  die  Elemente  als  Fiuiktionen  der  Aenderungen  des  reci- 
proken  Werthes  der  grossen  Achse  dargestellt  (vergl.  die  Andeutung  pag.  505),  so 
würde  man  in  der  That-  finden,  dass  die  Einführung  des  Unterschiedes  in  a  in  den 
beiden  Systemen  eine  völlige  Uebereinstimmung  herstellen  würde. 
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Anhang. 
Am  Schlüsse  der  folgenden  Tafelsammlung  habe  ich  eine  mir  von  Herrn 
R.  Schräm  freundlichst  zur  Verfügung  gestellte  Tafel  als  Tafel  XIX  aufgenommen. 
Dieselbe  hat  den  Zweck,  die  Verwandlung  grosser  Zwischenzeiten  in  Tage  zu  er- 
leichtern, indem  sie  die  vorgelegten  Daten  unmittelbar  in  Tage  der  julianischen  Pe- 
riode umzusetzen  gestattet,  ohne  dass  man  nötliig  hätte,  sich  um  die  Art  des  Jahres 
(ob  Schaltjahr  oder  nicht)  zu  bekümmern,  und  dürfte  insofern  einen  Vortheil  gegenüber 
den  ähnlichen  in  der  (^onnaissancc  und  im  englischen  Nautical-Almanac  enthaltenen 
Tafeln  bieten.  Die  Tafel  gibt  auf  der  rechten  Seite  die  Zahl  der  seit  dem  beginne 
der  julianischen  Periode  verflossenen  Tage  für  den  Anfang  eines  jeden  .lahrhundertes 
sowohl  für  den  julianischen  als  für  den  gregorianischen  Kalender,  und  auf  der  linken 
Seite  die  Zahl  der  seit  dem  Anfange  des  Jahrhundertes  bis  zum  Anfange  des  ge- 
gebenen Monates  verflossenen  Tage ;  die  Summe  dieser  zwei  Zahlen ,  mehr  dem  Mo- 
natsdatum gibt  die  verlangte  Tageszahl  der  julianischen  Periode ;  negative  Jahreszahlen 
sind  im  Sinne  der  astronomischen  Zählweise  (Astr:  —  Hist:  =  -f-  i)  verstanden.  Es 
ist  noch  eine  Hilfstafel  beigefügt,  um  Stunden,  Minuten  und  Sekunden  in  Tagesbruch- 
theile  streng  zu  verwandeln.  Weiter  ist  zu  bemerken,  dass  in  der  Tafel  für  die  einzelnen 
Jahre  die  Anordnung  entsprechend  jener  der  Logarithmentafeln  so  getroflen  ist,  dass  der 
erste  Theil  der  Zahl  abgetrennt  und  durch  einen  Strich  über  der  ersten  Ziffer  des 
zweiten  Theiles  angezeigt  ist,  wann  der  Uebergang  auf  die  nächsthöheren  Anfangs- 
zifl'ern  stattfindet ;  für  jene  Jahrhimderte,  welche  bei  der  gregorianischen  Zeiti'echnung 
in  Klammern  gesetzt  sind,  ist  für  das  nullte  Jahr  des  betreffenden  Säculums  die  erste 
ober  dem  Striche  stehende  Zeile  auf  der  linken  Seite  zu  benützen.  Es  soll  nun  die 
Anwendung  der  Tafel  durch  ein  15eispiel  erläutert  werden ;  man  hätte  die  Zwischen- 
zeit zwischen  —  399  Juni  21  ,  6*^  g"  2 1^60  julianisch  und  1850  Januar  o,  o**  o™  o** 
gregorianisch  zu  bestimmen.  Die  Rechnung  stellt  sich  wie  folgt,  wenn  man  be- 
achtet,   dass  —  399  =  —  400  -\-  1  : 


1800         ....  2378495 

50  Januar       .     .  18263 

o  o 

1850  Jan.  o,o''o™ 0^00  =  2396758.00 


Jahrhundert  — 400     .     .  1574957 

.lahr  I   und  Monat  Juni     .      .  517 

Monatstag  21  .     .  21 

ö""  o"    o"  .      .  0.25 

9"  21^  60  .  65 

—  399  Juni  21,  6''  9"  21'  60  =  1575495.2565 
also  die  Zwischenzeit  821262,7435.  Hansen  rechnet  die  Zwischenzeit  in  dem 
Supplemente  zu  seinen  Sonnentafeln  und  findet  sie  gleich  2248  julianischen  Jahren 
180.7435  Tagen,  was  mit  dieser  P.estimmung  identisch  ist.  Einige  der  Tafel  ange- 
bängte licmerkimgen  bedüi-fen  kaum  einer  Erläuterung ;  so  fände  man  z.  ]'>.  dass  der 
21.  .luni — 399  ein  Samstag  und  der  o.  Januar  1850  ein  Montag  war.  da  die  erste 
Tageszahl  (1575495)  durch  7  dividirt  den  Rest  5,  die  zweite  (2396758)  den  Rest  o 
gibt.  Ik'züglich  der  das  IJerliner  Jahrbuch  betreö'enden  P>emerkung  ist  es  klar,  dass 
für  die  erstere  schon  die  drei  letzten,  für  die  folgende  aber  schon  die  zwei  letzten 
Ziö"eru  der  Zahl  genügen,   die  Entscheidung  zu  bringen. 
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Tafel  I. 

log  {N,Hn)]. 


vergl.  pag.   18. 


±  n 


N 


J    ±  n 


N 


J    ±  n\         N         —J 


n  N 


—  J    ±  n 


N        —J 


o.ooo 

O.OOI 
O.  002 

0.003 
0.004 
o  .005 
o  .006 
0.007 
0.008 
0.009 


0.012 

0.013 

0.014 
0.015 
o.oi6 
0.017 
0.018 
0.019 


0.020 
0.021 
0.022 

0.023 

0.024 
0.025' 
0.026 
0.027 
0.028 
0.029 


0.030 
0.031 
0.032 

0.033 
0,034 
0,035 

0.036 

0.037 
0.038 

0.039 


0.040 
0.041 
0.042 

0.043 
0.044 
0.045 

0.046 

0.047 

0.048 
0.049 
0.050 


9„221 

9„22i 
9„22i 

9„221 
9„221 

9„i2i 

9„22I 
9„22I 
9„22I 


849 
847 
843 
837 
828 
816 
802 


9„22i  743 


718 
691 
661 
628 

555 


9„22I 

9,i2Sl 
9„22I 
9„221 
9„221 
9„221 
9„22I  515 
9„221  472 
9„22I  426 
9„221  378 


9«22I  327 

9„i2i  274 

9„221  218 

9„22J  159 

9„22I  098 

9„221  034 

9„2  20  967 

9,1  220  898 

9„220  826 

9„220  752 


9„220 
9„220 
9„220 
9„2  20 
9„220 
9„220 
9„220 
9„220 
9„2I9 

9«2I9 


675 

595 
5>3 

428 
340 
250 

157 
061 
963 
862 


9«219  759 
9«2i9  653 
9„2i9  544 
9«2i9  433 
9„2i9  319 
9„2I9  202 
9„2i9  083 
9„2i8  961 
9„2i8  836 
9„2i8  709 
9„2l8  579 


14 

17 
20 


•03 

106 
109 
III 
114 

1 17 
119 
122 
125 

127 
130 


.050 '9,,  2 
■051  9„2 
.052  9„2 

■°53:9h2 
•054:9,12 

■o55!9,i2 
.056  9„2 

•057  9n2 


.058 
.059 


9,1 2 
9,1 2 


.060  9„2 
■061 '9„2 
.062  9„2 

•063  9„2 

■064  9,1 2 

■o65i9„2 
.066 19,,  2 


.067 
.068 
.069 


0.070 
0.071 
0.072 
0.073 
0.074 
0.075 
0.076 
0.077 
0.078 
0.079 


0.080 
0.081 
0.082 
0.083 
0.084 
0.085 
0.086 
0.087 
0.088 
o.  089 


9,1 2 

9,1 2 
9,1 2 


9,1 2 
9„2 
9,1  2 
9„2 

9,1  2 
9,1  2 
9,1 2 
9„2 
9k  2 
9m  2 


9,1  2 
9«  2 

9„2 
9„2 

9,1 2 
9,1  2 
9,1  2 

19,.  2 

9«  2 
9,.2 


0.090 
0.091 
0.092 

0.093 

0.094 

0.095 

0.096 
0.097 
0.098 
0.099 

O.  100 


8  579 
8  447 
8  311 
8  173 
8  033 
7  889 
7  743 
7  595 
7  444 
7  290 


7  133 
6  973 
6  811 
6  647 

6  479 
6  309 
6  136 
5  960 
5  782 
5  601 


417 
231 


5  042 


850 
655 

457 
257 
054 

849 
640 


3  429 
3  215 

2  999 

2  779 
2  557 
2  332 
2  104 
I  873 
I  640 
I  404 


9»  2 

9«  2 
9,1 2 
9«  2 
9«  2 
9,1 209 
9,1 209 
9a  209 
9«  209 
9n208 
9,1 208 


165 
923 

679 

431 
181 
928 

672 

413 
152 
888 
620 


132 
136 

138 
140 
144 
146 
148 
15' 
'54 

'57 

160 

162 
164 
168 

170 

'73 
176 
178 
181 

184 

186 
189 
192 

'95 
198 
200 
203 
205 
209 


214 
216 
220 
222 
225 
228 
23' 
233 
236 

239 

242 
244 
248 
250 

253 
256 

259 
261 

264 
268 


.  100 
.  101 
.  102 
.103 
.  104 
.105 
.  106 
.  107 
.108 
.  '09 


O.  HO 
O.  1  II 
O.  I  12 

o.  1 13 
o.  114 
O.II5 
0.116 

o.  117 

0.II8 

o.  119 


O.  120 
0.121 

O.  122 
0.123 

o.  124 
0.125 
o.  126 

o.  127 

0.128 

o.  129 


o.  130 

0.I3I 

o.  132 

0.133 
0.134 

o-'35 
0.136 
0.137 
o.  138 
0.139 


140 
141 
142 

143 
'44 
'45 
146 

'47 
148 

'49 
150 


9,1 208 
9,1 208 
9,1 208 
9„207 
9,1 207 
9„207 
9,1 206 
9,1 206 
9,1 206 
9„2o6 


620 

350 
077 
802 

523 
241 

957 
670 
380 
087 


9,1 205  79' 

9,1 205  492 

9,1 205  190 

9,1204  885 

9„204  578 

9,1 204  267 

9,1203  953 

9„203  637 

9,1 203  318 

9„202  995 


9„202 

9,1 202 
9,1 202 
9,1 201 
9,1 201 
9,1 200 
9,1 200 

9„200 

9,1 '99 
9,1 '99 


670 

342 
010 
676 
339 
999 
655 
309 
960 
607 


9n'99  252 

9,1 '98  894 

9,1198  532 

9,1 '98  168 

9,1 '97  800 

9,1 '97  430 

9,i'97  056 

9,1 '96  679 

9,,' 96  30° 

9„'95  9'7 


9,i'95  53' 

9„'95  141 

9,1 '94  749 

9,1 '94  354 

9,i'93  955 

9„'93  553 

9«'93  '48 

9« '92  740 

9,1 '92  329 

9„'9i  9'5 

9,i'9'  497 


270 
273 
275 
279 
282 
284 
287 
290 

293 
296 

299 
302 

305 

307 

3" 
3'4 
316 

3'9 
323 

325 

328 
332 
334 
337 
340 
344 
346 

349 
353 

355 

358 
362 

364 
368 

370 
374 
377 
379 
383 

386 

390 
392 
395 
399 
402 
405 
408 

4" 
414 
418 


0 

150 

9n 

191  497 

0 

'5' 

9« 

191  077 

0 

152 

9,1 

190  653 

0 

153 

9,1 

190  226 

0. 

'54 

9„, 

189  795 

0 

'55 

9n 

189  362 

0 

'56 

9„ 

188  925 

0 

157 

9,1 

188  484 

0 

158 

9„ 

188  041 

0 

'59 

9,1 

'87  594 

0 

160 

9„ 

187  144 

0 

161 

9„ 

186  691 

0 

162 

9,1 

186  235 

0 

.63 

9,1 

185  775 

0 

164 

9„ 

185  312 

0 

'65 

9,1 

184  845 

0 

166 

9,1 

■84  375 

0 

167 

9„ 

183  902 

0. 

168 

9,1 

183  42s 

0 

169 

9,1 

182  945 

0 

170 

9,1 

182  462 

0. 

17' 

9,1 

181  975 

0. 

172 

9,1 

181  485 

0 

'73 

9,1 

180  992 

0 

'74 

9« 

180  495 

0 

'75 

9n 

'79  994 

0 

176 

9,1 

'79  49° 

0. 

'77 

9a 

178  983 

0 

178 

9,1 

178  472 

0 

'79 

9« 

177  958 

0 

180 

9,. 

177  440 

0. 

181 

9„ 

176  919 

0. 

182 

9a 

176  394 

0 

'83 

9« 

175  866 

0 

184 

9a 

■75  334 

0. 

185 

9a 

'74  798 

0 

186 

9a 

174  259 

0 

187 

9a 

173  717 

0 

188 

9a 

173  '7' 

0 

189 

9« 

172  621 

0 

190 

9a 

72  067 

0 

191 

9n 

171  510 

0 

192 

9a 

170  950 

0 

193 

9a 

'70  385 

0 

'94 

9,1 

169  817 

0 

'95 

9,1 

169  246 

0 

196 

9n 

168  670 

0 

'97 

9a 

168  091 

0 

198 

9a 

167  508 

0 

'99 

9a 

166  922 

0 

200 

9a 

166  331 

420 

424 

427 

43' 
433 

437 
441 
443 

447 

450 

453 
456 
460 
463 

467 
470 
473 
477 
480 

483 

487 
490 

493 
49"^ 
501 

504 
507 
5" 
5'4 

518 

521 

525 
528 
532 
536 
539 
542 
546 
550 

554 

557 
560 

565 
568 

57' 
576 
579 
583 
586 

59' 


0 

200 

9a 

166  331 

0 

201 

9a 

'65  737 

0 

202 

9„ 

165  139 

0 

203 

9a 

164  538 

0 

204 

9a 

163  932 

0 

205 

9„ 

'63  323 

0 

'206 

9a 

162  710 

0 

207 

9„ 

162  093 

0 

208 

9„ 

161  472 

0 

209 

9a 

160  847 

0 

210 

9„ 

160  218 

0 

211 

9a 

'59  586 

0 

212 

9a 

158  949 

0 

213 

9a 

158  309 

0 

214 

9a 

157  664 

0 

215 

9„ 

157  016 

0 

216 

9a 

•56  363 

0 

217 

9a 

'55  707 

0 

218 

9a 

155  046 

0 

219 

9« 

'54  382 

0 

220 

9„ 

153  7'3 

0 

221 

9a 

'53  °40 

0 

222 

9a 

'52  364 

0 

223 

9« 

151  683 

0 

224 

9a 

150  998 

0 

2i5 

9a 

150  309 

0 

226 

9a 

149  615 

0 

227 

9„ 

148  918 

0 

228 

9a 

148  216 

0 

229 

9« 

'47  5'° 

0 

230 

9a 

146  800 

0 

23' 

9a 

146  085 

0 

232 

9a 

145  366 

0 

233 

9« 

144  643 

0 

234 

9„ 

143  9'6 

0 

235 

9a 

143  184 

0 

236 

9a 

142  448 

0 

237 

9n 

141  707 

0 

238 

9a 

140  962 

0 

239 

9a 

140  213 

0 

240 

9a 

'39  459 

0 

241 

9a 

138  701 

0 

242 

9a 

'37  938 

0 

243 

9a 

'37  '7' 

0 

244 

9a 

136  399 

0 

245 

9a 

'35  623 

0 

246 

9a 

'34  842 

0 

247 

9n 

'34  056 

0 

248 

9a 

133  266 

0 

249 

9a 

132  471 

0 

250 

9a 

131  672 

594 
598 
601 
606 
609 
613 
617 
621 
625 

629 

632 

637 
640 
645 
648 

653 
656 
661 
664 

669 

673 
676 
681 
685 
689 
694 
697 
702 
706 

710 

71S 
7'9 

723 
727 
732 
736 
74' 
745 
749 

754 

758 
763 
767 
772 
776 
781 
786 
79° 
795 
799 
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lo£r    {AV'(W}- 


±  n 

N 

—  J 

±n 

X 

—  J 

+  " 

X 

—  ^ 

±  71 

^v     ! 

-J 

±  n 

K 

—  J 

o.ooo 

O.OOl 

8„920 
8„920 

819 

818 

I 
3 
4 
6 
g 

0.050 
0.051 

8„9i8  642 
8„9i8  5  54 

88 
90 
92 
93 
96 

97 

98 

.01 

102 

0. 100 
0.  lOI 

8„9I2  045 
8„9"  867 

178 

I  80 

0. 150 

0.151 

8„900  822 
8„9oo  548 

274 
276 

0.200I 8„884  607 
0.201 !8„884  228 

379 

0.00  2 

0.003 
0.004 

8„920 
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087 

141 

326 

527 

759 

1040 

0.040 

7,1851   027 

144 
148 
152 
155 

0.090 

7„839    322 

330 
333 
337 
34« 
345 
348 
353 
356 
361 
364 

0. 140 

7„8i7   996 

532 
53  5 
540 
544 
549 
55  3 
558 
561 
566 
571 

0. 190 

7,.785   897 

763 
769 
774 
779 
784 
789 
794 
800 
805 
810 

0.240 

7,i74i 

047 

1047 
1053 
1060 
1 066 

0.041 

7,1850  883 

0.091 

71,838   992 

0.141 

7„8i7  464 

0.191 

7,1785    134 

0.241 

7„740 

000 

0.042 

0.043 

7,1850   735 
7,1850  583 

0  092 
0.093 

7„838  659 
7„838    322 

0. 142 
0.143 

7„8i6  929 
7,1816    389 

0. 192 
0.193 

7,1,784   365 
7„783    591 

0.242 
0.243 

7,i738 
7,i7  37 

947 
887 

0.044 

7,(850  428 

0.094 

7,1837   981 

0.144 

7,1815   845 

0.194 

7„782    812 

0.244 

7„736 

821 

1073 

1079 
1086 

0.045 

0.046 

7,1850  269 
7,1850   107 

159 
162 
166 
170 
173 
177 

0.095 
0.096 

7,1837   636 
7„837   288 

0.145 
0. 146 

7„8i5   296 
7„8i4  743 

0.195 
0. 196 

7,i782  028 
7„78i    239 

0.245 
0.246 

7,i735 
7,i734 

748 
669 

0.047 
0.048 

7,1849  941 
7,1849  771 

0.097 
0.098 

7,1836  935 
7,1836   579 

0.147 
0.148 

7„8l4   185 
7,1813   624 

0.197 
0.198 

7,i78o  445 
7ii779  645 

0.247 
0.248 

7„733 
7,i732 

583 
491 

1092 
1099 
1 106 

0.049 

0.050 

71,849  598 
7,1849  421 

0.099 
0. 100 

71,836   218 
7„835    854 

0.149 
0. 150 

7„8I3  058 
7„8I2  487 

0.199 
0.200 

7„778    840 
7,i778  030 

0.249 
0.250 

7„73> 
7„73o 

392 
286 

—    r)2u    - 
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log  {N,^{n)}. 


±  n 


o.ooo 

O.OOI 
0.002 

0.003 
0.004 
0.005 
0.006 
0.007 
0.008 
0.009 


O.OIO 
O.OII 

0.012 
0.013 

0.014 
0.015 
0.016 
0.017 
0.018 
0.019 


0.020 
0.021 
0.022 
0.023 
0.024 
0.025 
0.026 
0.027 
0.028 
0.029 


0.030 
0.031 
0.032 

0-033 
0.034 
0.035 

0.036 

0.037 

0.038 

0.039 


0.040 
0.041 
0.042 

0.043 

0.044 
0.045 
0.046 

0.047 

0.048 
0.049 
0.050 


N 


—  J 


7„2Si  812 
7„2Si  811 

7„2  5i 
7«25i 
7„25i 
7,,,2  5i 
7»2Si 
7,ii5>  736 
7,,25i    716 


807 
801 

793 
782 
769 

754 


7»2Si  694 
7„25i  669 
7.„2  5i  642 
7,„25i  612 
7»25'  580 
7,,25i  546 
7„25>  509 
7,,25i  470 
7,,25i  4^9 
7„2Si  38s 


7„25i 
7„25i 
7,,25i 
7»25I 
7«i5i 
7„25' 
7„,25i 
7,1^50 
7«  2  50 
7,1^50 


7„250 
7,,2  5o 
7»25o 
7«25o 
7„,250 
7„250 
7,,250 
7„250 
7„250 
7h2  50 


7»249 
7,,249 
7,,249 
7„I49 
7„249 
7„249 
7„249 
7»249 
7„249 
7,,248 
7,,248 


339 
290 

239 
186 

>3i 

073 
012 
950 
885 
817 


747 
675 
600 

523 
444 
362 
278 

191 

102 

Ol  I 


918 
822 
723 
622 
519 
413 
305 
19s 
082 
967 
849 


72 
75 
77 
79 
82 
84 
87 
89 
91 

93 

96 

99 
101 
103 
106 

108 

HO 

"3 
"5 
118 


±  n 


0.050 
0.051 
0.052 

0.053 
0.054 
0.055 
0.056 
0.057 
0.058 
0.059 


0.060 
0.061 
o  .062 
0.063 
0.064 
0.065 
0.066 
0.067 
0.068 
0.069 


0.070 
0.071 
0.072 
0.073 
0.074 
0.075 
0.076 
0.077 
0.078 
0.079 


0.080 
0.081 
0.082 
0.083 
0.084 
0.085 
0.086 
0.087 
0.088 
0.089 


0.090 
0.091 
0.092 
0.093 
0.094 
0.095 
0.096 
0.097 
0.098 
0.099 
o.  100 


N       \—J 


7„248  849 

7„248  729 
7„248  607 
7„248  482 
7,,248  355 
7,1248  226 
7„248  094 

7„247  959 
7,,247  822 
7„247  683 


7,(247  542 

7„247  398 

7,,247  251 

7«247  102 

7„246  951 
7„246  797 
7„246  641 
7„246  483 
7„246  322 
7„246  158 


7,,245  992 
7,,245  824 

7,,245  653 
7„245  480 

7»245  305 
7»245  127 
7„244  946 
7h244  763 
7„244  578 
7„244  390 


7„244 
7»244 

7„243 
7„243 

7„243 
7»243 
7,,243 
7„242 
7,1242 
7„242 


7„242 
7„241 

7„24l 
7„24i 

7„24i 
7„24i 
7„240 
7„240 
7„240 
7„240 
7„239 


200 
007 
812 
615 
415 
212 
007 
800 
590 
377 


163 
945 

725 
503 
278 

051 
821 
589 

354 
117 

878 


120 
122 
125 
127 
129 
132 
135 
137 
139 

141 

144 
147 
149 
151 
154 
156 
158 
161 
164 

166 

168 
171 
173 

175 
178 
181 

183 
185 


190 

193 
195 

197 
200 
203 
205 
207 
210 
213 

214 

218 

220 
222 
225 
227 
230 
232 
235 
237 

239 


o.  100 
o.  101 
o.  102 
o.  103 
o.  104 
o.  105 
o.  106 
o.  107 

0.108 

o.  109 


1 10 

11 1 

I  12 

113 
114 

115 


.116 

•  1 17 
.118 
.119 


.  120 
.  121 
.  122 
.123 
.124 
.125 
.126 
.127 
.128 
.  129 


.130 
.131 
.132 
.133 
•134 
•135 
.136 
•137 
.138 
•139 


-J 


7,j239  878 
7,i239  635 
7„239  391 
7,1239  144 
7„238  894 
7„238  642 
7„2  38  387 
7„238  130 
7,(2  37  870 
7„2  37   607 


7„2  37 
7,(2  37 
7,(2  36 
7,(236 

7,(2  36 
7,(235 
7,(235 
7,(235 
7,(235 
7,(2  34 


342 
075 
805 

533 
258 
980 
700 
417 
132 
844 


7,(234  554 
7,(234  261 
7,(233  966 
7,(233  668 
7,(233  367 
7,(233  064 
7,(232  758 
7„232  450 
7,(232  139 
7,(231  825 


7,(231  509 

7,(231  191 

7„230  869 

7,(23o  545 

7„23o  219 

7,(229 
7,(229 

7,(229  223 

7„228  886 

7,(228  546 


890 
558 


o.  140  7,(228  204 

0.141  7,(227  859 

o.i42,7„227  511 

o.i43i7„227  161 

0.144'  7,(226  808 

0.145  7„226  453 
o.i46|7„226  094 
47!  7,(225  733 
7,(225  370 
149' 7,(225  003 
150  7„224  634 


.148 


243 

244 

247 

250 

252 
255 

257 

260 

263 
265 

267 

270 

272 
275 
278 

280 

283 
285 

288 

290 

293 
295 
298 
301 

3°3 
306 
308 
3" 
314 

316 

318 
322 

324 
326 
329 
332 
335 
337 
340 

342 

345 
348 
350 
353 
355 
359 
361 
363 
367 
369 


±  n 


N 


0.150  7„224  634 
0.151  7,(224  263 
o.I52,7„223  888 
O.I53  7,(223  511 
0.154  7,(223  132 


0.155 
0.156 
O.I57 
0.158 
0.159 


o.  160 
o.  161 
o.  162 
o.  163 
o.  164 
o.  165 

0.166 

o.  167 

0.168 

o.  169 


o.  170 
0.I7I 

o.  172 

0.173 
0.174 
0.175 

o.  176 

0.177 
0.178 
0.179 


o.  180 

0.181 

o.  182 

0.183 

o.  184 

0.185 
0.186 
0.187 

o. 


188 
189 


o.  190 
o.  191 
o.  192 

0.193 
0.194 
0.195 

o.  196 

0.197 

o.  198 

0.199 

0.200 


7,(222  749 

7,(222  364 

7,(221  976 

7,(221  585 

7,(221  192 


7„220  796 

7,(220  397 

7,(219  996 

7,(219  591 

7,(219  184 

7„2i8  775 

7„2i8  362 

7,(217  947 

7,(217  529 

7,(217  108 


7„2i6  684 
7„2i6  257 
7,(215  828 
7,(215  396 
7,(214  961 
7,(214  524 
7,(214  083 
7,(213  640 
7,(213  194 
7,(212  745 


7,(212  293 

7,(211  838 

7„2ii  380 

7„2io  920 

7,(210  457 

7„209  991 

7,(209  522 

7„209  050 

7„2o8  575 

7„2o8  097 


7„207 
7„207 
7,(206 
7,(2o6 
7„205 
7,(205 
7„204 
7,(204 
7,(203 
7,(203 

7,(202 


617 
133 
647 
157 
665 
170 
672 
170 
666 

159 
649 


J 


371 
375 
377 
379 
383 
385 
388 

391 
393 

396 

399 

401 

405 
407 
409 

4'3 
415 
418 
421 

424 

427 
429 
432 
435 

437 
441 

443 
446 

449 
452 

455 
458 
460 
463 
466 
469 
472 
475 
478 

480 

484 
486 
49° 
■492 
495 
498 
502 

504 
507 
510 


±  n 


N 


0 

200 

7„202  649 

0 

201 

7,(202  136 

0 

202 

7,i20I  620 

0 

203 

7,(20I  101 

0 

204 

7„200  579 

0 

205 

7„200  054 

0 

206 

7,(199  526 

0 

207 

7,(198  995 

0 

208 

7,(198  461 

0 

209 

7,(>97  924 

0 

210 

7,(197  384 

0 

211 

7,(196  840 

0 

212 

7,(196  294 

0 

213 

7,(195  745 

0 

214 

7,(195  192 

0 

215 

7,(194  637 

0 

216 

7,(194  078 

0 

217 

7„i93  516 

0 

218 

7,(192  952 

0 

219 

7,(192  384 

0 

220 

7,(191  813 

0 

221 

7,(191  238 

0 

222 

7„i90  661 

0 

223 

7„i90  081 

0 

224 

7„i89  497 

0 

225 

7„i88  910 

0 

226 

7,.i88  320 

0 

227 

7,(i87  727 

0 

228 

7„i87  130 

0 

229 

7„i86  531 

0 

230 

7„i85  928 

0 

231 

7„i85  322 

0 

232 

7„i84  713 

0 

233 

7„i84  100 

0 

234 

7,(i83  484 

0 

235 

7,(i82  865 

0 

236 

7„i82  243 

0 

237 

7„i8i  617 

0 

238 

7,(i8o  988 

0 

239 

7„l8o  356 

0 

240 

7,(179  721 

0 

241 

7,(179  082 

0 

242 

7,(178  440 

0 

243 

7,(177  794 

0 

244 

7,(177  146 

0 

245 

7,(176  493 

0 

246 

7,(175  838 

0 

247 

7,(175  179 

0 

248 

7,(174  517 

0 

249 

7,(173  »51 

0 

250 

7,(173  182 

52,1 


Tafel  I. 


log  {^ «;«)). 


±  n 

N 

—  J 

±  n 

A" 

—  J 

±  n           JV 

—  J 

±  n 

N 

—  _/ 

±  n 

A' 

—  J 

o.ooo 

O.OOI 

7.200  659 
7. 200  658 

6 

0.050 
0.051 

7. 196  004 

7.195  815 

189 
•92 
•97 
200 
204 
208 
212 
216 
219 

0. 100 
0. 101 

7. 181 
7.181 

811 

426 

385 
389 
394 
397 
402 
405 
410 
414 
418 

0. 150 
0.151 

7-IS7  357 
7.156  755 

602 
606 

0.200 
0.  201 

7. 121  271 

7. 120  416 

855 
860 

O  002 

7.200  652 

9 
13 

17 
20 

24 
28 

32 

0.052 

7-195  623 

0. 102 

7.181 

037 

0.152 

7.156  149 

611 
616 
621 

625 
630 

634 
640 

0.  202 

7-119  556 

865 
871 
877 
882 
888 

894 
900 

0.003 
0.004 
0.005 
0.006 
0.007 
0.008 
0  00g 

7.200  643 
7.200  630 
7. 200  61 3 
7.200  593 
7.200  569 
7.200  541 
7 . 200  509 

0.053 
0.054 
0.055 
0.056 
0.057 
0.058 
0.059 

7.195  426 
7.195  226 
7.195  022 
7.194  814 
7 .  194  602 
7.194  386 
7. 194  167 

0. 103 
0. 104 
0  105 
0. 106 
0. 107 
0.108 
0  109 

7.180 
7.  l8o 
7-179 
7-179 

7.179 
7-178 
7-178 

643 
246 

844 
439 
029 

615 

197 

0.1S3 
0.154 
0.155 
0. 156 
0.157 
0. 158 
0.159 

7-155  538 
7.154  922 
7-154  301 
7-153  676 
7.153  046 
7.152  412 
7-151  772 

0.203 
0.204 
0.205 
0.206 
0.207 
0.208 
0.  209 

7.*i8  691 
7. 117  820 
7-116  943 
7. 116  061 
7.115  173 
7-114  279 
7-113  379 

' 

35 

223 

423 

644 

905 

O.OIO 
O.Ol  1 

7.200  474 
7.200  435 

39 

0.060 
0.061 

7- '93  944 
7.193  717 

227 

0. 110 
0.  III 

7-177 
7-177 

774 
348 

426 

0. 160 
0. 161 

7. 151  128 
7.150  479 

649 
653 
659 
663 
668 

673 
678 
682 
688 

0.  210 
0.  21 1 

7-112  474 
7.111  563 

911 
917 
923 
928 

935 
940 
946 

953 
958 

0.012 
0.013 

7.200  392 
7.200  346 

43 
46 
50 
54 
57 
62 
65 
68 

0.062 
0.063 

7.193  486 
7.193  251 

231 

235 
238 

243 
246 
250 

254 
258 

0  112 
0.113 

7.176  917 
7. 176  482 

43' 

435 
439 
443 
447 
452 
456 
460 

0. 162 
0.163 

7.149  826 
7.149  167 

0.  212 
0.213 

7.110  646 
7.109  723 

0.014 
0.015 
0.016 
0.017 
0.018 
0.019 

7.200  296 
7.200  242 
7.200  185 
7.200  123 
7.200  058 
7.199  990 

0.064 
0.065 
0.066 
0.067 
0.068 
0.069 

7.193  013 
7.192  770 
7.192  524 
7.192  274 
7. 192  020 
7.191  762 

0. 114 
0.115 
0.116 
0. 117 
0. 118 
0.119 

7.176 
7..17S 
7- 175 
7-174 

7  ■174 
7-173 

°43 
600 

153 

701 

245 
785 

0. 164 
0. 165 
0. 166 
0.167 
0.168 
0. 169 

7.148  504 
7-147  836 
7.147  163 
7-146  485 
7-145  803 
7-145  ^^5 

0.214 
0.215 
0.216 
0.217 
0.218 
0.219 

7.108  795 
7.107  860 
7.106  920 
7-105  974 
7.105  021 
7. 104  063 

73 

262 

464 

692 

965 

0.020 
0.021 
0.022 
0,023 

7.199  917 
7.199  841 
7.199  761 
7. 199  678 

76 
80 

83 
88 

0.070 
0  071 
0.072 
0.073 

7 . I 9 I  500 
7.191  234 
7. 190  964 
7. 190  691 

266 

270 
273 
277 

0. 120 
0.121 
0. 122 
0. 123 

7-173 
7-172 
7- 172 
7-171 

321 
852 

379 
902 

469 

473 
477 
482 
486 

0. 170 
0.171 
0.172 
0.173 

7.144  423 
7-143  725 
7-143  023 
7.142  316 

698 

702 

707 
713 

0.220 
0. 221 
0.  222 
0.223 

7.103  098 
7. 102  128 
7.101  151 
7.100  169 

970 

977 
982 
989 

0.024 
0.025 

7.199  590 
7.199  499 

91 

95 

98 

102 

106 

0.074 
0.075 

7.190  414 
7.190  132 

282 
285 
289 
293 
297 

0. 124 
0. 125 

7.171 
7.170 

420 
934 

0.174 

0.  175 

7.141  603 
7.140  886 

717 

0.  224 
0.225 

7.099  180 
7.098  185 

995 
1001 
1008 
1013 
1020 

0.026 
0.027 
0.028 
0.029 

7.199  404 
7.199  306 

7.199  204 
7.199  098 

0 .076 
0.077 
0.078 
0.079 

7.  189  847 
7.189  558 
7.  189  265 
7.188  968 

0. 126 
0. 127 
0.128 
0. 129 

7.170 
7.169 
7.169 
7.168 

444 
950 

451 
948 

490 
494 
499 
503 

0. 176 

0. 177 
0.178 
0.179 

7.140  164 

7-139  436 
7.138  704 
7.137  966 

722 
728 
732 
738 

0.226 

0.  227 
0.  228 
0.  229 

7.097  184 
7.096  176 
7-095  163 
7.094  143 

1 10 

301 

508 

742 

1027 

0.030 
0.031 
0.032 

7.198  988 

7.198  874 
7.198  757 

114 

117 
121 
125 
128 

0.080 
0.081 
0.082 

7. 188  667 
7.188  362 
7.188  053 

305 
309 
3^3 
317 
320 

0. 130 
0.131 

0.132 

7.168 

7-167 
7.167 

440 
928 
412 

512 
516 

0. 180 
0.181 
0. 182 

7-137  224 
7.136  476 

7-135  723 

748 

753 
758 
763 
768 

0.230 
0.  231 

0.  232 

7.093  116 
7.092  083 
7.091  044 

1033 
1039 

1045 
1052 
1059 
1065 
1072 
1078 
1085 

0.033 
0.034 
0.035 

7. 198  636 
7.198  5" 
7.198  383 

0.083 
0.084 
0.085 

7.187  740 
7.187  423 
7.187  103 

0-I33 
0-134 
0.135 

7.166 
7.166 
7.165 

892 
367 
837 

520 
525 
53° 

0.183 
0. 184 
0.185 

7-134  965 
7.134  202 
7-133  434 

0.233 
0.234 
0.235 

7-089  999 
7.088  947 
7.087  888 

0.036 

0.  037 
0.038 

0.039 

7.198  251 
7.198  115 
7-197  975 
7.197  832 

•32 
136 
140 
143 

0.086 
0.087 
0.088 
0.089 

7.186  778 
7.186  449 
7.186  117 
7.185  780 

325 
329 
332 
337 

0. 136 

0.137 
0.138 
0.139 

7-165 
7.164 

7-164 
7.163 

303 

765 
222 

675 

5  34 
538 
543 

547 

0.186 
0.187 
0.188 
0.189 

7.132  660 
7.131  881 
7.131  097 
7.130  308 

774 
779 
784 
789 

0.  236 

0.237 
0.238 
0.239 

7.086  823 
7-085  751 
7.084  673 
7-083  588 

148 

341 

552 

795 

1092 

0.040 
0.041 

7.197  684 
7.197  533 

151 
•55 
158 
162 

0.090 
0.091 

7.185  439 
7.185  095 

344 
349 
353 
356 
361 

365 
369 

373 
377 
381 

0. 140 
0.141 

7.163 
7. 162 

123 

567 

556 
S6i 
565 

570 
574 

0. 190 
0. 191 

7-129  513 
7.128  713 

800 
805 
811 
816 

0.  240 
0.241 

7.082  496 
7.081  398 

1098 
1105 
1112 
1119 
1125 

•133 
1139 
1147 

1153 
1160 

0.042 

0.043 

7.197  378 
7.197  220 

0.092 
0.093 

7.184  746 
7-I84  393 

0. 142 
0.143 

7.162 
7. 161 

006 
441 

0.192 
0.193 

7.127  908 
7-127  097 

0.  242 
0.243 

7.080  293 
7.079  181 

0.044 
0.045 

7.197  058 
7.196  892 

166 

0.094 
0.095 

7.184  037 
7.183  676 

0.144 
0.145 

7. 160 
7. 160 

871 

297 

0.194 
0.195 

7.126  281 
7.125  460 

821 
827 
832 
838 

844 
848 

0.244 
0.245 

7.078  062 
7-076  937 

0.046 
0.047 
0.048 

0.049 

0.050 

7.196  722 
7.196  548 
7.196  370 
7.196  189 
7.196  004 

170 

•74 
178 
181 
185 

0.096 
0.097 
0.098 
0.099 
0.  loo 

7.183  311 
7.182  942 
7.182  569 
7.182  192 
7.181  811 

0. 146 
0.147 
0.148 
0.149 
0. 150 

7-159 
7.159 
7.158 
7.157 

7.157 

718 
•35 
547 
954 
357 

579 
583 
588 

593 
597 

0. 196 

0.197 

0. 198 
O.I99 
0.200 

7-124  633 
7.123  801 
7.122  963 
7. 122  1 19 
7.121  271 

0.246 
0.247 
0.248 
0.249 
0.250 

7-075  804 
7.074  665 
7-073  518 
7-072  365 
7.071  205 

Oppol/,  er,  B^bnbe^tillnluu^^eu.  Li. 


522 

Tafel  I. 

los,-  {AV"(«i}- 

±  n 

.V 

—  J 

+  n 

K 

—  J 

±  n           N 
1 

—  ^ 

±  n 

.Y 

—  J 

d:  H 

1 

^  J 

o.ooo 

6.501  689 

0.050 

6.498  591 

125 

128 

0. 100  6.489  208 

253 
256 

259 
261 

0.150 

6.473  269 

389 
391 
394 
397 
400 

403 
405 
409 
411 

0.200 

6.450  285 

537 
5  39 
543 
54  5 
549 
552 
555 
558 
562 

O.OOI 

6.501  688 

1 

0.051 

6.498  466 

0, 101 

6.488  955 

0.151 

6  472  880 

0.  201 

6-449  748 

0.002 

6.501  684 

4 

6 
8 

0.052 

6.498  338 

0. 102 

6.488  699 

0.152 

6.472  489 

0.  202 

6.449  209 

0.003 

6.501  678 

0.053 

6.498  207 

1  31 
133 
135 
138 

0. 103 

6.488  440 

0.153 

6.472  095 

0.203 

6.448  666 

0.004 

6.501  670 

0.054 

6.498  074 

0.  104 

6.488  179 

264 
266 

0.154 

6.471  6g8 

0.204 

6.448  121 

0.005 

6.501  659 

0.055 

6.497  939 

0. 105 

6.487  915 

0.155 

6.471  298 

0.205 

6.447  572 

0.006 

6.501  645 

■4 
16 

19 

0.056 

6.497  801 

0. 106 

6.487  649 

269 

272 

0. 1 56 

6.470  895 

0.  206 

6.447  020 

0.007 

6.501  629 

0.057 

6.497  660 

141 
143 
.46 

0. 107 

6.487  380 

o.is^ 

6.470  490 

0.207 

6.446  465 

0.008 

6. 501  610 

0.058 

6.497  517 

0. 108 

6.487  108 

0.158 

6.470  081 

0.208 

6.445  907 

0.009 

6.501  589 

Z  I 

0.059 

6.497  371 

0.  109 

6.486  834 

274 

0. 159 

b.469  670 

0.  209 

6.445  345 

23 

148 

277 

4'4 

564  • 

O.OIO 

6. 501  566 

^6 

0.060 

6.497  223 

151 

0.110 

6.486  557 

280 

0. 160 

6.469  256 

417 
420 

423 
425 
429 

43' 
434 
437 
440 

0.  210 

6.444  781 

56?. 
571 

574 
578 
581 

584 
58- 
590 
594 

O.OIl 

6.501  540 

0.061 

6.497  072 

0.111 

6.486  277 

282 

0161 

6.468  839 

0.211 

6.444  213 

0.012 

6.501  511 

29 

0.062 

6.496  919 

■53 
156 
158 
160 
164 
166 

0.112 

6.485  995 

285 
287 
290 
293 
296 
298 
301 

0.162 

6.468  419 

0.  212 

6.443  642 

0.013 
0.014 
0.015 

6.501  480 
6,501  447 
6.501  411 

3' 

33 
36 
38 

0.063 
0.064 
0.065 

6.496  763 
6.496  605 
6.496  445 

0.113 
0.114 
0.115 

6.485  710 
6.485  423 
6.485  133 

0.163 
0. 164 
0. 165 

6.467  996 
6.467  571 
6.467  142 

0  .  2'l  3 
0.214 
0.215 

6.443  068 
6.442  490 
6.441  909 

0.016 

6.501  373 

0.066 

6.496  281 

0.116 

6.484  '840 

0. 166 

6.466  711 

0.2l6 

6.441  325 

0.017 

6.501  33- 

41 

43 
46 

0.067 

6.496  115 

168 

0.117 

6.484  544 

0.167 

6.466  277 

0.217 

6.440  738 

0.018 

6.501  289 

0.068 

6.495  947 

0.118 

6.484  246 

0.168 

6.465  840 

0  218 

6.440  148 

0.019 

6.501  243 

0.069 

6.495  776 

0.119 

6.483  945 

0. 169 

6.465  400 

0.  219 

6.439  554 

4« 

173 

304 

443 

59  7 

o.ozo 

6.501  195 

5; 
56 
58 
61 

63 
66 
68 

70 

0 .070 

6.495  603 

176 
179 
181 
183 
I  H6 

0. 120 

6.483  641 

306 

309 
312 

314 
3>7 
320 

0. 170 

6-464  957 

446 
449 
452 
454 
458 
460 

464 
466 
4-0 

0.  220 

6.438  957 

600 

0.021 
0.022 
0.023 

6.501  144 
6.501  091 
6.501  035 

0.071 
0.072 
0.073 

6-495  427 
6.495  248 
6.494  067 

0.121 

0-122 
0-123 

6.483  335 
6.483  026 
6.482  714 

0.171 
0.172 
0-  173 

6.464  511 
6.464  062 
6.463  610 

0.  221 

0.  222 
0.223 

6-438  557 
6-437  754 
6.437  147 

603 

607 

610 

0.024 

6.500  977 

0.074 

6.494  884 

0.  124 

6.482  400 

0.174 

6.463  156 

0.224 

6.436  537 

61; 

0.025 

6.500  gi6 

0.075 

6.494  698 

189 
191 

194 
197 

0.125 

6.482  083 

0. 175 

6.462  698 

0.  225 

6.435  924 

61  T 

0.026 

6.500  853 

0.076 

6.494  509 

0.  126 

6.481  763 

0.176 

6.462  238 

0.226 

6.435  307 

620 

0.027 

6.500  787 

0.077 

6.494  318 

0.127 

6.481  441 

322 
325 
328 

0-  177 

6.461  774 

0.  227 

6.434  687 

624 
626 

0.028 

6. 500  719 

0.078 

6.494  124 

0.128 

6.481  116 

0.178 

6.461  308 

0.228 

6.434  063 

0.029 

6. 500  649 

0.079 

6-493  927 

0.  129 

6.480  788 

0.1-9 

6.460  838 

0.  229 

6-433  437 

73 

199 

331 

4-2 

630 

0.030 

6.500  576 

76 
78 

81 

0.080 

6-493  728 

201 

0. 130 

6.480  45- 

0. 180 

6.460  366 

4-5 
4-9 
481 

484 
488 
490 
493 
497 
499 

0.  230 

6.432  807 

634 
637 
640 

644 
64- 

0.031 
0.032 

6.500  500 
6. 500  422 

0.081 
0.082 

6.493  527 
6.493  323 

204 

207 

0.131 
0.  132 

6.480  124 
6.479  788 

333 
336 
339 
341 

344 
347 
350 
352 
356 

0.181 
0. 182 

6.459  891 
6.459  412 

0.231 

0.232 

6.432  173 
6.431  536 

0.033 

6.500  341 

83 
85 
88 

91 

0.083 

6.493  n6 

209 

0-133 

6-479  449 

0.183 

6.458  931 

0.233 

6.430  896 

0.034 

6. 500  258 

0.084 

b.492  907 

0-134 

6.47g  108 

0.184 

6.458  44- 

0.234 

6.430  252 

0.035 

6.500  173 

0.085 

6.492  695 

214 
217 
220 

0-135 

6.478  ■'64 

0.185 

6.457  959 

0.23s 

6.429  605 

0.036 
0.03" 

6.500  085 
6.499  994 

0.086 
0087 

6.492  481 
6.492  264 

0. 136 

0.137 

6.478  417 
6.478  067 

0.186 
0.187 

6.457  469 
6.456  976 

0.236 
0-23- 

6.428  955 
6.428  301 

654 
65- 

0.038 
0.039 

6.499  90" 
6.499  806 

93 
95 

0.088 
0  089 

6.492  044 
6.491  822 

222 

0.138 
0.139 

6.477  715 
6.477  359 

0.188 
0. 189 

6-456  479 
6.455  980 

0.238 
0.239 

6.427  644 
6.426  983 

661 

98 

224 

358 

503 

664 

0.040 
0.041 
0.042 

0.043 
0.044 
0.045 

6.499  708 
6.499  608 
6.499  505 
6.499  399 
6.499  -9' 
6.499  181 

100 
103 
106 
108 
1 10 

0.090 
0.091 
0.092 
0.093 
0  094 
0.095 

6.491  598 
6.491  370 
6.491  141 
6.490  908 
6.490  673 
6-490  435 

228 
229 
233 
235 
238 

0. 140 

0.141 

0. 142 

0-143 
0.144 
0.145 

6.477  001 
6.476  641 
6.476  277 

6-475  9'> 
6-475  542 
6.475  170 

360 

364 
366 

369 

3-2 

0. 190 
0.191 
0  192 
0.193 
0.194 
0,  195 

6-455  477 
6.454  972 
6-454  463 
6-453  952 
6-453  45- 
6:452  919 

505 
509 

5" 

515 
518 

0.240 
0.241 
0.242 
0-243 
0.244 
0.245 

6.426  319 
6.425  651 
6.424  980 
6.424  306 
6.423  628 
6.422  946 

668 
6-1 
674 
678 
682 
685 
689 
692 
696 

0.046 

6.499  068 

>  '3 
1 1 6 

0.096 

6.490  195 

240 
243 

'  248 
251 

0. 146 

6.474  -95 

375 

0. 196 

6.452  399 

J  — ^ 

524 

52: 

^^0 

0.  246 

6.422  261 

0.04" 

6.498  952 

1  18 

0.097 

6.489  952 

0.147 

6.474  418 

377 
380 
1^1 

0.197 

6.451  875 

0.24- 

6.421  572 

0.048 

6.498  «34 

0 .098 

6.489  707 

0. 148 

6.474  038 

0.198 

6-451  348 

0.248 

6.420  880 

0.049 

6.498  -14 

123 

0.099 

6.489  459 

0.149 

6.473  655 

3"3 
386 

0. 19916.450  818 

533 

0.249 

6.420  184 

699 

0.050 

6.498  541 

0 .  100 

6.489  208 

0. 150 

6.4-3  269 

0.  200 

16. 450  285 

0.  250 

6.419  485 

523 


Tafel  n. 


log  (71/,  3 (m)} 


ver 

gl.  pag.  19 

±m 

31 

—  J 

=b  m 

M 

—  _/ 

±  m 

M        -J 

±  m 

M 

\—J 

±  m 

M 

—  J 

o.ooo 

8„6i9  789 

6 

0.050 

8„6o6  560 

543 

0. 100 

8,,564  27i  „ 
8„563  079  l 

0.150 

8„483 

112 

2155 
2179 
2205 
2231 
2256 
2284 
2310 

0.  200 

8„335  792 

4037 
4096 

4155 

4217 
4278 
4343 
4408 

4476 
4543 

o  ooi 

8„6i9  783 

0.051 

8„6o6  017 

0. 101 

0.151 

8„48o 

957 

0.  20I 

8„33'  755 

0.002 

0.003 
0.004 
0.005 
0.006 
0.007 

8„6i9  768 
8„6i9  742 
8„6i9  705 
8„6i9  658 
8„6i9  601 
8„6i9  533 

15 
26 

37 
47 
57 
68 
-8 

0.052 
0.053 
0.054 
0.055 
0.056 
0.057 

8„6o5  463 
8„6o4  897 
8„6o4  320 
8„6o3  731 
8„6o3  130 
8„6o2  518 

554 
566 

577 
589 
601 
612 
625 
635 

0. 102 
0. 103 
0,  104 
0. 105 
0. 106 
0 ,  107 

8"56i  872:  ;,^ 

«„5?9  412;  :3j 

8„558  158'  ;^^ 
8„556  889 i;«^ 
8„555  604   ^ 

0.152 

0.153 
0.154 

0  155 
0. 156 

0.157 

8„478 
8,„476 
8„474 
8,,472 
8„469 
8„4''7 

778 
573 
342 
086 
802 
492 

0.  202 
0.  203 

0  204 

0,  205 
0,  206 
0.207 

8,i327  659 
8,.323  504 
8„3i9  287 
8„3i5  009 
8„3io  666 
8„3o6  258 

0.008 

8„6i9  455 

89 

0.058 

8„6oi  893 

0. 108 

8,,554  303   °! 
8.552  986! '3'' 

0. 158 

8„46s 

790:  ^  -^ 

0.  208 

8„30i  782 

0.00g 

8,,6i9  366 

0.059 

8„6oi  258 

0  109 

0.159 

8„462 

0.  209 

8„297  239 

99 

648 

1333 

2393 

4614 

O.OIO 

g„6i9  267 

109 
120 
131 

0.060 

8„6oo  610 

660 
671 
684 
695 

708 
720 
732 

0. 1 10 

8„55i  653 I 

8» 5 50  304;   ^^ 

8„547  555  I.L^ 

0. 160 

8„46o 

59-'i4z. 

525:,:L 

0.  210 

8„292  625 

4685 
4759 
4835 
4913 
4992 
5073 
5158 
5244 
5332 

O.Ol  I 
0.012 

8„6i9  158 
8„6i9  038 

0.061 
0. 062 

8„599  950 
8„599  279 

Olli 

0. 1 12 

0.  i6i 
0. 162 

8,,457 
8„455 

0.211 
0212 

8„287  940 
8„283  181 

0.013 

8„6iS  907 

0.063 

«»598  595 

0.113 

0. 163 

8„453 

045 

2509 

2539 
2569 
2601 
2632 
2664 

0  213 

8„2.78  346 

0.014 
0.015 
0.016 
0.017 

8„6i8  766 
8„6i8  614 
8„6i8  452 
8„6i8  280 

141 

152 
162 
172 
183 
194 

0.064 
0.  065 
0.066 
0.067 

8„597  900 
8„597  192 
8„596  472 
8„595  740 

0.114 
0.115 
0  1 16 

0. 1 17 

8„546  156 
8„544  740 
8„543  306 
8„54i  856 

1416 
1434 
1450 
1468 
i486 

0  164 
0. 165 
0. 166 
0  16- 

8„45° 
8„447 
8„445 
8„442 

536 
997 

428 
82- 

0.214 
0,  215 

0.  216 

0.  217 

8»,273  43  3 
8„268  441 
8„263  368 
8„25K  210 

0.0118 
0.019 

8„6i8  097 
8„6i7  903 

0,068 
0. 069 

8„594  996 
8»594  240 

744 
756 

0.118 
0. 1 19 

8„540  388 
8„538  902 

0.168 
0  169 

8n440 
8„437 

19s 
531 

0.218 
0.  219 

8„252  966 
8„247  634 

204 

769 

1503 

2696 

5424 

0.020 

8„6i7  699 

0.070 

8„593  471 

782 

794 
806 
820 
832 

844 
858 
870 
884 

0. 120 

8„537  399 

1521 

1539 
1557 
1576 
1594 
1613 
1632 
1651 
1670 

0.170 

8„434 

835 

2729 
2763 
2797 
283. 
2866 
2902 
2938 
2974 
3013 

0.  220 

81,242  210 

5518 
5613 
5714 
5815 
5922 
6030 
6142 
6258 
6377 

0.021 
0.022 
0.023 
0.024 
0.025 
0.026 
0.027 
0.028 
0.029 

8„6i7  484 
8„6i7  259 
8„6i7  023 
8„6i6  776 
8„6i6  519 
8„6i6  251 

8„6i5  973 
8„6i5  683 
81,615  383 

215 

225 
236 
247 
257 
268 
278 
290 
300 

0  071 
0.072 
0.073 
0.074 
0.075 
0.  076 
0.077 
0.0-8 
o.o~9 

8„592  689 
8„59i  895 
8„59i  089 
8„590  269 
»„589  437 
8„588  593 
8„587  735 
8„586  865 
8„585  981 

0.121 
0.122 
0123 
0. 124 
0.125 
0. 126 
0.127 
0. 128 
0. 1 29 

8„535  878 
8„534  339 
8„532  782 
8„53i  206 
8„529  612 
8„527  999 
8„526  367 
8„524  716 
8„523  046 

0. 171 

0. 172 
0.173 
0. 174 
0. 175 
0. 176 
0.177 
0.178 
0. 179 

8„432 
8„429 
8„426 

8„423 
8„42o 
8„4I7 
8„4I5 
8„4I2 

8„409 

106 

343 
546 
715 
849 
947 
009 

035 
022 

0.  221 

0,  222 
0.223 
0  224 
0.225 
0.226 
0.  227 
0.228 
0.229 

8„236  692 
8„23i  079 
8„22S  365 
8„2I9  550 
8„2i3  628 
8„207  598 
8„201  456 
8„195  198 
a„i88  821 

310 

89- 

1690 

3050 

6502 

0.030 

8»6i5  073 

322 
332 
343 
354 
365 
376 
386 

398 
408 

0.080 

8„585  084 

909 
923 

93" 
950 
963 

0. 130 

8„52I  356 

1 "  1 0 

0. 180 

8„405 

972 

3089 

3129 
3168 
3210 
3251 
3293 

333" 
3380 
3426 

0.  230 

8,,i82  319 

6629 
6761 

0.031 

8„6i4  751 

0.081 

»„584  175 

0. 131 

8„5I9  646 

1729 
1750 
1770 
1791 
1811 
1832 
1854 
1875 

0.181 

8„402 

883 

0.231 

8„i75  690 

0.032 

8„6i4  419 

0.082 

8„583  252 

0.132 

8„5I7  917 

0,182 

8„399 

754 

0.  232 

8„i68  929 

6898 

7039 
7187 

0.033 
0.034 

8„6i4  076 
8„6i3  722 

0.083 
0.084 

8„582  315 
8„58i  365 

0.133 
0.134 

8„5i6  167 
8„5I4  397 

0. 183 
0. 184 

8„396 
8»393 

586 

376 

0.233 
0,234 

8„i62  031 
8„I54  992 

0.035 

8„6i3  357 

0.085 

8„58o  402 

0.13? 

8„5I2  606 

0.185 

8„390 

125 

0.235 

8„147  805 

7339 
7497 
7661 
7832 

0.036 
0.037 
0.038 
0.039 

8„6i2  981 
8„6i2  595 
8„6i2  197 
8„6ii  789 

0.086 
0,  087 
0.088 
0.089 

8„579  425 
8„578  435 
8„577  430 
8,i576  412 

97" 

990 

1005 

1018 

0. 136 
0.137 
0.138 
0,139 

8»5io  795 
8„508  963 

8„507  109 
8„505  234 

0.186 
0. 187 
0.188 
0. 189 

8„3S6  832 

8„383  495 
8„38o  115 
8„376  689 

0.  236 

0.237 
0.238 

0.239 

«„140  466 
8„i32  969 
8„125  308 
8„II7  476 

420 

1032 

189- 

3470 

8010 

0.040 
0.041 

8»6ii  369 
8„6io  939 

430 

0.090 
0.091 

8„575  380 
8„574  334 

1046 
1060 

0. 140 
0. 141 

8„503  337 
8„5oi  418 

1919 
1942 
1964 
1986 
2010 
2033 

0. 190 
0. 191 

8„373 
8„369 

219 

701 

3518 
3564 
3613 
3663 
3713 
3-64 
181  -» 

0.  240 
0.  241 

8„109  466 
8„ioi  271 

8195 
8387 
8588 

0,042 

8„6io  .jg- 

44- 
453 
464 

0.092 

8,,573  274 

0.142 

8„499  476 

0. 192 

8„366 

137 

0.  242 

8„092  884 

0.043 
0.044 

8„6io  044 
8„6o9  580 

0.093 
0.094 

8„572  199 
8„57i  III 

1075 
1088 

0.143 
0.144 

8„497  512 
8„495  526 

0.193 
0,194 

8„362 
8„358 

524 
861 

0.243 
0.244 

8„o84  296 
8„075  498 

8798 
901:" 
9246 
9487 
9-38 
10002 
10279 

0.045 
0.046 

8„6o9  105 
K„6o8  619 

475 
486 
498 

0,095 
0.096 

8„57o  007 
8„568  890 

1104 
1117 
1133 

0.145 
0. 146 

8„493  516 
8„49i  483 

0.195 
0, 196 

8»355 
8„35i 

148 
384 

0.245 
0.  246 

S„o66  481 
««057  235 

0.047 

8„6o8  121 

0.097 

«,.567  757 

0.147 

8„489  426 

205-' 
2080 
2105 
2129 

O.lq- 

8,o4- 

56- 

301 

38-0 

3924 
3981 

0.247 

8„047  748 

0.048 
0.049 

81,607  &12 
8„6o7  092 

509 
520 
532 

0.098! 8^566  610 
0.099  8„565  448 

114" 
1162 

1177 

0  148 
0.149 

8„487  346 
8„485  241 

0.  198 
0.199 

8„343 
8„339 

69- 

773 

0.248 
0.249 

8„o38  010 
8„028  008 

0.050 

8„6o6  560 

o.ioo  8,„564  271 

0. 150 

8„483  112 

0.  200 

8„335 

792 

0.  250 

8„oi7  729 

524 
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o.ooo  9„3i8 

759 

1 

0.050 

9„317  889 

35 
36 
36 
38 
38 
38 
40 
40 
40 

0.100 

9„3i5 

270 

70 
71 
72 
72 

0.150 

9((3io 

870 

106 

0.200 

9,(304  634 

144 
145 
145 
146 

147 
148 

149 
149 
150 

o.ooi|9„3i8 

758 

0-051 ,9«3i7  854 

0. 101 

9„3i5 

200 

0. 151 

9„3io 

764 

107 
108 

0.  201 

9,(304  490 

0002  :9„3i8 

757 

0.052  9„3i7  818 

0. 102 

9„3i5 

129 

0,152 

9,(3io 

657 

0.  202 

9,(304  345 

o.oo3|9„3i8 

756 

3 
3 

o.o53;9»3i7  782 

0. 103 

9„3i5 

057 

0.153 

9„3io 

549 

I  \o 

0.203 

9,(304  200 

0.004, 9„3i8 

753 

0.054  9,,3i7  744 

0. 104 

9„3i4 

985 

74 
74 
74 
76 

0-154 

9,(3io 

440 

0.204 

9,(304  054 

0.005 

9»3i8 

750 

0.055  9»3>7  706 

0. 105 

9,.3i4 

911 

0.155 

9,(310 

330 

1 10 

0.205 

9„303  907 

0.006 

9„3i8 

746 

4 

0.056 

9„3i7  668 

0. 106 

9„3>4 

837 

0. 156 

9„3io 

220 

III 

o.2o6l9„303  759 

0.007 

9„3i8 

742 

4 
5 
6 

0.057 

9,,3i7  628 

0. 107 

9,.3i4 

763 

0.157 

9„3io 

109 

III 

o.207'9„3o3  610 

0.008 
0.009 

9,,3i8 
9»3i8 

737 
731 

0-058  9„3i7  588 
0.059  9„3i7  548 

0. 108 
0. 109 

9„3>4 
9„3i4 

687 
611 

76 

0.158 
0.159 

9„309 
9,(309 

998 
885 

113 

0.  208 
0.  209 

9,(303  461 
9,.303  311 

7 

42 

77 

113 

151 

0.010 

9,t3"8 

724 

7 
8 

9 

9 

10 

0.060  9„317  506 

42 
43 
43 

45 
45 
45 
47 
47 
48 

0.110 

9«3I4 

534 

77 
78 

79 
80 

0. 160 

9„309 

772 

114 
114 
116 

0.  210 

9,(3o3  i&o 

152 
152 
153 

154 
155 
155 
157 
157 
158 

O.OII 

0.012 

9„3i8 
9,i3i8 

717 
709 

0.061  9„3i7  464 
0.062  9„3i7  421 

0.111 
0.112 

9„3i4 
9„3i4 

457 
379 

0. 161 
0. 162 

9„3o9 
9,(309 

658 

544 

0.211 
0.  212 

9„303  008 
9,(302  856 

0.013 

9„3i8 

700 

0.063 

9»3i7  378 

0.113 

9„3i4 

300 

0. 163 

9„3o9 

428 

116 

0.213 

9,.302  703 

0.014 

9,,3i8 

691 

0.064 

9»3i7  333 

0. 114 

9„3i4 

220 

81 

0. 164 

9,(309 

312 

117 
117 
119 

119 

1  20 

0.214 

9,(302  549 

0.015 

9h3i8 

681 

0.065 

9„3i7  288 

0.115 

9„3i4 

139 

81 

0. 165 

9,(3o9 

195 

0.215 

9(,302  394 

0.016 
0.017 

9„3i8 
9»3i8 

670 
658 

1 1 
12 

0.066 
0. 067 

9i,3i7  243 
9»3i7  196 

0. 116 

0.117 

9„3i4 
9„3i3 

058 
976 

82 
82 

0.166 
0.167 

9,(309 
9„3o8 

078 
959 

0.  216 

0.217 

9,(302  239 
9,(302  082 

0.018 

9„3i8 

646 

1 2 
13 

0.068  9„3i7  149 

0. 118 

9„3i3 

894 

83 

0.168 

9„3o8 

840 

0.218 

9,(3oi  925 

0.019 

9»3'8 

633 

0.069  9»317  loi 

0.119 

9„3i3 

811 

0. 169 

9,(3o8 

720 

0.  219 

9„3oi  767 

13 

48 

84 

120 

158 

0.020 
0.021 
0.022 

9„3i8 
9»3i8 
9„3i8 

620 
606 
591 

14 
15 
16 

0.070 
0.071 
0.072 

9,(317  053 
9„3i7  004 
9„3i6  954 

49 
50 
51 
51 
52 
53 
53 

^1 

0. 120 
0.121 
0. 122 

9„3i3 
9„3i3 
9„3i3 

727 
642 
556 

85 
86 
86 

0. 1  70 
0. 171 

0. 172 

9„3o8 
9„3o8 
9,i3o8 

600 
479 

357 

121 
122 

123 
124 
124 

125 
126 

0.  220 
0.  221 
0.222 

9,(301  609 
9,(3oi  449 
9((30i  289 

160 
160 
161 

0.023 
0.024 

9„3i8 
9«3 1 8 

575 
559 

16 
17 
18 

19 
19 

20 

0.073 
0.074 

9„3i6  903 
9„3i6  852 

0. 123 
0. 124 

9„3i3 
9„3i3 

470 
383 

87 

87 

0.173 
0.174 

9,(3o8 
9„3o8 

234 
1 10 

0.  223 
0.  224 

9,(3oi  128 
9,(3  00  966 

162 
162 

0.025 
0.026 

9»3i8 
9„3i8 

542 
524 

0.075 
0  076 

9„3i6  800 
9„3i6  747 

0. 125 
0. 126 

9„3i3 
9„3i3 

296 
208 

88 
89 
90 
91 

0.175 
0. 176 

9,(307 
9„3o7 

986 
861 

0.  225 
0.  226 

9„3oo  804 
9„3oo  640 

164 
164 

0.027 

9„3i8 

505 

0.077 

9„3i6  694 

0. 127 

9..313 

119 

0.177 

9„307 

735 

126 

o-227i9„3oo  476 

165 
165 

0.028 

9„3i8 

486 

0.078 

9„3i6  640 

0.128 

9,(3 '3 

029 

0.178 

9„3o7 

609 

128 

0.228 

9,(3oo  311 

0.029 

9,,3i8 

466 

0.079  9„3i6  585 

0. 129 

9,(312 

938 

0.1-9 

9„3o- 

481 

0,  229 

9,(300  146 

20 

56 

91 

128 

167 

0.030 

9»3i8 

446 

2 1 

0.080  9„3i6  529 

56 
57 
57 
59 
59 
60 
60 
61 

0. 130 

9»3i2 

847 

92 
93 
93 
94 
95 
95 
97 
97 
97 

0. 180 

9,(307 

353 

128 

0.  230 

9,(299  979 

167 

0.031 

9„3i8 

425 

22 
23 
23 

24 

0.081  1  9|i3i6  473 

0.131 

9,(3 12 

755 

0.181 

9„307 

225 

1  ^O 

0.  231 

9,(299  812 

168 

0.032 

9»3i8 

403 

o.o82;g„3i6  416 

0. 132 

9„3i2 

662 

0.182 

9,(307 

095 

130 

131 
132 

133 
133 
134 
135 

0.2321 9,,, 299  644 

169 

170 

0  033 

9„3i8 

380 

0.083  9„3i6  359 

0.133 

9,(312 

569 

0. 183 

9((3o6  965 

0-233 

9,(299  475 

0.034 

9„3i8 

357 

0.084  9,i3i6  300 

0.134 

9,(312 

475 

0. 184 

9„3o6 

834 

0-234 

9„299  305 

170 

°o35  9,i3i8 

333 

0.085  9ii3i6  241 

0.135 

9„3i2 

380 

0.185 

9,(3o6 

702 

0-235 

9,(299  135 

171 

172 
173 
174 

o.o36'9„3i8 

308 

25 
25 
26 

0.086  9„3i6  181 

0. 136 

9,(312 

285 

0.186 

9„3o6 

569 

0.  236 

9,(298  964 

o-037|9,.3i8 

283 

0.087  9„3i6  121 

0.137 

9,(312 

188 

0.187 

9(,3o6 

436 

0.237 

9,(298  792 

o.o38|9„3i8 

257 

0.088  9„3i6  060 

62 

0. 138 

9,(312 

091 

0.188 

9„3o6 

302 

0.238 

9((298  619 

0.039  9«3i8 

230 

0.08g 

9„3i5  998 

0.139 

9,(311 

994 

0.189 

9,(3o6 

167 

0-239 

9((298  445 

27 

63 

99 

135 

. 

174 

0.040  9„3i8 

203 

29 
29 
29 
3° 
31 
32 
32 
33 
34 
35 

o.o9o'9„3i5  935 

63 
64 
65 
65 
66 

0. 140 

9,(3" 

895 

99 
100 
101 

0. 190 

9,(3o6 

032 

137 
137 
138 
138 
140 
140 
141 

141 
143 
143 

0.  240 

9,(298  271 

1  7C 

0.041  9„3i8 
0.042  9„3i8 

174 
145 

0.091  9„3i5  872 
0.092  9„3i5  808 

0. 141 
0. 142 

9,(311 
9,(311 

796 
696 

0. 191 
0. 192 

9((305 
9((305 

895 

758 

0.241 
0.  242 

9((298  096 
9(.297  920 

176 

177 

0.043  9„3i8 

116 

0.093  9„3"5  743 

0.143 

9,(311 

595 

101 

0.193 

9„305 

620 

0-243  9(,297  743 

178 
178 
180 

0.044  9„3i8 

086 

0.094  9u3i5  678 

0.144 

9,(311 

494 

1 02 

0.194 

9„305 

482 

0-244  9,(297  565 

0.045  9„3i8 

055 

0.095  9„3i5  612 

67' 
68 
68 
69 
70 

0.145 

9,(311 

392 

103 
104 
104 
105 

106 

0.195 

9„3o5 

342 

0.245 

9((297  387 

0.046  9„3i8 
0.047  9„3i7 

°23 

991 

0.096  9,.3i5  545 
0.097  9„3i5  477 

0.146 

0.147 

9,(311 
9,(311 

289 
185 

0. 196 
0.197 

9„305 
9„3o5 

202 
061 

0.  246 
0.247 

9„297  207 
9,(297  027 

180 
180 

0.048  9„3i7 
0-049  9,i3i7 

958 
924 

0-098  9,(315  409 
0-099  9„3i5  340 

0. 148 
0.149 

9,(311 
9,(3io 

081 
976 

0.198 
0.199 

9„304 
9((304 

920 

777 

0.248 
0.249 

9,(296  847 
9,(296  665 

182 
183 

0.050  9„3i-' 

889 

0.100  9„3iS  270 

0. 150 

9,(3 10 

8-0 

0.200 

9,(304 

634 

0.  250 

9,(296  482 

525 
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o.ooo 

O.OOl 
0.002 

0.003 
0.004 
0.005 
0.006 
0.007 
0.008 
0.009 

7.670 
7.670 
7.670 
7.670 
7.670 
7.670 
7.670 
7.670 
7.670 
7.670 

94' 
935 
918 

889 
849 

797 
733 
658 
571 

472 

6 

17 
29 
40 

52 
64 
75 
87 
99 

0.050 
0.051 
0.052 
0.053 
0.054 
0.055 
0.056 
0.057 
0  058 
0.059 

7.656 

7.655 
7.655 
7.654 
7.653 
7.653 
7.652 
7.651 
7.651 
7.650 

243 
640 
024 
395 
753 
098 

431 

751 
057 
350 

603 
616 

629 
642 
655 
66  ■' 
680 
694 
707 

0. 100 
0. 101 
0. 102 
0. 103 
0. 104 
0. 105 
0. 106 

0.  107 

0.108 
0. 109 

7.609 

7.607 
7.606 
7.605 
7.603 
7.602 
7.601 

7-599 
7.598 
7.596 

239 
913 

571 
21 1 

834 
440 
028 
599 
152 
687 

1326 
1342 
1360 

1377 
'394 
1412 

1429 

1447 
1465 

0. 150 
0.151 
0.152 
0.153 

0.154 
0.155 
0. 156 
0.157 
0.158 
0.159 

7.518 
7-516 
7.513 
7.511 
7.509 
7.506 

7.503 
7.501 

7.498 
7.496 

822 
416 
982 
518 
026 
503 
951 
368 

754 
108 

2406 

2434 
2464 

2492 
2523 
2552 
2583 
2614 
2646 

0.200 
0.201 
0.202 
0.  203 
0.  204 
0.  205 
0.206 
0.207 
0.  208 
0.  209 

7 

7 
7 
7 

7 
7 
7 
7 
7 

352 

-348 
343 
338 
334 
329 

324 
319 
314 

308 

986 
392 
728 
993 
185 
302 

341 
302 
181 

978 

4594 
4664 

473; 
4808 

4883 
4961 
5039 
5121 
5203 

110 

719 

1483 

2677 

5289 

0.010 

7.670  362 

0.060 

7.649 

631 

733 
746 
760 

0.110 

7-595 

204 

0. 160 

7-493 

431 

0.210 

7-303 

689 

5376 
5467 

O.OII 

0.012 

7.670 
7.670 

240 
107 

133 

0.061 
0.062 

7.648  898 
7.648  152 

0. 111 
0.112 

7.593 
7.592 

703'^"" 

0. 161 
0. 162 

7.490 

7.487 

722 
979 

2709 
2743 
2776 
2809 
2844 
2879 

0  211 

0.  212 

7-298 
7-292 

313 

846 

0,013 

7.669  962 

145 

0.063 

7-647 

392 

0.113 

7-590 

0. 163 

7.485 

203 

0.213 

7-287 

287 

5559 
5655 
5753 
5853 

0.014 
0.015 

7.669 
7.669 

805 
637 

157 
168 
180 

0.064 
0  065 

7.646 
7.645 

619 
833 

77  3 
786 
800 
813 
827 
841 

0.114 
0.115 

7.589 
7-587 

5'^  .cnr 

0. 164 
0. 165 

7.482 
7-479 

394 
550 

0.  214 
0.  215 

7.281 
7-275 

632 

879 

0.016 

7.669 

457 

0.066 

7.645 

033 

0.116 

7-585 

917 IIV. 
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1537 

2782 

5549 

0.010 

O.Ol  I 

0.012 
0.013 
0.014 
0.015 

6„84i 
6„842 
6„H42 
6„S42 
6„842 
6„842 

972 
846 

707 
SS7 
395 
220 

126 

'39 
150 
162 

175 
186 

0.060 
0.061 
0.062 
0.063 
0.064 
0.065 

6„82. 
6„82o 
6,.8i9 
6„8i9 
6„8.8 
6„8.7 

494 
734 
961 

"74 
373 
559 

760 

7-'3 
787 
801 
814 
829 
843 

857 
871 

0. 1 10 
0.111 
0.112 
0.113 
0.114 
0. 1 15 

6„765  091 

6„763    534 
6„76i    959 
6„76o   364 
61,758    750 
6„757    116 

1557 
1575 
'595 
1614 
1634 
1654 
1673 
1694 
'715 

0. 160 
0.161 
0. 162 
0. 163 

0. 164 
0.165 

61,659  48= 
6„656  667 
61,653   817 
6„6>-o  932 
6„648  011 
6„645  055 

2815 
2850 
2885 
2921 
2956 

=993 
5050 
5068 
3106 

0.210 
0.211 
0.  212 
0.215 
0.214 
0.215 

61,461   477 
6„455   833 
61,450  093 
6„444  253 
61,438   3'o 
61,432   261 

5644 

5740 
5840 

5943 
6049 
6158 
6270 
6387 
6506 

0.016 

0.017 
0.018 

6„«42 
6„R4. 
6„84i 

034 

835 
625 

199 
210 

0.06b 
0.067 
0.068 

6„8i6 
6„8i5 
6„8'5 

730 
887 
030 

0. 1 16 
0.117 
0. 118 

6„755   46= 
6„753    789 
6,.752  095 

0. 166 
0. 167 
o'.  168 

6„642  062 
61,639  032 
61,63s   964 

0.216 
0.  217 
0.218 

61,426  105 
61,419  833 
6„4i3  446 

0.019 

6„84i 

402 

223 

0.069 

6„8i4 

159 

0. 1 19 

6„750  380 

0. 169 

61.632   858 

0.219 

61,406  940 

-35 

885 

1  "  M 

3145 

6631 

0.020 
0.021 
0.022 

6„84i 
6„84o 
6„R40 

167 
919 
660 

248 
=  59 

0.0  "0 
o.o"i 
0.072 

6„«i3 
6„Si2 
6„8ii 

274 
3-4 
460 

900 
914 
9=9 
943 
95« 
973 
98R 
1002 
1018 

0. 120 
0. 121 
0. 122 

b„-4X   t)4b 
6„746   890 
<>,,-45    113 

1756 

1777 
1797 
1820 

0. 170 
o.iri 
0. 172 

61,629   713 
6„626   528 
6„623    303 

3185 
3225 
5266 

0.220 
0.221 
0.  222 

6„400  309 

6„393   551 
b„386  661 

6758 
6890 
7028 

0.023 

b„X40 

388 

1?,Z 

0.0-3 

6„8io 

53' 

0.123 

6,i743    316 

0.173 

6„62o  037 

0.223 

6„3-9   633 

7169 
7316 
7468 
7626 
7790 
7960 

0  024 

6„840 

105 

297 
308 
321 

333 

345 

0.0-4 

6„8o9 

588 

0. 124 

6„74i    496 

1841 
1862 
18S5 
1907 
1930 

o.i74|6„6i6   729 

3  jOÖ 

3351 
3393 

3438 
3483 
3528 

0.  224 

6„372   464 

0.025 
0.026 
0.027 
0.028 
0.029 

6„S39 

&„«39 
6„S39 
6„838 
6„838 

808 
500 

1-9 
846 
501 

0.075 
0.076 
0.0-7 
0.078 
0.079 

6„8o8   630 
6„8o7   657 
6„8o6  669 
6„8o5   667 
6„8o4  649 

O.I2S 

0.126 

0. 127 
0.128 

0. 129 

6,,739   655 
6,,737  793 
6„735  908 
6„734  001 
6„732  071 

0.1-s 
0. 176 
0.177 
0.178 
0. 179 

61,615   378 
61,60g  985 
6„6o6   547 
61,603   064 
6i,S99  536 

0.225 
0.  22b 
0.  227 
0.228 
0.229 

6„365    148 
6„3  57  680 
6„350  054 
61,342   264 
61,334   304 

358 

1033 

195  = 

3575 

8138 

0.030 
0.031 

6„«38 
6„M7 

143 

773 

3-0 

0.080 
0.081 

6„«o3 
6„8o2 

616 

568 

1048 

0. 1  30 
0.131 

6„-3o   119 
6„728    143 

1976 
1999 
2022 
2046 
2071 
2094 
2120 

=  144 
2169 

0. 180 
o.iSi 

6„595  961 
61,592   339 

3622 

0.230 
0.231 

6„326   166 
61,317   844 

8322 
8514 
8714 
8923 
9142 

9369 

960S 

9860 

10120 

0.032 

0.033 
0.034 
0.035 

6„837    391 
6„836  996 
6„836   588 
6„836    169 

395 
408 

419 

433 
445 
458 
470 

0.082 
0.083 
O.0S4 
0.085 

6„8oi 
6„8oo 
6„799 
6„798 

505 
4=7 
333 
223 

1078 
1094 
1110 

11=5 
1141 

1157 
1173 

0. 132 

0.133 

o-'34 
0.135 

6„726   144 
6„724   1=2 
6„722  076 
6„720  005 

0.182 
0.183 
0.184 
0.185 

6„588  669 
61,584  950 
6„58i    180 

61,577   359 

3719 
3770 
3821 
3873 
39=6 
3980 
4037 

0.232 
0.255 
0.254 
0.235 

61,309   330 
6„30o  616 
6„291    693 
6„282   551 

0.036 

6„835 

736 

0.086 

6»797 

098 

0. 136 

6„717   911 

0. 186 

61,573  486 

0.236 

6„273    182 

0.037 
0.038 
0.039 

6„835 
6„834 

6„834 

291 
833 
363 

0.087 
0.088 
0.089 

6»795 
6„794 
6„793 

957 
800 
627 

0.137 
0.138 
0.139 

6»7I5    791 
6,.7i3   647 
6,,7ii    478 

0.1K7 
o.i88 
0.189 

61,569  560 
61,565   580 
6„56i   543 

0.237 
0.258 
0.239 

61,265   574 
61,253   714 
6„243    594 

483 

1189 

2196 

4092 

10397 

0.040 

6„833 

880 

496 
508 
5^1 

0.090 

6„792 

438 

I  20^ 

0. 140 

6„709   282 

2220 

0. 190 

6„S57  451 

4151 
4209 
4=70 
433  = 
4394 
4460 

45  =  5 
4593 
14662 

4733 

0.  240 

6„233    '97 

10686 

0.041 
o.o.p 

0.043 

6„833 
6,.832 
6„832 

384 
876 
355 

0.091 
0.092 
0.093 

6,r9i 
6h790 
6„788 

=  33 
012 

774 

1  ->-'3 
I22I 
1238 

1  =  55 
1271 
1288 
1305 

0.141 
0. 142 
0.143 

6„707  062 
6„704  814 
6„702  541 

2248 

=  =  73 
2301^ 

=3  =  7 
=355 
2383 
2411 
2440 
=469 

0.191 
0    192 
0.193 

61,553   300 
6„549  091 
61,544  821 

0.241 
0.242 
0.245 

6„222  511 
6„2ii    518 
6„2oo  205 

10995 

11313 
II  6c, 

0.044 

0  o.|5 
0.046 

6„S3i 

6„«3i 
6„830 

821 
274 
714 

534 
547 
560 

5-3 
586 

599 
61: 

0.094 
0.095 

0.096 

6,.787   5<9 
6„786   248 
6» 7 84  960 

0.144 
0.145 
0.146 

6,|7oo   240 
6„697   913 
6„695    558 

0.194 
0.195 
0. 196 

6„540  489 
61,536  095 
6„53i   635 

0.244 
0.245 
0. 246 

61,176  538  ^    { 

^«'64   144   lllll 
6„i5i    345   .,ill 
^■38   116   ^-,9 

0.047 

6„83o 

141 

0.097 

6„783 

655 

0. 147 

6,,693   175 

o.i97|6„527    110 

0.247 

0.048 

6„829 

555 

0.098 

6„782 

333 

1322 
1339 
1356 

0.148 

6,1690  764 

o.i98'6„522  517 

0.248 

0.049 

6„828 

956 

0.099 

6„78o 

994 

0.149 

6„688   324 

0.199   6,i5i7   855 

0.249 

6,.124  43°          ,6 
6„iio  254 

0.050 

6„828 

344 

0. 100 

6»779 

638 

0. 150 

6„685   855 

0.200  6„5i3   122 

0.250 
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8„ooo  457 

0 
2 
2 
4 
S 
6 

0.050 

7,.999 

129 

54 
5  5 
56 
57 
58 
59 
60 

0.  100 

7,j995.  '29 

108 

0.150 

7„988  413 

162 

0.200 

7,i978  908 

219 

221 
221 

O..  OOI 
0.002 

8„ooo  457 
8„ooo  455 

0.051 
0.052 

7„999 
7,,999 

075 
020 

0  101 

0  102 

7„995  021 
7„994  912 

109 
109 
111 

0.151 
0.152 

7,(988  251 
7„988  087 

164 
i6q 
165 
167 
168 

0.  201 
0.  202 

7,(978  689 
7,(978  468 

0.003 

8„ooo  453 

0.053 

7,,998 

964 

0.103 

7„994  803 

0.153 

7„987  922 

0.  203 

7,(978  247 

223 
224 
225 
226 

0.004 

8„ooo  449 

0.054 

7„998 

907 

0. 104 

7„994  692 

112 

0.154 

7,.987  757 

0.204 

7,(978  024 

0.00^ 

8„ooo  444 

0.055 

7„998 

849 

0. 105 

7„994  580 

113 

1'4 
115 
1 16 

0.155 

7„987  590 

0.  205 

7„977  800 

0 .  006 

8„ooo  438 

0.056 

7„998 

790 

0. 106 

7„994  467 

0. 156 

7,1987  422 

169 
171 
171 

0.  206 

7,i977  575 

0.007 

8„ooo  431 

8 
9 

0.057 

7„998 

730 

61 

62 

0.107 

7„994  35  3 

0. 157 

7„987  253 

0.207 

7„977  349 

227 
229 

0.008 

8„ooo  423 

0.058 

7„998 

669 

0. 108 

7„994  238 

0.158 

7„987  082 

0.  208 

7„977  122 

0.009 

8„ooo  414 

0.059 

7„998 

607 

0. 109 

7„994  122 

0.159 

7„986  911 

0.  209 

7,(976  893 

10 

64 

1 17 

173 

230 

O.OIO 

8„ooo  404 

0.060 

7„998 

543 

64 
65 

67 
68 

0. 1 10 

7„,994  005 

119 
119 

0. 160 

7,i986  738 

173 
175 
176 

177 
178 

179 
181 

0.  210 

7„976  663 

23' 
232 
233 

234 
236 

236 
238 

239 
241 

O.Ol  1 

0.012 

8„ooo  393 
8„ooo  381 

1 1 
12 
13 
15 
15 
17 

0.061 
0.062 

7»998 
7,,998 

479 
414 

0.111 

0.  112 

7„993  886 
7„993  767 

0. 161 
0. 162 

7„986  565 
7„986  390 

0.  211 
0.212 

7,(976  432 
7,(976  200 

0.013 

8„ooo  368 

0.063 

7„998 

347 

0113 

7„993  646 

I  22 

0. 163 

7„986  214 

0.213 

7,(975  967 

0.014 
0.015 

«,,000  353 
8 „000  338 

0.064 
0.065 

7„998 
7,,998 

279 
21 1 

68 

70 

0.114 
0.115 

7„993  524 
7„993  402 

122 
124 
125 
126 

0. 164 
0.165 

7„986  037 
7„,985  859 

0.214 
0.215 

7,(975  733 
7,(975  497 

0.016 

8 „000  321 

0.066 

7;,998 

141 

0.116 

7„993  278 

0. 166 

7„985  680 

0.216 

7„975  261 

0.017 

8„ooo  304 

19 
19 

0.067 

7„998 

070 

^2 
73 

0.117 

7„,993  153 

0. 167 

7„985  499 

181 

0.  217 

7,(975  023 

0.016 
0.019 

8„ooo  285 
8„ooo  266 

0.068 
0.069 

7,,997 
7„997 

998 
925 

0.  1  18 
0.119 

7„993  027 
7„992  900 

127 

0.168 
0. 169 

7„985  318 
7,1985  135 

183 

0.218 
0  219 

7,(974  784 
7„974  543 

21 

74 

128 

184 

241 

0.020 

8„ooo  245 

0.070 

7,,997 

851 

75 
76 
78 
-8 

0.  120 

7«992  772 

130 
130 
131 
133 
134 
135 
136 
137 
138 

0.170 

7«984  951 

185 
186 
187 
188 

0.  220 

7„974  302 

243 

244 

245 
246 

247 
249 
250 
250 
252 

O.02I 
0.022 
0.023 

8 „000  223 
8„ooo  200 
8„ooo  177 

23 
23 
25 
26 
28 
28 

0.071 
0.072 
0.073 

7„997 
7„997 
7„997 

776 
700 
622 

0121 
0.  122 
0.123 

7„992  642 
7„992  512 
7„992  381 

0. 171 

0. 172 
0.173 

7,1984  766 
7„984  580 
7„984  393 

0.221 

0.222 
0.  223 

7,.974  059 
7,i973  815 
7,(973  570 

0.024 
0.025 

8 „000  152 
8„ooo  126 

0.074 
0.075 

7„997 
7„997 

544 
465 

79 
81 
81 

0.124 
0.  125 

7„992  248 
7„992  114 

0.  174 
0.175 

7,(984  205 
7,(984  015 

190 
190 
192 

193 
194 

0.  224 
0.  225 

7„973  324 
7,(973  077 

0.026 

8 „000  098 

0.076 

7»997 

384 

0.  1  26 

7„99i  979 

0. 176 

7„983  825 

0.  226 

7„972  828 

0.027 
0.028 

8„ooo  070 
8„ooo  041 

29 
30 

0.077 
0.078 

7„997 
7„997 

303 
220 

83 
84 

0.  127 
0.128 

7„99i  843 
7„99i  706 

0.177 
0.178 

7„983  633 
7,1983  440 

0.  227 
0.228 

7,(972  578 
7,i972  328 

0.029 

8„ooo  oii 

0.079 

7„997 

.36 

0.  129 

7n99l  568 

0, 179 

7,1983  246 

0.  229 

7,i972  076 

32 

85 

139 

195 

254 

0.030 

7„999  979 

32 
33 
35 
36 
36 
38 
39 

0.080 

7„997 

051 

86 
86 
89 
89 
90 

91 

92 
94 
94 

0.  130 

7„99i  429 

140 
142 
142 

144 
144 
146 
147 
148 
149 

0. 180 

7,(98  3  051 

196 
198 
198 
200 
201 
202 
203 
204 
205 

0.  230 

7,(971  822 

254 
256 

257 
258 

259 
261 

0.031 
0.032 

0.033 
0.034 
0.035 

7,,999  947 
7,,999  914 
7„999  879 
7,,,999  843 
7„999  807 

0.081 
0.082 
0.083 
0.084 
0.085 

7„996  965 
7„996  879 
7„996  790 
7„996  701 
7„996  6ii 

0.  131 
0.132 
0.133 
0.134 
0.135 

7„,99i  289 
7„99i  M7 
7„99i  005 
7„990  861 
7„990  717 

0.181 
0.182 
0. 183 
0. 184 
0.185 

7,(982  855 
7,(982  657 
7,(982  459 
7,(982  259 
7,(982  058 

0.231 
0.232 
0.233 
0.234 
0.235 

7,(971  568 
7,(971  312 
7,(971  055 
7,(97o  797 
7„970  538 

0.036 

0.037 

7„999  769 
7„999  730 

0.086 
0.087 

7„996 
7»996 

520 
428 

0.  136 
0.137 

7„99o  571 
7„990  424 

0.186 
0.187 

7„98i  856 
7,(981  653 

0.236 

0.237 

7,(970  277 
7„970  016 

261 
263 
264 

0,038 

7„999  690 

40 

0.088 

7,(996 

334 

0.  138 

7«990  276 

0.188 

7,(98 1  449 

0.238 

7„969  753 

0.039 

7„999  649 

41 

0.089 

7„996 

240 

0.139 

7„99o  127 

0.189 

7„98l  244 

0.239 

7,(969  489 

42 

96 

151 

207 

265 

0.040 
0.041 

7„999  607 
7„999  564 

43 
44 
45 
46 
48 
48 
49 
5> 
51 
53 

0.090 
0.091 

7«996 
7„996 

144 

047 

97 
97 
99 
100 
101 
102 
104 
104 
105 
106 

0.  140 
0.  141 

7„989  976 
7„989  825 

151 
152 

154 
15s 
155 
157 
158 
159 
161 
i6i 

0. 190 
0. 191 

7„98i  037 
7,(98o  829 

208 
209 
210 

0.  240 
0.  241 

7,1969  224 
7,(968  957 

267 
268 
269 

270 
271 
272 
274 
275 
276 
278 

0.042 

7,,999  520 

0.092 

7»995 

950 

0.  142 

7,1989  673 

0. 192 

7„98o  620 

0.  242 

7„968  689 

0.043 
0.044 
0.045 

7»999  47r 
7»999  429 
7,,999  381 

0.093 
0.094 
0.095 

7»995 
7,,995 
7„995 

85. 

751 
650 

0.143 
0.144 
0.145 

7„989  519 
7,,,989  364 
7„989  209 

0.193 
0.194 

0.195 

7„98o  410 
7„98o  199 
7,(979  987 

21 1 
212 
214 

214 
216 

217 
218 

0.243 
0.244 
0.245 

7,(968  420 
7,(968  150 
7,(967  879 

0.046 
0.047 
0.048 
0.049 
0.050 

7„999  333 
7„999  284 
7„999  233 
7»999  182 
7„999  129 

0.096 
0.097 
0.098 
0.099 
0. 100 

7„995 
7„995 
7„995 
7, ,99  5 
7„995 

548 
444 
340 
235 
129 

0.  146 
0.147 
0.  148 
0.149 
0.  150 

7,1989  052 
7„988  894 
7„988  735 
7„988  574 
7„988  413 

0. 196 

0.197 
0. 198 
0.199 

0.  200 

7,i979  773 
7,(979  559 
7n979  343 
7„979  126 
7„978  908 

0.  246 
0.247 
0.248 
0.249 
0.  250 

7,(967  607 
7„967  333 
7„96-'  058 
7„966  782 
7,(966  504 

—     529     - 

Tafel  n. 

log  {3/,''H). 


±  m 


M 


—  J 


±  m 


M 


-J 


M 


-J 


M 


—  J 


M 


—  J 


o.ooo 

O.OOI 

o.ooz 
0.003 
0.004 
o  005 
0.006 
0.007 
0.008 


074  376 
074  369 
074  351 
074  32' 
074  278 
074  223 
074  '56 

074  076 

073  985 


0.009  6.073  ^8' 


o.oio  6.073  7^5 
o.oii  6.073  ^36 
0.012  6.073  49^ 
0.013  6.073  343 
0.014  6.073  '78 
0.015 , 6.073  °°° 
0.016  6.072  810 
0.017,6.072  608 


0.018 
0.019 


6.072  394 
6.072  167 


0.020  6.071 
0.021 I 6.071 
0.02216.071 
0.023 |6.o7i 
0.024 1 6. 070 
0.025  i  6 .070 
o .  026  6 . 070 
0.027 I 6 .069 
0.028 ; 6  069 
0.029  6.069 


928 
676 
412 
136 
847 
545 
232 
905 
566 

2<5 


0.030  6. 
0.031 j  6. 


068  851 

068  474 
068  085 
067  683 
067  268 
066  841 
0.03616.066  401 
0.037I6.065  948 
0.038  6.065  482 
0.039  6.065  °°3 


o.o34|6 
0.035,6 


0.040 

0.041 j 

0.042 

0.043 

0.044 

0.045 

0.046. 

0.047 

0.048 I 

o .  049 

0.0501 


6.064  512 
6.064  007 
6.063  490 
6.062  959 
6.062  416 
6.061  859 
6.061  289 
6.060  706 
6.060  110 
6.059  501 
6.058  878 


30 
43 
55 
67 
80 

91 
104 


129 

140 

153 
165 

'78 
190 

202 
214 

227 

^39 

252 
264 
276 
289 
302 
313 
32- 
339 
351 

364 

377 
389 
402 
415 
427 
440 
45  3 
466 

479 

491 

505 
517 
531 
543 


583 
596 
609 
623 


0.050 
0.051 
0.052 
0.053 
0.054 
0.055 
0.056 
0.057 
0.058 
o  059 


060 

061 

062 

063 

0.064 

065 

o.  066 

0.067 

0.068 
069 


0.070 
o.o-i 
0.0-2 
0.0-3 
0.074 
o.o''5 
0.0-6 

0.0-:" 


0.079 


0.080 
0.081 

o  082 
0.083 
0.084 
0.085 
0.086 

0.087 
0.088 
0.089 


0.090 
0.091 
o.  092 

0.093 
0.094 
0.095 

0.096 
0.097 
0.098 
0.099 
o.  100 


6.058  878 
6.058  242 
6.057  592 
6.056  929 
6.056  252 
6.055  562 
6.054  858 
6.054  141 
6.053  409 

6.052  664 


6.051  905 
6.051  132 
6.050  346 
6.049  545 
6.048  730 
6.047  900 
6.047  057 
6.046  199 
6.045  327 
6.044  44° 


6.043  539 
6  042  623 
6.041  693 
6.040 
6.039 
6.038 
6.037  822 
6.036  817 
6.035  796 
6.034  760 


-47 
■^87 
812 


6.033 
6.032 
6.031 
6.030 
6.  029 
6.028 
6.027 
6.025 
6.024 
6.023 


710 
643 
56. 
463 
350 
220 
075 
913 
73& 
542 


6.022  332 
6.021  105 
6.019  861 
6.018  601 
6.0I7  324 
6.016  030 
6.014  -19 
6  013  391 
6.012  045 
6.010  682 
6.009  301 


636 
650 
663 

677 
690 

704 

717 
732 
745 

759 

773 
786 
801 
815 
830 

843 
858 

872 


901 

916 
930 
946 
960 

975 

990 

1005 

1021 

1036 

1050 

1067 
1082 
1098 
1113 
1 130 

1145 
1162 

1 177 
1194 


1244 
1260 


1294 
1311 
1328 
1346 
1363 
1381 


100 

lOI 

102 
103 
104 
105 
106 
107 
108 
109 


.  1 10 
.III 
.112 
.113 
.114 
.115 


o.  1 19 


122 

123 

124 

125 
126 
127 
128 
129 


130 
131 
132 
133 
'34 
■35 
136 

137 
138 

139 


140 
141 
142 
143 
144 
145 
146 
147 
148 

149 
150 


009  301 
007  903 
006  486 
005  052 
003  599 
002  128 
000  638 
999  '3° 
997  603 
996  057 


■994  49^ 
.992  907 

.991  303 
.989  680 
.988  036 
.986  373 
.984  689 
.982  985 
981  260 
•979  515 


977  749 
975  961 
974  152 
972  321 
970  469 
968  594 
966  697 
964  778 
962  836 
960  871 


.958  882 

.956  870 

.954  835 

•952  775 

.950  691 

.948  582 

.946  449 

•944  290 

.942  106 

.939  896 


937  660 
935  398 
933  109 
930  -93 
928  449 
926  078 
923  678 
921  250 
,918  794 
916  308 
913  792 


1398 
1417 
1434 
1453 
1471 
1490 
1508 
1527 
1546 

1565 

1585 
1604 
1623 
1644 
1663 
1684 
1704 
1725 
1745 

1766 

1788 
1809 
1831 
1852 

1875 
1897 
1919 
1942 
1965 

1989 

2012 
2035 
2060 
2084 
2109 
2133 

2159 
2184 
2210 

2236 

2262 
2289 
2316 
2344 
2371 
2400 
2428 
2456 
2486 
2516 


.150  5 

.151  5 

.152  5 

•153  5 

•154  5 

■155  5 

.156  5 

•157  5 

•158  5 

■159  5 


.  160  5 
.161I5 
.162 


5- 


.878 
164  5  875 


.163  5. 


.166 

.167  5. 

.168  5 

.169  5 


913  792 

^  ^  "  2545 

908  biiri' 
^  ,     ;    2607 

9°^  °'^^2638 
9°3  426  ^^ 
900   7c6       ' 

898  054;,° 

«95   319-55 

IV  ""'  2801 
889   750 


2836 

2870 
2906 
2941 
2977 
3014 
3052 
3090 
3128 
3168 

3208 


0.200 
0.201 

o.  202 
o.  203 

.204 
.205 
.  206 
.  207 
.208 
.  209 


886  914 

884  044 
38 


197 
220 


165  5.872  206 
869  154 


866  064 
862  936 
859  768 


.  170 
.171 
.  172 
•173 
•  174 
■  175 
.176 


3248 
3290 


,856  560 

853  3'2 

,850  0221 
,846  690i"32 
843  3i6"-4 
^^  ^   ,3419 


5.839  897 
■836  435 


■832  92 


5 

77  5 

78  5.829   373 

79  5.825   773 


I3462 
3508 

-,,3554 
3600 


.180 
.181 
.182 
.183 
.184 
.185 
.i86i 


S7,'5 
38,5 
89   5 


.822  124 
.818  428 
.814  681 
.810  884, 
.807  035 
.803  134; 
.799  '79 
•795  169 
.791  104 
.786  981 


190 
191 
192 

193 
194 

195 
196 

197 
198 
199 


o. 200; 5 


,782  800 
,778  560 
,774  258 
,769  895 
.765  468 
, 760  976 
.756  417 
■751  79° 
■747  °93 
.742  325 
.737  483 


13649 

3696 

3747 
3797 
3849 
3901 

3955 
4010 
4065 
4123 

4181 

4240 
4302 
4363 
4427 
4492 

4559 
4627 
4697 
4768 
4842 


0.210 
0.211 
o.  212 
o  213 
0.214 
o.  215 
0.216 
0.217 
o  218 
o.  219 


.  222 
.223 
.224 
■225 
.226 
.227 

.228 
.229 


0.230 
0.231 

0.232 
0.233 
0.234 

0.235 
0.236 

0.237 

o,  238 

0.239 


.  240 

.241 

.242 

•  243 
.244 

•  245 

.  246 

.247 
.248 

•  249 
.250 


5^737  483 
5.732  567 

5-727  574 
5.722  502 

5.717  349 
5^712  IJ3 
5.706  792 
5^701  383 
5.695  884 
5.690  293 


5.684  607 
5.678  822 
5.672  938 
5.666  949 
5.660  854 
5.654  648 
5.648  329 
5-641  893 
5.635  336 
5.628  654 


5.621  843 

5.614  897 

5.607  814 

5.600  588 

5-593  214 

5-585  685 

5-577  997 

5-570  143 

5.562  117 

5-553  9'2 


545  520 
536  934 
528  I 46 
519  1.^6 

509  924 
500  473 
490  780 
48°  833 
470  620 
460  128 


449  342 
438  246 
426  823 
415  056 
402  923 
390  404 

377  473 
364  106 

350  273 
335  943 
321  077 


4916 

4993 
5072 

5153 
5236 
5321 
5409 
5499 
559" 

5686 

5785 
5884 
5989 
6095 
6206 
6319 
6436 

6557 
6682 

6811 

6946 
7083 
7226 
7374 
7529 
7688 

7854 
8026 
8205 

8392 

8586 
8788 
9000 
9222 

9451 
9693 

9947 
10213 
10492 

10786 

1 1096 
11423 
I1767 

'12133 
12519 
12931 
13367 
13833 
14330 

I14866 
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los  {M^"'i»>) 


M       —J 


±  m  M        —J 


±  m 


M 


-J 


±m\        M       \—J 


±  m 


M        —J 


o.ooo 

O.OOI 
0.002 

o.o®3 
0.004 
0.005 
0.006 
0.007 
0.008 
0.009 


O.OIO 
O.Oll 

0.012 
O.Ol  3 
0.014 
0.015 
0.016 
0.017 
0.018 
0.019 


0.020 
0.021 
0.022 
0.023 
0.024 
0.025 
0.026 
0.027 
0.028 
0.029 


0.030 
0.031 
0.032 

0.033 
0.034 
0.035 

0.036 
0.037 
0.038 

0.039 


0.040 
0.041 
0.042 

0.043 
0.044 
0.045 

0.046 

0.047 
0.048 

0.049 

0.050 


7-357  193 

7.357  192 

7.357  190 

7.357  188 

7.357  •84 

7-357  179 

7.357  172 

7.357  '65 

7.357  156 

7.357  147 


7-357  136 
7.357  124 
7.357  III 
7-357  097 
7.357  082 
7.357  065 
7.357  047 
7.357  029 
7.357  009 
7.356  988 


7.356  966 

7.35&  942 
7.356  918 
7.356  892 
7.356  866 
7-356  838 
7.356  809 
7.356  779 
7.356  747 
7.356  715 


7.356  681 
7.356  647 
7.356  6ii 
7.356  574 
7.356  536 
7.356  497 
7.356  456 
7.356  4'5 
7.356  372 
7.356  328 


.356  284 
.356  238 
■356  190 
.356  142 
-356  093 
.356  042 
-355  990 
•355  937 
.355  883 
.355  818 
-355  7-2 


24 
24 
26 
26 
28 
29 
30 
32 
32 

34 

34 
36 
37 
38 
39 
41 
41 
43 
44 

44 

46 
48 
48 
49 
S' 
52 
53 
54 
55 
56 


0.050 
0.051 
0.052 
0.053 
0.054 
0.055 
0.056 
0.057 
0.058 
0.059 


0.060 
0.061 
0.062 
0.063 
0.064 
0.065 
0.066 
0.067 
0.068 
0.069 


0.070 
0.071 
0.072 
0.073 
0.074 
0.075 
0.076 
0.077 
0.078 
0.079 


0.080 
0.081 
0.082 
0.083 
0.084 
0.085 
0.086 
0.087 
0.088 
0.089 


0.090 
0.091 
0.092 
0.093 
0.094 
0.09s 
0.096 
0.097 
0.098 
0.099 
o.  100 


7.355  772 
7.355  714 
7.355  656 


355  596 

355  535 

355  473 

355  410 

355  346 

355  280 


7.355  213 


7.355  146 
7.355  077 
7.355  °07 
7.354  936 
7.354  863 
7.354  790 
7.354  715 
7.354  640 
7.354  563 
7.354  485 


354  405 
.354  325 
.354  243 

354  161 
■354  077 

353  992 
.353  906 

353  819 
.353  730 

353  64 


7.353  550 

7-353  458 

7-353  365 

7-353  271 

7-353  176 

7.353  079 

7.352  982 

7.352  883 

7.352  783 

7.352  682 


7.352  580 
7.352  476 
7.352  372 
7. 352  266 
7.352  159 
7.352  051 
7.351  942 
7.351 
7.351 
7.351  608 
7.351  494 


832 

720 


58 
58 
60 
61 
62 

63 
64 
66 
67 

67 

69 

70 

71 
73 
73 
75 
75 
77 
78 

80 

80 
82 
82 
84 

85 
86 

87 
89 
89 

91 

92 
93 
94 
95 

97 

97 

99 

100 

lOI 


104 
104 
106 
107 
108 
109 
110 
1 12 
112 
114 


o.  100 
o.  101 

O.  102 

o.  103 
o.  104 
o.  105 

O 


106 


0.108 

o.  109 


0. 110 

O.  I 
O.  112 
0.113 

o.  1 14 

0.115 

o.  1 16 

0.117 

O.  I  I 

o.  1 19 


121 
122 
123 

124 
125 
126 

127 
128 
129 


130 
131 
132 
133 

■34 
135 
136 

■37 
138 
139 


0. 140 
o.  141 
0. 142 
0.143 
0.144 
0.145 
o.  146 

0.147 
0.148 
0.149 

o.  150 


351  494 
351  379 


351 
351 


263 

"45 


351  027 

350  907 

350  787 
350  665 

350  542 
35°  417 


350  292 

350  165 

350  037 

349  909 

349  779 

349  647 

7.349  515 

7.349  381 

7.349  246 

7.349  "o 


7.348  973 
7.348  835 
7.348  696 
7.348  555 
7.348  413 
7.348  270 
7.348  126 
7.347  981 
7.347  834 
7.347  687 


7.347  538 
7.347  388 
7.347  237 
7.347  084 
7.346  931 
7.346  776 
7. 346  620 
7.346  463 
7 .  346  30s 
7.346  145 


7.345  985 
7.345  823 
7.345  660 
7.345  496 
7.345  330 
7-345  164 
7.344  996 
7.344  827 
7.344  657 
7.344  486 
.344  313 


i'5 
116 
118 
118 
120 
120 
122 
123 
125 

■25 

127 
128 
128 
130 
132 

■32 

■34 
■35 
136 

137 

138 

■39 
141 

142 
■43 
■44 
■45 
■47 
147 

■49 

150 
■51 
«53 
■53 
■55 
■56 
■57 
158 
160 

160 

162 
163 

■64 
166 
166 
168 
169 
■  70 
171 
i"3 


0.150  7.344  3'3 
0.151  7.344  139 


o.  152 

o.^53 
0.154 
0.155 
0. 156 
0.157 
0.158 
O.IS9 


343  965 

343  789 

343  6m 

343  433 

343  253 

343  072 

342  890 

342  707 


0.160  7.342  522 
0.16117.342  337 
0.1627. 342  150 
0.163  7.341  962 
0.16417.341  773 
0.165I7.34 
0.166  7.34 
o.i67|7.34 
0.168  7.341  004 
o. 169   7.340  808 


582 

390 

98 


o. 170  7. 340  612 
0.171 ;7.540  414' 
0.172^7.340  215 
0.17317.340  015 
0.174  7.339  814 
o.^75;7.339  6^i 
o.  176  7. 339  408 

o.^77  7.339  203 
0.178  7.338  997 

o.^79  7.338  789; 


0.185 
0.186 


180  7.338  581 

181  7.338  371 

182  7.338  160 

'83  7.337  947 
184  7,337  734 

7.337  5^9 
7.337  303 
o. 187  7. 337  086 
0.188  7.336  868 
o. 189  7. 336  648 


0.190,7.336  427 
0.191  7.336  205 

o. 192  7. 335  982 
o-^93,7.335  -58 
o-^94  7.335  532 
0.^95  7.335  305 
0.196  7.335  077 

7-334  847 
7.334  617 
7.334  38s 
7.334  152 


0.197 
o.  198 
0.199 
0.200 


174 
■74 
176 
■78 
■78 
180 
18! 
182 
183 

185 

185 
187 
188 
189 
191 
■92 
192 

■94 
196 

196 

198 

■99 

200 
201 
203 
203 
205 
206 
208 

208 


2^3 

213 

2^5 

216 
217 
218 

220 


222 
223 
224 
226 
227 
228 
230 
230 
232 

233 


200  7 

201  7 

202  17 

203]  7 

204 

205 
0.206 
0.207 
0.208 
0.209 


0.210 
0.211 
0.212 
o.  213 
o.  214 
o.  215 

0.216 

o.  217 

0.218 

o.  219 


■334  152 
■333  9^7 
■333  682 
-333  445 
■333  207 
.332  968 
■332  727 
■332  485 
■332  242 
■331  998 


.  220 
.221 

.222 
.223 
.224 
.225 
.  226 
■  227 
.228 
.229 


7^33^  752 
7.331  506 
7.33^  258 
331  008 
330  758 
330  506 
330  253 
329  999 

329  743 
329  486 


7.329  228 
7.328  969 
7.328  708 
7.328  446 
7.328  183 
7.327  919 
7^327  653 
7.327  386 
7.327  118 
7.326  849 


o. 230  7. 326  578 
0.231  7.326  306 
0.232  7.326  033 
0.233  7.325  758 
0.234  7-325  483 
0.235  7.325  205 
0.236  7.324  927 

0.237  7.324  648 
0.238  7.324  367 
0.239  7.324  0S4 


0.240 
0.241 

0.242 
0.243 
0.244 
0.245 
0.246 
0.247 
0.248 
0.249 
o.  250 


7.323  801 

7.323  5^6 
7.323  230 
7.322  943 
7.322  654 
7.322  364 
7^322  073 
7.321  780 
7.321  486 

7.321  I9^ 
7.320  895 


235 
235 

237 
238 

239 
241 
242 
243 
244 

246 

246 

248 
250 
250 
252 
253 
254 
256 
257 

258 

259 
261 
262 
263 
264 
266 
267 
268 
269 

271 


273 
275 
275 
278 
278 
279 
281 
283 

283 

28s 
286 
287 
289 
290 
291 

293 
294 
295 
296 
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±  n 

N 

—  ^ 

±  n 

N 

—  ^ 

±n 

JV 

—  ^ 

±  n 

iV 

—  ^ 

±  n 

A' 

—  ^ 

o.ooo 

8„920 

819 

3 

8 

'3 
18 

23 
29 
34 
39 

44 

0.050 

8»9'4 

255 

267 

273 
278 
284 
289 

295 
300 
306 
3" 

0. 100 

8«893 

947 

558 
564 
570 
576 
583 
589 
596 
602 
608 

0. 150 

8„857 

835 

908 
9'5 
924 
932 
939 
948 
956 
965 
973 

0.200 

8„8oi  632 

'377 
1388 
1400 
1411 
1423 

'434 
1446 
1458 

14-0 

O.OOI 
0.002 

0.003 
0.004 

8„920 
8„920 
8„92o 
8„920 

816 

808 
795 

777 

0.051 
0.052 
0.053 
0.054 

8„9I3 
««913 
8„9'3 
8„9I3 

988 
715 
437 
'53 

0.  lOI 
0. 102 
0.103 
0. 104 

8„893 
8„892 
8„892 
8„89i 

389 
825 
255 
679 

0. 1 51 
0.152 

0'53 
0.154 

8„856 
8„856 
8„855 
8„854 

927 
012 
088 
156 

0.201 

0.202 
0.203 
0.204 

8„8oo  255 
8„798  867 
8« 797  467 
8„796  056 

0.005 
0,006 

0.007 
0.008 

8„920 
8„92o 
8„920 
8„920 

754 
725 
691 
652 

0.055 
0.056 
0.057 
0.058 

8„9i2 
8„9i2 
8„912 
8„9'i 

864 
569 
269 
963 

0. 105 
0. 106 
0. 107 
0. 108 

8„89' 
8„890 
8„889 
8„889 

096 

507 
911 

309 

0.155 
0. 156 
0.157 
0. 158 

8„853 
8„852 
8„85i 
8„850 

217 
269 

3'3 
348 

0.205 
0. 206 
0.207 
0.208 

8„794  633 
8„793  '99 
8„79'  753 
8„790  295 

0.009 

8„920 

608 

0.059 

8„9ii 

652 

0. 109 

8„888 

701 

0.159 

8,.  849 

375 

0.209 

8„788  825 

50 

317 

615 

981 

'483 

O.OIO 

8„920 

558 

0.060 

8„9H 

335 

0. 1 10 

8„888 

086 

621 

628 

635 
641 
648 
654 
661 
668 
674 

0. 160 

8„848 

394 

^0^ 

0.210 

8„787  342 

O.Ol  1 

0.012 
O.Ol  3 
0.014 

8„920 
8„92o 
8„920 
8„920 

503 
443 
378 
308 

55 
60 

65 
70 
76 
81 
86 
91 
97 

0.061 
0.062 
0.063 
0.064 

8„9ii 
8«9'o 
8„9io 
8„9'0 

013 

685 

351 
012 

322 

328 
334 
339 
345 
350 
356 
362 
367 

0.  III 
0. 1 12 
0. 1 13 
0. 114 

8„887 
8„886 
8„886 
8„885 

465 

837 
202 
561 

0. 161 
0. 162 
0. 163 
0.164 

8„847 
8„846 

8„845 
8„844 

4°5  i;i 

386!'°'5 

0. 21 1 
0.211 
0.213 
0.214 

8„785  848 
«„784  342 
8„782  813 
8„78l  291 

'494 
1506 
1519 
'532 

'544 
'557 
1570 

'583 
1596 

0.015 

8„920 

23z 

0.065 

8„909 

667 

0. 115 

8„884 

9'3 

0. 165 

8„843 

0.215 

8„779  747 

0.016 

0.017 
0.018 
0.019 

8„920 
8„920 
8„919 
8«9"9 

151 
065 

974 

877 

0.066 
0.067 
0.068 
0.069 

8„909  317 
8„9o8  961 
8„9o8  599 
8„9o8  232 

0. 1 16 
0.117 
0.118 
0. 1 19 

8„884 
8„883 
8„882 
8„882 

259 
598 
930 
256 

0.166 
0. 167 
0.168 
0. 169 

8„842 
8„84' 
8«  840 
8„839 

33' 
290 
240 
181 

IO4I 
1050 
1059 

0.216 
0.217 
0.218 
0.219 

8„778  190 
8„776  620 
8„775  037 
8„773  44' 

102 

373 

681 

1067 

1609 

0.020 

8»9I9 

'75 

107 
112 
n8 

■23 

128 

0.070 

8„907 

859 

379 
384 
390 
396 
402 
407 
413 

0. 120 

8„88l 

575 

688 

0. 170 

8„838 

"4 

1076 
1085 
1095 
IIO3 
III3 
I  122 
I13I 

0.220 

8„77'  832 

1-622 

0.021 
0.022 
0.023 
0.024 
0.025 

8„9>9 
»„9>9 
8„9I9 
8„919 
8«919 

668 
556 
438 
3'5 

187 

0.071 
0.072 
0.073 
0.074 
0.075 

8„907 
8„907 
8„9o6 
8„9o6 
8„905 

480 
096 
706 
310 
908 

0.121 
0. 122 
0. 123 
0. 124 
0. 125 

8„88o 
8„88o 

8„879 
8„8  78 
«„878 

887 
192 
49' 

T 
067 

695 

701 
709 
7'5 

722 
730 
736 

743 

0. 171 

0. 172 
0.173 

0.174 
0.175 

8„S37 
8„835 
8„834 
8„833 
»„832 

038 

953 
858 

755 
642 

0.221 
0.222 
0.223 
0.224 
0. 225 

8„770  210 
8„768  574 
8„766  924 
8,1765  261 
8„763  584 

1636 
1650 
1663 

1677 
1691 
1705 
1720 
'734 

0.026 

«„919 

054 

'33 

0.076 

8»905 

501 

0  126 

8„877 

345 

0. 176 

8„83i 

520 

0  226 

8„76i  893 

0.027 

8„9i8 

915 

'39 

0.077 

8„905 

088 

0. 127 

8„876 

615 

0.177 

8„8  3o 

389 

0.227 

8„76o  188 

0.028 
0.029 

8„9i8 
8„9i8 

77" 
622 

'44 
149 

0.078 
0.079 

8„904 
8«  904 

669 

244 

419 
425 

0. 128 
0. 129 

8„875 
8„875 

879 
136 

0.178 
0.179 

8«  829 
8„828 

248 
098 

I  141 
II50 

0.228 
0.229 

8„758  468 
»»756  734 

155 

43' 

751 

I160 

1749 

0.030 
0.031 
0.032 

0.033 
0.034 

8„9i8 
8„9>8 
8„9i8 
«,,917 
8„9I7 

467 
307 
142 
972 
796 

160 
165 
170 
176 
18  1 

0.080 
0.081 
0.082 
0.083 
0.084 

8„903 
8„903 
8,1 902 
8„902 
8„902 

813 
377 
934 
486 
032 

436 

443 
448 
454 
460 
466 
472 
478 
484 

0. 130 
0.131 
0.132 
0.133 
0.134 

8„874 
8„873 
8„872 
8„872 
8„87i 

385 
628 
863 
091 

3'2 

757 
765 
772 
779 
786 

0. 180 
0. 181 
0.182 
0. 183 
0. 184 

8„826 
8„825 
8„824 
8„823 

8„822 

938 
769 
590 
401 
203 

I  169 

II  79 
1189 
1198 
I  208 

0. 230 
0.231 
0.232 
0.233 
0.234 

8„754  985 
8„753  222 
8„75'  443 
8„749  650 
8„747  842 

1763 
'779 
'793 
1808 
1824 
1840 
1855 
1871 
1887 

0.035 

0.036 
0.037 

8„917 
««917 
8n9i7 

6.5 

429 

237 

186 
192 
'97 

0.085 
0.086 
0.087 

8„90i 
8„90l 
8„900 

572 
106 

634 

0.135 
0. 1  36 
0.137 

8„870 
8„869 
8„868 

526 

732 

93' 

794 
Soi 
808 
816 

0. 185 
0.186 
0. 187 

8„8  20 
8„8i9 
8„8i8 

995 

776 
548 

1219 
1228 
1238 
1249 

0.235 
0.236 

0.237 

8„746  018 
8„744  '78 
8„742  323 

0.038 

8„917 

040 

0.088 

8„900 

156 

0.138 

8„868 

'23 

0.188 

8„8i7 

310 

0.238 

8„740  452 

0.039 

8„9i6 

837 

203 

0.089 

8„899 

672 

0.139 

8„867 

307 

0. 189 

8„8i6 

061 

0.239 

8„738  565 

208 

490 

823 

1259 

1903 

0.040 
0.041 
0.042 

0.043 

8„9i6 
8„9i6 
8„9i6 
8„9'5 

629 
416 

198 
974 

213 
218 

224 

0.090 
0.091 
0.092 
0.093 

8,.899 

8„898 
8„898 
8„897 

182 

686 

184 
676 

496 

502 
508 

5'5 
520 
526 
533 
539 
545 
55' 

0.  140 
0.141 
0.142 
0.143 

8„866 
8„865 
8„864 
8„863 

484 
654 
816 
970 

830 
838 
846 

853 
861 
869 
876 
884 
892 
900 

0. 190 
0. 191 
0. 192 
0  193 

8„8i4 
8„8i3 
8„8l2 
8„8io 

802 
533 

254 
964 

1269 

'279 
1290 
1301 
1311 
1322 
1333 
1344 
'355 
1366 

0. 240 
0.241 
0.242 
0.243 

8„736  662 

8„734  743 
8„7  32  806 
8„730  854 

1919 

'937 
'952 
1970 
1987 
2004 
2022 
2039 
2058 
2075 

0.044 

8«9I5 

745 

229 

0.094: 8„897 

161 

0.144 

8„863 

"7 

0.194 

8„8o9 

663 

0.244 

8„728  884 

0.045 

0.046 
0.047 
0.048 

0.049 

0.050 

8„91S 
8«9I5 
8«9>5 
8„914 
8„9I4 
8„9I4 

510 

270 
024 
773 
517 
255 

235 
240 
246 
251 
256 
263 

0.095 
0  096 
0.097 
0.098 
0.099 
0. 100 

8,1896  641 
8„896  115 
8„895  582 
8„895  043 
8„894  498 
8„893  947 

0.145 
0. 146 
0.147 
0.148 
0.149 
0. 150 

8„a62 
8„86i 
a„86o 

8„859 
8„858 

8,1857 

256 
387 
5" 
627 
735 
835 

0.195 
0. 196 
0.197 
0.198 
0.199 
0.200 

8„ao8 
8„807 
8„805 
8„8o4 
8„8o2 
8„8oi 

352 
030 

697 
353 
998 
632 

0.245 
0. 246 
0.247 
0.248 
0.249 
0.250 

8„726  897 
8„724  893 
8„722  871 
8„720  832 
8„7'8  774 
8„7l6  699 
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o.ooo 

O.OOI 
0.002 

9,.397 
9,,397 
9»397 

940 

940 
939 

0 

I 

0.050 
0.051 
0.052 

9.,397  216 
9»397  186 
9,,397  156 

30 

30 

30 
31 

32 
32 
33 
33 
34 

0, 100 

0,  lOI 
0, 102 

9,.39S 
9»394 
9«394 

035 
976 

917 

59 
59 
60 

0.150 
0.151 
0, 152 

9,.39i 
9„39' 
9»39> 

376 
288 
199 

88 

89 
90 
90 
91 
92 
92 
93 
93 

0. 200 
0. 201 
0,  202 

9„386 

9„386 
9„385 

202 

082 
962 

120 
120 
I  20 

0.003 

9»397 

938 

2 

0.053 

9«397  126 

0.  103 

9„394 

857 

60 

0,153 

9»39i 

109 

0, 203 

9„385 

842 

121 

0.004 
0.005 

9„397 
9h397 

936 
933 

3 
3 
4 
4 

5 

0.054 
0.055 

9»397  095 
9h397  063 

0. 104 
0.105 

9„394 
9h394 

797 
736 

61 
61 
62 
63 
64 

0.154 
0.155 

9„39i 
9„390 

019 
928 

0.  204 
0  205 

9„385 
9„385 

721 

599 

122 
123 

■23 

123 
125 

0. 006 
0.007 

9»397 
9«397 

930 
926 

0.056 
0.057 

9«397  031 
9,.396  998 

0. 106 
0. 107 

9,,394 
9«394 

675 
6,3 

0.156 
0.157 

9»390 
9,,39° 

836 

744 

0.  206 
0. 207 

9„385 
9„385 

476 
353 

0.008 
0.00g 

9„397 
9;i397 

922 
917 

0.058 
0.059 

9«396  965 
9„396  931 

0. 108 
0. 109 

9„394 
9„394 

550 
486 

0. 158 
0.159 

9«39° 
9»390 

651 
558 

0.208 
0. 209 

9„385 
9„385 

230 
105 

6 

35 

64 

94 

125 

O.OIO 
O.Ol  I 

9„397 
9„397 

911 

905 

6 

7 
7 
8 
g 

0.060 
0.061 

9»396  896 
9»396  861 

35 
35 
37 
37 
37 
38 
39 
39 
40 

0.110 
0,111 

9„394 
9,,394 

422 
358 

64 
65 
66 

0. 160 
0. 161 

9»390 
9„390 

464 
369 

95 
95 
95 
97 
97 
97 
99 
99 
99 

0.  210 
0.21 1 

9« 384  980 
9„384  855 

125 
126 

0.012 

9„397 

898 

0.062 

9,^396  826 

0. 1 1  2 

9„394 

293 

0. 162 

9h39° 

274 

0.212 

9„384 

729 

127 
128 
128 
129 

0.013 
0.014 

9„397 
9,,397 

891 
883 

0,063 
0,064 

9h396  789 
9«396  752 

0.113 
0. 1 14 

9,,394 
9„394 

227 
161 

66 
67 
67 
68 

69 
69 

0. 163 
0. 164 

9»390 
9»390 

179 

082 

0.213 
0,  214 

9„384 
9„384 

602 

474 

0.015 

9«397 

875 

9 
10 
10 
1 1 

0.065 

9„396  715 

0.115 

9„394 

094 

0. 165 

9»389  985 

0, 215 

9,,384 

346 

0,016 

9«397 

866 

0. 066 

9„396  677 

0. 116 

9„394 

027 

0. 166 

9»389 

888 

0, 216 

9„384 

217 

0.017 

9„397 

856 

0.067 

9„396  638 

0.  1  17 

9„393 

959 

0. 167 

9„389 

789 

0.217 

9„384 

088 

129 
130 
■31 

0.018 

9„397 

846 

0.068 

9„396  599 

0.118 

9,,393 

890 

0,168 

9,,389  690 

0.218 

9«383 

958 

0.019 

9«397 

835 

0.069 

9„396  559 

0.119 

9»393 

821 

0. 169 

9»389 

591 

0.219 

9„383 

827 

1 1 

40 

70 

100 

131 

0.020 

9»397 

824 

12 
12 
13 
14 
14 
'5 
15 
16 

17 

0.070 

9»396  519 

41 

0.  120 

9n393 

751 

71 
71 
72 
72 
73 
73 
74 
75 
75 

0. 170 

9„389 

491 

101 
101 

102 

0. 220 

9„383 

696 

132 
■33 
133 
134 
134 
.36 

135 
"37 
137 

0.021 

9,.397 

812 

0.  071 

9„396  478 

0.  121 

9,.393 

680 

0.171 

9„389 

39° 

0. 221 

9„383 

564 

0.022 
0.023 

9„397 
9,(397 

800 

787 

0,072 
0,073 

9h396  436 
9„396  394 

42 
42 
42 
44 
44 
44 

0.  122 
0.123 

9»393 
9»393 

609 

537 

0, 172 
0.173 

9h389 
9»389 

289 
187 

0.  222 
0.223 

9„383 
9„383 

431 
298 

0.024 
0.025 

9«397 
9„397 

773 
759 

0.074 
0.075 

9„396  352 
9„396  308 

0.124 
0.125 

9h393 
9»393 

465 
392 

0,174 
0.175 

9«389 
9«388 

085 
982 

103 
104 
105 
105 
105 

0. 224 
0.225 

9«  383 
9„383 

164 

030 

0.026 

9»397 

744 

0.076 

9^396  264 

0.  126 

9h393 

319 

0. 176 

9«388 

878 

0.  226 

9„382 

894 

0.027 

9„397 

729 

0.077 

9„396  220 

0.  127 

9„393 

245 

0. 177 

9„388 

773. 

0.227 

9„382 

759 

0.028 

9»397 

713 

0,078 

9„396  175 

45 
46 

0.128 

9,,393 

170 

0.178 

9,.388 

668 

0.228 

9„382 

622 

0.029 

9„397 

696 

0.079 

9«396  129 

0.  129 

9„393 

095 

0.179 

9«388 

563 

0.229 

9,,382 

485 

1 7 

46 

76 

106 

■38 

0.030 
0.031 
0.032 
0.033 
0.034 

9„397 
9»397 
9»397 
9„397 
9»397 

679 
662 
644 
625 
605 

I  7 
l8 

iq 

20 

0.080 
0.081 
0.082 
0.083 
0.084 

9„396  083 
9h396  036 
9»395  989 
9„395  941 
9„395  892 

47 
47 
48 
49 

0.  130 
0.131 
0.132 

0133 
0.134 

9«393 
9»392 
9„392 
9„392 
9i,392 

019 

943 
866 
788 
710 

76 

77 
78 
78 

0.180 
0.181 
0. 182 
0.183 
0.184 

9„388 
9„388 

9,,388 
9„388 
9»388 

457 
350 
242 
134 
025 

107 
108 
108 
109 

0.230 
0.231 
0,232 

0-233 
0.234 

9„382 
9„382 
9„382 
9„38i 
9„38i 

347 
209 
070 

93° 

790 

138 

'39 
140 
140 

0.035 
0.036 
0.037 

9,,397 
9„397 
9»397 

585 
565 
544 

20 
20 

22 
22 

0.085 
0.086 
0,087 

9„395  843 
9«395  793 
9„395  743 

49 
50 
50 
51 
51 

0.135 
0.  136 
0.137 

9„392 
9,,392 
9»392 

631 

552 
472 

79 
79 
80 
81 
81 

0. 185 
0. 186 

0.187 

9»387 
9,,387 
9,,387 

916 
806 
696 

109 
110 
1 10 
112 
III 

0.235 
0. 236 
0.237 

9„38i 
9„38i 
9„38i 

649 
507 
365 

141 

142 
142 
'43 
143 

0  038 
0.039 

9,i397 
9,,397 

522 
500 

0.088 
0.089 

9»395  692 
9»395  641 

0.138 
0,139 

9»392 
9»392 

391 
310 

0.188 
0.189 

9h387 
9»387 

584 
473 

0.238 
0.239 

9„38i 
9„38i 

222 
079 

23 

52 

82 

113 

'44 

0,040 

9.i397 

477 

24 
24 
25 
25 
26 
26 
27 
28 
28 
28 

0. 090 

9h395  589 

53 
53 
54 
55 
55 
55 
57 
57 
57 
58 

0.  140 

9„392 

228 

83 
83 
83 
84 
85 
86 
86 
87 
87 
88 

0. 190 

9„387 

360 

"3 

"4 
114 
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"5 
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0.  240 

9„38o 
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147 
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148 
'49 
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0,041 
0,042 
0.043 

9«397 
9„397 
9»397 

453 
429 
404 
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0.092 
0.093 

9„395  536 
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9„395  429 

0,  141 
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9»392 
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9„39' 
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9^,387 
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247 
133 
019 

0. 241 
0.242 
0.243 

9„38o 
9„38o 
9„38o 

790 
644 
498 

0,044 
0.045 

9„39' 
9,,397 

379 
353 

0 .  094 
0,095 

9„395  374 
9„395  319 

0.144 
0.145 

9„39i 
9»39i 

895 
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789 

0.244 
0 .  245 

9„38o 
9„38o 
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0.046 
0.047 
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0.049 

9„397 
9«397 
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244 
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0.097 
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9»395  264 
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724 
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9„386 
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556 
438 
320 

117 
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9„38o 
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907 

757 
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0.050 

9»397 

216 

0, 100 
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0. 150 
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0.200 

9„386 

202 

0.250 

9„379 
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8.045 

758 

O.OOl 

8.045 

754 

0.002 

8.045 

744 
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8.045 
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0.004 

8.045 
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8.045 
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0.007 

8.045 
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0.008 
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8.045 

288 

0.013 

8.045 

207 

0.014 

8.045 

119 

0.015 

8.045 

024 

0  .016 

8.044 

923 

0.017 

8.044 

815 

0.018 

8.044 
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8.044 
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8.044 

453 
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8.044 

319 
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8.044 

178 

0.023 

8.044 

031 

0.024 

8.043 

878 

0.025 

8.043 

718 

0.026 

8.043 
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8.043 

377 

0.028 

8.043 

197 

0.029 

8.043 
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8.042 

817 

0.031 

8.042 

617 

0.032 

8.042 

411 

0-033 

8.042 

198 

0.034 

8.041 

978 

0.035 

8.041 

751 

0.036 

8.041 

51X 

0.037 

8.041 

278 

0.038 

8.041 

032 

0.039 

8.040 

779 

0.040 

8.040 

519 

0.041 

8.040 

252 

0.042 

8.039 

978 

0.043 

8.039 

698 

0.044 

8.039 

412 

0.045 

8.039 
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0.046 

8.038 

817 

0.047 

8.038 

510 

0.048 

8.038 
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0.049 

8.037 

«75 
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16 
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55 

62 
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95 
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114 
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167 
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213 
220 
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294 
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0.051 

052 

053 
054 
055 
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057 
058 
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0.061 
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0.063 
0.064 
0.065 
0.066 
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0.068 
0.069 


0.070 
0.071 
0.072 
0.073 
0.074 
0.075 
0.076 
0.077 
0.078 
0.079 
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0.085 
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8.037  213 
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8.036  168 
8.035  806 
8  035  437 
8.035  061 
8.034  679 
8.034  289 


8.033  892 
8.033  488 
8.033  078 
8.032  660 
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8.031  803 
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8.030  918 
8.030  465 
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8.029  537 

8.029  063 

8.028  581 

8.028  092 

8.027  595 

8.027  092 

8.026  581 
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8.025  538 

8.025  005 


8.024  465 
8.023  9'7 
8.023  362 

8.022  800 
8,022  230 
8.021 
8.021 
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068 

8 .020  475 
8.019  875 
8.019  268 


8.018  653 
8.018  030 
8.017  399 
8.016  761 
8.016  115 
8.015  461 
8.014  800 
8.014  130 
8.013  453 
8.012  768 
8.012  075 


334 
341 
349 
355 
362 

369 
376 
382 
390 

397 

404 
410 
418 
425 
43» 
439 
446 

453 
460 

468 

474 
482 

489 
497 
503 
5" 
518 

525 
533 

540 

548 
555 
562 
570 
577 
585 
593 
600 
607 

615 

623 
631 
638 
646 
654 
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670 
677 
685 
693 
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103 
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106 
107 
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log 


1 10 

1 1 1 
1 1  2 

113 
114 

115 
116 

117 
118 
119 


122 

"23 

124 
125 
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127 
128 
129 


130 

131 
132 

'33 
'34 
135 
136 
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•39 


o.  140 
o.  141 

o.  142 

0.143 
0.144 
0.145 

o.  146 

0.147 
0.148 
0.149 

o.  150 


8.012  075 
8.011  374 
8  010  665 
8.009  948 
8.009  223 
8.008  490 
8.007  749 
8.007  000 
8  006  243 
8.005  477 


8.004 
8.003 
8.003 
8.002 
8.001 
8.000 
7.999 
7-999 
7.998 
7.997 


703 
921 
130 
331 

524 
708 
884 
051 
209 
359 


.996  501 
.995  633 
■994  757 
.993  872 
.992  979 
.992  076 
.991  165 
.990  244 

989  3' 5 
.988  376 


987  428 
986  472 
985  506 
984  530 
983  546 
982  552 
981  548 
980  535 

979  5'3 
978  481 


•977  439 
.976  388 

■975  327 
.974  256 
■973  175 
.972  085 
.970  984 
.969  873 
.968  75' 
.967  621 
.966  480 


701 
709 
717 
725 
733 
74' 
749 
757 
766 

774 

782 
79' 
799 
807 
816 
824 

833 
842 
850 

858 

868 
876 
885 
893 

903 
911 
921 
929 
939 

948 

956 

966 

976 

984 

994 

1004 

101  3 

1022 

1032 

1042 

1051 
1061 
1071 
1081 
1090 
1 101 
1 1 1 1 
1 121 
1131 
1141 


150 
'5' 
'5» 
'53 

'54 
155 
156 

157 
158 
159 


160 
161 

162 
163 
164 
165 
166 
167 
168 
169 


170 
17' 
'72 
'73 
174 
'75 
176 
177 
178 

'79 


.183 
.  184 
.185 
.186 
.187 
188 
.189 


190 
191 

192 
193 
194 
'95 
196 

197 
198 

'99 

200 


.966  480 

.965  328 

.964  166 

.962  994 

.961  811 

.960  617 

959  4'3 

958  198 

7.956  972 

7^955  735 


■954  488 

■953  229 

■95'  959 

. 950  678 

949  386 

. 948  082 

.946  76- 

■945  44' 

•944  103 

•942  753 


■941  39' 
.940  018 
.938  632 
■937  234 
•935  825 
■934  403 
.932  969 
93'  522 
•930  063 
.928  591 


.927  106 
.925  608 
.924  098 
■922  575 
.921  038 
.919  488 
•917  925 
.916  348 

■9'4  757 
■9"3  153 


9"  535 
909  903 
908  256 
906  596 
904  921 
903  231 
901  527 
899  809 
898  075 
896  326 
894  562 


1152 
1162 
"72 
1183 

"94 
1204 
121  5 
1226 
1237 

1247 

1259 
1270 
1281 
I  292 
1304 

'3"i 
1326 

'338 
1350 

1362 

'373 
1386 

1398 
1409 
1422 
'434 
'447 
'459 
1472 

1485 

1498 
1510 
1523 
'537 
1550 
1563 

1577 
1591 
1604 

1618 

1632 

1647 
1660 
1675 
1690 
1704 
1718 
'734 
'749 
1764 


200 
201 

202 

203 
204 
205 
206 
207 
208 
209 


212 

213 

214 

2'5 
216 

217 
218 
219 


222 

223 
224 
225 
226 
227 
228 
229 


.230 
.231 
■232 
.233 
.234 
■235 
.  236 

•237 
.238 
•239 


.  240 
.241 

.242 
•243 
■244 
■245 
.246 
.247 
.248 

•249 
.250 


7.894  562 
7-892  783 
7.890  988 
7  889  178 
7  887  351 
7  885  509 
7.883  651 
7.881  776 
7,879  885 
7^877  977 


876  053 

,874  "2 
,872  153 
870  177 


868  184 

866  173 

864  144 

7,862  097 

7.860  031 

7.857  948 


7.855  845 

7.853  724 

7.851  583 

7.849  424 


847  244 

845  045 

842  826 

840  587 

838  327 

836  046 


7^833  745 

7,831  422 

7.829  078 

826  712 

824  323 
821  913 
819  480 
817  024 
814  545 
812  043 


,809  516 
806  965 
804  390 
801  791 

,799  166 

,796  516 
,793  840 

■79'  137 

788  408 

,785  652 

,782  869 


'779 
1795 
1810 
1827 
1842 
1858 
1875 
1891 
1908 

1924 

'94' 
'959 
1976 

'993 
201 1 
2029 

2047 
2066 
2083 

2103 

21  21 
2141 

2 '59 
2180 
2199 
2219 
2239 
2260 
2281 

2301 

2323 

2344 
2366 
2389 
2410 

2433 
2456 

2479 
2502 

2527 

2551 

2575 
2599 
2625 
2650 
2676 
2703 
2729 
2756 
2783 
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8.756 
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8.761  514 
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8.761  427 
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8.748  465 
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8.765  906 

4 

0.055 
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8.761  340 

0.155 
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8.748 
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8.765  902 

4 

0.056 
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8.764  572 
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8.760  800 

92 

0. 161 

8.755 

104 

135 
136 

0.211 

8.747 

229 

179 
180 
181 
182 

183 
184 
185 
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0. 167 

8.754 
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8.746 
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8.745 
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8.743 
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8.758  779 
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0.178 
0.179 

8„II8 
8„II7 
8„II7 
8„1I7 
8„1I7 
8„II7 
8„II7 
8„ii6 
8„ll6 
8„Il6 
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974 
805 

635 
465 
293 
121 

947 
772 
596 
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174 
■75 
176 
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0.  220 
0.  221 
0.  222 
0  223 
0.224 
0.  225 
0.226 
0.227 
0.228 
0.229 

8„Io8 
8„io8 
8„io8 
8„I07 
8„I07 
8„I07 
8„'07 
8„io6 
8„io6 
8„io6 
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280 
060 
838 
616 
392 
167 
941 
7'4 
486 

220 
220 

222 
222 
224 
225 
226 
227 
228 

229 

0.030 

0.031 

0032 

;    0-033 

8„i3i 
8„i3i 
8„i3i 
8„i3i 

768 

739 

708 

677 

29 
31 
3' 

32 
34 
34 
35 
36 
37 

0.080 
0.081 
0.082 
0.083 

8„I29 
8„I29 
8„I28 
8„I28 
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954 
874 

78 

79 
80 
80 

0. 130 
0.131 
0. 132 
0.133 

8„I24 
8„I23 
8„123 
8„I23 
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885 

757 
627 

127 
128 
130 
130 
131 
132 
133 
"34 
136 

0. 180 
0. 181 
0.182 
0.183 

8„ii6 
8„ii6 
8„ii6 
8„II5 

420 
242 
063 
883 

178 

'79 
180 
180 

0.230 
0.  231 
0.  232 
0.233 

8,.io6 
8„io6 
8„io5 
8„'05 

257 
027 
795 
563 

230 
232 
232 

233 
235 
23s 
237 
238 
238 

;  0.034 

8„i3i 

645 

0.084 

8„I28 

794 

82 

0.134 

8„I23 

497 

0.184 

8„1I5 

703 

182 

0.234 

8,.I05 

330 

0.035 
1  0.036 
■  0.037 

8„i3i 
8„i3i 
8„i3i 

611 

577 
542 

0.085 
0.086 
0.087 

8„I28 
8„I28 
8„128 

712 
629 
545 

83 
84 

85 
85 

0.135 
0.136 

0.137 

8»i23 
8„I23 
8„i23 

366 

234 
101 

0. 185 
0. 186 
0.187 

8„II5 
8„II5 
8„"5 

521 
338 

»54 

183 
184 
185 
186 

0.235 
0.  236 
0.237 

8„io5 
8„'04 
8„io4 

095 
860 
623 

'  0.038 

8„i3i 

506 

0.088 

8„128 

460 

0. 138 

8,.I22 

967 

0.188 

8„II4 

969 

0.238 

8„i04 

385 

0.039 

8„i3i 

469 

0.089 

8„I28 

375 

0.139 

8„iiz 

83. 

0. 189 

8,.1I4 

783 

0.239 

8„I04 

147 

38 

87 

136 

'87 

240 

;   0 . 040 

8„i3i 

43' 

39 
40 

42 
42 
43 
43 
45 
46 

47 
48 

0.090 

8„I28 

288 

88 

0. 140 

8„122 

695 

137 
138 

139 
141 
141 

142 
143 
14s 
«45 
146 

0. 190 

8„II4 

596 

188 

0.  240 

8„'03 

907 

241 
242 
243 
244 
246 
246 

247 
249 
249 
251 

0.041 

8„i3i 

39^ 

0.091 

8.128 

200 

89 
89 
9> 
9' 
93 
94 
94 
96 

96 

0. 141 

8„I22 

558 

0.191 

8»!  14 

408 

189 
191 
191 
192 

'93 
194 
196 
196 
198 

0.241 

8„io3 

666 

0.042 
0.043 
0.044 
0.045 

8,.i3i 
8„i3i 
8„I3I 
8„i3i 

352 
310 
268 
2»5 

0.092 
0.093 
0.094 
0.095 

8„128 
8„I28 
8«!  27 
8„I27 

III 

022 

93« 

840 

0. 142 

0.143 
0.144 
0.145 

8„I22 
8„I22 
8„122 
8„I2I 

420 
281 
140 
999 

0192 
0.193 
0.194 
0.195 

8„II4 

8„1I4 
8„II3 
8„II3 

219 
028 

837 
645 

0.  242 
0.243 
0.244 
0.245 

8„io3 
8,.' 03 

8„I02 
8„I02 

424 
181 

937 
691 

0.046 
0.047 
0.048 
0.049 

8„>3' 
8„i3i 
8„i3i 

8,.i3i 

182 
»37 
091 

044 

0.096 
0.097 
0.098 
0.099 

8„I27 
8„127 
8„X27 
8„I27 

747 
653 
559 
463 

0. 146 
0.147 
0.148 
0.149 

8„I2I 
8„I2I 
8,.I2I 
8„I2I 

857 
714 
569 

424 

0. 196 
0.197 
0.198 
0.199 

8„ii3 
8„"3 
8„ii3 

8„II2 

452 
258 
062 
866 

0.246 
0.247 
0.248 
0.249 

8„I02 
8„'02 

8„iol 
8„ioi 

445 
198 

949 

700 

0.050 

8„130 

996 

0. 100 

8„I27 

367 

0. 150 

8„I2I 

278 

0.200 

8„II2 

668 

0.  250 

8,,iot 

449 

537 
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0.050 
0.051 

6.492  335 
6.491  953 

382 
389 
397 
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412 

0. 100 
0, 101 

6.463  250 

6.462  448 

802 
811 
820 

0.150 
0. 151 

6.410 

6.409 

922 

595 

1327 

0.200 
0.201 

6.327 
6.325 

515 

435 

2080 

0.002 

6.  501 

675 

1 1 

0.052 

6.491  564 

0.102  6.461  637] 

0. 152 

6.408 

256 

1339 
1351 
1363 
1376 
1389 
1402 
1414 

0. 202  6. 323 

336 

2099 
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2137 
2157 

0.003 
0.004 
0.005 

6. 501 
6.  501 
6.501 
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597 

19 
26 

33 

0.053 
0.054 
0.055 

6.491  167 
6.490  762 
6.490  350 

0. 103 
0. 104 
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6.460  817 

6.459  987 
6.459  148 
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839 
848 

857 
867 

877 

0-153 
0.154 
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6 .406 

6.405 
6.404 

905 
542 
166 

0.  203 
0.204 
0.  205 

6.321 

6.319 
6.316 

219 

082 
925 

0.006 
0.007 
0.008 

6.  501 
6  501 
6.  501 

5S6 
508 

452 

41 
48 
56 
63 

0.056 
0.057 
0.058 

6.489  929 
6.489  500 
6.489  064 

421 
429 
436 

0.  io6 
0. 107 
0. 108 

6.458  300 
6.457  443 
6.456  576 

0. 156 
0.157 
0.158 

6.402 
6.401 
6.399 

777 
375 
961 
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b .  207 
0.  208 

6.314 
6.312 
6.  310 

748 
551 
334 

21  77 

2197 

2217 

0.009 

6.501 

389 

0.059 

6.488  619 

445 

0. 109 

6.455  699 

0.159 

6.398 

534 

1427 

0.209 

6.308 

097 

2237 

71 

452 

886 

1440 

2258 

O.OIO 

0.011 
0.012 

6.  501 
6.  501 
6.  501 

318 

240 

155 

78 
85 
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0.061 
0.062 

6.488  167 
6.487  706 
6.487  238 

461 
468 

0. 110 
0.111 
0.112 

6.454  813 
6.453  917 
6.453  012 

896 
905 

0. 160 
0. 161 
0. 162 

6.397 
6.395 
6.394 

094 

641 

175 

1453 
1466 

0.210 
0.211 
0.212 

6.305 
6.303 
6.301 

839 
559 
259 

2280 
2300 

0.013 

6.501 

062 

93 

0.063 

6.486  761 

477 
485 

0. 113 

6.452  097 

9'5 

0.163 

6.392 

696 

1479 

0.213 

6.298 

937 

2322 

0.014 

6.  500 

962 

100 
108 
115 

0.064 

6.486  276 

0.114 

6.451  172 

925 
934 

945 

0. 164 

6.391 

203 

1493 
1506 
1520 

0.214 

6.296 

593 

2344 
2366 
2388 

0.015 
0.016 

6.  500 
6.;oo 

854 
739 

0.065 
0.066 

6.485  784 
6.485  283 

492 
501 

0.115 
0. 1 16 

6.450  238 
6.449  293 

0. 165 
0. 166 

6.389  697 
6.388  177 

0.215 

0.  2l6 

6.294 
6.291 

227 
839 

O.Ol  7 

6.  500 

616 

123 

0.067 

6.484  774 

509 

o.i  17 

6.448  339 

954 
964 

974 

0. 167 

6. 386  643 

1534 

0.217 

6.289  429 

2^.1  0 

2434 
2456 

0.018 
0.019 

6.  500 
6.500 

486 
349 

130 

137 

0.068 
0.069 

6.484  257 
6.483  732 

517 
525 

o.ii8 
0.119 

6.447  375 
6.446  401 

0. 168 
0.169 

6.38s 
6.383 

096 
534 

1547 
1562 

0.218 
0.219 

6.286 
6.284 

995 
539 

14s 

534 

985 

1S7S 

2480 

0.020 
0.021 
0.022 
0.023 
0.024 
0.025 
0.026 
0.027 
0.028 
0.029 

6.500  204 
6. 500  051 
6.499  891 
6.499  724 
6.499  549 
6.499  366 
6.499  176 
6.498  978 

6.498  773 
6.498  561 

'53 

160 
167 
175 
183 
190 
198 
205 
212 

0.070 
0.071 
0.072 
0.073 
0.074 
0.075 
0.076 
0.077 
0.078 
0.079 

6.483  198 
6.482  657 
6.482  107 
6.481  549 
6.480  982 
6.480  408 
6.479  825 
6.479  233 
6.478  633 
6.478  025 

541 
550 
558 
567 
574 
583 
592 
600 
608 

0. 120 

0.121 
0.  122 
0.123 

0. 124 
0. 125 
0. 126 
0. 127 
0.128 

0. 129 

6.445  416 
6.444  422 
6.443  418 
6.442  403 
6.441  378 
6.440  343 
6.439  297 
6.438  241 

6.437  174 
6.436  097 

994 
1004 
1015 
1025 
1035 
1046 
1056 
1067 
1077 

0. 170 
0.171 
0. 172 

0.173 
0.174 

0.175 
0. 176 

0.177 
0. 178 
0.179 

6.381 
6.380 
6.378 
6.377 
6.375 
6.373 
6.372 
6.370 
6.368 
6.367 

959 
370 
766 
148 

515 

867 
205 
528 
836 
129 

1589 
1604 
1618 
1633 
1648 
1662 
1677 
1692 
1707 

0.220 
0.221 
0.222 
0.223 
0. 224 
0.225 
0.226 
0.227 
0.228 
0.229 

6.282 
6.279 
6.277 
6.274 
6.271 
6.  269 
6.266 
6.264 
6.261 
6.258 

059 

555 
028 
476 

899 
298 
671 
019 
340 
636 

2504 
2527 
2552 
2577 
2601 
2627 
2652 
2679 
2704 

220 

617 

1088 

1722 

2732 

0.030 
0.031 
0.032 
0.033 
0.034 

6.498 
6.498 
6.497 
6.497 
6.497 

341 
113 

878 
63s 
384 

228 
235 
243 
251 
258 
266 

273 
281 
289 

0.080 
0.  081 
0.082 
0.083 
0.084 

6.477  408 
6.476  783 
6.476  149 
6.475  507 
6.474  856 

625 
634 
642 
651 
660 

0. 130 
0. 131 
0. 132 

0.133 
0.134 

6.435  009 
6.433  911 
6.432  802 
6.431  682 
6.430  551 

1098 
1 109 
1120 
1131 
1142 

"53 
1164 
1175 
1186 

0.180 
0.181 
0.182 
0. 183 
0.184 

6.365 
6.363 
6.361 
6.  360 

6.358 

407 
669 
916 
146 
361 

1738 
1753 
1770 
1785 
1801 

0.230 
0.231 
0.232 

0-233 
0.234 

6.255 

6.253 
6.250 
6.247 
6.244 

904 
146 
360 

546 

704 

2758 
2786 
2814 
2842 
2870 

0-03S 

6.497 

126 

0.085 

6.474  196 

668 

0.135 

6.429  409 

0.185 

6.356 

560 

1817 
1833 
1850 
1867 

0.235 

6.241 

834 

2900 
2929 
2959 
2989 

0.036 

0.037 
0.038 
0.039 

6.496 
6.496 
6.496 
6.496 

860 

587 
306 
017 

0,086 
0.087 
0.088 
0.089 

6.473  528 
6.472  852 
6.472  i66 
6.471  472 

676 
686 
694 

0. 136 

0.137 
0.138 

0.139 

6.428  256 
6.427  092 
6.425  917 
6.424  731 

0.186 
0.187 
0. 188 
0.189 

6-354 
6.352 
6.351 
6.349 

743 
910 
060 
193 

0.236 
0.237 
0.238 
0.239 

6.238 
6.236 
6.233 
6.230 

934 
005 
046 
057 

296 

703 

"97 

1883 

3020 

0.040 
0.041 
0.042 

0.043 

6.495 
6.495 
6.49s 
6.494 

721 
417 
106 
786 

304 

311 

320 

0.090 
0.091 
0.092 
0.093 

6.470  769 
6.470  057 
6.469  336 
6.468  607 

712 
721 
729 
738 
748 
756 
765 
775 
783 
792 

0. 140 
0. 141 
0. 142 
0.143 

6.423  534 
6.422  325 
6.421  105 
6.419  873 

1209 
1220 
1232 
1244 
1255 
1266 

0. 190 
0. 191 
0. 192 
0193 

6.347 
6.345 
6.343 
6-341 

310 
410 
492 

557 

1900 
1918 

1935 
1952 

1970 
1988 
2005 
2024 
2042 
2061 

0.240 
0.241 
0.242 
0.243 

6.227 
6.223 
6.220 
6.217 

037 
986 
902 

787 

3051 
3084 

3"5 
3148 
3182 

3215 
3250 
3285 
3320 
3356 

0.044 

0.045 

6.494 
6.494 

459 
1^5 

327 
334 

0.094 
0.095 

6.467  869 
6.467  121 

0.144 
0.145 

6.418  629 

6.417  374 

0.194 
0.195 

6-339 

6-337 

605 

635 

0.244 
0.245 

6.214 
6.211 

639 

457 

0.046 
0.047 
0.048 

0.049 

0.050 

6.493 
6.493 
6.493 
6.492 
6.492 

782 
432 

o-?4 
708 

335 

343 
350 
358 
366 

373 

0.096 
0.097 
0.  098 
0.099 
0. 100 

6.466  365 
6.465  600 
6.464  825 
6.464  042 
6.463  250 

0. 146 
0. 147 
0.148 
0.149 
0. 150 

6.416  108 
6.414  829 

6.413  539 
6.412  236 
6.410  922 

1279 
1290 
1303 
1314 

0. 196 
0. 197 
0. 198 
0.199 
0.200 

6-335 
6-333 
6.331 

6.329 
6.327 

647 
642 
618 
576 
515 

0.246 
0.247 
0.248 
0.249 
0.250 

6.208 
6.  204 
6.  201 
6.198 
6.195 

242 
992 

707 
387 
031 
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0.054 
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342 
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9„273 

9„272 
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465 
999 
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060 
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462 
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483 
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0. 109 

9„3o6  887 
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0.062 
0.063 
0.064 
0.065 
0,066 
0,067 

9»3'4  863 
9»3'4  734 
9„3i4  602 
9„3i4  468 
9»3i4  333 
9»3i4  195 
9h3I4  054 

0. 111 
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0,113 
0. 114 
0.115 
0. 116 
0. 117 

9»305  723 
9„305  483 
9»305  241 
9»304  997 
9(i304  751 
9„304  502 
9»304  251 

0. 161 
0. 162 
0. 163 
0. 164 
0. 165 
0  166 
0. 167 

9„290  864 
9,-290  505 
9„290  143 
9„289  779 
9„289  412 
9„289  043 
9„288  671 

0.211 

0.212 
0.213 
0.214 
0.215 
0.216 
0.217 

9„269  683 
9,-269  189 
9„268  692 
9„268  192 
9„267  690 
9„267  184 
9„266  676 

0.018 

9„3i8  421 

0.068 

9h3I3  912 

0.118 

9»303  998 

0. 168 

9„288  297 

0.218 

9„266 

164 

0.019 

9„3i8  382 

39 

0  ,069 

9.-313  768 

144 

0. 119 

9,,303  742 

0, 169 

9,,287  920 

0.219 

9„265 

650 

40 

147 

258 

380 

518 

0.020 
0.021 
0.022 

9«3i8  342 
9«3i8  299 
9h3i8  254 

43 
45 

0,070 
0,071 
0,072 

9„3'3  &21 
9„3>3  473 
9„3i3  322 

148 
151 

0. 120 
0. 121 

0.  122 

9»303  484 
9«303  224 
q„302  961 

260 

263 
265 
267 
269 

272 
275 
276 

279 

0. 170 
0.171 

0,172 

9„287  540 
9„287  158 
9„286  774 

382 
384 
387 
390 
393 
395 
397 
401 

403 

0.  220 
0.221 
0.  222 

9„265 
9„264 
9,-264 

132 
612 

089 

520 
523 

527 
529 
532 
536 
538 
542 
544 

0.023 
0.024 
0,025 

9„3i8  207 
9»3i8  158 
9„3i8  107 

47 
49 
Si 
53 
56 
57 
60 

0.073 
0.074 

0.075 

9»3i3  168 
9«3i3  013 
9«3>2  856 

154 
155 
157 
160 
161 
.64 
166 

0.123 

0.124 
0.  125 

9„302  696 
9„302  429 
9„302  160 

0,173 

0.174 
0.175 

9„286  387 
9„285  997 
9„285  604 

0  .  223 
0.224 
0.225 

9„263 
9,-263 
9,-262 

562 

033 
501 

0.026 
0.027 
0.028 
0.029 

9„3i8  054 
9«3i7  998 
9j,3I7  941 
9«3>7  881 

0.076 
0  077 
0.078 
0.079 

9„3i2  696 
9„3i2  535 
9«3i2  37' 
9„3i2  205 

0.  126 
0.  127 
0.  128 
0.  129 

9„30i  888 
9,i3oi  613 
9„30i  337 
9„3oi  058 

0. 176 
0. 177 
0.178 
0. 1  79 

9„285  209 
9„284  812 
9„284  411 
9„284  008 

0.  226 
0.227 
0,228 
0.229 

9-261 
9-261 
9,-260 
9,-260 

965 
427 
885 
341 

61 

169 

281 

405 

548 

0.030 

0.031 
0.032 

0  033 
0.034 
0.035 

0.036 
0.037 
0.038 

0.039 

9„3i7  820 

9h3'7  756 
9„3i7  690 
9»3'7  622 
9»3i7  552 
9»3i7  480 
9„3i7  406 
9»3i7  329 
9»317  251 
9„3i7  171 

64 
66 
68 

70 
72 
74 
77 
78 
80 

83 

0.080 
0.081 
0.082 
0.083 
0.084 
0.085 
0.086 
0.087 
0.088 
0.089 

9,i3i2  036 
9„3ii  866 

9»3ii  693 
9„3ii  518 

9„3ii  341 
9„3ii  162 
9„3io  981 

9ii3io  79" 
9„3io  611 

9;,3lo  423 

170 
'73 
17s 
177 
179 
181 
184 
186 
188 

190 

0.130 
0.131 
0.  132 

0-133 
0.134 
0,135 
0.  136 
0,137 
0.138 
0.139 

9»300  777 
9„3oo  493 
9„3oo  20- 

9,i299  919 
9„299  628 

9h299  335 
9«299  039 

9„298  741 
9»298  441 
9„298  138 

284 
286 
288 
291 

293 
296 
298 
300 
303 

305 

0. 180 
0.181 
0, 182 
0.183 
0, 184 
0.185 
0. 186 
0.187 
0.188 
0. 189 

9^283  603 
9„283  195 
9„282  784 
9„282  3-0 
9„28i  954 
9„28i  535 
9„28i  114 
9„28o  690 
9„28o  263 
9,|279  833 

408 
411 

414 
416 

419 
421 
424 

427 
430 

432 

0.230 
0.231 
0.232 
0.233 
0.234 
0.235 
0.236 
0.237 
0.238 
0.239 

9«259 
9„259 
^„258 
9,-258 
9-257 
9-257 
9-256 
9-2S5 
9-255 
9-254 

793 

242 
688 
'31 

571 
008 
442 
872 
300 
724 

5SI 

554 
557 
560 

563 
566 

570 
572 
576 

579 

0.040 
0.041 

9„3i7  088 
9,.3i7  003 

85 
87 
89 

91 

93 
95 
98 

99 
102 
104 

0.090 
0.091 

9h3«o  233 
9„3io  041 

192 

'95 
197 
199 
201 
204 
206 

0.  140 
0.  141 

9«297  833 
9»297  526 

307 
310 
312 
315 
317 
320 
322 
324 
327 
329 

0. 190 
0.191 

9„279  401 
9„278  966 

435 
438 
440 
444 
446 

448 
452 
454 
457 
460 

0.240 
0.  241 

9-254 
9-253 

145 
563 

582 
58s 
589 
592 
595 
598 
602 

0.042 

0.043 

9,.3i6  916 
9«3i6  827 

0.092 
0.093 

9„309  846 
9i,309  649 

0.  142 
0.143 

9h297  216 
9«296  904 

0. 192 
0.193 

9„278  528 
9„278  088 

0.  242 
0.243 

9,-252 
9-252 

978 
389 

0.044 
0.045 

9„3i6  736 
9„3i6  643 

0.094 
0.095 

9„309  450 
9h 309  249 

0.144 
0.145 

9«296  589 
9,1296  272 

0.194 
0.195 

9„277  644 
9„277  198 

0.244 
0.245 

9,-251 
9-251 

797 
202 

0.046 

9„3i6  548 

0.096 

9„309  045 

0.  146 

9«295  952 

0.  196 

9„276  750 

0.246 

9-250 

604 

0  .047 
0.048 

0.049 

0.050 

9„3i6  45° 
9„3i6  351 
9„3i6  249 
9,^316  145 

0.097 
0.098 
0.099 
0. 100 

9„308  839 
9„3o8  631 
9„3o8  421 
9„3o8  209 

208 
210 
212 

0  147 
0.148 
0.149 
0.  150 

g„295  630 
9»29S  306 
9» 294  979 
9»294  650 

0.197 
0. 198 
0.199 
0.  200 

9„276  298 
9„275  844 
9„275  387 
9„274  927 

0.247 
0.248 
0.249 
0.250 

9,-250 
9-249 
9-248 
9-248 

002 
397 

789 
178 

605 
608 
611 

339 
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o.ooo 

9„o96  910 

Q 

0.050 

9 „09 5  460 

59 
60 

O.IOO 

9„o9i   080 

118 

0. 150 

9„o83   682 

180 
181 
182 
184 

18? 
186 
187 
189 
190 

0.  200 

9„073    '07 

245 
247 
248 
250 
250 

o.ooi 

9»096  910 

2 

0.051 

9„095  401 

0.  lOI 

9„o9o  962 

119 
120 
122 

123 

124 

0.151 

9„o83   502 

0.  201 

9„072   862 

0.002 

0.003 
0.004 

9„096  908 
9„096  905 
9„096  901 

3 

4 
5 
7 
7 
9 
10 

0.052 
0.053 
0.054 

9,i095   341 
9„095   280 
9„095   218 

61 
62 
63 
65 
65 
67 

0.  102 

0. 103 

0.  104 

9„090  843 
9,1,090  723 
9„o9o  601 

0. 1 52 
0.153 
0.154 

9„o83    321 
9«o83   139 
9„o82   955 

0.  202 
0.  203 

0.  20.| 

9,1072   615 
9«o72   367 
9„072    117 

0.005 

9„096   896 

0.055 

9,i095    15s 

0. 105 

9,<090  47S 

0.155 

9„o82   770 

0.  205 

9„07i    867 

0  ,006 

9„096   889 

0.056 

9„095  090 

0. 106 

9,1090  354 

0. 156 

9 „08 2   584 

0.  206 

9,(07i    615 

252 
254 
255 
256 

0.007 

9„o96   882 

0.057 

9„o95  025 

0. 107 

9„o9o  229 

125 
126 

0.157 

9„o82   397 

0.  207 

9„07i    361 

0.008 
0.009 

9 »096   873 
9„096   863 

0.058 
0.059 

9,i094  958 
9,1094  890 

68 

0. 108 
0. 109 

9 „090   103 
9,1089  975 

128 

0.158 
0.159 

9„o82  208 
9„o82  018 

0.208 
0.209 

9„07i    106 
9„070  850 

II 

70 

129 

191 

258 

O.OIO 

9„096   852 

12 

13 

0.060 

9„094  820 

70 
72 
72 
74 
75 
77 
77 
79 
80 

0. 1 10 

9„o89   846 

130 
131 

0. 160 

9,i08i    827 

0.  210 

9„07o   592 

O.Ol  I 

9„096  840 

0.061 

9,i094  750 

0.  III 

9„o89  716 

0.161 

9„o8i   635 

192 

0.211 

9»,o7o   333 

259 

260 
262 
264 
264 
266 
268 
269 

0.012 

9„096  827 

0.062 

9„o94  678 

0.  112 

9„o89   585 

0. 162 

9„o8l   441 

'94 

0.  212 

9„o7o  073 

0.013 

9„096   812 

'5 
15 

17 
18 

19 
21 
21 

0.063 

9„094  606 

0. 1 13 

9„o89  452 

'33 
"33 
135 

137 
137 
139 

0. 163 

9„o8i    246 

'95 

0.213 

9,(069  811 

0.014 

9»o96   797 

0.064 

9,i094  532 

0.  I  14 

9,1089   319 

0. 164 

9„o8i    049 

'97 

0.214 

9,.o69  547 

0.015 

9,.096   780 

0.065 

9„094  457 

O.II5 

9„o89    184 

0.165 

9„o8o   852 

'97 

0.215 

9,1069   283 

0.016 

9„096  762 

0.066 

9,1094   380 

0.  116 

9,1089  047 

0. 166 

9«o8o  653 

'99 
200 

0.216 

9„o69  017 

0.017 

9,.096   743 

0.067 

9,1094  303 

0.117 

9,i088   910 

0. 167 

9„o8o  453 

0.217 

9„o68  749 

0.018 

9„o96  722 

0.068 

9„094  224 

0.  118 

9,.o88    771 

0.168 

9„o8o   251 

202 

0.218 

9„o68  480 

0.019 

9„096  701 

0.069 

9,(094   144 

0.  119 

9„o88   632 

139 

0. 169 

9„o8o  048 

203 

0.219 

9„o68   210 

270 

23 

81 

141 

204 

272 

0.020 

9„096  678 

23 
25 
26 
28 

0.070 

9„,094  063 

82 
83 
85 
86 

0.  I20 

9,(088  491 

'43 
'43 
145 
146 
'47 
'49 
'49 
151 
'53 

0. 170 

9,i079   844 

205 

0.2  20 

9„o67  938 

273 

0.021 

9„o96  655 

0.071 

9„093   981 

0.121 

9„o88   348 

0. 1  71 

9,i079  639 

0.221 

9„o67  665 

0.022 

9„o96  630 

0.072 

9„093   898 

0.  122 

9„o88    205 

0.172 

9„079  432 

207 

208 
209 
21 1 
212 

0.222 

9„o67   391 

274 
276 
277 
279 
280 
282 
283 
284 

0.023 

9„096  604 

0.073 

9,i093   813 

0.123 

9,i088   060 

0.173 

9„o79   224 

0.223 

9,1067   115 

0.024 

9„096   576 

28 
30 
30 
32 
33 

0.074 

9,i093   727 

86 
88 
90 
90 
92 

0.  124 

9„o87   914 

0.174 

9„079  015 

0.  224 

9„o66  838 

0.025 

9„,096   548 

0.075 

9„093   641 

0. 125 

9„o87    767 

0.  175 

9„078    804 

0.  225 

9,1,066   559 

0.026 

9^096   518 

0.076 

9 «09 3  55  3 

0.  126 

9„o87   6i8 

0. 176 

9„078   592 

0.226 

9„o66  279 

0.027 
0.028 

9„096  488 
9„096  456 

0.077 
0.078 

9„o93   463 
9,i093   373 

0. 127 
0.128 

9,.o87  469 
9,1087   318 

0.177 
0. 178 

9„,o78   379 
9„078    164 

213 
215 
216 

0.227 
0.228 

9„o65   997 
9,1065   714 

0.029 

9«096  423 

0.079 

9,i093   281 

0. 129 

9,1087    165 

0.179 

9,(077  948 

0.  229 

9,1,065  430 

34 

93 

153 

217 

286 

0.030 

9„o96  389 

36 
36 
38 
39 
40 
41 
42 
44 
45 

0.080 

9,i093    188 

94 

95 
97 

0.130 

9,1087  qi2 

'55 
.56 
157 
158 
160 
161 
162 
163 
165 

0, 180 

9„,o77   731 

218 
220 
221 

0.230 

9«o65   144 

287 
289 
290 
292 
293 
295 
296 
297 
299 

0.031 

9;.096   353 

0.08 1 

9„093   094 

0.131 

9„o86   857 

0. 181 

9„077   513 

0.  231 

9„o64  857 

0.032 

9»,096  317 

0.082 

9,1,092  999 

0. 132 

9„o86   701 

0.182 

9,i0  7  7   293 

0.232 

9,1064  568 

0.033 

9,1096  279 

0.083 

9 „09 2  902 

0-133 

9„o86  544 

0. 183 

9„077   072 

0-233 

9„o64  278 

0.034 

9„096  240 

0.084 

9„o92   805 

97 

99 

100 

lOI 

103 
103 

0.134 

9„o86   386 

0. 184 

9„o76   849 

223 
224 
225 
226 
228 
229 

0.234 

9,1063   986 

0-035 

0.036 
0.037 
0.038 

9„o96   200 

9,1096   159 
9,1096   117 
9,1096  073 

0.085 
o.o8fa 
0.087 
0.088 

9,1092   706 
9„092  606 
9„092   505 
9„092  402 

0.135 

0.136 

0.137 
0.138 

9„o86   226 
9„o86  065 
9„o85   903 
9„o85    740 

0.185 
0.  186 
0.187 
O.I88 

9„076  625 
9„076  400 
9„076    174 
9„07  5   946 

0.235 
0.  236 
0.237 
0.238 

9,1063   693 
9,1063   398 
9,1063    102 
9„o62   805 

0.039 

9„096  028 

0.089 

9„092   299 

0.139 

9„o85    575 

0.189 

9„075    717 

0.239 

9„o62   506 

45 

105 

165 

231 

300 

0.040 
0.041 
0.042 

9„095   983 
9,1,095   936 
9„095   887 

47 
49 
49 
50 
52 
53 
54 
55 
57 
57 

0.090 
0.0g  I 
0.092 

9„o92    194 
9„og2  088 
9,1,091   981 

106 

107 
108 

HO 
in 
112 

.'I3 
114 

•116 
117 

0. 140 
0. 141 
0   142 

9,1085   410 
9,1,085    243 
9„o85  074 

167 
169 

170 
170 
172 
'74 
'75 
176 
177 
178 

0.  190 
0.191 
0.  192 

9„07  5   486 
9»o7  5    254 
9„075   021 

232 
233 
234 

23«' 

238 
238 

240 
241 
243 
244 

0,  240 
0.  241 
0.  242 

9„o62    206 
9„o6i    904 
g„o6i   601 

302 
303 
305 
306 
308 
309 

3" 
312 

3'3 
3'5 

0.043 
0.044 
0.045 

9„095    838 
9„095    788 
9„095    736 

0.093 
0.094 
0.095 

9„09i    873 
9„09i   763 
9,1091   652 

0.143 
0.144 
0.145 

9„o84   904 
9,1084   734 
9,1084   562 

0.193 
0.194 
0.195 

9„074   787 
9,i074  55' 
9,i074  313 

0.243 
0.244 
0 .  245 

9„o6i    296 
9„o6o  990 
9„o6o  682 

0.046 

9„095   683 

0.096 

9 „091    540 

0. 146 

9,1084   388 

0. 196 

9i,074  075 

0 .  246 

9,io6o   373 

0.047 

0.048 

0.049 

0.050 

9„095  629 
9,i095   574 
9„095    517 
9„09S   460 

0.097 
0.098 
0.099 
0. 100 

9„09i   427 
9,1,091   3'3 
91,091    197 
9„09i   080 

0.147 
0.148 
0.149 
0. 150 

9,.o84  213 
9»o84  037 
9„o8  3    860 
9„o83   682 

0. 197 
0.198 
0.199 
0.200 

9„073    835 
9„o73    594 
9,i073   35' 
9,(073   107 

0.247 
0.248 
0.249 
0.  250 

9„o6o  062 
9,i059   750 
9,i0  59  437 
9„o59   '22 
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8.652  877 

0.050 

8.649 

344 

0. 100 

8.638  600 

0. 150 

8.620 

189 

0.200 

8.593  271 

634 
637 

O.OOI 

8.652  876 

4 

0.051 

8.649 

201 

'43 
146 

0.  lOI 

8.638  309 

291 

0.151 

8.619 

738 

451 

0.  201 

8 

592  637 

0.002 

8.652  872 

0.052 

8.649 

055 

0. 102 

8.638  015 

294 

0.152 

8.619 

283 

455 

0.  202 

8 

592  000 

0.003 
0.004 

8.652  865 
8.652  855 

7 
10 

13 
15 
19 

0.053 
0.054 

8.648 
8.648 

906 

754 

149 
152 
155 
157 
161 
163 
167 

0. 103 
0. 104 

8.637  718 
8.637  418 

297 
300 
303 

°-i53 
0.154 

8.618 
8.618 

825 
363 

458 
462 
465 
468 

0.203 

0.  204 

8 

8 

59'  358 
590  713 

642 

645 
649 

654 
657 
661 
666 

0.005 

8.652  842 

0.055 

8.648 

599 

0. 105 

8.637  115 

0.155 

8.617 

898 

0.  205 

8 

590  064 

0.006 

8.652  827 

0.056 

8.648 

442 

0. 106 

8.636  808 

3°7 

0. 156 

8.617 

430 

0.206 

8 

589  410 

0.007 

8.652  808 

0.057 

8.648 

281 

0. 107 

8.636  499 

309 
313 

0.157 

8.616 

958 

472 

0.207 

8 

588  753 

0  008 

8.652  787 

0.058 

8.648 

118 

0.108 

8.636  186 

0. 158 

8.616 

483 

475 

0.  208 

8 

588  092 

0.009 

8.652  763 

24 

0.059 

8.647 

951 

0. 109 

8.635  871 

315 

0.159 

8.616 

004 

479 

0.209 

8 

587  426 

27 

169 

3'9 

483 

669 

O.OIO 
O.Ol  I 

8.652  736 
8.652  707 

29 

0.060 
0.061 

8.647 
8.647 

782 
610 

172 

0.110 
0. 1 1 1 

8.635  552 
8.635  230 

322 

0. 160 
0. 161 

8.615 
8.615 

521 
036 

485 

0.  210 
0.211 

8.586  757 
8.586  083 

674 
677 
682 
686 
690 

694 
698 

0.012 

8.652  674 

33 
35 
38 

0.062 

8.647 

435 

175 
178 
181 
184 
186 

0.  1  12 

8.634  905 

325 
328 

331 

0. 162 

8.614 

546 

490 

0.212 

8.585  406 

0.013 

8.652  639 

0.063 

8.647 

257 

0.113 

8.634  577 

0. 163 

8.614 

054 

492 

0.213 

8.584  724 

0.014 

8.652  601 

0.  064 

8.647 

076 

0114 

8.634  246 

0. 164 

8.613 

557 

497 

0.214 

8.584  038 

o.ois 
0.016 

8.652  560 

8.652  517 

41 
43 

0.065 
0.066 

8.646 
8.646 

892 
706 

0.115 
0.116 

8.633  912 
8.633  574 

334 
338 

0. 165 
0.166 

8.613 
8.612 

058 
554 

499 
504 

0.215 
0.216 

8.583  348 
8.582  654 

0.017 

8.652  470 

47 

0.067 

8.646 

5.6 

190 

0.117 

8.633  234 

340 

0. 167 

8.612 

047 

507 

0.2I7  8,581  956 

0.018 

8 .652  421 

49 

0.068 

8.646 

324 

192 
196 

0,118 

8.632  890 

344 

0.168 

8.611 

537 

510 

0.218  8. 581  253 

703 

0.019 

8.652  369 

52 

0.069 

8.646 

128 

0.119 

8.632  543 

347 

0. 169 

8. 611 

023 

514 

0.219  8.580  546 

707 

55 

198 

350 

517 

710 

0.020 

8.652  314 

58 
61 
63 
67 
69 

0.070 

8.645 

930 

0.  1  20 

8.632  193 

..  ^ . 

0. 170 

8.610 

506 

0.220 

8.579  836 

0.021 

8.652  256 

0.071 

8.645 

729 

-.Ol 

201 

0.  121 

8.631  840 

353 
356 
360 

363 
366 

369 

0. 171 

8.609 

985 

521 

0.221 

8 

579  120 

716 

0.022 

8.652  195 

0.072 

8.645 

524 

205 
207 
210 

0  .  122 

8.631  484 

0.172 

8.609 

460 

525 
528 
532 

0.  222 

8 

578  401 

719 

0.023 
0.024 

8.652  132 
8.652  065 

0.073 
0.074 

8.645 
8.645 

317 
107 

0.123 
0.  124 

8.631  124 
8.630  761 

0.173 
0.174 

8.608 
8.608 

932 
400 

0.223 
0.224 

8 
8 

577  678 
576  950 

723 
728 

0.025 

8.651  996 

0.075 

8.644 

894 

21  3 

216 

0.  125 

8.630  395 

0.175 

8.607 

865 

535 

0.225 

8 

576  218 

732 

0.026 

8.651  924 

72 

0.076 

8.644  678 

0, 126 

8.630  026 

0. 176 

8.607 

325 

540 

0.226 

8 

575  481 

737 

0.027 

8.651  849 

75 

0.077 

8.644 

459 

219 

0.127 

8.629  654 

372 
376 
378 

0.177 

8.606 

783 

542 

0.  227 

8 

574  740 

741 

0.028 

8.651  772 

77 
81 

0.078 

8.644 

237 

222 

0.  128 

8.629  278 

0.178 

8.606 

236 

547 

0.228 

8 

573  995 

745 

0.029 

8.651  691 

0.079 

8.644 

012 

225 

0.  129 

8.628  900 

0.179 

8.605 

686 

550 

0.229 

8 

573  246 

749 

83 

227 

382 

553 

754 

0.030 

8.651  608 

86 

0.080 

8.643 

785 

231 

234 
237 
239 
243 
246 
248 
252 

0.130 

8.628  518 

386 
388 
392 
395 
398 
401 

0.  180 

8.605 

"33 

558 
561 

564 
569 

0.230 

8.572  492 

0.031 
0.032 
0.033 

8.651  522 
8.651  433 
8.651  341 

89 
92 
94 
98 

loo 

0.081 
0.082 
0.083 

8.643 
8.643 
8.643 

554 
320 
083 

0.131 

0.132 
0133 

8.628  132 
8.627  744 
8.627  352 

0. 181 
0.182 
0.183 

8.604 
8.604 
8.603 

575 
014 
450 

0.231 
0.232 
0.233 

8.571  733 
8.570  971 
8 , 5  70  204 

759 
762 

767 

0.034 

8.651  247 

0.084 

8.642 

844 

0.134 

8.626  957 

0. 184 

8.602 

881 

0.234 

8.569  432 

77^ 

-76 
781 
78s 
789 

0035 

0.036 

8.651  149 
8.651  049 

0.085 
0.086 

8.642 
8.642 

601 

355 

0.135 

0. 136 

8.626  559 
8.626  158 

0.185 
0. 186 

8.602 
8.601 

309 
733 

572 
576 
580 
583 
587 

0.235 
0.  236 

8.568  656 
8.567  875 

0.037 

8.650  946 

'03 
106 

0.087 

8.642 

107 

0.137 

8.625  753 

405 
408 

0. 187 

8.601 

153 

0.237 

8.567  090 

0.038 

8.650  840 

0.088 

8.641 

855 

0. 138 

8.625  345 

0.188 

8.600 

570 

0.238 

8.566  301 

0.039 

8.650  731 

109 

0.089 

8.641 

600 

255 

0.139 

8.624  933 

412 

0. 189 

8.599 

983 

0.239 

8.565  506 

795 

HZ 

257 

414 

591 

798 

0.040 
0  .041 

8.650  619 
8 .650  504 

115 

0.090 
0.091 

8.641 
8.641 

343 
082 

261 
264 
266 

270 
273 

0. 140 
0. 141 

8.624  519 
8.624  101 

418 

0. 190 
0. 191 

8 
8 

599 
598 

392 

797 

595 

0.  240 
0.241 

8 
8 

564  708 
563  904 

804 
808 
812 
817 
822 
827 

83' 
836 

841 

845 

0.042 

0.043 
0.044 
0.045 

8.650  387 
8.650"  267 
8.650  143 
8.650  017 

117 

120 

124 
126 

0  092 

0.093 
0.094 
0.095 

8.640 
8.640 
8.640 
8.640 

818 
552 
282 
009 

0.142 
0.143 
0.144 
0.145 

8.623  680 
8.623  255 
8.622  827 
8.622  396 

421 
425 
428 
431 

0.192 
0.193 
0.194 
0.195 

8 
8 
8 
8 

598 
597 
596 
596 

198 
596 
990 

379 

599 
602 
606 
611 
6,4 
617 
622 
626 
629 

0.242 
0.243 
0.244 
0.245 

8 
8 
8 
8 

563  096 
562  284 
561  467 
560  645 

0.046 

8.649  888 

129 

131 

135 
137 
141 

0.096 

8.639 

734 

275 

279 
282 

285 
288 

0. 146 

8.621  961 

435 
438 
441 
445 
448 

0. 196 

8 

595 

765 

0.246 

8 

559  8'8 

0.047 
0.048 
0.049 

0.050 

8.649  757 
8.649  622 
8.649  485 
8.649  344 

0.097 

0.098 
0.099 
0. 100 

8.639 
8.639 

8.638 
8.638 

455 
173 
888 
600 

0.14- 
0.148 
0.149 

0. 150 

8.621  523 
8.621  082 
8.620  637 
8.620  189 

0.197 
0. 198 
0.199 
0.200 

8 
8 
8 
8 

595 
594 
593 
593 

148 
526 
900 

271 

0.247 
0.248 
0.249 
0.250 

8 
8 
8 
8 

558  987 
558  15' 
557  3'o 
556  465 

341 


Tafel  IV. 

log  {JI/2'H}. 


±m 

31 

—  J 

±m 

M 

—  _/ 

±m 
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-J 
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31 

1 
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p .  000 
0.001 
0.002 
0.003 
0.004 
0.005 
0.006 
0.007 
0.008 
0.009 

8.  284 
8.284 
8.284 
8.284 
8.284 
8.284 
8.284 
8.284 
8.284 
8.284 

901 

900 
897 
893 
888 
881 
872 
862 
850 
837 

1 

1 

3 

4 

5 

7 

9 
10 
12 
■3 

'5 

0.050 
0.051 
0.052 
0.053 
0.054 
0.055 
0  056 
0.057 
0.058 
0.059 

8.282 

8.282 
8.282 
8.282 
8.282 
8.282 
8.282 
8.282 
8.282 
8.282 

941 
862 
781 
698 
614 
529 
442 

353 
262 
170 

79 
81 

83 
84 
85 
87 
89 
91 
92 

93 

0. 100 

0.  101 

0. 102 
0. 103 
0. 104 
0. 105 
0. 106 
0. 107 
0. 108 
0. 109 

8.277 
8.276 
8  276 
8.276 
8.276 
8.276 
8.276 
8.275 
8.275 
8.275 

023 
864 
703 
540 

376 
210 
042 

873 
702 
530 

'59 
161 

163 
164 
166 
168 
169 
171 
172 

174 

0. 150 
0.151 
0.152 

0.153 
0.154 
0.155 
0. 156 
0.  157 
0.158 
0.159 

8.267 
8.266 
8.266 
8.266 
8.266 
8.265 
8.265 
8.265 
8.265 
8.264 

026 

783 
5  39 
293 
045 

795 
543 
290 

035 
779 

243 
244 
246 
248 
250 
252 
253 
255 
256 

259 

0 .  200 
0.  201 
0,  202 
0.  203 
0.204 
0.  205 
0.  206 
0.  207 
0.208 
0.209 

8.252  738 
8.252  407 
8.252  074 
8.251  738 
8.251  40 1 
8.251  062 
8.250  722 
8.250  379 
8.250  035 
8.Z49  688 

33' 
333 

336 
337 
339 
340 
343 
344 
347 

348 

0.010 

8.284 

822 

lä 
18 
20 
21 
23 
24 
26 

27 
29 

0.060 

8.282 

077 

95 

97 

98 

100 

102 

103 

105 
106 
108 

0. 110 

8.275 

356 

176 
178 
179 
180 

«83 
184 
186 

0. 160 

8.264 

520 

260 
262 
263 

265 

26~ 

269 

2  7  1 

0.210 

8.249  340 

350 
352 
354 
356 
357 
360 
361 

363 
366 

0.01 1 

8  284 

806 

0.061 

8.281 

982 

0. 11 1 

8.275 

180 

0. 161 

8 

264 

260 

0.211 

8.  248  990 

0.012 
0.013 
0.014 
0.015 
0.016 

8.284 
8.284 
8.284 
8.284 
8.284 

788 
768 

747 
724 
700 

0.062 
0.063 
0.064 
0.065 
0,066 

8.281 
8  281 
8.281 
8.281 
8.281 

885 
787 
687 
585 
482 

0.112 
0.113 
0.114 
0.115 
0. 1 16 

8.275 
8.274 
8.274 
8.274 
8.274 

002 
823 

643 

460 
276 

0. 162 
0. 163 
0. 164 
0. 165 
0. 166 

8 
8 
8 
8 
8 

263 
263 
263 
263 
262 

998 

735 
470 
203 
934 

0.212 
0.213 
0.214 
0.215 
0.216 

8.248  638 
8.248  284 
8.247  928 
8.247  571 
8.247  211 

0.017 
0.018 
0.019 

8.284 
8.284 
8.284 

674 
647 
618 

0.067 
0.068 
0.069 

8.281 
8.281 
8.281 

377 
271 
163 

0,117 
0. 118 
0.119 

8.274 
8.273 
8.273 

090 
903 
714 

187 
189 

0. 167 
0.168 
0. 169 

8  262 
8.262 
8.262 

663 
39' 
117 

272 
274 

0.217 
0.218 
0.  219 

8.246  850 
8.246  487 
8.246  121 

3' 

109 

190 

276 

367 

0.020 

8.284 

587 

0.070 

8.281 

054 

0. 120 

8.273 

524 

193 
194 
195 
'97 
'99 
201 
202 

0. 170 

8.261 

841 

277 
280 

0.  220 

8  245  754 

369 

371 
372 
3  75 
377 
378 
381 
382 
384 

0.021 

8.284 

555 

32 
33 
36 
36 

0.071 

8.280 

943 

II 1 

>i3 
114 
116 
118 
119 

I  20 

0.121 

8.273 

331 

0. 171 

8.261 

564 

0  221 

8.245  385 

0.022 
0.023 
0.024 

8.284 
8.284 
8  284 

522 
486 
450 

0.072 
0.073 
0.074 

8.280 
8.280 
8.280 

830 
716 
600 

0.122 
0.123 
0. 124 

8.273 
8.272 
8.272 

'37 
942 
745 

0. 172 
0.173 
0.174 

8.261 
8.261 
8.260 

284 
003 

720 

281 
283 
284 

287 
288 

0.222 
0.  223 
0.224 

8.245  014 
8.244  642 
8.244  267 

0.025 
0 .  026 

8.284 
8.284 

411 

371 

39 

40 

41 
43 
45 

0.075 
0.076 

8.280 
8.280 

482 
363 

0.125 
0. 126 

8.272 
8.272 

546 
345 

0.175 
0. 176 

8.260 
8.260 

436 
149 

0.225 
0,  226 

8.243  890 
8.243  5'2 

0.027 
0.028 
0.029 

8.284 
8.284 
8.284 

330 
287 
242 

0.077 
0.078 
0.079 

8.280 
8.280 
8.279 

243 
120 

997 

123 
123 

0.  127 
0.128 
0. 129 

8.272 
8.271 
8.271 

143 

939 

733 

204 
206 

0. 177 
0.178 
0.179 

8.259 
8.259 
8.259 

861 
571 
280 

290 
291 

0.227 
0.228 
0.229 

8.243  131 
8.242  749 
8.242  365 

46 

126 

207 

294 

387 

0.030 
0  ,031 
0.032 
0.033 

■034 

0.035 

8.284  196 
8.284  148 
8. 284  099 
8.284  048 
8.283  995 
8.283  941 

48 
49 
51 
53 

54 

0.080 
0.081 
0.082 
0.083 
0.084 
0.085 

8.279 
8.279 
8.279 
8.279 
8.279 
8.279 

871 
744 
615 
485 

353 
220 

127 
129 
130 
132 
'33 

0. 130 
0.131 
0.132 

0-133 
0.  134 

0-I35 

8.271 

8.271 
8.271 
8,  270 
8.  270 
8.  270 

526 

3'7 
106 

894 
680 

464 

209 
211 

212 
214 
216 
217 
219 
221 
222 

0. 180 
0.181 
0.182 
0.183 
0.184 
0.185 

8.258  986 
8.258  691 
8.258  394 
8.258  095 
8.257  794 
8.257  492 

295 
297 
299 
301 
302 
304 
306 
308 
310 

0.230 
0.231 

0.  232 
0.233 
0.234 
0.235 

8.241  978 
8.241  590 
8.241  200 
8 . 240  808 
8.240  414 
8 . 240  018 

388 
390 
392 
394 
396 
398 
400 
402 
404 

0.036 

0.037 

8.283 
8.283 

886 
828 

55 
58 

0.086 
0.087 

8.279 
8,278 

08  ^- 
948 

'35 
137 
138 
140 

0. 136 

0.137 

8.270 
8.270 

247 
028 

0. 186 
0.187 

8.257 
8.256 

188 
882 

0.  236 
0.237 

8.239  620 
8.239  220 

0.038 
0.039 

8.283 
8.283 

769 
709 

59 
60 

0.088 
0.089 

8.278  810 
8.278  670 

0.138 
0.139 

8.269 
8.269 

807 

585 

0.188 
0.189 

8.256 
8.256 

574 
264 

0.  238 
0.239 

8.238  818 
8.238  414 

62 

142 

224 

3" 

406 

0.040 

8.283 

647 

63 
65 
67 
68 

0.090 

8.278 

528 

143 
145 
146 
148 
150 
151 
■53 
155 
156 
158 

0. 140 

8.269 

361 

226 

0. 190 

8.255 

953 

313 
315 
3'7 
3'9 
321 
322 

324 
326 
328 
330 

0.240 

8.238  008 

408 
410 
412 

4'3 
416 
418 
420 
422 
423 
426 

0 .  04 1 

8.283 

584 

0.091 

8.278 

385 

0  141 

8.269 

135 

228 

0. 191 

8 

255 

640 

0.241 

8 

237  600 

0.042 

8.283 

519 

0.092 

8.278 

240 

0. 142 

8.268 

907 

229 

23' 
232 

235 
236 
237 
240 
241 

0. 192 

8 

255 

325 

0.  242 

8 

237  190 

0.043 
\     0-044 

8  283 
8.283 

452 
384 

0.093 
0.094 

8.278 
8.277 

094 
946 

0.143 
0.144 

8.268 
8.268 

678 

447 

0.193 
0  194 

8 
8 

255 
254 

008 
689 

0.243 
0.244 

8 
8 

236  778 
236  365 

0.045 

8.283 

314 

70 

0.095 

8.277 

796 

0.145 

8.268 

215 

0.195 

8 

254 

368 

0.245 

8 

235  949 

0 .  046 
.047 

8.283 
8.283 

242 
169 

73 

0.096 
0.097 

8.277 
8  277 

645 
492 

0. 146 
0.147 

8.267 
8.267 

980 

744 

0. 196 
0.197 

8 
8 

254 
253 

046 

722 

0.  246 
0.247 

8 
8 

235  53' 
235  '" 

.048 
0.049 
0.050 

8.283 
8.283 
8.282 

095 
019 
941 

74 
76 
78 

0.098 
0.099 
0. 100 

8.277 
8.277 
8.277 

337 
181 
023 

0.148 
0.149 
0. 150 

8.267 
8.267 
8.267 

507 
267 
026 

0.198 
0.199 
0.200 

8 
8 
8 

253 
253 
252 

396 
068 

738 

0.248 
0.249 
0.  250 

8 
8 
8 

234  689 
234  266 
233  840 
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o.ooo 

O.OOl 
0.002 

0.003 

0.004 
0.005 
0.006 
0.007 
0.008 
0.009 


O.OIO 
O.OII 
O.OIZ 

0.013 

0.014 
0.015 
o.oi6 
0.017 
0.018 
0.019 


0.020 
0.021 
0.022 
0.023 
0.024 
0.025 
0.026 
0.027 
0.028 
0.029 


0.030 
0.031 
0.032 

0-033 
0.034 

o  035 

0.036 
0.037 
0.038 
0.039 


0.040 
0.041 
0.042 

0.043 

0.044 

0.045 

0.046 

0.047 
0.048 
0.049 

0.050 


M        — J    dzm  M 


8,|000  458 
8„ooo  456 
8,|000  451 
8„ooo  443 
8„ooo  432 
8 „000  418 
8, ,000  400 
8„ooo  379 
8 „000  356 
8,(000   328 


8 „000  298 
8,|000  265 
8„ooo  228 
8 „000  188 
8 „000  145 
8 „000  099 
8„ooo  050 
7„999  997 
7„999  941 
7„999   882 


7»999 
7,,999 
7«999 
7„999 
7„999 
7»999 
7, ,99  9 
7,,999 
7,,999 
7„999 


820 

755 
686 
614 
5  39 
461 
380 

295 
207 
Hb 


824 
720 
6,3 

503 
389 


7„999  022 
7»998  925 
7„99« 
7„998 
7„998 
7„998 
7„998 
7„998  273 
7,,998  153 
7„998  029 


7»997  903 
7,,997  773 
7„997  640 
7»997 
7„997 
7»997 
7„997  077 
7„996  928 
7„996  775 
7,1996  620 
7„996   461 


504 
365 

222 


30 

33 

37 
40 
43 
46 

49 
53 
56 
59 

62 

65 
69 

72 
75 
78 
81 

85 
88 

9« 

94 


104 
107 

HO 

114 
116 

I20 
124 

126 

130 

•33 
■36 
139 
'43 
145 
•49 
•53 
'55 
•59 


0.050 
0.051 
0.052 
0.053 
0.054 
0.055 
0.056 
0.057 
0.058 
0.059 


0.060 
0.061 
0.062 
0.063 
0.064 
0.065 
0.066 
0.067 
0.068 
0.069 


0.070 
0.071 
0.072 
0.073 
0.074 
0.075 
0.076 
0.077 
0.078 
0.079 


0.080 
0.081 
0.082 
0.083 
0.084 
0.085 
0.086 
0.087 
0.088 
0.08g 


0.090 
0.091 
o  .092 
0.093 
0.094 
0.095 
0.096 
0.097 
o.ogS 
o  .099 
o.  100 


7„996  461 
7„996  299 
7«996  ^34 
7„995  965 
7;,.995 
7„995 
7,,,995 
7„995 
7„995  073 
7,(994  885 


■J 


7931 
6i8| 

440! 
258 


7„994  694 
7«994  499 
7„994  301 
7h,994  099 
7,.993  895 
7„993  687 
7«993  475 
7»993  261 
7,,993  043 
7„992   822 


7»992 
7„992 
7,,992 
7»99^ 
7„99' 
7„99i 
7»99' 
7„990 
7„990 
7,j990 


597 
370 
•39 
904 
666 

425 
181 

933 
682 

427 


7„990  •ög 
7„g8g  go8 
7„989  643 
7,,989  375 
7„98g  104 
7„988  829 
7„988  551 
7„988  269 
7„987  985 
7„,987  696 


7,.987  404 
7„987  log 
7„g86  811 
7„986  509 
7„986  203 
71,985  894 
7,,985  582 
7„9-;5  266 

7„984  947 
7„984  624 
7„g84  298 


162 
165 
169 
172 
•75 
178 
182 

185 
188 

•91 

•95 
198 
202 
204 
208 
212 
214 
218 
221 

225 

227 
231 
235 
238 
241 
244 
248 
251 
255 

258 

261 
265 
268 

271 
275 
278 
282 
284 


292 

295 
298 
302 
306 

309 
312 
316 
3'9 
323 
326 


±m  M        —Jzttn  M 


o.  100 

o.  lOI 

o.  102 
o.  103 
o.  104 
o .  105 
o.  106 
o.  107 
o.  108 
o.  109 


o.  1 10 

O.  I  II 

o.  1 12 
0.113 
o.  1 14 

0.115 

o.  1 16 
o.  1 17 

0.II8 
o.  119 


.  120 
.  121 
.122 
.123 

.124 
.125 
.126 
■  127 
.128 
.129 


0.130 
0.131 
0.132 
0.133 

o  134 
o'35 
o.  136 
0.137 
0.138 
0.139 


o.  140 
o.  141 
o.  142 

0.143 
0.144 
0.145 

o.  146 

0.147 

o.  148 

0.149 

o.  150 


7„984  298 
71,983  969 


636 
299 


7„98  3 
7„983 
7„982  959 
7„g82  616 
7„982 
7„98i 
7,,98l  564 
7,(98 1  206 


26g 
gi8 


7„g8o  84s 
7„g8o  48 
7„g8o  112 
7„979  74' 
7,(979  365 
7„978  986 
7„978  604 
7,(978  218 
7,(977  828 
7,(977  435 


7,(977 
7,(976 
7„976 
7,(975 
7,(975 
7,(975 
7„974 
7,(974 
7,(973 
7,(973 


039 
638 

234 
827 

4'5 
000 
582 
160 
734 
304 


7,(972  87 

7„972  434 

7„97'  994 

7„97'  550 

7„97'  '02 

7„970  650 

7,(970  195 

7,(969  736 

7,(969  273 

7,(968  806 


7,(968  336 

7,(967  862 

7,(967  384 

7,(966  902 

7,(966  416 

7„g65  927 

7,(965  434 

7,(964  937 

7„964  436 

7,(963  93' 

7,1963  422 


329 
333 
337 
340 
343 
347 
35' 
354 
358 

361 

364 
369 

37' 
376 

379 
382 
386 
390 
393 

396 

401 
404 

407 
412 

415 
418 
422 
426 
430 

433 

437 
440 
444 
448 
452 
455 
459 
463 

467 

470 

474 
4-8 
482 
486 
489 
493 
497 
501 
505 
509 


0 

150 

7„963 

422 

0 

'5' 

7„962 

910 

0 

152 

7,(962 

394 

0 

'53^7,(96' 

873 

0 

'54i7„96i 

349 

0 

i5517„96o 

821 

0 

156  7„96o 

289 

0 

'57  7,(959 

753 

0 

•58  7,(959 

214 

0 

•59 

7,(958 

670 

0 

160 

7,(958 

122 

0 

ibi 

7„957 

570 

0 

162 

7„957 

015 

0 

•63 

7,(956 

455 

0 

•64 

7„955 

8gi 

0 

•65 

7,(955 

323 

o.  166 1  7,(954  752 


.167 
.168 
.  169 


o.  170 
0.171 

0.172 


7,(954  ^76 
7„953  596 
7,(953  012 


7„952  424 
7,(951  831 
7,(95  •  235 
o-^73|7,(950  635 
174  7„950  030 
7,(949  421 
7„g48  808 

7„948  ig' 
7,(947  570 
7,(946  945 


•'75 
.176 
■'77 
.178 
■'79 


o.  180 
0.181 
0.182 
0.183 
o.  184 
o.  185 
o.  186 
o.  187 
o.  188 


o.  190 
o.  igi 
0.192 
0.193 
0.194 
0.195 
o.  196 

0.197 


7,(946  3' 5 
7 „945  681 
7,(945  043 
7„944  40' 
7,(943  754 
7„943  '03 
7„942  448 
7„94' 
7,(94' 


788 
124 


199 

200 


7,(940  456 


7,(939  783 
7,(939  '06 
7„938  425 
7„937  739 
7,(937  049 
7„936  354 
7„935  655 
7„934  95' 
7„934  243 
7„933  53' 
7,(932  814 


—  J 


512 
516 
521 

524 
528 

532 
536 
539 
544 

548 

552 
555 
560 

564 
568 

571 
576 
580 
584 

588 

593 
596 
600 
605 
60g 

6^3 
617 
621 
625 

630 

634 
638 
642 
647 
651 

655 
660 
664 
668 

673 

677 
681 
686 
6go 
6g  5 
699 

704 
708 

712 


±m  M        —J 


0.200 
o.  201 
o.  202 
0.203 
0.204 
0.205 
0.206 
0.207 
o,  208 
0.209 


o.  210 

0.211 
0.212 
0.213 

o.  214 
0.215 
o.  216 
0.217 
o.  218 
o.  219 


220 
221 
222 
223 

224 
225 


o.  226 

0.227 
0.228 
0.229 


o.  230 

0.231 

0.232 

o^233 
0.234 
0^235 
o.  236 

0.237 
0.238 
0.239 


7,(932 
7„932 
7„93^ 
7,(930 
7,(929 
7,(929 
7,(928 
7,(927 
7,(926 
7,(926 


7„925 
7„924 
7,(923 
7,(923 

7„922 

7,(921 
7„92o 
7„9i9 
7„9^9 
7,(918 


814 
092 
366 

635 
900 
160 

4'5 
666 
912 
•53 


390 
622 

849 
072 
290 
503 
711 
914 

"3 
306 


o.  240 
0.241 

0.242 
0.243 
0.244 
0.245 
o.  246 
o.  247 
o.  248 


7„9I7  495 
7,(9'6  679 
7„9'5  858 
7,(9 '5  032 
7„9i4  200 
7„9'3  364 
7„9i2  523 
7„9"  677 
7„9io  826 
7„gog  970 


7„909  109 
7„9o8  242 
7„907  371 
7„go6  4g4 
7„905  6)2 
7„904  725 
7„903  832 
7„902  935 
7„902  032 
7,(9oi  123 


7,(900 
7„89g 
7„898 
7,(897 
7„896 

7,(8g5 
7,(894 
7,(893 
7,(892 
■249  7„89i 
250  7,(890 


210 
291 
366 

436 
501 
560 
614 
662 
705 
742 
774 
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±m 

M 

—  J 

zfc  m 

M 

—  J 

ztm 

M 

-J 

=bm 

M 

—  J 

ib  m 

M 

—  J 

o.ooo 

7,.S2  3 

336 

i 

0.050 

7„52i  120 

90 

9> 
93 
95 
97 
99 
100 

O.IOO 

7«S>4  427 

180 

0.150 

7„So3 

120 

274 
277 
278 
281 

0.200 

7„486 

959 

375 
377 
379 
382 
383 
386 

387 
39° 
392 

O.OOI 
0.002 

7«52  3 
7„523 

335 
333 

2 

5 
6 

0.051 
0.052 

7„52i  030 
7„52o  939 

0.  lOI 

0. 102 

7„5i4  247 
7„5H  065 

182 
184 
186 

0.151 
0. 152 

7„502 
7„502 

846 
569 

0.201 
0.202 

7„486 
7„486 

584 
207 

0.003 

7„523 

328 

0.053 

7« 5 20  846 

0. 103 

7„5'3  881 

0.153 

7„502 

291 

0.203 

7„485 

828 

0.004 
0.005 
0.006 

7„523 
7«523 
7„52  3 

322 

314 

304 

8 
10 
1 1 

0.054 
0.055 
0.056 

7„52o  751 
7„520  654 
7„52o  555 

0. 104 
0. 105 
0. 106 

7„5i3  695 

7,,5n  507 

7,,5>3  318 

188 

189 
192 
193 
•95 

0.154 
0.155 
0. 156 

7„502 
7„50i 
7«5oi 

010 

728 
443 

282 
285 
286 

0.204 
0.205 
0.206 

7„485  446 
7„485  063 
7„484  677 

0.007 
0.008 
0.009 

7,,SZ3 
7„523 
7„5i3 

293 
280 
26; 

•3 
15 

0.057 
0.058 
0.059 

7,.520  455 
7„52o  352 
7„520  248 

>°3 
104 

0. 107 
0. 108 
0. 109 

7,.5i3  126 
7»5i2  933 
7„5>2  738 

0.157 
0.158 
0.159 

7„5oi 
7„500 
7„50o 

157 
869 
578 

288 
291 

0.207 
0.208 
0.209 

7„484 
7„483 
7„483 

290 

900 
508 

1  - 

105 

197 

292 

394 

O.OIO 
O.OII 

0.012 
0.013 
0.014 
0.015 

7,,523 
7„523 
7«S23 
7„523 
7,,523 
7„523 

248 
229 
209 
187 
163 
137 

19 

20 
22 

24 
26 

0.060 
0.061 
0.062 
0.063 
0.064 
0.065 

7„52o  143 
7„520  035 
7»5i9  926 
7„5I9  814 
7„5«9  701 
7„5I9  587 

108 
109 
112 

"3 

114 
117 
118 
121 
122 

0.  HO 

0. 1 II 

0.  112 
0.  113 
O.II4 
0.115 

7,.S>2  541 
7„Si2  J42 
7„SI2  142 
7„5ii  939 
7„5ii  735 
7„SH  528 

199 
200 
203 
204 
207 
208 

0. 160 
0. 161 
0. 162 
0. 163 
0. 164 
0. 165 

7„500 
7  «499 
7  „499 
7„499 
7„499 
7„498 

286 
992 
696 
398 
098 
796 

294 
296 
298 

300 
302 

304 
306 
308 
310 

0.210 
0.211 
0.212 
0.  213 
0.214 
0.215 

7„483 
7„482 
7„482 
7  „481 
7„48i 
7„48l 

114 
718 
320 
920 
518 
"5 

396 
398 
400 
402 
405 
407 
409 
411 

413 

0.016 
0.017 
0.018 
0.019 

7„523 
7«5J5 
7„S23 
7,,S23 

HO 
081 
049 
017 

29 
32 
32 

0.066 
0.067 
0.068 
0.069 

7,,5'9  470 
7„5i9  352 
7„5I9  231 
7„5i9  '09 

0.  I  16 
0.II7 
O.I18 
0.  119 

7,,5"  320 
7„5ii  HO 
7„5io  898 
7,.5lo  685 

ZIO 

212 
213 

0. 166 
0. 167 
0.168 
0. 169 

7«498 
7«498 
7„497 
7  „49  7 

492 
186 
878 
568 

0.216 
0.217 
0.218 
0.219 

7„48o 
7„48o 
7„479 
7„479 

706 
297 
886 

473 

35 

123 

216 

312 

415 

0,020 
0.021 

7„522 

7»S22 

982 
946 

3«' 
38 
40 
42 
43 
45 
47 
49 
50 

0.070 
0.071 

7«5>8  986 
7„5i8  860 

126 
127 
130 

131 
.32 

135 
137 
138 
140 

0.  120 
0.  121 

7,,5>o  469 
7„5io  252 

217 

220 

0.170 
0. 171 

7  „49  7 
7„496 

256 

942 

3'4 
316 
318 

320 
322 

324 
326 
328 
330 

0.220 
0.221 

7„479 
7„478 

058 
641 

417 
420 
422 
424 
426 
428 
43' 
432 
435 

0.022 

7„522 

908 

0.072 

7,,5i8  733 

0.  122 

7„5'o  032 

0. 172 

7„496 

626 

0.222 

7„478 

221 

0.023 
0.024 
0.025 

7,l522 

7,.S" 
7„522 

868 
826 

783 

0.073 
0.074 
0.075 

7„5i8  603 
7„5l8  472 
7„5>8  340 

0.123 
0.  124 
0.  125 

7„509  811 
7„509  588 
7„509  363 

223 

225 

22"^ 

0.173 

0.174 

0.175 

7„496 

7„495 
7  „49  5 

308 
988 
666 

0.  223 

0.224 
0.225 

7„477 
7„477 
7„476 

799 
375 
949 

0."026 

7,l522 

738 

0.076 

7„5i8  205 

0.  126 

7„509  136 

229 
230 

233 

0. 176 

7  „49  5 

342 

0.226 

7„476 

521 

0.027 
0.028 
0.029 

7,i522 
7,,522 
7„522 

691 

642 
592 

0.077 
0.078 
0.079 

7„5i8  068 
7«5«7  930 
7„5'7  790 

0.  127 
0.128 
0.  129 

7„5o8  907 
7„5o8  677 
7„5o8  444 

0.177 
0.178 
0. 179 

7«49S 
7  „494 
7  „494 

016 
688 

358 

0.227 
0.228 
0.229 

7„476 
7„475 
7„47  5 

090 
658 
223 

5  3 

142 

234 

332 

437 

C:    .   0   30 

0.031 
0.032 

7„522 

7„522 
7„522 

539 
485 
429 

54 
56 
57 
60 
61 

0.080 
0.081 
0.082 

7„5I7  648 
7h5'7  504 
7,,5I7  359 

144 
145 
147 
150 

151 
152 

155 
157 
158 

0.  130 
0.  131 
0.  132 

7„5o8  210 
7„507  973 
7„507  735 

237 
238 
240 
242 
244 
246 
248 
249 
252 

0. 180 
0.181 
0.182 

7„494 
7„493 
7„493 

026 

692 
356 

334 
336 
338 
340 
342 
344 
346 
348 
351 

0.230 
0.231 
0.232 

7„474 
7  „4  74 
7„473 

786 
347 
905 

439 
442 

444 
445 
448 
451 
452 
455 
457 

0.033 
0.034 

7»52  2 
7„522 

372 
312 

0.083 
0.084 

7„5I7  212 
7„517  062 

0.133 
0.134 

7„507  495 
7„507  253 

0.183 
0. 184 

7„493 
7  „49  2 

018 
678 

0.233 
0.234 

7„473 
7„473 

461 
016 

0.035 

7„522 

251 

63 

64 

67 
68 

0.085 

7„5i6  911 

o-'3S 

7„507  009 

0.185 

7„492 

336 

0.235 

7„472 

568 

0.036 

0.037 

7„522 

7  „522 

188 

124 

0.086 

0.087 

7„5i6  759 
7„5i6  604 

0.  136 

0.137 

7„5o6  763 
7h5o6  515 

0.186 
0.187 

7„49I 
7  „491 

992 
646 

0.236 
0.237 

7  „47  2 
7  „471 

117 
665 

0.038 

0.039 

7  »5  2  2 

7„S2i 

057 
989 

0.088 
0.089 

7„5i6  447 
7„5i6  289 

0.138 
0.139 

7„5o6  266 
7„506  014 

0.188 
0. 189 

7  „49' 
7„490 

298 
947 

0.238 
0.239 

7„47I 
7„470 

210 

753 

70 

160 

253 

352 

459 

0.040 

7„52i 

919 

0.090 

7„5i6  '29 

162 

0. 140 

7«505  761 

256 

257 
259 
261 

0. 190 

7  „490 

595 

354 
357 
358 
361 
362 

36s 
366 
369 
371 
373 

0.240 

7„47o 

294 

462 
463 
466 
469 
470 
473 
475 
477 
480 
482 

0.041 

7„52I 

847 

74 
75 
77 
79 
81 
82 

0.091 

7,.5I5  967 

164 
165 
168 

0. 141 

7„505  505 

0. 191 

7„490 

241 

0.  241 

7  „469 

832 

0.042 

7„52i 

773 

0.092 

7„5I5  803 

0. 142 

7,,5°5  248 

0. 192 

7^489  884 

0.  242 

7  „469 

369 

0.043 

7„52I 

698 

0.093 

7„515  638 

0.143 

7,,504  989 

0.193 

7„489 

526 

0.243 

7„468 

903 

0.044 
0.045 

0.  046 

7„52i 
7«52i 
7„52I 

621 

542 
461 

0.094 
0.095 
0.096 

7„5I5  470 
7„5'5  301 
7„5I5  130 

169 
171 
173 
175 
176 

179 

0.144 
0.145 
0.146 

7»504  728 
7„504  465 
7»504  200 

263 
265 

267 
269 

271 

273 

0.194 
0.195 
0. 196 

7„489 
7„488 
7„488 

165 

803 
438 

0.244 
0.245 
0.246 

7„468  434 
7„467  964 
7„467  491 

0.047 

7,,52i 

379 

85 
86 

0.097 

7«5I4  957 

0.147 

7„503  933 

0. 197 

7„488 

072 

0.247 

7„467 

016 

0.048 

7„52i 

294 

0.098 

7h5>4  782 

0.148 

7„503  664 

0. 198 

7„487 

703 

0.248 

7„466 

539 

■  0.049 

0.050 

7,,S2i 
7„52I 

208 
120 

88 

0.099 
0. 100 

7),5'4  606 
7„5>4  427 

0.149 
0. 150 

7„503  393 
7,,503  >2o 

0.199 
0.200 

7„487 
7,,486 

332 
959 

0.249 
0.250 

7  „466 
7„465 

059 

577 

—     544     — 

Tafel  IV. 

log  {7)f2'0(m)}. 


±m 

M 

—  J 

±  m  1    M 

1 

—  J 

±m 

M 

—  J 

±m 

M 

—  J 

±m 

M 

—  J 

o.ooo 

O.OOI 
0.002 

0.003 
0.004 
0.005 
0.006 
0.007 
0.008 
0.009 

7- 
7- 

7- 

7. 

7- 

7- 

7 

7 

7 

7 

357  193 
357  191 
357  186 
357  178 
357  166 
357  150 
357  132 
357  109 
357  084 
357  055 

2 
5 
8 
12 
16 
18 
23 
25 
29 

0.050 
0.051 
0,052 
0.053 
0.054 
0.055 
0.056 
0.057 
0.058 
0.059 

7- 
7- 
7. 

7 
7 
7 
7 

7 
7 
7 

352 
352 
352 
352 
352 
352 
351 
35' 
35' 
35' 

918 

745 
568 
388 
204 
016 
825 
63' 
433 
232 

173 
'77 
180 
184 
188 
191 
194 
198 
201 

O.IOO 
0.  lOI 
0.  102 
0.103 
0.  104 
0.  105 
0.  106 

0. 107 
0. 108 
0. 109 

7 

7 
7 
7 
7 
7 
7 
7 
7 
7 

339 

339 
339 
338 
338 
338 
337 
337 
336 
336 

902 

550 
193 
833 
46g 

lOI 

729 
354 
975 
592 

352 
357 
360 

364 
368 
372 
375 
379 
383 

0. 150 
0.151 

0.152 
0.153 
0.154 
0.155 
0.156 

0.157 
0  158 
0.159 

7.317  539 
7.316  990 
7.316  436 
7-3'5  879 
7-3'5  3'7 
7-314  75' 
7.314  '80 
7.313  606 
7.313  027 
7-3'2  444 

549 
554 
557 
562 
566 
57' 
574 
579 
583 

0.200 
0.201 
0.202 
0.203 
0.204 
0.  205 
0  206 
0.207 
0.208 
0.209 

7.284  692 
7.283  917 
7.283  137 
7.282  352 
7.281  561 
7.280  766 
7.279  966 
7.279  161 
7-278  351 
7.277  535 

775 
780 

785 
791 

795 
800 
805 
810 
816 

32 

205 

387 

588 

820 

O.OIO 
O.OII 

0.012 
0.013 
0.014 
0.015 

7-357  023 
7.356  987 
7.356  947 
7.356  905 
7-356  859 
7.356  809 

36 
40 
42 
46 
50 
53 
56 
60 

0.060 
0.061 
0.062 
0.063 
0  064 
0.065 

7-351 
7-350 
7.350 
7.350 
7-350 
7  349 

027 
819 
607 

391 

172 
950 

208 

212 
216 
219 
222 
226 
230 

233 
236 

0.  HO 
0.  III 
0.  I  12 
0.113 
0.  114 
0.  115 

7 
7 
7 
7 
7 
7 

336 

335 
335 
335 
3  34 
3  34 

205 

8'5 
420 
022 
621 
215 

390 
395 
398 
401 
406 

0. 160 
0.161 
0. 162 
0. 163 
0. 164 
0.165 

7.311  856 
7-3"  265 

7. 310  669 
7. 310  069 
7.309  464 
7.308  855 

591 
596 
600 
605 
609 
613 
618 

0.210 
0.211 
0.212 
0.213 
0.214 
0.215 

7.276 
7.275 
7-275 
7.274 
7-273 
7.272 

71s- 
889 
058 
223 
382 
535 

826 
831 
835 
841 
847 
851 
857 
862 
867 

0.016 

7-356  756 

0.066 

7-349 

724 

0.  116 

7 

333 

805 

410 
413 
4'7 
421 

0. 166 

7.308  242 

0.216 

7.271 

684 

0.017 

7.356  700 

0.067 

7-349 

494 

O.II7 

7 

333 

392 

0. 167 

7.307  624 

622 

0.217 

7.270 

827 

0.018 
0.019 

7.356  640 
7.356  577 

63 

0.068 
0.069 

7-349 
7.349 

261 
025 

0.  118 

0. 119 

7 
7 

332 
332 

975 
554 

0.168 
0. 169 

7. 307  002 
7.306  376 

626 

0.218 
0.219 

7.269  965 
7.269  098 

66 

240 

425 

631 

873 

0.0  20 

0.021 

7 
7 

356  Sil 

356  441 

70 

0.070 
0.071 

7 
7 

348 
348 

785 
54' 

244 
248 
250 
255 
258 
262 
265 
269 
272 

0. 120 

0.  121 

7.332 
7-33' 

129 

700 

429 

0. 170 
0. 171 

7-305  745 
7.305  109 

636 
639 

645 
648 

653 
658 
662 
667 
671 

0.220 
0.221 

7.268 
7.267 

225 

347 

878 
883 
889 

894 
900 
905 
910 
916 

0.022 

7 

356  368 

73 
77 
80 

0.072 

7 

348 

293 

0.122 

7.331 

267 

433 
436 
441 

444 
448 

453 
456 
460 

0.172 

7.304  470 

0.  222 

7.266 

464 

0.023 

7 

356  291 

0.073 

7 

348 

043 

0.123 

7.330 

83' 

0.173 

7.303  825 

0.  223 

7.265 

575 

0.024 
0.025 
0.026 
0.027 

7 
7 
7 

7 

356  211 
356  127 
356  040 
355  949 

84 
87 
91 
94 

97 

0.074 
0.075 
0.076 
0.077 

7 
7 
7 
7 

347 
347 
347 

347 

788 
530 
268 
003 

0.  124 
0.125 
0.  126 

0.  127 

7-330 
7.329 
7-329 
7-329 

390 
946 
498 
045 

0-174 
0.175 
0. 176 

0.177 

7-303  '77 
7.302  524 
7.301  866 
7.301  204 

0.224 
0.225 
0.226 
0.  227 

7.264 
7.263 
7.262 
7.261 

681 
781 
876 
966 

0.028 

7 

355  855 

0.078 

7 

346 

734 

0.  128 

7.328 

589 

0.178 

7.300  537 

0.228 

7.261 

050 

0.029 

7 

355  758 

0.079 

7 

346  462 

0.129 

7-328 

129 

0.179 

7.299  866 

0.229 

7.260 

128 

922 

lOI 

276 

464 

676 

927 

0.030 
0.031 
0.032 
0.033 

7 

7 
7 
7 

355  657 

355  553 
355  446 
355  335 

104 
107 
III 
115 
1 18 

0.080 
0.081 
0.082 
0.083 

7 

7 
7 
7 

.346 

345 
345 
345 

186 

906 
623 

337 

280 
283 
286 
291 
294 
298 
301 
305 
309 

0.  130 
0.  131 
0.132 
0.133 

7-327 
7-327 
7-326 
7.326 

665 
'97 

725 
249 

468 

472 
476 
480 

484 
488 
492 
496 
500 

0.180 
0. 181 
0.182 
0.183 

7.299  190 
7.298  510 
7-297  825 
7-297  135 

680 
685 
690 
694 
699 
703 
708 

713 
718 

0.230 

0.231 
0.232 
0.233 

7.259 
7.258 
7.257 
7.256 

201 
269 
330 
386 

932 
939 
944 

0.034 

7 

355  220 

0.084 

7 

345 

046 

0.134 

7.325 

769 

0.184 

7-296  441 

0.234 

7.255 

437 

949 
955 
961 

967 

0.035 

0.036 

7 

7 

355  102 
354  981 

121 
125 
129 

13' 

0.085 
0.086 

7 

7 

344 

344 

752 
454 

o.'35 
0 .  136 

7.325 
7.324 

285 

797 

0.185 
0.186 

7.295  742 
7.295  039 

0.23s 
0.236 

7.254 
7.253 

482 
521 

0.037 

7 

354  856 

0.087 

7 

-344 

153 

0.137 

7-324 

305 

0. 187 

7.294  331 

0.237 

7.252 

554 

0.038 
0.039 

7 
7 

354  727 
354  596 

0.088 
0.089 

7 
7 

.343 
.343 

848 
539 

0.138 
0.139 

7.323 
7323 

809 
309 

0.188 
0.189 

7.293  618 
7.292  900 

0.  238 
0.239 

7.251 
7.250 

581 
603 

973 
978 

135 

312 

504 

722 

984 

0.040 

7-354  461 

139 
142 
146 
149 
152 
156 

160 

0.090 

7.343 

227 

316 
319 

324 
327 
330 

334 
338 
342 
346 

349 

0. 140 

7.322 

805 

508 
512 
516 

521 

524 

0. 190 

7.292  178 

727 
732 
736 

74' 
746 

0.240 

7.249 

619 

990 

996 

1002 

1008 

1014 

0.041 
0.042 

0.043 

7 
7 
7 

354  322 
354  180 
354  034 

0.091 
0.092 
0.093 

7-342 
7.342 
7.342 

9" 

592 
268 

0  141 
0. 142 
0-143 

7-322 

7.32' 
7.321 

297 
785 
269 

0. 191 
0. 192 
0.193 

7-291  451 
7.290  719 
7.289  983 

0.241 

0.242 
0.243 

7.248 
7.247 
7.246 

629 

633 
631 

0.044 

7 

353  885 

0.094 

7- 34« 

941 

0.144 

7.320 

748 

0.194 

7.289  242 

0.244 

7-245 

623 

0.04s 

7 

353  733 

0.095 

7.341 

611 

0.145 

7.320 

224 

0.195 

7.288  496 

0.245 

7.244 

609 

0.046 

7 

353  577 

0.096 

7-34» 

277 

0. 146 

7.319 

695 

529 
533 
537 
54' 
545 

0. 196 

7-287  745 

75^ 

756 
761 
765 

771 

0.246 

7.243 

590 

1019 
1026 

0.047 

7 

353  417 

163 
166 

170 

0  .097 

7  340 

939 

0-147 

7.3'9 

162 

0.197 

7.286  989 

0.247 

7.242 

564 

0.048 
0.049 

7 
7 

353  254 
353  088 

0.098 
0.099 

7-340 
7-340 

597 
251 

0.148 
0.149 

7.3'8 
7.3'8 

625 
084 

0.198 
0.199 

7.286  228 
7.28s  463 

0.248 
0.249 

7.241 
7.240 

532 
494 

1032 
1038 

0.050 

7.352  918 

0. 100 

7.339 

902 

0. 150 

7.3'7 

539 

0.200 

7.284  692 

0.250 

7.239 

450 

1044 

545 
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(Jl'l  +  II  ;  720 

t)y'    —  191  :  60480 

(Ji'  -f-  2497  :  36  28800 

(Jl''  —  14797  :  958  00320 

•v'l"  +  9-4  27157  :  261  53487  36000 

()|13  _  J67  40617  :  448  34549  76000 

(^)|l''  4-  6  14309  43169  :  32  01186  85286  40000 


i),n  - 


2313  39458  92303  ;  51090  94217  17094  40000 


Q.2«  +  I  :  12 

Q.)2  —  I  :  240 

Q2*  +  31  ;  60480 

Q.,"  —  289  :  36  28800 

Qfi   +  317  :  ='2  8  09600 

Q,,10 —  68  03477  :  261  53487  36000 

Qo'2  -\-   32  03699  :  627  68369  66400 

Q.ji4  —  6632  25741  :  6  40237  37057  28000 

Q.>'6  -{-   22  03877  95651  :  10218  18843  434'8  88000 


(l,l'.i_^  163g  96886  81447   I  52579  28431  37024  00000   Q-i'^  —  >5447  34732  56043:337  20021  83332  82304  00000 


r,'  + 

P,5  + 

r,-   - 

1',')  + 
1',"- 
l'i'3  + 

,.,ln_ 
l'l''  + 


I.W 


1  :  24 

17  :  5760 

367  ;  9  67680 

27859  :  4644  86400 

12  95803  :  12  26244  09600 

53292  42827  :  2  6781 I  71056  64000 

2  51988  57127  :  64  27481  05359  36000 

1195  97121  66949  :  '  49852  12970  66393  60000 
II  15323  97734  19941  :  6696  59197  23302  99719 

68000 
31326  45059  69545  10807:883950140347599562 

99776  00000 


log  Q,> 
log  Q,3 
log  Q,r. 


log 


1.1,' 


log  Q.^i 
log  Qi'l 


8„92o8l 
8 . 1 8406 
7»49942 
6.83765 
61,18880 
5.54826 


log  Q,'3  4»9i353 

log  (Ji'S  4.28307 

-log  Q,"  3»6559o 

log  (^|i'i  3 -03 '34 


log  P,i 
log  IV 
log  r,5 

log  r,- 

log  l',9 
log  P,ll 

log  r,w 

log  P,'-'^ 

log  P," 
loC  P,l'.» 


8.61978 

7„47002 
6.57893 

5»7''799 
5.02396 
4„29883 
3-59334 

2„90205 

2.22154 
I »54948 


87539 
01887 
15847 
55094 
67140 
99878 
36324 
61586 
58038 
00303 


87582 
64379 
42991 
25208 
20516 
59458 
00390 
78081 
72009 
34213 


52375 
26956 

54577 
74554 
59646 

35275 
92680 
56488 
69592 
59002 


88393 
55061 
03014 
24003 
80116 
96757 
2-949 
19206 
05976 
88368 


17228  —  10 
58052  —  10 
41897  —  10 
00968  —  10 
43697  —  10 
08440  —  10 
95240  —  10 
77263  —  10 
29695  —  10 
66855  —  10 


97706 
88267  - 
43847  - 
32215 
06360  - 
75456  - 
00215  " 
78783 
08148 
16947 


10 
10 


10 
10 


PoO 
P22 

P2« 
P26 

P.,« 

P.,'» 

P.2>i 

P.,l< 

P.,lli 

P.)'8 


—  I  :  24 

-j-  17  :  1920 

—  367  :  I  93536 

-f-  27859  ;  663  55200 

—  12  95803  ;  1  36249  34400 

+  53i92  42827  :  24346  51914  24000 

—  2  51988  57127  :  4  94421  61950  72000 

+  1195  97121  66949  :  9990  14198  04426  24000 

—  11  15323  97734  19941  :  393  91717  48429  S8807 

04000 
-|-  31326  45059  69545  10807  :  46  52369  15972  42082 

26304  00000 


log  Q2O 

8.92081 

87539 

52375 

17228  — 

10 

log  Q22 

7..6I978 

87582 

88393 

97706  — 

10 

log  Q.^« 

6.70974 

99113 

41 122 

56100  — 

10 

log  Q.," 

5h901I3 

48098 

79754 

10591  — 

10 

log  Q08 

5.14294 

15928 

69027 

14291  — 

10 

log  Qjio 

4,141520 

13141 

51965 

43582  — 

10 

log  Q.,>ä 

3.70791 

08571 

71699 

08962  — 

10 

log  Q.,« 

3.P1532 

03533 

68939 

05852  — 

10 

log  Q.2'8 

2.33381 

36337 

74462 

41189  — 

10 

log  Q.z'8 

1,166096 

60643 

89676 

I3374— 

10 

log  V-i" 

8„6i978 

87582 

88393 

97706  — 

10 

log  P.^ 

7.94714 

76926 

74724 

31996  — 

10 

log  P2* 

7«2  7790 

43034 

39033 

24326  — 

10 

log  PaO 

6.62309 

05608 

38260 

15286  — 

10 

log    Po« 

5„97820 

45611 

19440 

93819  — 

10 

log  Paio 

5.34022 

86310 

54982 

79531  - 

10 

log   Pot2 

4^70728 

33913 

34785 

77136  — 

10 

log   P2" 

4.07814 

90671 

74888 

02991  — 

10 

log  P2'6 

3»45i99 

61222 

84250 

01002  — 

10 

log  P2W 

2.82823 

70223 

41197 

13100  — 

10 

Oppolzor,  Baluibestimiiuingen.       U. 
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-J 


■J 


±  n 


-J 


—  _/ 


it  n 


Q 


o.ooo 

O.OOl 
0.002 

0.003 
0.004 
0.005 
0.006 
0.007 
0.008 
0.009 


O.OIO 
O.Ol  I 

0.012 
0.013 
0.014 
0.015 
0.016 
0.017 
0.018 
o.olq 


0.020 

O.Q2I 
0.022 
0.023 
0.024 
0.025 
0.026 
0.027 
0.028 
0.029 


0.030 

o  031 
0.032 

0.033 
0.034 
0.035 

o  .036 
0.037 

0.038 
0.039 


.040 

.041 

.042 
.043 
044 
.045 

.046 

.047 
,048 
049 

050 


8„920  819 
8„920  816 
8„920  808 
8„920   795 

8„92o  777 
8„920  754 
8„920  7»5 
8„92o  691 
8„920  652 
8,|92o  608 


8„920  558 
8„920  503 
8„920  443 
8„92o  378 
8„920  308 
8„920  232 
8„920  151 
8„920  065 
8„<)I9  974 
«„919  877 


8,,9I9  775 
8„9I9  668 
8.,9I9  556 
8„9I9  458 
8„9I9  3>5 
8„9I9  187 
8«9I9  OU 
8„9i8  915 
8„9i8  771 
8„9i8  622 


8„9i8  467 

8„9l8  307 

8„9i8  142 

8„9I7  972 

8„9I7  796 

8„9I7  615 

8„9I7  429 

8„9I7  237 

8 „9 17  040 

8„9i6  837 


8„9i6 
8„9i6 
8„9i6 
8„9IS 
8„9IS 
8„9IS 
8„9IS 
8  „9 '5 
8„9I4 
8„9M 
8„9I4 


629 
416 
198 

974 
745 
510 

270 
024 

773 
5'7 
255 


13 
18 

23 

29 
34 
39 
44 


5  5 
60 

65 
70 
76 
81 
86 
9> 
97 


1 12 
118 

•23 
128 

'33 
139 
144 
149 

■55 

160 
165 
170 
176 
181 
186 
192 

•97 
203 

208 

213 

218 

224 
229 

235 
240 
246 

251 
256 
262 


0.050 

8„9I4  255 

0.051 

8„9>3  988 

O.0S2 

8„9'3  715 

0.053 

8„913  437 

0.054 

8„9I3  153 

0.055 

8„9I2  364 

0.056 

8„9I2  569 

0.057 

8„9i2  269 

0.058 

8„9ii  963 

0.059 

8„9ii  652 

0.060 

8„9ii  335 

0.061 

8„9ii  013 

0.062 

8„9io  685 

0.063 

8„9io  351 

0.064 

8„9Io  012 

0.065 

8„909  668 

0.066 

8„909  317 

0.06"^ 

g„9o8  961 

0.06« 

8„9o8  599 

0.069 

8„9o8  232 

0.070 

8„907  859 

0.071 

8„907  480 

0.072 

8„907  096 

0.073 

8„9o6  706 

0.074 

8„9o6  310 

0.075 

8 „90 5  908 

0.076 

8„9o5  501 

0.077 

8„905  088 

0.078 

8 „904  669 

0.079 

8 „904  244 

0.080 

8„903  813 

0.081 

8,,903  377 

0.082 

8»902  934 

0.083 

8„902  486 

0.084 

8„902  032 

0.085 

8„90i  5^2 

0.086 

8„90i  To6 

0.087 

8„900  634 

0.088 

8 „900  I 56 

0.089 

8„899  672 

0.090 

8,(899  182 

O.Oql 

8,(898  686 

0.092 

8,(898  184 

0.093 

X„897  676 

0.094 

8„897  161 

0.095 

8„896  641 

0  .  096 

8(,896  115 

0.097 

8,(895  582 

0.098 

8(,895  043 

0.099 

8„894  498 

0  .  100 

8„893  947 

267 

273 
278 
284 

289 

295 
300 

306 
3>' 

317 

322 
328 
334 
339 
344 
351 
356 
362 
367 

373 

379 
384 
390 
396 
402 
407 
413 
419 
425 

431 

436 
443 
448 
454 
460 
466 
472 
478 
484 

490 

496 
502 
508 

515 
520 
526 
533 
539 
545 
55' 


0. 

100 

8„893  947 

0. 

101 

8,(893  389 

0. 

102 

8,(892  825 

0. 

103 

8,(892  255 

0. 

104 

8(,89'  679 

0. 

105 

8,(891  096 

0. 

106 

8((890  507 

0. 

107 

8„889  9" 

0. 

108 

8,(889  3°9 

0. 

109 

8,(888  701 

0 

1 10 

8,(888  086 

0 

11 1 

8,(887  465 

0 

1  12 

8,(886  837 

0 

"3 

8,(886  202 

0 

"4 

8,(885  561 

0 

"5 

8„884  913 

0 

116 

8,(884  259 

0 

"7 

8,(883  598 

0 

118 

8„882  931 

0 

119 

8,(882  256 

0 

120 

8,(881  575 

0 

121 

8((88o  887 

0 

122 

8„88o  192 

0 

123 

8„879  491 

0 

124 

8,(878  782 

0 

125 

8,(878  067 

0 

126 

«„8-7  344 

0 

I  27 

8,(876  615 

0 

128 

8,(875  879 

0 

129 

8„875  136 

0 

130 

8„874  385 

0 

131 

8,(873  62g 

0 

132 

8„872  863 

0 

'33 

8,(872  091 

0 

'34 

8,(871  312 

0 

'35 

8,(870  526 

0 

136 

8„869  -32 

0 

137 

8,(868  931 

0 

138 

8,(868  123 

0 

■39 

8,(867  307 

0 

140 

S„866  484 

0 

'4' 

8,(865  654 

0 

142 

8,(864  816 

0 

'43 

8,(863  9-0 

0. 

'44 

8„863  117 

0 

145 

8„862  256 

0. 

146 

8„86i  387 

0. 

'47 

8„86o  511 

0. 

148 

8,(859  627 

0. 

149 

8„858  735 

0. 

150 

8,(857  835 

558 
564 

570 

576 
583 
589 
596 

602 

608 

615 

621 

628 

635 
641 

648 

654 

661 

667 

675 

681 

688 

695 
701 
709 
715 

723 
729 
736 
743 

751 

757 
765 

772 
779 
786 

794 
801 
808 
816 

823 

830 
838 
846 

853 
861 
869 
876 
884 
892' 
900 


o.  150 
0.151 
0.152 
0.153 

0.154 
0.155 
o.  156 

0.157 
0.158 
0.159 


o.  160 
o.  161 

0.162 

o.  163 
o.  164 
o.  165 
o.  166 

0.16- 
0.168 

o.  169 


•  '7° 
.171 

■  172 
■'73 

.174 

■  <75 
.1-6 
■'77 
.178 
■'79 


.180 
.181 
.182 
.183 
.184 
.185 
.186 
.187 
.188 
.  189 


190 
191 
192 
'93 
194 
'95 
196 

'97 
198 


8„857  835 

8,(856  927 

8,(856  012 

8,(855  088 

8,(854  '56 

8((853  216 

8((852  269 

8,(851  312 

8,(850  348 

8„849  375 


8,(848  394 
8,(847  405 
8,1846  407 
8,(845  401 
8,(844  386 

8„843 
8,(842 
8„84i 
8,(840 
8„839 


363 
33' 
290 
240 
182 


.199 
.  200 


8((838  114 
8„837  038 
8„835  953 
8,(834  858 

8„833  755 
8,(832  642 
8,(831  520 
8„83o  389 
8,(829  248 
8„828  098 


8,(826  938 

8,(825  769 

8,(824  590 

8(,823  402 

8,(822  203 

81,820  995 

8,(819  776 

8((8i8  548 

8„8i7  310 

8,(816  061 


8„8i4  802 

8„8'3  533 
8,(812  254 
8,(810  963 
8,(809  663 
8„8o8  352 
8„807  030 
8,(805  697 
8,(804  353 
8„8o2  998 
8(,8oi  632 


908 
915 
924 
932 
940 

947 
957 
964 
973 


989 
998 
1006 
1015 
1023 
1032 
104 
1050 
1058 

1068 

10-6 
1085 
1095 
1103 

'"3 
1122 
1131 
1141 
1150 

1 160 

1169 
11-9 
1188 

"99 
1208 
I2lq 

1228 
1238 
1249 

'259 

1269 

1279 
1291 
1300 
1311 
1322 
'333 
1344 
'355 
1366 


0.200 
0.201 
0.202 
0.203 


8,(801  632 

8,(800  255 

8„798  867 

8,(797  467 

0.2041 8„796  056 

8„794  633 

8„793  '99 

8,(79'  753 

8„790  295 

8„788  825 


0.205 
0.206 
0.207 
0.208 
0.209 


.210 
.211 
.212 
.213 
.214 
.215 
.Z16 
■  217 
.218 
.219 


.220 
.221 

.222 
.223 
.224 
.225 
.226 
.227 
.228 
.229 


.230 
.231 
.232 
233 
•234 
■235 
.236 

•237 
.238 
•239 


240 
241 
242 
243 
244 
245 
246 

247 
248 

249 
250 


8,(787  342 
8„785  848 
8,(784  342 
8,(782  823 
8„78i  291 
8„779  747 
8„778  '9° 
8„776  620 

8,(775  037 
8„773  442 


8„77' 
8„770 
8„768 
8,(766 
8,(765 
8„763 
8„76i 
8,(76o 
8„758 
8„7S6 


8„754 
8„753 
8„75i 
8„749 
8,(747 
8,(746 
8,(744 
8,(742 
8,(74° 
8„738 


832 
210 
574 
925 
261 

584 
893 
187 
468 
734 


98s 

222 

443 
650 
842 
oi8 
178 
323 
452 
565 


1622 
1636 
1649 
1664 
167- 
1691 
1706 
1719 
'734 


8„736 

8„734 
8„732 
8„73o 
8,(728 
8„726 
8„724 

8,(722 

8,(720 
8„7i8 
8„7'6 


662 

743 
807 

854 
884 
897 
893 

87' 
832 
774 
699 
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Tafel  VI. 

log  {Q,3(«)}. 

±« 

Q 

—  ^ 

'  +  n 

Q 

—  .^ 

^  ±  n 

Q 

—  ^  ±  n 

Q   --I 

±  n            Q 

—  J 

o.ooo 

O.OOI 

8. 184  06c 
8. 184  058 

2 

0.050 
0.051 

8.178  los 

8.177  863 

242 

O.IOO 
O.IOI 

8.159  8z6 
8.159  327 

499 

0.150 
0.  151 

8.127  878 
8.127  084 

794 

0.200 
0.201 

8.079  583 

8.078  422 

II61 

0.OO2 
O.OO; 
O.OO^ 

8.184  051 
8. 184  039 
8. 184  022 

12 

17 

0.052 
0.053 
0.054 

8.177  616 
8.177  364 
8.177  107 

247 
252 
257 
261 

0. 102 
0. 103 

0.  lO.) 

8.158  823 
8.158  314 
8.157  799 

504 
509 

515 
521 
526 

0.152 
0.153 
0-154 

8.126  28. 
8.125  477 
8.124  663 

800 
807 
8.4 
820 
826 
834 
839 
847 

0.202 
0.203 

0.20.( 

8.077  252 
8.076  074 
8.074  887 

II70 

1178 

II87 

0.005 

8. 184  001 

26 

0.055 

8.176  846 

267 

0. 105 

8.157  278 

0.155 

8.123  843 

0.205 

8.073  692 

1195 

0.006 

8.183  975 

0.056 

8.176  579 

0.  io6 

8.156  752 

0. 156 

8.123  017 

0.206 

8.072  488 

1204 

0.007 

8.183  944 

31 

0.057 

8.176  308 

"' 

0. 107 

8. 156  221 

531 

538 
542 

0.157 

8.122  183 

0.207 

8.071  27s 

I2I3 

0.008 
0.009 

8. 183  909 
8.183  868 

35 
4' 

0.058 
0.059 

8. 176  031 
8.175  750 

277 
281 

0. 108 
0. 109 

8.155  683 
8.155  141 

0.158 
0.159 

8.121  344 
8.120  497 

0.208 
0.209 

8.070  054 
8.068  824 

1221 

1230 

45 

287 

548 

853 

1239 

0.010 

8.183  823 

50 
54 
59 
64 
69 
74 
78 

83 
88 

0.060 

8.175  463 

291 

297 
301 
306 

312 
316 

322 
326 

331 

0. 110 

8-154  593 

554 
560 

565 
570 
576 
582 
588 

593 
600 

0. 160 

8.119  644 

861 

867 

873 
881 
887 
895 
901 
908 
016 

0.210 

8.067  585 

O.Ol  I 

8.183  773 

0.061 

8.175  172 

0. 11 1 

8.154  039 

0.161 

8.II8  783 

0.21  1 

8.066  336 

1249 

0  .012 
0.013 
0.014 
0.015 

8.183  719 
8.183  660 
8.183  596 
8.183  527 

0.062 
0.063 
0.064 
0.065 

8.174  875 
8.174  574 
8. 174  268 
8.173  956 

0. 1 12 
0.113 
0.114 
0.115 

8-153  479 
8.152  914 

8-152  3-W 
8.151  768 

0. 162 
0. 163 
0. 164 
0. 165 

8.117  916 
8.117  043 
8. 116  162 

8. 115  275 

0.212 
0.213 
0.214 
0.215 

8.065  079 
8.063  813 
8.062  538 
8.061  254 

1257 
1266 

1275 
1284 

0.016 
0.017 
0.018 

8.183  453 
8-183  375 
8.183  292 

0.066 
0.067 
0.068 

8.173  640 

8.173  318 
8.  172  992 

0. 1 16 
0.117 
0.118 

8.151  186 
8.150  598 
8. 150  005 

0.166 
0.167 
0.  168 

8. 114  380 
8.113  479 
8.112  571 
8. III  6^5 

0.216 

0.217 

0.218 

8.059  960 
8.058  657 

8.057  345 

1294 
1303 
1312 

0.019 

8.183  -04 

0.069 

8.  172  66i 

0. 1 19 

8.149  405 

0. 169 

91D 

0.219 

8.056  023 

1322 

92 

337 

604 

922 

133" 

0.  020 

8.183  112 

97 
103 
106 

0.070 

8.172  324 

342 
346 

0.  120 

8.148  801 

6u 
616 

623 
628 

634 
639 
646 
652 
657 

0.  170 

8. HO  733 

0.220 

8.054  692 

0.021 
0.022 

8.183  015 
8.182  912 

0.071 
0.072 

8.171  982 
8.171  636 

0.  121 
0.  122 

8.148  190 
8.147  574 

0.171 
0.172 

8. 109  803 
8.108  866 

930 
937 

0.221 

0.222 

8.053  351 
8.052  000 

1341 

1351 
1  360 
1370 
1380 

0.023 
0.024 
0.025 

8.182  806 
8.182  694 
8.182  578 

1 12 
116 

0.073 
0.074 
0.075 

8.171  284 
8. 170  927 
8 . 170  565 

352 
357 
362 
367 

372 
377 
383 

0.123 

0.  124 
0.  125 

8. 146  951 
8.146  323 
8. 145  689 

0.173 

0.174 
0.175 

8. 107  923 
8.106  971 
8.106  013 

943 
952 
958 
965 

973 
981 

987 

0.223 
0.224 
0.225 

8.050  640 
8.049  270 
8.047  890 

0.026 
0.027 
0.028 

0.029 

8.182  456 
8.182  331 
8.182  200 
8.182  064 

125 
131 

136 

0.076 
0.077 
0.078 
0.079 

8.170  198 
8. 169  826 
8.169  449 
8.169  066 

0.  126 
0.127 
0.  128 
0.  129 

8.145  050 
8.144  404 
8.143  752 
8-143  095 

0. 176 

0.  177 
0.178 
0.179 

8. 105  048 
8. 104  075 
8.103  094 
8.102  107 

0.226 
0.227 
0.228 
0.229 

8.046  501 
8.045  101 
8.043  691 
8.042  272 

1389 
1400 
1410 
1419 

140 

387 

663 

995 

■43' 

0.030 
0.031 
0.032 

0-033 

8.181  924 
8.181  779 
8.181  629 
8.181  474 

145 
150 

155 
159 

165 
169 

174 
178 
184 

0.080 
0.081 
0.082 
0.083 

8.168  679 
8.168  286 
8.167  888 
8.167  485 

393 
398 
403 
408 

414 

0.  1  30 
0.131 
0.  132 
0-133 

8.142  432 
8.141  762 
8.141  087 
8. 140  405 

670 

675 
682 
687 
694 
699 
706 

0.180 
0. 181 
0.182 
0.183 

8.101  112 
8.100  109 
8.099  099 
8.098  081 

1003 
1010 
1018 
1025 
'033 

0.230 
0.231 
0.232 

0.233 

8.040  841 
8.039  401 
8.037  950 
8.036  489 

1440 

1451 
1461 

0.034 
0.03s 

8.181  315 
8. 181  150 

0.084 
0.085 

8.167  077 
8.166  663 

0.134 
0-135 

8.139  718 
8.139  024 

0.184 
0. 185 

8.097  056 
8.096  023 

0.234 
0.235 

8.035  018 
8-033  535 

1471 
1483 

0.036 
0.037 

8. 180  981 

8. 180  807 

0.086 
0.087 

8.166  244 
8.165  820I 

419 

424 
429 

434 

0.  136 
0.137 

8.138  325 
8.137  619 

0.186 
0.187 

8.094  983 
8.093  934 

IO4O 

1049 
1056 
1064 

0.236 

0.237 

8.032  042 
8-030  539 

1493 
1503 

0.038 

0.039 

8.180  629 
8.180  445 

0.088 
0.089 

8.165  3yii 
8.164  957 

0.138 
0.139 

8. 136  907 
8.136  189 

712 
718 

0.188 
0.189 

8.092  878 
8.091  814 

0.238 
0.239 

8.029  024 
8.027  498 

•515 
1526 

189 

440 

724 

1071 

1536 

0.040J 
0.041 
0.042 
0  °43 

0.044 

0.04SI 

8.180  256} 
8.180  063 

8.179  8fa5i 
8. 179  662 

8-179  454 
8.179  242 

193 
198 

203 
208 

212 
218 

0.090 
0.091 
0.092 
0.093 
0.094 
0.095 

8. 164  517  j 
8. 164  072 
8. 163  621 
8.163  166 
8.162  705 
8. 162  238 

445 
45' 
455 
461 
467 
471 
477 
483 
488 

493 

0.  140 
0.  141 
0.  142 
0.143 
0.144 
0.145 

8.135  465 
8.134  735 
8.133  998 

8-133  255 
8.132  506! 
8.131  751 

730 
737 
743 
749 
755 
762 
768 

775 
781 

787 

0 . 1 90  j 

0.1911 

0. 192 

0.1931 

0.194 

0.195 

8.090  743 
8.089  6631 
8.088  576 
8.087  480 
8.086  376 
8.085  265 

1080 
1087 
1096 
1104 

IUI 

0.240 

3.241 

D.242 

3-243 

3-244, 

3-245 

8.025  962 
8.024  4'4 
8.022  855 
8.021  285 
8.019  703 

8.018  HO 

1548 
1559 
1570 
1582 

1593 
1604 
1617 
1628 
1640 
1652 

0.046 

8.179  024 

223 

227 
232 

0.096 

8.161  767 

0.146 

8. 130  989 

0.196J 

8.084  145 

I  I  20 

II28 
II 36 

D.246 

8.016  506 

0.047 
0.048 

8.178  801 
8.178  574' 

0.097 
0.098 

8.i6i  290 
8. 160  807 

0.147 
0.148 

8. 130  221 
8. 129  446 

0.197; 
0.198 

8.083  017 
8.081  881 

3.247 
3.248 

8.014  889 
8.013  261 

0.049 

8.178  342 

0.099 

8. 160  319 

0.149 

8. 128  665 

0.199 

8.080  736 

II45 

"53, 

3.249 

8. OH  621 

0.050 

8.178  105  '"' 

0. 100 

8.159  826 

0.  150 

8.127  878 

0.200 

8.079  583 

3.250 

8.009  969 

Ü'J' 
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Tafel  VI. 


>s  {(^1 '("■)}• 


±  H 

Q 

-J 

±« 

Q 

-J 

±  n 

Q 

--/ 

±  n 

Q 

-_/ 

±  « 

Q 

--/ 

0.000 
O.OOI 

S„I42  668 
8„I42  667 

I 

0.050 
0.051 

8„142  016 
8„141  989 

27 

0. 100 
0. 101 

8„140  054 
8„140  001 

53 
53 
54 
54 
55 
55 
56 
57 
56 

0. 150 

0.151 

8„i36  76s 
8„i36  685 

80 
80 

1 
0.200 
0.  201 

8,(132  117 
8„,i32  010  |"7 

0.002 

«„142  667 

0 
2 

2 

0.052 

8„I41  962 

27 
27 
28 
28 

0. 102 

8„i39  948 

0. 152 

8„i36  605 

81 

0.  202 

8,(131  903 

109 
108 

HO 
HO 
HO 
111 

0.003 

8„i42  665 

0.053 

8„i4i  935 

0. 103 

8„139  894 

0.153 

8„i36  524 

81 

0.203 

8„i3i  794 

0.004 

8„i42  663 

0.054 

8„i4i  907 

0. 104 

8„i39  840 

0.154 

8„i36  443 

81 

0.  204 

8„i3i  686 

0.005 

8„I42  661 

" 

0.05s 

8„i4i  879 

0. 105 

8„I39  785 

0.15s 

8,(136  362 

83 
82 

84 
84 

0.205 

8,(131  576 

O.oofa 
0.007 

8„142  658 
8,.14i  655 

3 
3 

4 
5 

0.056 
0.057 

8„i4i  850 
8„i4i  820 

29 
30 
30 
30 

0. 106 

0. 107 

8„i39  730 
8„i39  674 

0. 156 
0.157 

8,(136  279 
8,(136  197 

0.  206 
0.207 

8,(131  466 
8,(131  356 

0.008 

8„I42  651 

0.058 

8„I4I  790 

0. 108 

8„139  6>7 

0.158 

8,(136  113 

0.208 

8,(131  245 

112 

0.009 

8„I42  646 

0.059 

8„141  760 

0. 109 

8„i39  561 

0.159 

8,(136  029 

0 .  209 

8,(13'  133 

5 

32 

58 

84 

1  12 

O.OIO 
O.OIl 

8„142  641 
8„142  6j6 

5 
6 
6 

0.060 
0.061 

8„I4I  728 
8„14I  697 

31 

0. 110 
0. 1 11 

8„139  503 
8„i39  445 

58 
59 
59 
59 
60 
61 

0.160 
0.161 

8,(135  945 
8,(135  860 

85 
85 
86 

87 
87 
88 

0.210 
0.211 

8„i3i  021 
8,(1 30  909 

112 
114 

0.012 

8„142  630 

0.062 

8„I4I  665 

32 

0. 1 12 

8„i39  386 

0. 162 

8„135  775 

0.212 

8,(1  30  795 

0.013 

8„142  624 

0. 063 

8„I4I  632 

33 

0.113 

8„i39  327 

0. 163 

8„I35  689 

0.213 

8„i30  682 

"3 
11s 
"5 
115 
116 

0.014 

8„I42  617 

7 
8 
8 

0.064 

8„14I  599 

33 

0.114 

8„i39  268 

0. 164 

8„i35  602 

0.214 

8,(1  30  567 

0.015 

8„I42  609 

0.065 

8„141  565 

34 
34 

0.115 

8„i39  208 

0. 165 

8„i35  515 

0.215 

8,(130  452 

0.016 

8„I42  601 

0.066 

8„i4i  53' 

0. 1 16 

8„i39  147 

61 
62 
62 

0. 166 

8„i35  427 

88 
89 
89 

0.216 

8„i3o  337 

0.017 

a,„i42  592 

9 

0.067 

8„I41  496 

35 

0.117 

8„i39  086 

0. 167 

8„i35  339 

0.217 

8„i30  221 

0.018 

8„142  583 

9 

0.068 

8„I41  461 

35 
36 

0.118 

8„i39  024 

0.168 

8,(135  250 

0.218 

8„i3o  104 

'  1  7 
117 

0.019 

8,(142  574 

9 

0.069 

S,jl4l  425 

0.119 

8,(138  962 

0. 169 

8,(135  161 

0.219 

8,(129  987 

1 1 

36 

63 

90 

118 

0.020 
0.021 
0.022 
0.023 

8„142  563 

8„i42  553 
8„i42  541 
8»i42  530 

10 
12 
11 

13 
12 

14 
13 
15 
'5 

0.070 
0.071 
0.072 
0.073 

8„14i  389 
8„I4I  352 
8„i4i  315 
8„141  277 

37 
37 
38 
39 
39 
39 
40 

41 
41 

0. 120 
0.121 
0. 122 
0. 123 

8„i38  899 
8„i38  836 
8„i38  772 
8„i38  707 

63 
64 
65 
65 
65 
66 

67 
67 
67 

0. 170 
0.171 
0. 172 
0.173 

8,(135  071 
8,(134  980 
8,(134  889 
8,(134  798 

91 
91 
91 
92 
93 
93 
94 
94 
95 

0.220 
0.221 
0.222 
0.223 

8,(129  869 
8„i29  751 
8,(129  632 
8„i29  5'2 

118 
119 
120 
1 20 

0.024 
0.025 

8„142  517 
8„I42  505 

0.074 

0.075 

8„14i  238 
8„141  199 

0. 124 
0.125 

a„i38  642 
8„i38  577 

0.174 
0.175 

8,(134  706 
8,(134  613 

0.  224 
0.225 

8,(129  392 
8,(129  271 

121 
121 

122 
122 
123 

0.026 

8„I42  49' 

0.076 

8„141  160 

0. 126 

8„138  511 

0. 176 

8,(134  520 

0.226 

8,(129  150 

0,027 
0.028 
0.029 

8„i42  478 
a„i42  463 
8„i42  448 

0.077 
0.078 
0.079 

8„14I  120 
8„14I  079 
«„141  038 

0.127 
0.128 
0.129 

8„138  444 
8„138  377 
8„138  310 

0.177 
0.178 
0. 179 

8,(134  426 
8,(134  332 
8,(134  237 

0.227 
0.228 
0.229 

8„I29  028 
8„128  906 
8,(128  783 

'S 

41 

69 

95 

123 

0.030 

8„142  433 

16 
16 

0.080 

8,1140  997 

0.130 

8„138  241 

68 
70 
69 

0.180 

8,(134  142 

96 

97 
97 
97 
98 

99 

0.230 

8„128  660 

125 

124 

0.031 
0.032 

8„142  417 
8„142  401 

0.081 
0.082 

8„i4o  955 
8„i40  912 

42 
43 

0.131 

0.132 

8„i38  173 
8,.i38  103 

0.181 
0.182 

8„I34  046 
8,(133  949 

0.231 
0.232 

8,(128  535 
8„I28  411 

0.033 

8„I42  384 

17 
18 
18 
18 

0.083 

8„i4o  869 

43 

0.133 

8„i38  034 

0.183 

8,(133  852 

0.233 

8,|128  286 

125 
126 

0.034 

8„142  366 

0.084 

8„I40  82s 

44 

0.134 

8„i37  963 

7  1 

0.184 

8,(133  755 

0.234 

8„i28  160 

0  035 

8„142  348 

0.085 

8„140  781 

44 

0.135 

8„I37  892 

71 

0.185 

8,(133  657 

0.235 

8,(128  033 

127 

0.036 

8„i4-  330 

0.086 

8„140  736 

45 

0.136 

8„i37  821 

7  I 

0.186 

8,(133  558 

0.236 

8„127  906 

'27 

0.037 
0.038 
0.039 

8„I42  311 
8„142  291 
8„I42  271 

19 

20 
20 

21 

0.087 
0.088 
0.089 

8„I4o  691 
8„140  64s 
8,(140  599 

45 
46 
46 

47 

0.137 
0. 138 
0.139 

8„I37  749 
8„i3  7  677 
8„i37  604 

72 
72 
73 

74 

0. 187 
O.I88 
0.  i8g 

8,(133  459 
8,(133  359 
8,(133  258 

99 
100 
loi 

101 

0.237 
0.238 
0.239 

8„127  779 
8,(127  651 
8,(127  52'. 

127 
128 
129 

129 

0.040 
0.041 
0.042 

0.043 
0.044 
0.045 

8„142  250 
8„142  229 
81,142  208 
8„142  18s 
8„142  163 
8„142  140 

21 
21 

23 
22 

^3 

24 
24 

25 
26 

25 

0.090 
0.091 
0.092 
0.093 
0.094 
0.09s 

8„i4o  552 
8„140  504 
8„i40  456 
8„140  408 

8„i40  359 
8„140  309 

48 
48 
48 

49 
50 

0. 140 
0.141 
0.142 

0.143 
O.I44 
0.14s 

8„i37  530 
8„137  456 
8„>37  381 
8„i37  306 
8„i37  230 
8„I37  154 

74 
75 
75 
76 
76 

0.  190 
0.  191 
0. 192 
0.193 
0.194 
0.195 

8,(133  157 
8,(133  056 
8,(132  954 
8,(132  851 
8„i32  748 
8,(132  644 

lOI 

102 
103 
103 

104 
104 
105 
105 
106 
107 

0.  240 
0.241 

0.242 
0.243 
0.244 
0.245 

8,(127  393 
8„127  263 
8,(127  133 
8„127  002 
8„126  870 
8„126  738 

130 
130 

'3' 
132 
132 
133 
'33 
134 
135 
135 

0.046 

0.047 

a„i42  116 
8„I42  092 

0.096 
0.097 

8„140  259 
8„140  209 

50 
50 
51 

52 

0.146 
0.147 

8„i37  077 
8„i37  000 

77 
77 
78 
78 

0 .  196 
0.197 

8,(132  540 
8,(132  43  5 

0.246 
0.247 

8„i26  605 
8,(126  472 

0.048 

0.049 

81,142  067 
8„142  041 

0.098 
0.099 

8„I40  158 
8„I40  106 

0.148 
0.149 

8,(136  922 
8„i36  844 

0.198 
0.199 

8,(132  330 
8,(132  224 

0.248 
0.249 

8,(126  338 
8„i26  203 

0.050 

8„142  016 

0. 100 

8„140  054 

52 

0.  150 

8„i36  765 

79 

0.  200 

8„i32  117 

0.250 

8„i26  068 

5i9 


Tafel  VI. 

1ok{Q,M«)} 


o.ooo 

O.OOl 
O.OOi 

0.003 
0.004 
0.005 
0.006 
0.007 
0.008 
0.00g 


0.010 

O.Ol  I 

0.012 
O.Ol  3 
0.014 
0.015 
0.016 
0.017 
0.018 
0.019 


Q      -J 


7„499  422 
7„499  419 
7„499  412 
7h499  40> 
7»499  385 
7„499  364 
7„499 
7  „49  9 
7,i499 
7„499 


339 
309 

275 
236 


0.020 
0.021 
0.022 


.024 
.025 
.026 


7h499  192 
7»499  144 
7 »499  092 
7„499  034 
7„498  972 
7„498  906 
7«49«  835 
7«498  759 
7„498  679 
7n498  594 


7„498 
7«498 
, 7„498 
023  i7ji498 
7»498 
7),497 
7„497 
7„497 
7«497 
7«497 


0.027 
0.028 
0.029 


504 
410 

311 

208 
100 
9«7 
870 
748 
622 
491 


0.030 
0.031 


,033 
034 

■035 
.036 

.037 


0.038 


7 „49 7  355 
7„497  ii5 
7„497  070 
7„496  920 

7„496  766 
7„496  607 

7 „496  443 
7„496  275 
7 „496  102 


0.03g  7»495  925 


0.040 
0.041 
0.042 
0.043 
0.044 
0.045 
0.046 
0.047 
0.048 
0.049 
0.050 


364 
168 


7 „49 5  743 
7„49S  556 
7„495 
7„495 
7„494  967 
7„494  761 
7„494  551 
7„494  336 
7„494  "6 
7„493  892 
7„493  663 


62 
66 
71 
76 
80 
85 

90 

94 
99 
103 
108 
113 
"7 
122 
126 
131 

136 

140 

145 
150 

154 
159 
164 
168 

173 

177 

182 

187 
192 
196 
20 1 
206 
210 
215 
220 
224 
229 


0.050 
0.051 
0.052 
0.053 
0.054 
0.055 
0.056 
0.057 
0.058 
0.059 


0.060 
0.061 
0.062 
0.063 
0.064 
0.065 
0.066 
0.067 
0.068 
0.069 


0.070 
0.071 
0.072 
0.073 
0.074 
0.075 
0.076 
0.077 
0.078 
0.079 


0.080 
0.081 
0.082 
0.083 
0.084 
0.085 
0.086 
0.087 
0.088 
0.089 


0.090 
0.091 
0.092 
0.093 
0.094 
0.095 
0.096 
0.097 
0.098 
o.ogg 
o.  100 


7„493  663 

7„493  429 

7„493  '9° 

7„492  947 

7„492  699 

7„492  446 

7„492  188 

7„491  926 

7„49I  659 

7«49'  387 


■J 


7„49' 
7  „490 
"»490 
7„490 
7,1489 
7„489 
7„489 
7„489 
7„488 

7  „488 


7„488 
7„487 
7„487 
7„487 
7„486 
7„48<' 
7„486 

7„485 
7„485 
7„484 


7„484 
7„484 
7„48  3 
7„483 
7„483 
7„482 
7„482 
7„48i 
7„48i 
7  „480 


7  „480 
7,,48o 
7„479 
7„479 
7„478 
7„478 
7«477 
7„477 
7„476 
7„476 
7„476 


110 

829 
542 
251 
955 
655 
349 
039 
724 
403 


078 

749 
414 

074 
730 
381 
026 
667 
303 
934 


560 
181 
798 
409 
015 
616 
212 
803 
389 
970 


546 
117 
683 

244 
799 
350 
895 

436 
971 
501 
026 


234 
239 
243 
248 

253 
258 
262 
267 

272 

277 


291 
296 
300 
306 
310 
315 
321 

325 

329 
355 
340 
344 
349 
355 
359 
364 

369 

374 

379 
383 
389 
394 
399 
404 
40g 
414 
419 

424 

429 
434 
439 
445 
449 
455 
459 
465 
470 
475 


±H  Q  -J 


O.IOO 
O.  lOI 

o.  102 
o.  103 
o.  104 
o.  105 
0.106 
o.  107 
o.  108 
o.  109 


O.  110 
O.  III 

0.112 

0.II3 

O.  1  14 
0.115 
o.  116 
o.  117 

0.118 
o.  1 19 


o.  120 

O.  121 
O.  122 

o.  123 
o.  124 
o.  125 
o.  126 

0.127 

o.  128 
0. 129 


o.  130 
0.131 
0.132 

0.133 
0.134 

0-135 
0.136 

0.137 
0.138 
0.139 


o.  140 
o.  141 

o.  142 

0.143 
0.144 
0.145 

o.  146 

0.147 

o.  148 

0.14,9 

o.  150 


7n476 
7„475 
7„475 
7  «474 
7„474 
7„473 
7«47  3 
7  „472 
7„472 
7„47i 


7„470 
7,.470 
7„4''9 
7„469 
7„468 
7„468 
7„467 
7  „46  7 
7„466 

7„465 


7„465 
7„464 
7„464 
7  „46  3 
7„4'>3 
7„462 
7  „461 
7  „461 
7„46o 
7„459 


7,i4S9 
7„4S8 
7,.458 
7„457 
7„456 
7„456 
7„455 
7„454 
7„453 
7„453 


7  „45  2 
7„45i 
7„45i 
7  „450 
7„449 
7„449 
7  „448 
7„447 
7„446 
7  „446 
7„445 


026      „ 
,    480 

^^o   486 

^''% 
°'^jSo. 
066:506 

"4    5I; 

515!  5 

1528 


987 

454 
916 

373 
824 
269 
710 
144 
574 
998 


416 

829 
237 
639 
036 
427 
812 
192 
566 
935 


298 

655 
006 

352 
693 

027 

356 
679 

997 
308 


613 
913 

207 
495 
777 
053 
323 
587 
845 
098 
344 


533 
538 

543 
549 
555 
559 
566 
570 
576 

582 

587 
592 
598 
603 
609 
61s 
620 
626 
631 

637 

643 
649 

654 
659 
666 
671 
677 
682 
689 

695 

700 
706 
712 
718 
724 
730 
736 
742 
747 
754 


150 

151 
152 

153 
■54 
155 
156 
157 
158 
"59 


o.  160 
o.  161 
0.162 
o.  163 
o.  164 
o.  165 
o.  166 
o.  167 
0.168 
o.i6g 


o.  170 
o.  171 

o.  172 

0.173 
0.174 
0.175 

o.  176 

0.177 
0.178 
0.179 


0.180 
0.I8I 
0.182 
0.183 

o.  184 

0.185 
0.186 
0.187 
0.188 
0.189 


o.  igo 
o.  191 
0.192 
0.193 
0.194 
0.195 
o.  196 

0.197 

o.ig8 
0.199 
0.200 


7„445  344 
7„444  584 
7„443  818 
7«443  045 
7„442  267 
7„44I  482 
7„440  692 
7„439  895 
7,,439  092 
7„438  282 


7„437  466 
7„436  644 
7„435  816 
7„434  981 
7,i434  139 
7„433 
7„432 
7„43i 
7„43o 
7„429 


292 

437 
577 
710 
836 


7„428  955 
7„428  069 

7„427  175 
7„426  275 
7„425  368 
7„424  454 


J 


7„423 

5  34 

7„422 

606 

7„42i 

672 

7„420 

731 

7„4I9 

783 

7„4'8 

829 

7„4'7 

867 

7„4i6 

898 

7„4I5 

922 

7„4I4 

940 

7„4I3 

950 

7„4I2 

953 

7„4il 

948 

7,i4io 

937 

7„409 

918 

7„4o8 

892 

7„407 

859 

7„4o6 

818 

7»405 

770 

7  «404 

715 

7„403 

652 

7„402 

581 

7„40i 

503 

7„400 

417 

7„399 

324 

760 

766 

773 
778 
78s 
790 
797 
803 
810 

816 

822 
828 

835 
842 

847 
855 
860 
867 
874 


886 
894 
goo 
907 

914 
920 
928 

934 
941 

948 

954 
962 
969 
976 
982 
990 
997 
1005 
loli 

loig 

1026 
1033 
1041 
1048 
1055 
1063 
1071 
1078 
1086 
1093 


.200 
.201 
.202 
.203 
.204 
.205 


O 

o 

o 

o 

0.206 

0.207 

0.208 

0.209 


0.210 
0.211 
0.212 
0.213 
0.214 
0.215 

0 .  2  I  6' 

0.217 
0.218 
0.219 


0.220 

0.221 
0.222 
0.223 
0.224 
0.225 
0.226 
0.227 
0.228 
0.229 


7„399 

7„398 
7„397 
7„395 
7„394 
7„393 
7„392 
7„39i 
7„390 
7„389 


324 
223 
114 
998 
873 
741 
601 

453 
297 

133 


7„387  960 
7„386  780 
7„385  591 
7„384  395 
7„383  190 
7„38i  97& 
7„38o  754 
7„379  524 
7„378  285 
7„377  038 


7„375  782 
7„374  517 
7„373  244 
7„3  7i  962 
7„37o  671 
7„369  371 
7„368  062 
7„366  744 
7„365  418 
7,1364  082 


I 


0.230 
0.231 
0.232 
0.233 
0.234 
0.235 
0.236 
0.237 
0.238 
0.239 


0.240 
0.241 
0.242 
0.243 
0.244 
0.245 
0.246 
0.247 
0.248 
0.249 
0.250 


7„362  736 
7„36i  382 
7„36o  018 
7„358  64s 
7„357  262 
7„3  5S  870 
7„354  469 
7„353  057 
7„35i  636 
7„35o  206 


7„348  765 
7„347  314 
7„345  854 
7„344  383 
7„342  902 
7„34l  4" 
7„339  910 
7„338  399 
7„336  876 

7„335  344 
7„333  801 
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IIOI 

1109 

16 

[125 

1132 

140 
114S 

156 
1164 

[173 

180 

189 

;  196 

1205 

[214 

[230 
1239 
^247 

,256 

,265 

1273 
1282 
>gi 
300 
1309 
318 

,326 

1336 
1346 

:354 
364 

373 
383 

392 
[401 
1412 
1421 
1430 

1441 

[451 
1460 
1471 
1481 
1491 
[501 
1511 

1523 
1532 

1543 
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Tafel  VI. 
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7.267  606 

0.050 

7.266  792 

33 

0. 100 

7.264  341 

65 
67 

67 

68 
68 
69 

0. 150 

7.260  239 

0.200 

7-254  455 

O.OOI 

7.267  606 

0 

0.051 

7.266  759 

0. 101 

7.264  276 

0.151 

7.260  140 

99 

0.201 

7.254  322 

'33 

0.002 

7.267  605 

' 

0.052 

7.266  725 

34 

0.  102 

7.264  209 

0. 152 

7 .260  040 

100 

0.  202 

7.254  188 

'34 

0.003 

7.267  603 

^ 

0.053 

7.266  691 

34 

35 

36 
->6 

0. 103 

7.264  142 

0.153 

7.259  940 

100 

0.203 

7-254  053 

'35 

0.004 
0.005 

7.267  601 

7.267  598 

3 
3 

S 

4 
6 ' 

0.054 
0.055 

7.266  656 
7.266  620 

0. 104 
0. 105 

7.264  074 
7.264  006 

0.154 
0.155 

7-259  839 
7-259  737 

101 

102 

0.  204 
0.205 

7-253  918 
7.253  782 

'35 
136 
136 

0.006 

7.267  595 

0.056 

7.266  584 

37 
37 
39 

0.106 

7.263  937 

0.  156 

7-259  634 

103 

0.206 

7-253  646 

0.007 

7.267  59° 

0.057 

7.266  547 

0. 107 

7.263  867 

70 

0.157 

7-259  S3I 

103 

0.207 

7-253  509 

'  37 
138 

0.008 

7.267  586 

0.058 

7.266  510 

0.108 

7.263  797 

70 

0.158 

7.259  427 

104 

0.208 

7.253  371 

0.009 

7.267  580 

0.059 

7.266  471 

0. 109 

7.263  726 

71 

0.159 

7-259  323 

104 

0.209 

7-253  232 

•39 

6 

38 

72 

105 

'39 

O.OIO 

7.267  574 

0.060 

7.266  433 

0. 1 10 

7.263  654 

0. 160 

7.259  218 

106 

0.210 

7-253  093 

O.Ol  I 

7 

267  567 

7 
8 
g 

0.061 

7.266  393 

4° 

0. 1 1 1 

7.263  582 

72 

0. 161 

7.259  112 

0.21 1 

7.252  953 

140 

0.012 

7 

267  559 

0.062 

7.266  353 

4° 
4> 

0.112 

7.263  509 

73 

0. 162 

7.259  005 

107 

0.212 

7.252  8l2 

'4' 

0.013 

7 

267  551 

0.063 

7.266  312 

0.113 

7.263  435 

74 

0. 163 

7.258  898 

107 
108 
108 

0.213 

7-252  671 

14' 

0.014 
0.015 

7 
7 

267  54i 
267  533 

9 
9 

0.064 
0.065 

7.266  271 
7.266  229 

41 
42 

0. 1 14 
0.115 

7.263  361 
7.263  285 

74 
76 

0. 164 
0. 165 

7.258  790 
7.258  682 

0.214 
0.215 

7.252  528 
7.252  386 

143 
'42 

0  016 

7 

267  523 

10 

0.066 

7.266  186 

43 

0.116 

7.263  210 

75 

0.166 

7  258  573 

109 

0.216 

7-252  242 

'44 

0.017 

7 

267  512 

*' 

0.067 

7.266  143 

43 
44 

0.117 

7-263  133 

77 

0 .  167 

7.258  463 

110 

0.217 

7-252  098 

144 

0.018 

7 

267  501 

0.068 

7.266  099 

0. 118 

7.263  056 

77 

0.168 

7-258  352 

III 

0.218 

7-251  953 

'45 

0.019 

7 

267  489 

I  2 

0.069 

7.266  054 

45 

0.119 

7.262  979 

77 

0.  169 

7-258  241 

III 

0.219 

7-251  808 

'45 

'3 

46 

79 

112 

'47 

0.020 

7.267  476 

0.070 

7.266  008 

46 
46 
48 
48 
48 
50 
50 
50 
51 

0. 120 

7.262  900 

0. 170 

7.258  129 

0.220 

7.251  661 

0.021 

7.267  463 

'3 

14 
15 
■5 
16 

0.071 

7.265  962 

0.121 

7.262  821 

79 
80 
80 
81 
82 
82 

83 
84 
84 

0.171 

7-258  017 

I  12 

0.  221 

7.251  514 

147 

0.022 

7.267  449 

0.072 

7.265  916 

0. 122 

7.262  741 

0. 172 

7.257  903 

114 

0.222 

7.251  367 

147 

0.023 

7.267  434 

0.073 

7.265  868 

0. 123 

7.262  661 

0.173 

7.257  789 

114 

0.223 

7.251  218 

'49 

0.024 

7.267  4'9 

0.074 

7.265  820 

0. 124 

7.262  580 

0.174 

7.257  675 

1  14 
116 
116 
116 
118 
118 

0.224 

7.251  069 

'49 

0.025 

7.267  403 

17 
17 
18 

0.075 

7.265  772 

0.125 

7.262  498 

0.175 

7-257  559 

0.225 

7.250  919 

150 

0.026 

7.267  386 

0.076 

7.265  722 

0. 126 

7. 262  416 

0.  176 

7-257  443 

0. 226 

7-250  769 

150 

0.027 

7.267  369 

0.077 

7.265  672 

0. 127 

7.262  333 

0.177 

7-257  327 

0.227 

7.250  618 

'5' 

0.028 

7.267  351 

19 

0.078 

7.265  622 

0. 128 

7.262  249 

0. 178 

7.257  209 

0.228 

7.250  466 

'52 

■53 

0.029 

7.267  332 

0.079 

7.265  571 

0. 129 

7.262  165 

0.  179 

7.257  091 

0.229 

7.250  313 

19 

52 

85 

118 

'53 

0.030 
0.031 

7.267  313 
7.267  293 

20 
20 

0.080 
0.081 

7.265  519 
7.265  466 

53 
53 
54 
55 
55 
56 
56 
58 
c8 

0. 130 
0.131 

7.262  080 
7.261  994 

86 
86 
87 
88 
88 
89 

0.180 
0.181 

7-256  973 
7.256  853 

120 

0.230 
0.231 

7.250  160 
7.250  006 

'54 

0.032 

7.267  273 

2 1 

0.082 

7.265  413 

0.132 

7.261  908 

0.182 

7-256  733 

120 

0.232 

7-249  851 

'55 

0-033 

7.267  252 

22 

0.083 

7.265  359 

0-I33 

7.261  821 

0. 183 

7.256  612 

12  1 

0-233 

7-249  696 

'55 
156 

0.034 

7.267  230 

23 

0.084 

7.265  304 

0.134 

7.261  733 

0.184 

7.256  491 

121 

0.234 

7-249  540 

0.035 

7.267  207 

0.085 

7.265  249 

0-135 

7.261  645 

0.185 

7.256  369 

122 

0.235 

7-249  383 

'57 

0.036 

7.267  184 

-3 
24 
24 
2  c 

0.086 

7.265  193 

0. 136 

7.261  556 

0. 186 

7.256  246 

123 

0.236 

7.249  226 

'57 
158 

0.037 

7.267  160 

0.087 

7.265  137 

0.  137 

7.261  466 

90 

0.187 

7.256  123 

•23 

0.237 

7.249  068 

0.038 

7.267  136 

0.088 

7.265  079 

0.138 

7.261  376 

90 

0.188 

7.255  998 

125 

0.238 

7.248  909 

'59 
160 

0.039 

7.267  III 

■^> 

0.089 

7.265  021 

:>'* 

0.139 

7.261  285 

91 

0. 189 

7.255  873 

125 

0.239 

7.248  740 

26 

58 

92 

125 

160 

0.040 
0.041 

7.267  085 
7.267  059 

26 
28 

0.090 
0.091 

7.264  963 
7.264  904 

59 
60 
61 
61 

0. 140 
0. 141 

7.261  193 
7.261  101 

92 

0. 190 
0. 191 

7-255  748 
7.255  622 

126 

0.240 
0.241 

7-248  589 
7.248  428 

161 
162 
162 
164 
163 
165 
165 
1(^6 
167 
167 

0.042 

7.267  031 

27 
29 
29 
29 
3' 
3' 
31 
32 

0.092 

7.264  844 

0. 142 

7.261  008 

93 

0. 192 

7-255  495 

127 
128 
128 

0.242 

7.248  266 

0.043 

7.267  004 

0.093 

7.264  783 

0.143 

7.260  914 

94 
95 

0-I93 

7-255  367 

0.243 

7.248  104 

0.044 

7.266  975 

0.094 

7.264  722 

62 
62 
63 

64 
64 

66 

0.144 

7.260  819 

0.194 

7-255  239 

0.244 

7.247  940 

0.045 

7.266  946 

0.095 

7.264  660 

0.145 

7.260  724 

95 

0.195 

7.255  110 

129 

0.245 

7.247  777 

0.046 

7.266  917 

0.096 

7.264  598 

0. 146 

7.260  629 

95 

0. 196 

7.254  980 

130 

0.246 

7-247  6'.2 

0.047 

7.266  886 

0.097 

7.264  535 

0.147 

7  260  532 

97 

0.197 

7.254  850 

130 

0.247 

7.247  447 

0.048 

0.049 

0.050 

7.266  855 
7.266  824 
7.266  792 

0.098 
0.099 
0.  loo 

7.264  471 
7.264  407 
-.264  341 

0.148 
0.149 
0. 1  ;o 

7. 260  435 
7.260  337 
7.260  239 

97 

98 

■98 

0.198 
0.199 
0.200 

7-254  719 
7.254  587 

7.254  455 

'3' 

132 
132 

0.248 
0.249 
0.250 

7.247  281 
7.247  114 
7.246  947 

551 


Tafel  VI. 

log  (Q,7(„)}. 
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6.837  656 

3 

6 

12 

0.050 

6.831  993 

230 
234 
239 

0. 100 

6.814  670 

0. 150 

6.784  599 

0.200 

6-739  658 

o.ooi 

6.837  653 

0.051 

6.831  763 

0. 101 

6.814  199 

47' 

0. 151 

6.783  855 

744 

0.201 

6.738  585 

1073 

0.002 

6.837  647 

0.052 

6.831  529 

0. 102 

6.813  722 

477 
481 
487 
492 

0. 152 

6.783  105 

750 

0.202 

6.737  505 

1080 

0.003 

6.837  63s 

0.053 

6.831  290 

0. 103 

6.813  241 

0.153 

6.782  350 

755 
762 
768 

0.203 

6.736  418 

1087 

0.004 

6.837  620 

15 
2 1 

0.054 

6.831  046 

244 
249 

253 
258 
262 
268 

0. 104 

6.812  754 

0.154 

6.781  588 

0.204 

6-735  323 

1095 

o.ooi; 

6.837  599 

0.055 

6.830  797 

0. 105 

6.812  262 

0.155 

6.780  820 

0.  205 

6.734  220 

1103 

0.006 
0.007 
0.008 

6.837  574 
6.837  545 
6.837  511 

25 
29 
34 
38 

0.056 
0.057 
0.058 

6.830  544 
6.830  286 
6.830  024 

0. 106 

0. 107 
0. 108 

6.811  765 
6.811  263 
6.810  756 

497 
502 
507 
512 

0. 1  56 
0.157 
0.158 

6.78b  047 
6.779  267 
6.778  481 

773 
780 
786 

0.206 
0.207 
0.208 

6.733  "o 
6.731  992 
6.730  866 

1 1 10 
1118 
1126 

0.009 

6.837  473 

0.059 

6.829  756 

0.  109 

6.810  244 

0.159 

6.777  690 

79' 

0.209 

6.729  733 

"33 

43 

272 

518 

798 

1141 

O.OIO 

6.837  430 

47 
52 
S6 
61 
66 

0.060 

6.829  484 

2^6 

0. 1 10 

6.809  726 

0. 160 

6.776  892 

804 
810 
817 
822 
829 
835 
841 
848 
854 

0.210 

6.728  592 

O.Ol  1 

0.012 

6.837  383 
6.837  331 

0.061 
0.062 

6.829  208 
6.828  926 

282 
286 
290 
296 
300 
305 
3'0 

0. 1 1 1 
0. 1 12 

6.809  203 
6.808  675 

523 
528 
533 
538 
544 
549 
554 
560 
564 

0. 161 
0. 162 

6.776  088 
6.775  278 

0.21 1 
0.212 

6.727  443 
6.726  287 

"49 
1 156 

0.013 
0.014 

6.837  275 
6.837  214 

0.063 
0.064 

6.828  640 
6.828  350 

0. 1 1  3 
0.114 

6.808  142 
6.807  604 

0. 163 
0. 164 

6.774  46' 
6.773  639 

0.213 
0.214 

6.725  122 
6.723  950 

1165 
1172 

0.015 
0.016 
0.017 
0.018 

6.837  148 
6.837  078 
6.S37  004 
6.836  925 

70 
74 
79 

8  1 

0.065 
0.066 
0.067 
0.068 

6.828  054 
6.827  754 
6.827  449 
6.827  139 

0.115 
0. 1 16 
0. 1 17 
0.118 

6.807  060 

6 . 806  5 I 1 
6.805  957 
6.805  397 

0. 165 
0. 166 

0. 167 
0. 168 

6.772  810 
6.771  975 
6.771  134 
6.770  286 

0.215 
0.216 
0.217 
0.218 

6.722  769 
6.721  581 
6.720  385 
6.719  180 

1181 

1188 
1 196 
1205 

0.019 

6.836  841 

'^4 

0.069 

6.826  825 

3'4 

0.119 

6.804  833 

0. 169 

6.769  432 

0.219 

6.717  967 

1213 

88 

320 

57' 

860 

1221 

0.020 
0.021 

6.836  753 
6.836  66i 

92 

0.070 
0.071 

6.826  505 
6.826  181 

324 
328 
334 
338 

0. 120 
0.  121 

6.804  262 
6.803  687 

575 
581 
586 
592 

0. 170 
0. 171 

6.768  572 
6.767  706 

866 
874 
879 
886 

893 
899 

0.  220 
0.221 

6.716  746 
6.715  517 

1229 

0.022 
0.023 
0.024 

6.R36  564 
6.836  462 
6.S36  356 

97 
102 
106 

0.072 
0.073 
0.074 

6.825  853 

6.825  5'9 
6.825  '81 

0.122 
0. 123 
0. 124 

6.803  '06 
6.802  520 
6.801  928 

0.172 
0.173 
0.174 

6.766  832 

6.765  953 
6.765  067 

0.222 
0.223 
0.224 

6.714  280 
6.713  034 
6.711  780 

'237 
1246 
1254 

0.025 
0.026 

6.836  245 
6.836  130 

115 

I  20 

0.075 
0.076 

6.824  838 
6.  824  490 

343 
348 
353 
358 
362 

0.125 
0.126 

6.801  331 
6.800  729 

597 
602 
608 

0.175 
0. 176 

6.764  174 
6.763  275 

0.225 
0.226 

6.710  517 
6.709  245 

1263 

1272 

0,027 

6.836  010 

124 
129 

0.077 

6.824  137 

0. 127 

6.800  121 

6'3 

0. 177 

6.762  370 

905 

0.227 

6.707  966 

'279 

0.028 

6.835  886 

0.078 

6.823  779 

0. 128 

6.799  508 

0.178 

6.761  458 

912 

0.228 

6. 706  677 

1289 

0.029 

6.835  757 

0.079 

6.823  4'7 

0. 129 

6.798  889 

19 

0.179 

6.760  539 

919 

0.229 

6.705  380 

1  297 

■34 

368 

624 

926 

1306 

0.030 

6.835  623 

138 

0.080 

6.823  °49 

0. 130 

6.798  265 

630 

635 
641 
646 
652 
658 
663 
669 
675 

0.  iSo 

6.759  613 

0.  230 

6.704  074 

0.031 

6.835  4«5 

0.081 

6.822  677 

372 

0.131 

6.797  635 

0.  181 

6.758  681 

932 

0.231 

6.702  760 

'3'4 

0.032 

0.033 

6.835  343 
6.835  196 

142 
'47 
152 
I  c6 

0.082 
0.083 

6.822  300 
6.821  918 

377 
382 

387 
391 
397 
402 
406 
4" 

0. 132 
o.'33 

6.797  000 

6.796  359 

0.182 
0.183 

6.757  742 
6.756  797 

939 
945 

0.232 
0.233 

6.701  436 
6.700  104 

1324 
'332 

0.034 

6.835  044 

6.084 

6.821  531 

0.134 

6.795  713 

0.184 

6.755  844 

953 

0.234 

6.698  762 

1342 

0.035 

6.834  888 

161 

0.085 

6.821  I 40 

0.135 

6.795  061 

0. 185 

6.754  885 

959 
966 

973 
979 
987 

0.235 

6.697  412 

1350 
1360 
1368 
'378 
1388 

0.036 

0.037 

6.S34  727 
6.R34  562 

165 

170 
'75 

0.086 
0.087 

6.820  743 
6.820  341 

0. 1  36 

0.137 

6.794  403 
6.793  740 

0. 186 

0. 187 

6.753  9'9 
6.752  946 

0.236 

0.237 

6.696  052 
6.694  684 

0.038 

6.834  392 

0.088 

6.819  935 

0.13a 

6.793  071 

0.188 

6.751  967 

0.238 

6.693  306 

0.039 

6.834  217 

0.089 

6.819  524 

o.'39 

6.792  396 

0. 189 

6.750  980 

0.239 

6.691  918 

179 

417 

680 

994 

1396 

0.040 
0.041 
0.042 

6.834  038 
6.833  854 
6.833  666 

.84 
188 

0.090 
0.091 
0.092 

6.819  107 
6.818  686 
6.818  260 

421 
426 

0. 140 
0. 141 
0. 142 

6.791  716 
6.791  031 
6.790  339 

685 
692 
697 
703 
709 
715 

0. 190 
0.191 
0.192 

6.749  986 
6.748  986 
6.747  978 

1000 
1008 

0.  240 
0.241 
0.242 

6.690  522 
6.689  "6 
6.687  70' 

1406 
1415 

0.043 

6.833  473 

'93 
198 
202 

0.093 

6.817  829 

43' 
436 

442 
446 

0.143 

6.789  642 

0.193 

6.746  963 

1015 
1022 
1029 
1036 

0.243 

6.686  276 

1425 

0.044 
0.045 

6.833  275 
6.833  073 

0.094 
0.095 

6.817  393 
6.816  951 

0.144 
0.145 

6.788  939 
6.788  230 

0.194 
0.195 

6.745  94' 
6.744  9'2 

0.244 
0.245 

6.684  841 
6.683  397 

'435 
'444 

0.046 

6.832  866 

■' 

0.096 

6.816  505 

0. 146 

6.787  515 

0. 196 

6.743  876 

0. 246 

6.681  943 

'454 

0.047 
0.048 

0.049 

0.050 

6.832  655 
6.832  439 
6.832  218 
6.831  993 

211 
216 
221 

225 

0.097 
0.098 
0.099 
0. 100 

6. S16  054 
6.815  598 
6.815  136 
6.814  670 

1 

451 
456 
462 
466 

0. 147 
0.148 
0.149 
0.  T50 

6.786  795 
6.786  069 
6.785  337 
6.784  599 

720 
726 
732 
738 

0. 197 
0.  198 
0.199 
0.  200 

6.742  832 
6.741  782 
6.740  724 
6.739  658 

1044 
1050 
1058 
1066 

0.247 
0.248 
0.249 
0.250 

6.680  480 
6.679  006 
6.677  523 
6.676  029 

1463 
1474 
'483 
'494 

552 
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—J 


±  n 


-J 


J 


—  d 


—  J 


o.ooo 

O.OOI 
0.002 

0.003 
0.004 
0.005 
0.006 
0.007 
0.008 
0.009 


O.OIO 
O.Ol  I 

0.012 

0.013 

0.014 
0.015 
0.016 
0.017 

0.018 

0.019 


.021 
.022 


0.023 
0.024 
0.025 
0.026 
0.027 
0.028 
0.029 


0.030 
o  031 
0.032 
0-033 

0.034 
0035 

0.036 

0.037 
0.038 

0.039 


0.040 
0.041 
0.042 

0.043 
0.044 
0.045 

0.046 

0.047 
0.048 

0.049 

0.050 


M73 

6,,,47  3 
''„473 
&„473 
6,.473 
6«473 
6„473 
6»47  3 
6„47  3 
6»47  3 


661 

660 
659 
658 

655 
652 
648 
643 
638 
632 


6„473  625 
6„473  618 
6„473  610 

M73 
6„473 
6„473 
6.(47  3 
6„473 
6„473  546 
6»473  533 


60 

591 
581 

570 
558 


6„473  519 
6»473  505 
6»473  489 
6»473  473 
6„473  457 
6,147  3  439 
6„473  421 
6„473  402 
6»473  383 
6i<473    363 


«473  342 

„473  320 

«473  =98 

„473  274 


«473 
„47  3 


251 
226 


«473  20 
«473  '75 


«473 
»473 


148 
12 


6«473  093 
6„473  064 
6«473  035 
6«473  005 
6«472  974 
6„472  942 
6„472  910 
6„472  877 
6„47  2  843 
6„472  809 
6«472  774 


14 

14 
16 
16 
16 
18 
18 
19 
19 


24 
23 
25 
25 
26 

27 
27 

28 

29 
29 

30 
31 
32 
32 
33 
34 
34 
35 


0.050  6„472  774 
0.051  6„472  738 
6„472  701 
6„472  664 
6„472  626 
6„472  587 
6„472  548 
6„47  2  508 
6„472  467 
6„472  425 


0.052 
0.053 
0.054 
0.055 
0.056 
0.057 
0.058 
0.059 


0.060 
0.061 
0.062 
0.063 
0.064 
0.065 
0.066 
0.067 
0.068 
0.069 


0.070 
0.071 
0.072 
0.073 
0.074 
0.075 
0.076 
0.077 
0.078 
0.079 


0.080 
0.081 
0.082 
0.083 
0.084 
0.085 
0.086 
0.087 
0.088 
0.089 


0.090 
0.091 
0,092 
0.093 
0.094 
0.095 
0.096 
0.097 
0.098 
0.099 
o.  100 


6«472 

6„472 

6«472 

6«472 

6„472 

6„472 

6„472 

6„472  067 

6„472  019 

6«47I  971 


383 
340 
296 
252 
207 
161 
114 


6»47i 
6/(47 1 
6„47i 
6«47i 
6„47i 
6„47i  663 
6„47i    610 

6«47i  555 
6„47i  500 

6„47i  444 


921 
871 
820 
769 
716 


388 
331 
273 
214 
155 
094 

034 


6«47i 

6«47i 

6»47I 

6«47I 

6„47i 

6„47' 

6«.47i 

6„470  972 

6„47o  910 

6„470  847 


6«470  783 
6«470  719 
6„470  654 
6„470  588 
6„470  521 
6„470  454 
6„470  386 
6„470  317 
6„470  248 
6„470  178 
6„47o  107 


36 

37 
37 
38 
39 
39 
40 

41 

42 


43 
44 
44 
45 
46 

47 
47 


50 
51 
51 
53 
53 
53 
55 
55 
56 

56 

57 
58 
59 
59 
61 
60 
62 
62 
63 

64 

64 
65 
66 

67 
67 
68 
69 
69 
70 
71 


O.IOO 
O.  lOI 

o.  102 
o.  103 
o.  104 
o.  105 
o.  106 
o.  107 
o.  108 
o .  T09 


O.  HO 
O.  III 
O.  I  12 

0.II3 

0.II4 
0.115 

o.  Ii6 

0.117 

o.  118 
0.119 


o.  120 

0.121 

0.122 

0.123 

o.  124 

0.125 
0.126 

o.  127 
o.  128 
0.129 


0.130 
0.131 
0.132 
0.133 
0.134 
0.135 
0.136 

o.  137 

0.138 
0.139 


o.  140 

0.141 
0.142 

0-143 
0.144 
0.145 

o.  146 

0-147 
0.148 
0.149 

0-150 


6„470  107 
6„47o  035 

6„469  963 
6„469  890 
6„469  816 
6,1469  742 
6„469  666 

6«469  590 
6„469  514 

6„469  437 


6,1469  3S9 
6„469  280 
6„469  200 
6„469  120 
6«469  039 
6«468  957 
6„468  875 
6„468  792 
6„468  708 
6„468   624 


6„468  538 
6„468  452 
6„468  366 
6„468  278 
6„46S  190 
6„468  101 
6„468  012 
6,1467  921 
6,1467  830 
6«467   738 


6,1467  646 
6«467  553 
6„467  459 
61,467 

6„467 
6„467 
6„467  076 
6„466  978 
6„466  880 
6,(466   781 


364 
269 

73 


6„466  681 
6„466  581 
6,(466  479 
6„466  378 
6„466  275 
6„466  172 
6„466  067 
6,(465  963 
6,1465  857 
6«465  751 
6„46s  644 


72 
72 
73 
74 
74 
76 
76 
76 
77 

78 

79 
80 
80 


82 
83 
84 
84 

86 

86 
86 
88 
88 

89 
89 

91 
91 
92 

92 

93 
94 
95 
95 
96 
97 
98 

98 
99 


100 
102 
101 
103 
103 
105 
104 
106 
106 
107 


0.150 
0.151 
0.152 
0.153 
0.154 

0.155 
o.  156 

0.157 
0.158 
0.159 


160 
161 
162 
163 
164 


o.  165 

0.166 

o.  167 

0.168 

o.  169 


o.  170 
0.171 
o.  172 
0.173 

0.174 

0.175 

o.  176 

0.177 
0.178 

o.  179 


.180 
.181 
.182 

.183 
.184 
.185 
.186 
.187 
.188 


,190 

191 
192 

193 
194 
195 

196 

197 
198 
199 

200 


6«46s  644 
6„465  536 
6,(465  427 
6«465  318 
6„465  208 
6«465  098 
6„464  986 
6„464  874 

6„464  761 
6„464  648 


6«464  533 
6„464  418 
6„464  302 
6,1464  186 
6„464  069 
6„463  951 
6«463  832 
6„463  712 
6,(463  592 
6,(463  471 


6,(463  350 

61,463  227 

6«463 
6,(462 

6„462  856 

6,(462  730 

6„462  604 

6,(462  477 

6„462  350 

6„462  221 


104 
980 


6„462  092 

6«46i  963 

6«46i  832 

6„46i  701 

6„46i  569 

6„46i  436 
6„46i 
6,(46 1 
6„46 


303 
169 

034 


6„46o  898 


6„46o  762 
6„46o  624 
61,460  486 
6„46o  348 
6„46o  208 
6„46o  068 
6,,459  927 
6„459  786 
6«459  643 
6„459  500 
6,,459  356 


.200 
.201 
.202 
.203 
.  204 
.205 
.  206 
.207 
.208 
.  209 


.210 
.  21 1 
.212 

213 
.214 
.215 
.216 

.217 


0.219 


0.220 
o.  221 
o.  222 
o.  223 
o.  224 
0.225 
0.226 
0.227 

0,228 

o.  229 


.230 

■  231 

■  232 
-233 
•  234 
-235 
.236 

,237 

.238 
.239 


6,(459 

6„459 
6„4S9 
6,(458 
6„458 
6„458 
6,(458 
6„458 
6,(458 
6,(458 


356 
212 
066 
920 

773 
626 

477 
328 

179 
028 


6,(457  877 

6,(457  725 

6,(457  572 

6„457  418 

6„457  264 

6,(457  109 

6„456  953 

6«456  796 

6«456  639 

61,456  481 


6,(456  -322 
6„456  163 
6„456  002 
6«455  841 
6«455  679 
6„455  517 
6,(455  353 
6„455  189 
6«455  024 
6,(454  859 


6«454  692 

6„454  525 

6,(454  357 
6«454 
6„454 

6,(453  849 

6„453  678 

6«453  506 

6,(453  334 

6,(453  161 


189 
019 


240 

241 
242 

243 
244 


6„452  987 
6„452  812 
6„452 
6„452 
6,(452 

245  6„452 

246  j  6„45i 

247|6„45i  747 

248;6„45i  567 

249l6„45i  386 

250  6„45i  205 


636 
460 
283 
105 
9 


553 
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±  « 

Q 

-J 

±  « 

Q 

—  J 

±  n 

Q 

—  J 

±  n 

Q 

—  _/ 

+  n 

Q         -J 

o.ooo 

O.OOI 
0.002 

0.003 
0.004 
0.005 

6„i88  807 
6„i88  805 
6„i88  798 
6„i88  787 
ft„i88  771 
6„i88  751 

1 1 
16 
20 

0.050 
0.051 
0.052 
0.053 
0.054 
Ö.055 

6„i83 

6„,i82 
6„i82 
6„i82 
6„i82 
6„i82 

202 

974 
742 

505 
264 
018 

228 

232 
237 
241 
246 

O.IOO 
0.  lOI 

0. 102 
0. 103 
0. 104 
0. 105 

6,|i66  065 
6„i65  598 
6„i65  127 
6„i64  651 
6„i64  170 
6„i63  684 

467 
471 
476 
481 
486 

492 
496 
501 

507 

0.150 
0. 151 

0.152 
0.153 
0.154 
0.155 

6„I36  353 

6„i35  619 
6„i34  879 
6»i34  133 
6«i33  381 
6„132  623 

734 
740 
746 
752 
758 
763 
770 
775 
781 

0.200 
0.201 
0. 202 
0.203 
0.204 
0.205 

6„o92  041 

6„o90  985 
6„o89  921 
6„o88  851 
6„o87  772 
6„o86  687 

1056 
1064 
1070 
■1079 
1085 
1093 

IIOO 

1108 
II15 

0.006 

0.007 

6„i88  726 
6„i88  697 

25 
29 

0.056 
o.o';7 

6„i8i 
6„i8l 

768 
512 

250 
256 

0. 106 

0. 107 

6„i63  192 
6„i62  696 

0. 156 

o.i57| 

6„i3i  860 
6„i3i  090 

0.206 
0.207 

6„o85  594 
6„o84  494 

0.008 
0.009 

6„i88  664 
6„i88  626 

33 

38 

0.058 
0,059 

6„i8i 
6„i8o 

253 
988 

259 
265 

0. 108 
0. 109 

6„i62  195 
6„i6i  688 

0.158 
0.159 

6,.i3o  315 
6»i29  534 

0.208 
0.  209 

6„o83  386 
6„o82  271 

42 

269 

512 

788 

1123 

O.OIO 

6„,i88  584 

0.060 

6„,i8o 

719 

0.  HO 

6„i6i  176 

516 

522 
527 
533 
537 
543 
547 
553 
559 

0. 160 

6„i28  746 

0.210 

6„o8i  148 

II 30 

1139 
1145 
1154 

1 161 

O.Ol  I 

0.012 
0.013 

6„i88  537 
6„i88  485 
6„i88  430 

47 
52 
55 
61 

65 
69 

0.061 
0.062 
0.063 

6„i8o 
6„i8o 
6»I79 

445 
167 
884 

274 
278 
283 
288 
292 
297 
302 
307 
3" 

0.  III 

0.  I  I  2 

0.113 

6„i6o  660 
6„i6o  138 
6„i59  611 

0. 161 
0.162 
0. 163 

6„i27  953 
6„i27  153 
6„i26  348 

793 
800 
805 
812 

0.211 
0.212 
0.213 

6„o8o  018 
6„078  879 
6„077  734 

0.014 

6„i88  369 

0.064 

6hI79 

596 

0.114 

6„i59  078 

0. 164 

6„i25  536 

817 
824 
830 
836 
843 

0.214 

6,1076  580 

0.015 
0.016 

6„,i88  304 
6„i88  235 

0.065 
0.066 

6,ii79 
6„I79 

304 
007 

0.II5 
0.II6 

6»! 58  541 
6»i57  998 

0, 165 
0.  i66 

6„i24  719 
6»I23  895 

0.  215 
0.216 

6,(075  419 
6„o74  250 

II69 

II77 

II85 

II92 

0.017 

6„i88  162 

73 

0.067 

6„i78 

705 

0.II7 

6„I57  451 

0. 167 

6„i23  065 

0.217 

6,(073  073 

0.018 

6„i88  083 

79 

82 

0.068 

6„I78 

398 

0.II8 

6„i56  898 

0.168 

6,|I22  229 

0.218 

6„o7i  888 

0.019 

6„,i88  001 

0.069 

6„T78 

087 

0. 119 

6„i56  339 

0. 169 

6„i2i  386 

0.219 

6„o7o  696 

87 

316 

563 

848 

I20I 

0.020 

6„i87  914 

0.070 

'>,»'77 

77' 

0.  120 

6„i55  776 

569 
574 
579 
58s 
590 

595 

60  I 

0.170 

6„i20  538 

85s 
861 
868 

874 
880 
886 
893 
899 
906 

0.  220 

6„o69  495 

1209 
I2I7 
1224 

1234 
I24I 
1250 
1258 
1266 
1275 

0.021 
0.022 
0.023 

6„i87  822 
6,„i87  726 
6„i87  625 

92 
96 

lOI 

0.071 
0.072 
0.073 

6„I77 
6„I77 
6„I76 

451 
125 

795 

320 
326 

330 

0.  121 

0.  122 
0.123 

6„I55  207 
6» 154  633 
6„i54  054 

0. 171 

0. 172 
0.173 

6„ii9  683 
6„ii8  822 
6„ii7  954 

0.  231 
0.222 
0.223 

6„o68  286 
6,to67  069 
6„o65  845 

0.024 
0.025 
0.026 

6„i87  520 
6„i87  4'o 
6„i87  296 

105 
110 
114 
118 
123 
128 

0.074 
0.075 
0.076 

6„i76  461 
6„I76  121 
6„I7S  777 

334 
340 
344 
349 
354 
359 

0.  124 
0.125 
0.  126 

6;,'53  469 
6„I52  879 
6„i52  284 

0.174 
0.175 
0. 176 

6„ii7  080 
6„ii6  200 
6„ii5  314 

0.224 
0.225 
0.226 

6„o64  611 
6„o63  370 
6„o62  120 

0.027 
0.028 

6„,i87  178 
6,,i87  055 

0.077 
0.078 

6„i75 
6»i75 

428 

074 

0.  127 
0.128 

6„i5i  683 
6,„i5i  077 

606 
61 1 

0.177 
0.178 

6„ii4  421 
6„H3  522 

0.227 
0.228 

6„o6o  862 
6„o59  596 

0.029 

6„i86  927 

0.079 

6»!  74 

7>5 

0.  129 

6„i5o  466 

o.i79!6„ii2  616 

0.  229 

6„058  321 

132 

363 

617 

913 

1283 

0.030 
0.03T 

6„i86  795 
6„i86  658 

137 

0.080 
0.081 

6,,' 74 
6„i73 

352 
984 

368 

373 
378 
383 
387 
392 
397 
402 
407 

0.  130 
0.131 

6«i49  849 
6,(149  227 

622 

627 

633 
639 

644 

650 

655 
660 

0. 180 
0.181 

6„iii  703 
6„iio  784 

919 

925 
932 
939 
945 
952 
959 
966 
972 

0.230 
0.231 

6„os7  038 
6„o55  746 

1292 
1300 

1309 
.318 
1326 

T  ^  ?fS 

0.032 
°-033 

6„i86  517 
6„i86  372 

141 

145 
150 

0.082 
0.083 

6„'73 
6„I73 

611 
233 

0.132 
0.133 

6„I48  600 
6»I47  967 

0.182 
0.183 

6„io9  859 
6„io8  927 

0.232 
0.233 

6„C54  446 
6„o53  137 

0.034 

6||i86  222 

0.084 

6„i72 

850 

0.134 

6„I47  328 

0.i84!6„i07  988 

0.234 

6„05i  819 

0.035 

6„i86  067 

^i^ 

0.085 

6„i72 

463 

0  135 

6„I46  684 

0.185  6„i07  043 
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5.(864  74° 

688 
688 
688 
690 
690 

0.006 
0.007 
0.008 
0.009 

5.,778 
5„778 
Sh778 
S,.778 

083 
116 
155 
197 

^7 

33 
39 

42 

0.056 
0.057 
0.058 
0.059 

5,(785 
5,(786 
5,(786 
5,(786 

785 
061 
342 
627 

0.  io6 
0. 107 
0. 108 
0. 109 

5,(804 
5,(8°5 
5,(805 
5«8o6 

793 
272 

755 
241 

0.156 
0.157 
0.158 
0.159 

5,(832  473 
5,(833  093 
5„833  714 
5,(834  337 

0.  206 
0.207 
0.208 
0.209 

5.(865  428 
5„866  116 
5„866  806 
5,(867  496 

48 

290 

490 

626 

690 

O.OIO 

S„778 

245 

53 
58 
63 

68 

73 
78 

83 
88 

94 

0.060 

5„786 

917 

294 
299 

303 
307 
312 

0. 1 10 

5((8o6 

731 

493 
496 
499 
503 
5°7 
509 

513 

516 

519 

0. 160 

5,(834  963 

627 
630 
631 
633 
635 
637 
639 
640 

643 

0.210 

5„868  186 

691 
692 
693 
693 
693 
694 
694 
695 
695 

O.OIl 

0.012 
0.013 
0.014 
0.015 

5»778 
5«778 
S,.778 
S«778 
5,.778 

298 
356 
419 
487 
560 

0.061 
0.062 
0.063 
0.064 
0.065 

5,(787 
5,(787 
5,(787 
5,(788 
5,(788 

211 

51° 
8.3 
120 
432 

0.  III 
0. 112 
0. 113 
0. 1 14 
0.115 

5,(8°7 
5,(807 
5,(808 
5„8o8 
5,(809 

224 
720 
219 

722 
229 

0. 161 
0. 162 
0.163 
0. 164 
0. 165 

5,(835  590 
5,(836  220 
5,(836  851 
5,(837  484 
5,(838  119 

0.211 
0.212 
0.213 
0.214 
0.215 

5.(868  877 
5,(869  569 
5„870  262 
5,(870  955 
5,(87i  648 

0.016 
0.017 
0.018 
0.019 

5,,778  638 
5h778  721 
5,(778  809 
5«778  903 

0.066 
0.067 
0.068 
0.069 

5,(788 
5,(789 
5,(789 
5„789 

749 
070 

395 
725 

3'7 
321 
325 
330 

0.116 
0.117 
0.118 
0. 1 19 

5,(809 
5,(8io 
5,(8io 
5,(8  II 

738 
251 
767 
286 

0. 166 
0. 167 
0.168 
0.169 

5,(838  756 
5,(839  395 
5,(840  035 
5,(840  678 

0.  216 
0.217 
0.218 
0.219 

5,(872  342 
5,(873  036 
5,(873  731 
5,1874  426 

9« 

334 

522 

644 

695 

0.020 
0.021 
0.022 
0.023 
0.024 
0.025 
0.026 
0.027 
0.028 
0.029 

S,.779 
S,,779 
5,,779 
5»779 
5,(779 
5,(779 
5,(779 
5,(779 
5,(779 
5,(780 

001 
104 
212 
325 
443 
566 
694 
827 
964 
107 

103 
io8 

113 

118 

123 

12« 
133 

•37 
'43 

.48 

0.070 
0.071 
0.072 
0.073 
0.074 
0.075 
0.076 
0.077 
0.078 
0.079 

5,(790 
5,(79° 
5,(79° 
5,(791 
5,(791 
5,(791 
5,(792 
5,(792 
5,(792 
5,(793 

059 
397 
740 
086 
437 
793 
152 
516 
884 
256 

338 
343 
346 
351 
356 
359 
364 
368 
372 

377 

0. 120 
0. 121 
0. 122 
0.123 
0. 124 
0.125 
0. 126 
0.127 
0. 128 
0.129 

5,(811 

5,(812 
5„8i2 
5,(813 
5,(813 
5„8l4 
5„8i5 
5  „8 15 
5,(816 
5,1816 

808 

333 
862 

394 
928 

465 
006 

550 
096 
645 

525 
529 
532 
534 
537 
541 
544 
546 
549 

553 

0. 170 
0.171 
0. 172 
0.173 
0.174 
0.175 
0. 176 
0.177 
0. 178 
0.179 

5,(841  322 
5,(841  967 
5,(842  615 
5.(843  264 
5,(843  915 
5,(844  567 
5,(845  221 
5,(845  876 
5,(846  533 
5,(847  192 

645 
648 
649 
651 
652 
654 

655 
657 
659 

659 

0.  220 
0.  221 
0.  222 
0.223 
0.224 
0.225 
0. 226 
0.  227 
0.228 
0.229 

5,(875  121 
5.(875  817 
5.(876  513 
5.(877  210 
5.(877  906 
5.(878  603 
5,(879  300 
5„879  998 
5,(880  695 
5,(881  393 

696 
696 

697 
696 

697 
697 
698 

697 
698 

698 

0.030 
0.031 
0.032 

5,(78° 
5„78o 
5„78o 

255 
407 
565 

152 
158 
162 

0.080 
0.081 
0.082 

5„793 
5,(794 
5,(794 

633 

013 

397 

380 
384 
389 
393 
396 
401 
404 
409 
412 

0. 130 
0.131 
0.132 

5,(8 17 
5,(817 
5„8i8 

198 
753 
311 

555 
558 
561 
563 
566 
569 
571 
575 
577 

0.180 
0.181 
0. 182 

5,(847  851 
5,(848  513 
5,(849  175 

662 
662 
665 
665 
667 
668 

0.230 
0.231 
0.232 

5.(882  091 
5,(882  788 
5,(883  486 

697 
698 
698 
698 
698 
698 
698 
697 
698 

0.033 
0.034 
0.035 

5,(780 
S„78o 
5,(781 

727 
895 
067 

168 

172 

T  -T7 

0.083 
0.084 
0.085 

5,(794 
5,(795 
5,(795 

786 
179 

575 

0-I33 
°I34 

0.135 

S„8i8 
5,(819 
5,(820 

872 

435 
001 

0.183 
0.184 
0.185 

5.(849  840 
5,(850  505 
5,(851  172 

0.233 

0.234 
0.235 

5,(884  184 
S„884  882 
5,(885  58° 

■0.036 
0.037 

5„78l 
5„78l 

244 
425 

'  J  1 

181 

187 
192 

0.086 
0.087 

5,(795 
5,(796 

976 
380 

0.136 
0.137 

5,(820 
5,(821 

570 
141 

0.186 

0.  187 

5„85i  840 
5,(852  509 

669 
671 
671 

0.236 
0.237 

5,(886  278 
5,(886  976 

0.038 
0.039 

5„78i 
S,(78l 

612 

804 

0.088 
0.089 

5,(796 
5,(797 

789 
201 

0.138 
0.139 

5.(821 
5,(822 

716 
293 

0.188 
0. 189 

5.(853  180 
5.(853  851 

0.  238 
0.239 

5„887  673 
5,(888  371 

196 

417 

579 

673 

698 

0.040 

5,(782 

000 

0.090 

5,(797 

618 

420 

424 
428 
432 
436 

439 
443 

0.140 

5,(822 

872 

582 
585 
587 
589 
592 

595 
597 
599 
601 

0. 190 

5.(854  524 

674 
675 
677 
677 
678 
680 
680 

0.240 

5,(889  069 

697 
697 
697 

697 
696 
696 
696 

695 
696 

694 

0.041 

5,(782 

201 

206 

210 

0.091 

5,(798 

038 

0.141 

5,(823 

454 

0. 191 

5((855  198 

0.241 

5.,889  766 

0.042 

S„782 

407 

0.092 

5,(798  462 

0. 142 

5,(824 

039 

0. 192 

5,(855  873 

0.242 

5.(890  463 

0.043 

5,(782 

617 

216 

0.093 

5,(798  890 

0.143 

5„824 

626 

0.193 

5,(856  550 

0.243 

5,(891  160 

0.044 

5,(782 

833 

220 

0.094 

5,(799 

322 

0.144 

5,(825 

215 

0.194 

5,(857  227 

0.244 

5,(891  857 

0.045 

0.046 

5,(783 
5,(783 

053 

278 

225 

0.095 
0.096 

5,(799 
5,(8°o 

758 
197 

0.145 
0. 146 

5,(825 
5,(826 

807 
402 

0-195 
0. 196 

5,(857  9°5 
5.(858  585 

0.245 
0.  246 

5,(892  553 
5,(893  249 

0.047 

5,(7  8  3 

508 

23° 

0.097 

5,(800 

640 

0. 147 

5,(826 

999 

0. 197 

5.(859  265 

681 
682 

0.247 

5,(893  945 

0.048 

5,(783 

742 

234 

239 
244 

0.098 

5„8oi 

087 

447 
451 
454 

0.148 

5,(827 

598 

0. 198 

5,(859  946 

0.248 

5.(894  640 

0.049 

5,(783  981 

0.099 

5„8oi 

538 

0.149 

5,(828 

199 

604 

0.199 

5„86o  628 

684 

0.249 

5.(895  336 

0.050  5„784 

225 

0. 100 

5,(801 

992 

0. 150 

5,(828 

803 

0.200  5„86i  312 

0.250 

5.(896  °3° 
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Tafel  VII. 

log  {P,«H}. 


±  m 

P 
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±m 

P 

—  J 

±  m 

P 

—  _/ 

±  m     P 

—  ^ 

+  m 

P 

—  ^ 

o.ooo 

O.OOI 
0.002 

0.003 

7.028 
7.028 
7.028 
7.028 

618 
617 
615 
612 

3 
5 
6 

7 

9 

10 

12 

0.050 
0.051 
0.052 
0.053 

7.026 
7.026 
7.026 
7.026 

920 
852 
782 

710 

68 
70 
72 

72 
75 
75 
77 
78 
80 

0. 100 
0. 101 
0. 102 
0. 103 

7.021  806 
7.021  669 
7.021  530 
7.021  389 

'37 
'39 
141 
141 

'43 
•45 
146 

•47 
•49 

0. 150 
0. 151 
0. 152 
0.153 

7.013 
7.013 
7.012 
7.012 

210 

002 
792 
581 

208 
210 
211 

0.200 
0. 201 
0.  202 
0.203 

7.001  021 
7.000  739 
7.000  456 
7.000  172 

282 
283 
284 
286 

0.004 
0.005 
0.006 
0.007 
0.008 
0.009 

7.028 
7.028 
7.028 
7.028 
7.028 
7.028 

607 
601 
594 
58s 
575 
563 

0.054 
0.055 
0.056 
0.057 
0.058 
0.059 

7.026 
7.026 
7.026 
7.026 
7  .026 
7.026 

638 

563 
488 
411 
333 
253 

0. 104 
0.105 
0. 106 
0. 107 
0. 108 
0. 109 

7.021  248 
7.021  105 
7.020  960 
7.020  814 
7.020  667 
7.020  518 

0.154 
0.155 
0. 156 
0.157 
0.158 
0.159 

7.012 
7.012 
7.011 
7.011 
7.011 
7.011 

369 
155 
940 
723 
505 
28S 

214 
215 

217 
218 
220 

0.204 
0.205 
0 .  206 
0.207 
0.208 
0.209 

6.999  886 
6.999  598 
6.999  309 
6.999  019 
6.998  727 
6.998  433 

288 
289 
290 
292 
294 

13 

81 

150 

221 

295 

O.OIO 

7.028 

550 

14 
16 
16 
19 
19 

0.060 

7 .  026 

172 

82 
84 
85 
86 
88 

0. 1 10 

7.020  368 

•5^ 
•53 

•54 
•56 
•57 
•59 
•59 
162 
162 

0.160 

7.011 

064 

0.  210 

6.998  138 

297 
298 
299 
301 
303 
304 
306 
307 
309 

O.Ol  I 

0.012 
O.Ol  3 
0.014 

7.028 
7.028 
7.028 
7.028 

536 

520 

504 
485 

0.061 
0.062 
0.063 
0.064 

7.026 
7.026 
7.025 
7.025 

090 
006 
921 
835 

0. 11 1 

0.  U2 
0.113 
0.  114 

7.020  217 
7.020  064 
7.019  910 

7.019  754 

0. 161 
0. 162 
0. 163 
0.164 

7.010 
7  .010 
7.010 
7.010 

842 
618 
392 
165 

224 
226 
227 
228 

0.  21 1 
0.212 
0.213 
0.214 

6.997  841 
6.997  543 
6.997  244 
6,996  943 

0.015 

7.028 

466 

0.065 

7.025 

747 

89 
91 
92 
93 

0.115 

7.019  597 

0. 165 

7.009 

937 

230 
231 
233 
234 

0.215 

6.996  640 

0.016 
0.017 
0.018 
0.019 

7.028 
7.028 
7.028 
7.028 

445 
422 
398 
373 

23 

24 
25 

0.066 
0.067 
0.068 
0 .  06g 

7.025 
7.025 
7.025 
7-025 

658 

567 
475 
382 

0.  116 

0. 117 
0.118 
0. 119 

7.019  438 
7.019  279 
7.019  117 
7.018  955 

0.166 
0. 167 
0.168 
0. 169 

7.009 
7.009 
7.009 
7.009 

707 
476 

243 
009 

0.216 
0.217 
0.218 
0.219 

6.996  336 
6.996  030 
6.995  723 
6.995  4^4 

26 

95 

164 

235 

3'o 

0.020 

7.028 

347 

28 

0.070 

7.025 

287 

96 

97 

99 

100 

102 

0.  120 

7.018  791 

166 

0.170 

7.008 

774 

238 
238 
240 
242 
242 
245 
246 
247 
249 

0.  220 

6.995  104 

312 
3^4 
3^5 
3^6 
3^8 
320 
321 
322 
325 

0.021 
0.022 
0.023 
0.024 

7.028 
7.028 
7.028 
7.028 

319 
290 

259 

227 

29 
31 
32 
33 
35 
36 
37 
39 

0.071 
0.072 
0.073 
0.074 

7.025 
7.025 
7.024 
7.024 

191 

094 

995 

895 

0.  121 
0.  122 
0.123 

0.124 

7.018  625 
7.018  45S 
7.018  290 
7.018  120 

167 
168 

170 
171 

172 

•74 
176 
176 

0. 171 
0. 172 
0.173 
0.174 

7.008 
7.008 
7.008 
7-007 

536 
298 
058 
816 

0.  221 
0.  222 
0.223 
0.  224 

6.994  792 
6.994  478 
6.994  '63 
6.993  847 

0.025 
0.026 
0.027 
0.028 
0.029 

7  ,028 
7.028 
7.028 
7.028 
7.028 

'94 
159 
123 
086 

047 

0.075 
0.076 
0.077 
0.078 
0.079 

7.024 
7.024 
7.024 
7.024 
7.024 

793 
690 
586 
480 
373 

103 

104 
106 

107 

0.  125 
0.  126 
0.  127 
0.128 
0.  129 

7.017  949 
7.017  777 
7.017  603 
7.017  427 
7.017  251 

0.175 
0. 176 
0.177 
0.178 
0.179 

7.007 
7.007 
7.007 
7.006 
7.006 

574 
329 
083 
836 
587 

0.225 
0.226 
0.227 
0.228 
0.  229 

6.993  529 
6.993  209 
6.992  888 
6.992  566 
6.992  241 

40 

108 

179 

250 

325 

0.030 
0.031 
0.032 
0-033 

7.028 

7.027 
7.027 
7.027 

007 
966 
923 
879 

41 
43 
44 
45 
47 
4« 
50 
5> 
52 

0.080 
0.081 
0.082 
0.083 

7.024 
7.024 
7.024 
7-023 

265 
155 

044 

931 

110 
11 1 

113 
114 

115 
"7 
118 

0.130 
0.  131 
0.132 

0.133 

7.017  072 
7.016  893 
7.016  712 
7.016  529 

•79 
181 

•83 
184 
185 
187 
188 

0. 180 
0.181 
0. 1S2 
0.183 

7.006 
7  .006 
7.005 
7.005 

337 
085 
832 
577 

252 
253 
255 
256 

257 

260 

0.  230 
0.231 
0.232 
0.233 

6.991  916 
6.991  588 
6.991  259 
6.990  929 

328 
329 
330 
332 
333 
336 
336 
338 
340 

0.034 
0-035 

7.027 
7.027 

834 

787 

0.084 
0.085 

7.023 
7.023 

817 
702 

0-134 
0.135 

7.016  345 
7.016  160 

0.184 
0.185 

7.005 
7.005 

32' 

064 

0.234 
0.235 

6.990  597 
6.990  264 

0.036 

7.027 

739 

0.086 

7.023 

585 

0.136 

7-015  973 

o.i86 

7.004 

804 

0.236 

6.989  928 

0.037 
0.038 

7.027 
7.027 

689 
638 

0.087 
0.088 

7.023 
7.023 

467 
348 

119 

0.137 
0.  138 

7.015  785 
7.015  596 

189 
191 

0.187 
0.188 

7.004 
7.004 

544 
282 

262 
264 

0.237 
0.238 

6.989  592 
5.989  254 

0.03g 

7.027 

5S6 

0 .  oSg 

7.023 

227 

0.139 

7.015  405 

0.189 

7.004 

018 

0.239 

6. 988  914 

54 

122 

•93 

265 

342 

0.040 

7.027 

532 

55 

0.090 

7.023 

105 

•24 
125 

126 
128 
129 
•31 

'32 

•33 
•35 
•36 

0.  140 

7.015  212 

'93 
196 
196 
198 
200 

0. 190 

7.003 

753 

266 

0.  240 

6.988  572 

342 
345 
346 
348 
349 
35^ 
352 

354 
356 

357 

0.041 
0.042 
0.043 

7  027 
7.027 
7.027 

477 
421 

363 

56 
5« 
59 
61 

0.091 
0.092 
0.093 

7.022 
7.022 
7  .022 

981 
856 

730 

0.  141 

0.  142 
0.143 

7.015  019 
7.014  823 
7.014  627 

0.  191 
0. 192 
0.193 

7.003 
7.003 
7.002 

487 
219 

949 

268 

270 
271 
272 

0.241 
0.  242 
0.243 

6.988  230 
6.987  885 
6-987  539 

0.044 

7.027 

304 

0.094 

7.022 

602 

0.144 

7.014  429 

0.194 

7.002 

67g 

0-244 

6.987  191 

0.045 

7.027 

243 

62 

0.09s 

'7.022 

473 

0.145 

7.014  229 

201 

0.195 

7.002 

406 

0.245 

6.986  842 

0.046 

7.027 

181 

63 
64 
66 
68 

0.096 

7.022 

342 

0.146 

7.014  028 

0.196 

7.002 

'32 

274 
276 
277 
278 
280 

0.246 

6.986  491 

0.047 

7.027 

118 

0.097 

7.022 

210 

0.147 

7.013  826 

204 
205 

0.197 

7.001 

856 

0.247 

6.986  139 

0.048 
0.049 

7.027 
7.026 

054 
988 

0.098 
0.099 

7.022 
7.021 

077 
942 

0.148 
0.149 

7.013  622 
7.013  417 

0. 198 
0.199 

7.001 
7.001 

579 
301 

0.248 
0-249 

6.985  785 
6.985  429 

0.050 

7.026 

920 

0. 100 

7.021 

806 

0.  150 

7.013  210 

0.200 

7.001 

021 

0.250 

6.985  072 
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±m 
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6,,338   27s 

0.047 

6,, 3 79   285 

0.097 

6,.374  326 

0.147 

6„365   858 

0.197 

6„353   775 

0.247 

61,337  920 

0.048 
0.049 

6„379   220 
6,,379   153 

0,098 
0.099 

6,i374   192 
6„374  056 

0.148 
0.149 

6„365  652 
6„365   445 

0.198 
0.199 

6ii353  496 
61,353   214 

0.248 
0-249 

61,337   563 
61,337   205 

0.050 

6„379  08s 

0. 100 

6„373   9'8 

0. 150 

6„365   236 

0.200 

61,352  932 

0.  250 

61,336  845 
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o.ooo 

O.OOI 
0.002 

0.003 
0.004 
0.005 
0.006 
0.007 
0.008 
0.009 


O.OIO 
O.OIl 

0.012 

0.013 
0.014 
0.015 
0.016 
0.017 
0.018 
0.019 


0.020 
0.021 
0.022 
0.023 
0.024 
0.025 
0.026 
0.027 
0.028 
0.029 


030 
031 

.032 

033 
,034 

035 
036 
,037 
,038 
■  039 


8.920  819 

8.920  821 
8.920  829 
8.920  842 

8.920  861 
8.920  884 
8.920  913 
8.920  946 
8.920  986 
8  921  030 


.921  079 
•92'  '34 


194 
259 


8.921 
8.921 

8.921  329 

8.921  405 

8.921  485 

8.921  571 

8.921  662 

8.921  758 


8.921  860 

8.921  966 

8.922  078 
8.922  195 
8.922  317 
8.922  444 
8.922  577 
8.922  714 

8.922  857 

8.923  005 


923  158 
923  316 

923  479 
923  647 
923  821 

923  999 

924  183 
924  372 

924  565 
924  764 


0.040 
0.041 
0.042 
0.04318 
o.044|  8 
0.045  '  8 
0.0461  8 
o.047j8 
o  048 , 8 
0.049  8 
0.050!  8 


924  968 

925  '77 
925  391 
925  610 

925  834 

926  064 


926 
926 


,98 

537 


926  781 

927  031 
927  285 


8 
13 
"9 
23 
29 

33 
40 
44 

49 

55 
60 

65 
70 
76 
80 
86 

91 
96 


06 
12 

17 
22 

27 
33 
37 
43 
48 

53 

58 
63 
68 

74 
78 
84 
89 
93 
99 

204 

209 
214 
219 
224 
230 

234 
239 

244 
250 

254 


0.050 
0.051 
0.052 
0.053 
0.054 
0.055 
0,056 
0.057 
0.058 
0.059 


0.060 
0.061 
0.062 
0.063 
0.064 
0.065 
0.066 
0.067 
0.068 
0.069 


0.070 
0.071 
0.072 
0.073 
0.074 
0.075 
0.076 
0.077 
0.078 
0.079 


0.080 
0.081 
0.082 
0.083 
0.0S4 
0.085 
0.086 
0.087 
0.088 
0.089 


0.090 
0.091 
0.092 
0.093 
0.094 
0.095 
0.096 
0.097 
0.098 
0.099 
o.  100 


8.927  285 

8.927  544 

8.927  808 

8.928  077 

8.928  351 
8.928  631 

8.928  915 

8.929  203 
8.929  497 
8.929  796 


8.930  100 
8.930  408 

8.930  722 

8.931  040 
8.931  363 

8.931  691 

8.932  024 
8.932  361 

8.932  704 

8.933  051 


933  403 

933  7&0 

934  '21 
934  488 

934  859 

935  234 

935  615 

936  000 
936  390 
936  784 


i.937  184 
i-937  587 
t.937  996 
i.938  409 
5.938  827 
i.939  249 
i.939  676 
i.940  107 

i-940  543 
i.940  984 


941  429 

941  878 

942  332 

942  791 

943  254 

943  721 

944  193 

944  669 

945  150 

945  635 

946  125 


259 
264 
269 

274 
280 
284 
288 
294 
299 

304 

308 

3'4 
3.8 

323 

328 

333 

337 
343 
347 

352 

357 
361 
367 
37' 
375 
381 

385 
390 
394 

400 

403 
409 

413 
418 
422 
427 
43' 
436 

441 

445 

449 
454 
459 
463 
467 
472 
476 
481 
485 
490 


o.  100 
o.  101 

O.  102 

o.  103 
o.  104 
o.  105 
o.  106 
o.  107 
0.108 

o.  109 


112 

"3 
"4 
"5 
116 
117 
118 
"9 


O.  122 

o.  123 
o.  124 
o.  125 
o.  126 

o.  127 

0.128 

o.  129 


130 

'3' 
'32 
133 
'34 
'35 
.36 

'37 
138 
139 


.140 
.141 
.142 
■'43 
•'44 
•'45 
.146 
.147 
.148 

•'49 
.150 


946  125 

946  619 

947  "7 

947  619 

948  126 

948  637 

949  '52 

949  672 

950  196 
950  724 


951  2S7 
95'  793 

952  334 

952  879 

953  428 

953  98' 

954  538 

955  'oo 

955  665 

956  235 


8.956  809 

8.957  386 

8.957  968 

8.958  554 

8.959  143 
8^959  737 

8.960  334 

8.960  936 

8.961  541 

8.962  151 


8.962  764 

8.963  381 

8.964  002 

8.964  627 

8.965  255 

8.965  887 

8.966  524 

8.967  163 

8.967  807 

8.968  454 


969 
969 
970 


105 

760 
4 


971  080 

971  746 

972  4'5 

973  088 

973  764 

974  444 

975  128 
975  815 
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498 
502 
507 
5" 
5'5 
520 

524 
528 

533 

536 

54' 
545 
549 
553 
557 
562 
565 
570 

574 

577 
582 
586 
589 
594 
597 
602 
605 
610 

6.3 

617 
621 
625 
628 
632 
637 
639 
644 

647 
651 

655 
658 
662 
666 
669 
673 
676 
680 
684 
687 


150 
'5' 
'52 
153 
154 
'55 
156 

'57 
158 

'59 


o.  160 
0.161 
0.162 
o.  163 
o.  164 
o.  165 

0.166 

o.  167 
o.i68 
o.  169 


o.  170 
o.  171 

O.  I"2 

0.173 
0.174 

0.175 

o.  176 
o.  177 
0.178 
0.179 


o.  180 
0.181 
0.182 
0.183 

o.  184 

0.185 
0.186 


o.  190 
o.  191 
o.  192 

0.193 
0.194 
0.195 

o.  196 
o.  197 

0.198 
0.199 

0.200 


!.97S  815 

(.976  505 
i.977  199 
(.977  897 
i.978  597 
!.979  302 
! .980  009 
i.980  721 
5.981  435 
i.982  153 


982  874 

983  599 

984  326 

985  057 

985  792 

986  529 

987  270 

988  014 

988  761 

989  Sil 


990  265 

991  022 
99'  781 

992  544 

993  3'o 

994  079 

994  851 

995  626 

996  404 

997  '85 


8.997  969 

8.998  756 

8.999  545 
9.000  338 
9.001 
9.001 
9.002  733 
9^oo3  537 

9.004  344 

9.005  154 


'34 
932 


9.005 
9.006 
9.007 
9.008 
9.009 
9.010 
9.010 
9.011 
9.012 
9.013 
9.014 


967 
782 
600 
421 

244 
070 
899 
730 

565 
401 
240 


690 
694 
698 

700 
705 

707 
712 

7'4 
718 

721 

725 
727 
73' 
735 
737 
74' 
744 
747 
750 

754 

757 
759 
763 
766 
769 
772 
775 
778 
781 

784 

787 
789 

793 
796 
798 
801 
804 
807 
810 

813 

815 
8i8 
821 

823 
826 
829 
83' 
835 
836 
839 


0.200 
o.  201 
o.  202 
0.203 
o.  204 
0.205 
o.  206 
o.  207 

0.208 
o.  209 


O.  221 

0.222 
0.223 

o.  224 

0.225 

o.  226 

o.  227 

0.228 

o.  229 


0.230 

o.  231 
0.232 

0.233 

0.234 
0.235 

o.  236 

0.237 
0.238 
0.239 


240 
241 
242 
■  243 
244 
245 

246 

247 
248 

249 
250 


9.014  240 

9.015  082 

9.015  927 

9.016  774 

9.017  623 
9.018 
9.019 
9.020 
9.021  046 
9.021  908 


475 
330 
187 


9.022  772 

9.023  639 

9.024  508 
9^025  379 

9.026  253 

9.027  129 

9.028  007 

9.028  888 

9.029  771 

9.030  656 


9.031 
9.032 


543 
433 


9-033  325 


9 
"5 


034 
035 
036  013 

036  914 

037  816 

9.038  721 

9.039  628 


,040  536 
,04!  447 
,042  360 
,043  275 
192 
1 II 


044 
045 
9.046  032 

9.046  955 

9.047  880 

9.048  806 


9.049 
9.050 
9.051 
9.052 

9^053 
9.054 

9^055 
9.056 
9.057 
9.058 
9.059 


735 
665 

598 
532 
468 
406 
345 
287 
230 

'75 
121 


842 
845 
847 
849 
852 
855 
857 
859 
862 

864 

867 
869 
871 

874 
876 
878 
881 
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885 
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890 
892 

894 
896 
898 
901 
902 

905 
907 

908 

911 

9'3 
9'5 
917 
919 
921 
923 
925 
926 

929 

930 
933 
934 
936 

938 
939 
942 
943 
945 
946 
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o.ooo 

8„920 

819 

0.050 

8  „9 18 

642 

88 
90 

0. 100 

8„9I2 

045 

178 

1  80 

0.150 

8„900 

822 

274 
276 

277 
280 

0.200 

8„884  607 

379 
381 

383 
386 
388 
390 
392 
394 
397 

O.OOI 

8„q20 

818 

' 

0.051 

8„9i8 

554 

0.  101 

8„9" 

867 

0.  151 

8„90o 

548 

0.  20I 

8„884  228 

0.002 

8„920 

815 

3 

0.052 

8„9i8 

464 

0. 102 

8„9I1 

687 

182 

0.152 

8„9oo 

272 

0.  202 

8„883  847 

0.003 

8„92o 

811 

4 
6 
8 
9 

0.053 

8  „9 18 

372 

92 
93 
96 

97 
98 

0. 103 

8„9" 

505 

184 
186 

0.153 

8„899 

995 

0.  203 

8„883  464 

0.004 

8„920 

805 

0.054 

8  „9 18 

279 

0. 104 

8„9" 

321 

0.154 

8„899 

7'5 

282 

0.204 

8„883  078 

0.005 
0.006 

8  „9  20 
8  „9  20 

797 
788 

0.055 
0.056 

8„9l8 
8„9'8 

183 
086 

0. 105 
0.106 

8„9" 
8„9io 

•35 
948 

187 
189 

•9' 

'94 

0.155 
0.156 

8«899 
8„899 

43  3 
•49 

284 
286 

0.205 
0.206 

8„882  690 
8„882  300 

0.007 

8„920 

776 

1 2 

0.057 

8„9I7 

988 

0. 107 

8„9io 

759 

0.157 

8,898 

863 

288 
290 

0.207 

8„88l  908 

0.008 
0.009 

8,t92o 
8  „9  20 

763 
748 

•3 
15 

0.058 
0.059 

8„9I7 
8«9I7 

887 

785 

101 

102 

0. 108 
0. 109 

8„9io 
8„9io 

568 

374 

0.158 
0.159 

8„898 
8„898 

575 
285 

0.  208 
0.209 

8„88i  514 
8„88l  117 

16 

104 

194 

291 

399 

O.OIO 

8,i920 

732 

18 
20 

0.060 

8„9I7 

681 

106 
108 
109 

0. 110 

8„9Io 

180 

'97 
'99 
200 
203 
204 
206 
208 
210 

0. 160 

8,,897 

994 

294 
296 
298 

«Ol 

0.210 

8„88o  718 

401 
403 
406 
408 
411 
412 

4'5 
418 
419 

O.Ol  I 

0.012 
O.Ol  3 

8,i920 
«»920 
8  „9  20 

714 
694 
672 

0.061 
0.062 
0.063 

8»9I7 
8,,917 
8„9I7 

575 
467 
358 

0.111 
0.112 
0.113 

8„909 
8„909 
8„909 

983 

784 
584 

0.161 
0.  162 

0. 163 

8„897 
8„897 
8„897 

700 

404 
106 

0.21 1 
0.212 
0.  213 

8„88o  317 
8„879  914 
8„879  508 

0.014 

8„920 

649 

23 

26 

0.064 

8  „9 17 

246 

"3 
114 
"7 
118 

120 

0. 114 

8  „909 

381 

0. 164 

8,1896 

805 

302 
304 
306 

308 

0.  214 

8„879  'oo 

0.015 

8„920 

623 

0.065 

8„9I7 

133 

0.115 

8„909 

•77 

0. 165 

8„896 

503 

0.215 

8„878  689 

o.oi6 

8„920 

596 

27 

0.066 

8„917 

019 

0.116 

8„908 

971 

0. 166 

8„896 

'99 

0.216 

8„878  277 

0.017 

a„920 

568 

0.067 

8  »9 16 

902 

0.117 

8„908 

763 

0. 167 

8„895 

893 

0.217 

8„877  862 

0.018 

8,„920 

537 

31 
31 

0.068 

8,.9i6 

784 

0.118 

8  „90  8 

553 

0.168 

8„895 

585 

^11 

0.218 

8„877  444 

o.oig 

8  „9  20 

50s 

32 

0.069 

8„,9i6 

664 

0. 119 

8,,908 

341 

0. 169 

8  „8  9  5 

274 

i  *  * 

0.21g 

8„877  025 

34 

122 

214 

3'2 

422 

0,020 

8„920 

471 

0.070 

8„9>6 

542 

0. 120 

8„9o8 

127 

215 
218 

0. 170 

8„894  962 

3'5 
316 

3'9 

320 
323 
325 
327 
329 
331 

0.  220 

8„876  603 

425 
426 
429 
432 

433 
436 

439 

44' 
443 

0.021 

8  „9  20 

436 

35 
38 

0.071 

8„9i6 

418 

124 
125 
128 
129 

13' 
132 

0.121 

8„907 

912 

0.I7I 

8  „894 

647 

0.  221 

8„876  178 

0.022 

8„920 

398 

0.072 

8„9i6 

293 

0. 122 

8„9°7 

694 

219 
221 

223 
226 
227 
229 
230 

0.172 

8„894 

33' 

0.  222 

8„875  752 

0.023 
0.024 
0.025 

8„920 
8„920 
8„920 

359 
318 
276 

39 
41 
42 

0.073 
0.074 
0.075 

8„9i6 
8„9i6 
8„9'5 

165 
036 
905 

0.123 
0.124 
0.125 

8„907 
8„907 
8  „90  7 

475 
254 
031 

0.173 

0.174 
0.175 

8„894 
«»893 
8„893 

012 
692 
369 

0.  223 
0.  224 
0.225 

8„875  323 
8„874  89' 
8„874  458 

0.026 

8„92o 

231 

45 
46 

48 

0.076 

8„9i5 

773 

0. 126 

8  „906 

805 

0. 176 

8„893 

044 

0.  226 

8„874  022 

0.027 

8„920 

185 

0.077 

8„91S 

638 

135 
136 
•38 

0.127 

8„9o6 

578 

0.177 

8„892 

7'7 

0.  227 

8„873  583 

0.028 

8  „9  20 

137 

0.078 

8„9'5 

502 

0.128 

8„9o6 

349 

0. 178 

8„892 

388 

0.228 

8„873  '42 

0.029 

8„920 

088 

49 

0.079 

8„9i5 

364 

0.129 

8„9o6 

119 

0. 179 

8„892 

057 

0.229 

8„872  699 

52 

140 

233 

334 

446 

0.030 
0.031 
0.032 

8„920 
8„9I9 
««919 

036 
983 
928 

53 
55 
56 
58 
61 
61 
64 
65 
67 

0.080 
0.081 
0.082 

8  »9 15 
8„9I5 
8„9i4 

224 
082 
939 

142 

143 
146 

0. 130 
0.131 
0.132 

8„905 
8„905 
8„905 

886 
651 

4'5 

235 
236 

239 
240 

243 
244 

0. 180 
0.181 
0.182 

8„89i 
8,(891 
8„89' 

723 
388 
050 

335 
338 
339 
342 
344 
346 
348 
35' 
352 

0.230 
0.231 
0.  232 

8„872  253 
8„87i  805 
8„87'  355 

448 
450 
453 
455 
458 
460 

463 
465 
467 

0-033 

8  «9 19 

872 

0.083 

8„9I4 

793 

0.133 

8  „90  5 

176 

0.183 

8„890 

7'  I 

0-233 

8„87o  902 

0.034 

8„9I9 

814 

0 .084 

8„9I4 

646 

147 

0.134 

8  »904 

936 

0. 184 

8„S90 

369 

0.234 

8,.87o  447 

0.035 

«„919 

753 

0.085 

8„914 

497 

•49 
150 

o->35 

8  „904 

693 

0.18s 

8„890 

025 

0-235 

8„869  989 

0.036 

8,,9I9 

692 

0.086 

8„914 

347 

0. 136 

8„904 

449 

0.186 

8„889 

679 

0.  236 

8„869  529 

0.037 
0.038 
0.039 

8»919 
8»9I9 
81.919 

628 

563 
496 

0.087 
0.088 
0.089 

8  „9 14 
8„9I4 
8„9I3 

194 
040 
884 

'53 

'54 
156 

0.13- 
0.138 
0.139 

8n904 
8„903 
8»9°3 

202 

954 
704 

247 
248 
250 

0.187 
0.188 
0. 189 

8„889 
8„888 
8,(888 

33' 
980 
628 

0.237 
0.238 
0-239 

8,1869  066 
8„868  601 
8„868  134 

69 

158 

252 

355 

470 

0.040 

8h919 

427 

0. 090 

8,,9I3 

726 

160 
162 

0. 140 

8„903 

452 

254 
256 
258 

260 

0. 190 

8„888 

273 

357 

359 
761 

0.  240 

8„867  664 

473 
474 
478 
480 
482 
485 
488 

489 
493 
495 

0.041 
0.042 

8,,919 
8„9I9 

356 
284 

7' 
72 
74 
76 
78 

0.091 
0.092 

8»9i3 
8„9I3 

566 
404 

0.141 
0. 142 

8,1903 
8„902 

198 
942 

0. 191 

0.192 

8„887 
8„887 

916 

557 

0.241 
0.  242 

8„867  191 
8„866  717 

0.043 

8„9'9 

210 

0.093 

8„9I3 

241 

IO_j 

166 

0.143 

8„902 

684 

0.193 

8„887 

196 

^01 

363 
366 

367 
370 

0.243 

8„866  239 

0.044 

8»9I9 

134 

0.094 

8„9I3 

075 

167 

0.144 

8„902 

424 

262 

0.194 

8„886 

833 

0.244 

8„865  759 

0.045 

8,,919 

056 

0.095 

8„9I2 

908 

169 

1  T  I 

0.145 

8  „90  2 

162 

264 
266 

0.195 

8„886 

467 

0.245 

8,1865  277 

0.046 

8„9i8 

977 

79 
81 

83 
85 
86 

0.096 

8„912 

739 

0. 146 

8„90^ 

898 

0. 196 

8„886 

100 

0.246 

8„864  792 

0.047 

8  „9 18 

896 

0.097 

8„912 

568 

0.147 

8„90i 

632 

268 
270 
272 

0.197 

8,1885 

730 

0.247 

8„864  304 

0.048 
0.049 

8„9'8 
8„9i8 

813 
728 

0.098 
0. 099 

8„912 
8„912 

396 

221 

172 

•75 
176 

0.148 
0.149 

8„90i 
8„9°^ 

364 
094 

0.198 
0.199 

8„885  358 
8„884  983 

372 
375 
376 

0.248  8„863  815 
0.249  8„863  322 

0.050 

8„9i8 

642 

0. 100 

8„9I2 

045 

0. 150 

8„900 

822 

0.  200 

8„884  607 

0  250  8„862  827 

—     567     - 

Tafel  Vin. 

los  [Q2Hn]}- 


+  « 

1 

Q 

1 

—  J 

±  n 

Q 

—  J 

±  n 

Q 

—  J 

±  n 

Q 

—  J 

±  n 

Q 

—  J 

o.ooo 

7«6i9  789 

Q 

0.050 

7„6i9  762 

3 

2 

0. 100 

7„6i9  354 

17 
•9 
18 
20 

19 
21 

0. 150 

7„6i7  585 

60 

0.200 

7„6i2  784 

142 
<45 
147 
149 
151 
153 
156 
158 
161 

O.OOI 

7»6i9  789 

Q 

0.051 

7„6i9  759 

0. 101 

7,,6i9  337 

0. 151 

7,(617  525 

61 
62 
63 
64 
66 
6- 

0.201 

7,i6i2  642 

0.002 

0.003 
0.004 
0.005 
0.006 

7»6i9  789 
7,.6i9  789 
7„6i9  789 

7«6i9  789 
7„6i9  789 

0 
0 
0 
0 

0.052 

0.053 
0.054 
0.055 

0.056 

7,.6i9  757 
7,,6i9  754 
7»6i9  752 
7„6i9  749 
7„6i9  746 

3 

2 

3 
3 
3 

3 

4 

0. 102 
0. 103 
0. 104 
0. 105 
0. 106 

7„6i9  318 
7„6i9  300 
7„6i9  280 
7„6i9  261 
7„6i9  240 

0.15.2 

0.153 

0.154 
0.155 
0. 156 

7,(617  464 
7,(617  402 

7,(617  339 
7,(617  275 
7„6i7  209 

0.  202 
0.203 
0.204 
0. 205 
0.206 

7,(612  497 
7,(612  350 
7„6i2  201 
7,i6i2  050 
7,(611  897 

0.007 
0.008 

7»,6l9  789 
7„6i9  789 

0 
0 

0.057 
0.058 

7»6i9  743 
7 „6 19  740 

0. 107 
0. 108 

7,1619  219 
7„6i9  198 

21 
23 

0.157 
0. 158 

7„6i7  142 
7,(617  074 

68 
70 

0.  207 
0.  208 

7,(611  741 
7,(611  583 

0.009 

7„6ig  789 

0.059 

7„6i9  736 

0. 109 

7,,6l9  175 

0.159 

7,(6 17  004 

0.  209 

7„6ii  422 

0 

3 

22 

71 

163 

O.OIO 
O.Ol  I 

7„6l9  789 
7„6i9  789 

0 
0 

0.060 
0.061 

7,(619  733 
7,,6i9  729 

4 
4 

0. 110 
0.111 

7n6i9  153 
7„6i9  129 

24 
24 
25 
25 
26 

27 
28 
28 
29 

0. 160 
0. 161 

7„6i6  933 
7„6i6  861 

72 
74 
75 
76 
78 
79 
81 

83 
83 

0.  210 
0.  21 1 

7,(611  259 
7,(611  094 

165 
168 

0.012 

7,,6i9  789 

0.062 

7,fiig   725 

0.112 

7„6i9  105 

0. 162 

7„6i6  787 

0.212 

7„6io  926 

O.Ol  3 
0.014 
0.015 

7„6i9  789 
7„6i9  789 

7„6i9  789 

0 
0 
0 

0.063 
0.064 
0.065 

7.1619  721 
7„6l9  716 
7„6i9  711 

4 
5 
5 
5 
5 
5 

6 

0.113 
0. 114 
0.115 

7,,6i9  080 
7„6i9  055 
7„6i9  029 

0. 163 
0. 164 
0. 165 

7,(616  712 
7„6i6  636 
7,(6 16  558 

0.213 
0.214 
0.215 

7,(6 10  756 
7,(6 10  584 
7„6io  408 

170 
172 
176 
177 
180 
183 
186 

0.016 
0.017 
0.018 

7„6i9  788 
7„6i9  788 
7„6i9  788 

0 
0 

0.066 
0.067 
0,068 

7»6>9  706 
7„6i9  701 
7„6i9  696 

0.  n6 
0.117 
0. 118 

7„6i9  002 
7„6i8  974 
7„6i8  946 

0. 166 
0. 167 
0.168 

7,(616  479 
7,(616  398 
7„6i6  315 

0.216 
0.217 
0.218 

7,(610  231 
7„6io  051 
7„6o9  868 

0.019 

7,,6i9  788 

0.069 

7,1619  690 

0. 119 

7„6i8  917 

0. 169 

7,(616  232 

0.219 

7„6o9  682 

0 

5 

30 

86 

188 

0.020 
0.021 
0.022 

7„6i9  78S 
7„6i9  78 8 
7„6i9  788 

0 
0 

0.070 
0.071 
0.072 

7„6i9  685 
7„6i9  678 
7„6i9  672 

6 
6 

7 
8 
7 
8 
8 
8 

0. 120 
0. 121 

0.  122 

7„6i8  887 
7„6i8  857 
7„6l8  826 

30 
3> 
32 

33 
34 
34 
35 

37 
36 

0. 170 
0.171 

0. 172 

7,(6 16  146 
7„6i6  059 
7,(615  971 

87 
88 
90 
9« 
94 
94 
97 
98 
100 

0.  220 
0.  221 
0.222 

7„6o9  494 
7,(609  503 
7„6o9  110 

191 

'93 
196 
199 
202 

0.023 

7„6i9  788 

0 

0.073 

7„6i9  666 

0.123 

7„6i8  794 

0.173 

7,(615  881 

0.  223 

7,(608  914 

0.024 
0.025 

7,„6i9  787 
7„6i9  787 

0 

0.074 
0.075 

7„6i9  659 
7„6i9  651 

0.124 
0.125 

7„6i8  761 
7„6i8  727 

0. 174 
0.175 

7„6i5  790 
7,(615  696 

0.224 
0.225 

7„6o8  715 
7,(608  513 

0.026 

0.027 

0.028 
0.  029 

7„6i9  787 
7„6i9  786 
7„6i9  786 
7„6i9  786 

0 

0 
0 

0.076 

0.077 
0.078 

0.079 

7„6i9  644 
7„6i9  636 
7„6i9  628 
7„6i9  620 

0. 126 

0.  127 
0.128 

0. 129 

7,,6i8  693 
7,1618  658 
7„6i8  621 
7„6i8  585 

0. 176 
0.177 
0.178 
0.  I  79 

7,(615  602 
7„6i5  505 
7,(615  407 
7,(615  307 

0. 226 

0.227 
0.228 
0.229 

7,(608  309 
7„6o8  101 
7„6o7  891 
7„6o7  678 

204 
208 
210 
213 

1 

9 

38 

101 

216 

0.030 
0.031 
0.032 

0.033 
0.034 

7„6i9  785 
7»6i9  785 
7,.6i9  784 
7„6i9  784 
7„6i9  783 

0 

0 
1 

0.080 
0.081 
0.082 
0.083 
0.084 

7„6i9  611 
7„6i9  602 
7„6i9  592 
7„6i9  583 
7„6l9  573 

9 
10 

9 
10 
1 1 

0.130 
0.131 
0.132 
0.133 
0.134 

7„6i8  547 
7„6i8  508 
7 „6 18  .;68 
7,.6i8  428 
7„6i8  386 

39 
40 
40 
42 
42 
43 
45 
45 
46 

0. 180 
0. 181 
0. 182 
0. 183 
0. 184 

7,(615  206 
7,(615  102 
7„6i4  997 
7,(614  891 
7,(614  782 

104 
105 
106 
109 
110 

0.  230 
0.231 
0.232 
0.233 
0.234 

7„6o7  462 
7„6o7  243 
7„,6o7  021 
7„,6o6  796 
7„6o6  569 

219 

222 
225 
227 
231 

235 

237 
240 
244 

0.035 

0.036 

7„6ig  782 
7»6i9  7S1 

0.085 
0.086 

7„6i9  562 
7„6l9  551 

1 1 
II 

12 

0.135 
0.136 

7„6i8  344 
7„6i8  301 

0.185 
0.186 

7,(614  672 
7,(614  560 

112 
H5 
115 

118 

0.235 
0.236 

7,(606  338 
7„6o6  103 

0.037 
0.038 

0.039 

7„6i9  781 
7„6i9  780 
7„6i9  779 

1 

1 

0.087 
0.088 
0.0S9 

7„,6i9  540 
7„6i9  528 
7„6i9  516 

0.137 
0.138 

0.139 

7„6i8  256 
7„6i8  211 
7„6i8  165 

0.187 
0.188 
0. 189 

7,(614  445 
7,(614  330 
7„6i4  212 

0.237 
0.238 
0.239 

7„6o5  866 
7„6o5  626 
7,(605  382 

I 

1  2 

48 

120 

246 

0.040 
0 .  04 1 

7„6l9  778 
7„6i9  776 

2 

0.090 
0.091 

7„6i9  504 
7„6i9  491 

13 

0.140 
0.141 

7„6i8  117 
7,,6i8  069 

48 
50 
50 
52 
52 
54 
55 
56 
57 
58 

0.  190 
0.191 

7,(614  092 
7,(613  970 

122 

123 
126 
128 
129 
132 

134 
136 
138 

140 

0.  240 
0.241 

7,(605  136 
7„6o4  886 

250 

254 
256 
260 
264 
266 

0.042 

0.043 
0.044 

7,,6l9  775 
7„6i9  774 

7„6i9  773 

I 

0.092 

0.093 
0.094 

7„6i9  478 
7„6i9  464 
7„6i9  450 

'  3 

14 
14 
'5 
15 
16 
16 
17 
17 

0.142 
0.143 
0.144 

7„6i8  019 
7„,6i7  969 
7,(617  917 

0. 192 

0-I93 
0.194 

7,(613  «47 
7,(613  721 
7,(613  593 

0.242 
0.243 
0.244 

7„6o4  632 
7,(604  376 
7„6o4  116 

0.045 

7,i6i9  771 

2 
1 

0.095 

7„6i9-,435 
7„6i9  '420 
7„6i9  404 

0.145 

7,(617  865 

0.195 

7,(613  464 

0.245 

7,(603  852 

0.046 

0.047 

7„6i9  769 
7„6i9  768 

0.096 
0.097 

0.146 
0.147 

7„6i7  8.11 
7,(617  756 

0. 196 
0.197 

7,(613  332 
7„6l3  198 

0.246 

0.247 

7,(603  586 
7,(603  315 

271 
273 
277 
281 

0.048 

7„6i9  766 

2 

0.098 

7 „6 19  388 

0.148 

7,(617  700 

0.198 

7„6i3  062 

0.248 

7„6o3  042 

0.049 

0.  050 

7„6ig  764 
7„6i9  762 

2 

0.099' 

0.  100 

7„6i9  37' 
7„6i9  354 

0.149 
0.  150 

7,(617  643 
7,(617  S85 

0.199 
0.200 

7,(612  924 
7,(6 12  784 

0.249 
0.250 

7„6o2  765 
7„6o2  484 

568 


Tafel  Vin. 


los  {Qi'{n))- 


±  n 

Q 

—  _/ 

±H 

Q 

—  J 

it  n 

Q 

—  J 

±  n 

Q 

—  J 

±  » 

Q 

—  J 

o.ooo 

8. 184  060 

0.050 

8.182  083 

80 
81 

0. 100 

8.176 

115 

160 

0. 150 

8. 166  045 

244 
247 
247 
250 

251 
253 
255 
257 
258 

0.200 

8.151  676 

333 

335 
336 
339 

O.OOI 

8.184  059 

I 

0.051 

8.182  003 

0.  lOI 

8.175 

955 

163 

164 
165 
167 
169 
171 
172 
"74 

0.151,8. 165  801 

0. 201 

8.151  343 

0.002 

8.184  057 

0.052 

8. 181  922 

84 
84 
87 
88 

0. 102 

8.175 

792 

0. 152 

8.165  554 

0.202 

8.151  008 

0.003 

8.184  053 

4 

5 

0.053 

8. 181  838 

0. 103 

8.175 

628 

0.153 

8.165  307 

0. 203 

8. 150  672 

0.004 

8. 184  048 

0.054 

8. 181  754 

0. 104 

8.175 

463 

0.154 

8.165  057 

0.204 

8.150  333 

340 

0.005 

8.184  040 

8 
1 1 

0.055 

8.181  667 

0. 105 

8.175 

296 

0. 155 ' 8. 164  806 

0.205 

8.149  993 

343 
344 
346 
348 

0.006 
0.007 

8.184  032 
8.184  021 

0.056 
0.057 

8.181  579 
8. 181  490 

89 
92 
92 

0. 106 

0. 107 

8.175 
8.174 

127 
956 

0. 156  8. 164  553 
0. 157  8.164  298 

0. 206 
0.207 

8.149  650 
8.149  306 

0.008 

8. 184  010 

0.058 

8. 181  398 

0. 108 

8.174 

784 

0.158 

8.164  041 

0.208 

8.148  960 

0.009 

8.183  996 

14 

0.059 

8. 181  306 

0. 109 

8.174 

610 

0.159 

8.163  783 

0. 209 

8.148  612 

15 

95 

175 

260 

349 

O.OIO 
O.Ol  I 

0.012 
0.013 

8.183  981 
8.183  965 
8.183  947 
8.183  927 

16 
18 

20 

0.060 
0.061 
0.062 
0.063 

8.181  211 
8.181  115 
8.181  018 
8.180  919 

96 
97 
99 

0. 110 
0.111 
0. 112 
0.113 

8.174 
8.174 
8.174 
8.173 

435 
258 

079 
898 

177 
■79 
181 
182 

0. 160 
0. 161 
0. 162 
0. 163 

8.163  523 
8.163  ^61 
8.162  998 
8.162  733 

262 
263 
265 
267 
269 
270 
273 
273 
276 

0.210 
0. 211 
0. 212 
0.213 

8.148  263 
8.147  911 
8.147  558 
8.147  203 

352 
353 
355 
358 

359 
360 
363 

365 
366 

0.014 
0.015 
0.016 

8.183  905 
8.183  883 
■8.183  858 

22 
22 

25 
26 
28 
29 

0.064 
0.065 
0.066 

8.180  818 
8. 180  715 
8.180  611 

103 
104 

0.114 
0.115 
0.116 

8.173 
8.173 
8.173 

716 
532 
347 

184 
185 
187 
189 
190 

0. 164 
0. 165 
0. 166 

8.162  466 
8.162  197 
8.161  927 

0.214 
0.215 
0. 216 

8.146  845 
8.146  486 
8.146  126 

0.017 

8.183  832 

0.067 

8.180  506 

105 

0. 1 17 

8.173 

160 

0. 167 

8. 161  654 

0. 217 

8.145  763 

0.018 

8.183  804 

0.068 

8.180  399 

107 
109 

0. 118 

8.172 

971 

0.168 

8.161  381 

0.218 

8.145  398 

0.019 

8.183  775 

0.069 

8.180  290 

0.119 

8.172 

781 

0. 169 

8. 161  105 

0. 219 

8.145  032 

31 

1 1 1 

192 

278 

369 

0.020 

8.183  744 

3^ 

i 

38 
41 
42 
43 

45 

0.070 

8.180  179 

0. 120 

8.172 

589 

194 
196 

197 
198 

0. 170 

8. 160  827 

279 
281 
283 
284 
286 

0. 220 

8.144  663 

370 
372 
374 

377 

0.021 

0.022 

8. 183  712 
8.183  678 

0.071 
0.072 

8.180  067 
8.179  954 

"3 
115 

117 
119 

1  20 

0. 121 

0. 122 

8.172 
8.172 

395 
199 

0.171 
0.172 

8.160  548 
8. 160  267 

0.221 
0.222 

8.144  293 
8.143  921 

0.023 

8.183  642 

0.073 

8.179  839 

0.123 

8.172 

002 

0.173 

8.159  984 

0.223 

8.143  547 

0.024 

8.183  605 

0.074 

8.179  722 

0.124 

8.171 

804 

0.174 

8.159  700 

0.224  8.143  170 

377 
380 
382 
384 
385 

0.025 

8.183  567 

0.075 

8.179  603 

0.125 

8.171 

603 

202 

0.175 

8.159  414 

288 

0.225 . 8. 142  793 

0.026 

8.183  526 

0.076 

8.179  483 

121 

0.126 

8. 171 

401 

204 
205 
207 

0.176 

8.159  126 

290 

292 
293 

0. 226, 8. 142  413 

0.027 

8.183  484 

0.077 

8.179  362 

124 
125 

0. 127 

8. 171 

197 

0.177 

8.158  836 

0.227 

8.142  031 

0.028 
0.029 

8.183  441 
8.183  396 

0.078 
0.079 

8.179  238 
8.179  113 

0.128 
0. 129 

8.170 
8.170 

992 
785 

0. 178 
0.179 

8.158  544 
8.158  251 

0.228 
0.  229 

8. 141  647 
8.141  262 

47 

126 

209 

295 

388 

0.030 

8.183  349 

48 
50 
51 

53 
55 
56 
58 
59 
61 

0.080 

8.178  987 

128 

0. 130 

8.170 

576 

210 

0. 180 

8.157  956 

297 
299 

300 
302 

304 
306 
308 
309 
312 

0.230 

8.140  874 

389 
392 
393 
395 
39- 
399 
402 

403 
405 

0.031 

8.183  301 

0.081 

8.178  859 

130 
131 
133 
135 
■  36 
138 
140 

141 

0. 131 

8.170 

366 

213 
213 
216 

217 

0.181 

8.157  659 

0.231 

8. 140  485 

0.032 

8.183  251 

0.082 

8.178  729 

0.132 

8. 170 

153 

0.182 

8.157  360 

0.232 

8.140  093 

0.053 
0.034 
0.035 

8.183  200 
8.183  147 
8.183  °9- 

0.083 
0.084 
0.085 

8.178  598 
8.178  465 
8.178  330 

0.133 
0.134 
0.135 

8.169 
8.169 
8.169 

940 

724 
507 

0.183 
0.184 
0.185 

8.157  060 
8.156  758 
8.156  454 

0.233:8.139  700 
0.234,8.139  305 
0.235  8.138  908 

0.036 
0.037 

8. 183  036 
8. 182  978 

0.086 
0.087 

8.178  194 
8.178  056 

0. 1  36 
0.137 

8.169 
8.169 

288 
067 

219 
221 

0.186 
0. 187 

8.156  148 
8.155  840 

0.236 
0.237 

8.138  509 
8.138  107 

0.038 
0.039 

8.182  919 
8.182  858 

0.088 
0.089 

8.177  916 
8.177  775 

0. 1  38 
0.139 

8.168 
8.168 

845 
621 

224 

0.188 
0. 189 

8-155  531 
8.155  219 

0.238 
0.239 

8.137  704 
8.137  299 

62 

143 

226 

313 

406 

0.040 

8.182  796 

64 
66 

0.090 

8.177  632 

144 
146 
.48 
149 
151 
152 
154 
156 
157 
160 

0. 140 

8.168 

395 

227 
229 

231 

232 

234 
236 
238 
239 

0. 190 

8.154  906 

315 
316 
319 
320 
322 

r-4 
326 

327 
330 
331 

0.  240 

8.136  893 

409 
411 
413 

415 
417 
418 
421 
423 
424 
427 

0.041 

8.182  732 

0.091 

8.177  488 

0.141 

8.168 

168 

0. 191 

8.154  591 

0.241  8. 136  484 

0.042 

0-043 
0.044 

8.182  666 
8.182  599 
8.182  530 

67 
69 

71 

72 

73 
76 

0.092 
0.093 
0.094 

8.177  342 
8.177  194 
8.177  045 

0.142 
0.143 
0.144 

8.167  939 
8.167  708 
8.167  476 

0. 192 
0.193 
0.194 

8.154  275 
8.153  956 
8.153  636 

0.242  8. 136  073 
0.243  8. 135  660 

0.244  8.135-245 

0.045 

8.182  459 

0.095 

8. 176  894 

0.145 

8.167 

242 

0.195 

8.153  314 

0.245  8.134  828 

0.046 

8.182  387 

0.096 

8.176  742 

0. 146 

8.167 

006 

0. 196 

8.152  990 

0.246  3. 134  410 

0.047 

8.182  314 

0.097 

8.176  588 

0.147 

8.166 

768 

0.197 

8.152  664 

0.247  8.133  989 

q.048 

8.182  238 

76 
79 

0.098 

8.176  432 

0. 148 

8.166 

529 

0.198I8.152  337 

0.248  8.133  566 

0.049 
0.050 

8.182  162 
8.182  083 

0.099 
0. 100 

8.176  275 
8.176  115 

0.149 
0. 150 

8.166 
8.166 

288 
045 

241 

243 

0. 199  8.152  007 
0. 200  8.151  676 

1 

0.249  8.133  142 
0.250  8.132  715 

569 


Tafel  VITT. 

log   {Q2M«)) 

±  n 

Q 

—  J 

±  n 

Q 

—  J 

±  n 

Q 

—  J 

±  n 

Q 

—  _/ 

±  n 

Q 

—  J 

0.000 
O.OOI 

6.709  750 
6.709  750 

0 
0 

0.050 
0.051 

6.709 

6.709 

732 
730 

2 

0. 100 

0.  lOI 

6.709  457 
6.709  445 

12 
1 2 

0. 150 
0.151 

6.708 
6.708 

271 
232 

39 
41 
41 
42 
43 
44 
44 
46 
46 

0.200 
0.  201 

6.705  09 j 
6.705  000 

93 
95 
97 
98 
99 
101 

I02 

0.O02 

6.709  750 

0.052 

6.709 

729 

^ 

0. 102 

6.709  433 

13 
13 
13 

14 
14 
15 
14 

0.  I52|6. 708 

191 

0.202 

6.704  905 

0.003 
0.004 

6.709  750 
6.709  750 

0 

0.053 
0.054 

6.709 
6.709 

727 
725 

2 
2 
2 

0. 103 
0. 104 

6.709  420 
6.709  407 

0.153 
0.154 

6.708 
6.708 

150 
108 

0.203 
0.  204 

6.704  808 
6.704  710 

0.005 
0.006 

6.709  750 
6.709  750 

0 
0 
0 
0 

0.055 
0.056 

6.709 
6.709 

723 
721 

0. 105 
0. 106 

6.709  394 
6.709  380 

0.155 
0. 156 

6.708 
6.708 

065 
021 

0.  205 
0.  206 

6. 704  61 1 
6.704  510 

0.007 
0.008 
0.009 

6.709  750 
6.709  750 
6.709  750 

0.057 
0.058 
0.059 

6.709 
6.709 
6.709 

719 

717 
714 

3 

0. 107 
0. 108 
0. 109 

6.709  366 
6.709  351 
6.709  337 

0.157 
0.158 
0.159 

6.707 
6.707 
6.707 

977 
931 
885 

0.207 
0.  208 
0. 209 

6.704  408 
6.704  304 
6.704  199 

104 
105 

0 

2 

16 

47 

106 

O.OIO 

6.709  750 

0. 060 

6.  709 

712 

3 
3 

2 

3 
3 

4 
3 
4 
4 

0. 110 

6.709  321 

16 
16 

0.  160 

6.707 

838 

49 
49 
50 
50 
52 
53 
54 
54 
S6 

0.  210 

6.704  093 

109 
110 

0.011 

6.709  750 

0 
0 
0 
0 
0 

0 

0 
0 
0 

0.061 

6.709 

709 

0.  III 

6-709  305 

0. 161 

6.707 

789 

0.211 

6.703  984 

0.012 
0.013 
0.014 

6.709  750 
6.709  750 
6.709  750 

0.062 
0.063 
0.064 

6.709 
6.709 
6.709 

706 

704 
701 

0. 112 
0.113 
0.114 

6.709  289 
6.709  273 
6.709  255 

16 
18 

17 
18 

0. 162 
0.  163 
0. 164 

6.707 
6.707 
6.707 

740 
690 
640 

0.212 
0.213 
0.  214 

6.703  874 
6.703  763 
6.703  650 

1  1  I 

"3 
114 
117 
117 
120 
121 

0.015 

6.709  750 

0.065 

6.709 

698 

0.115 

6.709  238 

0. 165 

6.707 

588 

0.215 

6.703  536 

0.016 

6.70g  750 

0.066 

6.709 

694 

0. 1 16 

6.709  220 

19 
>9 
19 

0. 166 

6.707 

535 

0.  216 

6.703  419 

0.017 
O.OI8 
0.019 

6.709  750 

6.709  750 
6.709  750 

0.067 
0.068 
0.069 

6. 709 
6.709 
6.  709 

691 
687 
683 

0.117 
0. 118 
0. 119 

6.709  201 
6.709  182 
6.709  163 

0. 167 
0. 168 
0. 169 

6.707 
6.707 
6.707 

481 
427 
371 

0.  217 
0.218 
0  219 

6.703  302 
6.703  182 
6.703  061 

' 

I 

4 

20 

57 

123 

0.020 
0.021 
0,022 

6.709  749 
6.709  749 
6.709  749 

0 
0 

0.070 
0.071 
0.072 

6.709 
6.709 
6.709 

679 
675 
671 

4 
4 

4 

0. 120 
0121 

0. 122 

6.709  143 
6.709  122 
6.709  102 

21 

20 

0. 170 
0.171 
0. 172 

6.707 
6.707 
6.707 

314 

257 
.98 

57 
59 
60 

0.  220 
0.  221 
0. 222 

6.702  938 
6.702  814 
6.702  688 

124 
126 
128 

0.023 

6.709  749 

0.073 

6.  709 

667 

0.123 

6.709  080 

22 

0.173 

6.707 

138 

60 

0.  223 

6.702  560 

130 
13' 
133 

135 
137 
138 

0.024 

6.709  749 

0 

0 

• 
0 

0 

0.074 

6.  709 

662 

5 
5 
5 
5 
6 

5 

0. 124 

6. 709  058 

22 

0.174 

6.707 

078 

62 

0.  224 

6.702  430 

0.025 
0.026 
0.027 

6.709  749 
6.709  749 
6.709  748 

0.075 
0.076 
0.077 

6.709 
6.709 
6.709 

657 
652 
647 

0. 125 
0. 126 

0.127 

6.709  036 
6.709  012 
6.708  989 

24 
23 
24 
25 

0.  175 
0. 176 

0.177 

6.707 
6.706 
6.706 

016 

953 
889 

63 

64 

65 
66 

0.225 
0.226 
0. 227 

6.702  299 
6.702  166 
6.702  031 

0.028 

6.709  748 

0.078 

6.709 

641 

0. 128 

6.708  965 

0.178 

6.  706 

824 

0.228 

6.701  894 

0.029 

6.709  748 

0.079 

6.709 

636 

0. 129 

6.708  940 

0.179 

6.706 

758 

0.229 

6.701  756 

0 

6 

25 

67 

140 

0.030 

6.709  748 

0.080 

6.  709 

630 

6 

0. 130 

6.708  915 

26 

0. 180 

6.706  691 

68 

0.230 

6.701  616 

143 
144 
146 

147 
150 
152 
153 
156 

.58 

0.031 

6.709  747 

0 

0.081 

6.709 

624 

7 
6 

0131 

6.708  889 

27 
27 
28 

0  181 

6.706 

623 

70 
7> 
71 
73 
75 
75 
76 

0.231 

6.701  473 

0.032 

6.709  747 

0.082 

6.709 

617 

0. 132 

6.708  862 

0. 182 

6.706 

553 

0.232 

6.701  329 

0-033 

6.709  746 

0 

0.083 

6.709 

611 

0  133 

6.708  835 

0.183 

6.706 

482 

0.233 

6.701  183 

0.034 

6.709  746 

0.084 

6.709 

604 

8 
7 
8 

0.134 

6.708  807 

28 

0.184 

6.706 

411 

0.234 

6.701  036 

0.035 

6.709  745 

1 

0 

0.085 

6.709 

597 

0  135 

6.708  779 

29 
30 
30 
31 

0.185 

6.706 

338 

0.235 

6.700  886 

0.036 

6.709  745 

0.086 

6.709 

589 

0. 136 

6.708  750 

0.186 

6.706 

263 

0.  236 

6.700  734 

0.037 

6.709  744 

I 

0.08-' 

6.709 

582 

0.137 

6.708  720 

0. 187 

6.706 

188 

0.237 

6.700  581 

0.038 

6.709  744 

0.088 

6.709 

574 

0  138 

6.708  690 

0  188 

6.  706 

112 

78 

0.238 

6. 700  425 

0.039 

6.709  743 

' 

0.089 

6.  709 

566 

0.139 

6.708  659 

0.189 

6.706 

034 

/ " 

0.239 

6.700  267 

I 

8 

32 

79 

'59 

0.040 

6.709  742 

0.090 

6.709 

558 

9 

9 
9 

I  0 

0. 140 

6.708  627 

32 
33 
34 
34 
36 
35 
37 
37 
39 
39 

0. 190 

6.705 

955 

81 

0.  240 

6.700  108 

162 

0.041 

6.709  742 

0 

0.091 

6.  709 

549 

0. 141 

6.708  595 

0. 191 

6.705 

874 

81 

0.  241 

6.699  946 

163 

166 

0.042 

6.709  741 

' 

0.092 

6.709 

540 

0. 142 

6.708  562 

0. 192 

6.705 

793 

83 
84 
85 
87 
88 

0.  242 

6.699  783 

0.043 

6.709  740 

' 

0.093 

6.  709 

531 

0.143 

6.708  528 

0.193 

6.705 

710 

0.243 

6.699  617 

168 

0.044 

6.709  739 

0.094 

6.709 

521 

10 

0.144 

6.708  494 

0.  194 

6.705 

626 

0.244 

6.699  449 

170 

172 

0.045 

6.709  738 

0.095 

6.709 

5" 

10 

0.145 

6.708  458 

0.195 

6.705 

541 

0.245 

6.699  279 

0.046 

6-709  737 

' 

0.096 

6.709 

501 

0. 146 

6.708  423 

0. 196 

6.705 

454 

0.  246 

6.699  107 

'74 
176 
178 
181 

0.047 

6.709  736 

' 

0.097 

6.709 

490 

10 

1  2 

0.147 

6.708  386 

0. 197 

6.705 

366 

90 
91 
92 

0.247 

6-698  933 

0.048 

6.709  734 

2 

0.098 

6.709 

480 

0.  148 

6.708  349 

0.198 

6.705 

276 

0.248 

6.698  757 

0.049 

6-709  733 

' 

0.  099 

6.709 

468 

1  I 

0.149 

6.708  310 

0.199 

6.705 

185 

0.249 

6.698  579 

0.050 

6.709  732 

I 

0.  100 

6.709 

457 

0. 150 

6.708  271 

0.  200 

6.  705 

093 

0.  250 

6.698  398 

Oppolipr,  B:ilmb*»stiiiinimigen.   11. 


57U 


Tafel  Vm, 


±n 

Q 

—  ^ 

±  ,1 

Q 

—  J 

±  n 

Q 

—  zf 

±n 

Q 

—  _/ 

±  » 

Q 

—  J 

o.ooo 

O.OOI 

7«  499 
7„499 

422 
421 

2 

0.050 
0.051 

7„497 
7„497 

509 
432 

77 
79 
80 
82 

0. 100 

0.  lOI 

7„49I 
7„49> 

743 
588 

155 

157 

158 

I  60 

0. 150 
0. 1  51 

7„482 
7„48i 

033 
798 

235 
237 
239 
240 
242 
244 
245 
247 
248 

0.200 
0.201 

7„468 
7„467 

224 
905 

319 
321 
323 

325 
326 
328 
330 
332 
333 

0.002 

0.003 

7„499 
7„499 

419 
4>5 

4 
6 

0.052 
0.053 

7„497 
7„497 

353 

273 

0. 102 
0. 103 

7„49' 
7„49i 

431 

273 

0.152 
0.153 

7„48 1 
7„48i 

561 

322 

0.  202 
0.203 

7„467 
7„467 

584 
261 

0.004 
0.005 

7«499 
7„499 

409 
403 

6 

9 
10 

0.054 
0.055 

7„497 
7„497 

191 

107 

84 
85 
87 
88 

89 

0. 104 
0. 105 

7„49i 
7„490 

•13 

95' 

162 

163 
164 
167 
167 

0.154 
0.155 

7„48i 
7„48o 

082 

840 

0. 204 
0.205 

7„466 
7„466 

936 
610 

0.006 
0.007 

7„499 
7„499 

394 
3«4 

0  056 
0.057 

7„497 
7„496 

022 
935 

0. 106 
0. 107 

7„490 
7„49o 

788 
624 

0. 1 56 
0.157 

7„48o 
7„48o 

596 
351 

0.  206 
0.207 

7„466 
7„465 

282 
952 

0.008 

7n499 

373 

'3 

0  058 

7„496  847 

0. 108 

7„490 

457 

0.158 

7„48o 

104 

0.208 

7„465 

620 

0.009 

7„499 

360 

0.059 

7„496 

758 

0. 109 

7  „490 

290 

0.159 

7«479 

856 

0.209 

7„465 

287 

15 

92 

170 

251 

335 

O.OIO 

7  „499 

345 

16 

0.060 

7„496 

666 

93 

0. 110 

7„490 

120 

171 

0. 160 

7„479 

605 

251 
254 
255 
257 
258 
260 
262 

0.210 

7„464 

952 

337 
339 
340 
342 
344 
346 
347 
349 
351 

O.Ol  I 

7  „49  9 

329 

0.061 

7„496 

573 

0. 11 1 

7„489 

949 

0. 161 

7„479 

354 

0.  21  I 

7„464 

615 

0.012 

7„499 

312 

17 

0.  062 

7„496 

479 

94 
96 

97 
99 
101 
102 
103 
106 

0.112 

7„489 

777 

I  72 

174 

176 

177 
179 

iSi 

182 
183 

0. 162 

7„479 

100 

0.212 

7„464 

276 

O.Ol  3 

7„499 

293 

'9 

0.063 

7„496 

383 

0.113 

7„489 

603 

0. 163 

7„478 

845 

0.213 

7„463 

936 

0.014 
0.015 
0.016 

7„499 
7„499 
7„499 

272 
250 
226 

2 1 
22 
24 
25 

27 
28 

0.064 
0.  065 
0.066 

7„496 
7„496 
7„496 

286 

187 
086 

0.114 
0.115 
0.116 

7„489 
7„489 
7„489 

427 
250 

071 

0. 164 
0. 165 
0. 166 

7„478 
7„478 
7„478 

588 
330 
070 

0.214 
0.215 
0.216 

7„463 
7„463 
7„462 

594 
250 
904 

0.017 
o.oiS 

7„499 
7„499 

201 

174 

0.067 
0.068 

7„495 
7„49  5 

984 
881 

0.117 
0.118 

7„488 
7„488 

890 

708 

0. 167 
0. 168 

7„477 
7„477 

808 

544 

264 
265 

0.217 
0.218 

7„462 
7„462 

557 
208 

0.019 

7„499 

146 

0.069 

7„495 

775 

0.  1 19 

7„483 

525 

0. 169 

7„477 

279 

0.  219 

7„46' 

857 

30 

106 

186 

267 

353 

0.020 
0.021 

7„499 
7«499 

116 

085 

31 

33 

36 

37 
39 

0.070 
0.071 

7„495 
7„495 

669 
560 

109 
109 

0. 120 
0. 121 

7„488 
7„488 

339 
152 

187 
188 

0. 170 
0.171 

7„477 
7„476 

012 

744 

268 

270 
272 
273 
275 
277 
279 
280 
282 

0.220 
0.221 

7„46i 
7„46l 

504 
150 

354 
357 
357 
360 
362 

3Ö3 
366 
367 
368 

0.022 

7„499 

052 

0.072 

7„495 

451 

0. 122 

7„487  964 

0. 172 

7„476 

474 

0.  222 

7„46o 

793 

0.023 

7„499 

017 

0.073 

7„495 

339 

"3 
114 
116 

1  j  j^ 

0. 123 

7„487 

774 

I  90 

192 
193 
195 
197 
198 
199 

0.173 

7„476 

202 

0.  223 

7„46o  436 

0.024 

7„498 

981 

0.074 

7„495 

226 

0. 124 

7„487 

582 

0.174 

7„475 

929 

0.224 

7„46o 

076 

0.025 
0.026 

7„498 
7„498 

944 
905 

0.075 
0.  076 

7„495 
7„494 

112 

996 

0. 125 
0. 126 

7„487 
7„487 

389 
194 

0.175 
0.176 

7„475 
7„475 

654 

377 

0.  225 
0.  226 

7„459 
7„459 

714 
351 

0.027 

7„498 

864 

41 

0.077 

7„494 

878 

119 
121 

0. 127 

7„486 

997 

0.177 

7„475 

098 

0.  227 

7„458 

985 

0.028 
0.029 

7„498 
7„498 

822 
779 

42 
43 

0.078 
0.079 

7„494 
7„494 

759 
638 

0. 128 
0. 129 

7„486 
7„486 

799 
600 

0.178 
0.179 

7„474 
7„474 

818 
536 

0  228 
0.229 

7„458 
7„458 

618 
250 

45 

122 

202 

283 

371 

0.030 
0.031 
0.032 

0.033 
0.034 

7„498 
7„498 
7„498 
7„498 
7„498 

7  34 
687 
639 
589 
538 

47 
48 
50 
51 
53 
54 
56 
5  7 
59 

0.080 
0.081 
0,082 
0.083 
0.084 

7„494 
7„494 
7„494 
7„494 
7„494 

516 
392 
267 
140 
012 

124 
125 
127 
128 
13" 
131 
133 
135 
136 

0. 130 
0.131 
0. 132 

0.133 

0.134 

7„,486 
7„486 
7„485 
7  „48  s 
7„485 

398 
196 
991 

785 

577 

202 
205 
206 
208 
209 
211 

213 
214 
216 

0. 180 
0. 181 
0. 182 
0.183 
0. 184 

7„474 
7„473 
7„473 
7„47  3 
7„47  3 

253 
967 
680 
392 
102 

286 
287 
288 
290 
292 

294 
296 
297 
299 

0.230 
0.231 
0.232 
0.233 
0.234 

7„457 
7„457 
7«  45  7 
7«  45  6 
7„456 

879 
507 
132 

757 
379 

372 
375 
375 
378 
380 

"•X  1 

0.035 

7„498 

485 

0.085 

7„493 

881 

0.135 

7„485 

368 

0. 185 

7„472 

810 

0.235 

7„455 

999 

0.036 

:„498 

431 

0.086 

7„493 

750 

0. 136 

7„485 

157 

0.186 

7„472 

516 

0.  236 

7„455 

618 

384 
385 
387 

0.037 

7„498 

375 

0.087 

7„493 

617 

0.137 

7„  484 

944 

0  187 

7„472 

220 

0.237 

7„455 

234 

0.038 

7„498 

318 

0.088 

7„493 

482 

0. 138 

7„484 

"30 

0. 188 

7„47i 

923 

0.238 

7„454 

849 

0.039 

7„498 

259 

0.089 

7„493 

346 

0.139 

7„484 

514 

0.189 

7„47i 

624 

0.239 

7„454 

462 

61 

138 

217 

300 

388 

0.040 

7„498 

198 

62 

0.090 

7„493 

208 

140 
141 
142 

144 
146 
14" 
149 
15' 
152 
153 

0. 140 

7„484 

297 

219 
221 

222 

224 

226 

0. 190 

7„47i 

324 

302 
304 
306 
307 
309 
3" 
313 
314 
316 
318 

0.  240 

7„454 

074 

391 

392 

394 
39-' 
397 
400 
402 
403 

405 
408 

0.041 
0.042 

0.043 

7„498 
7„498 
7„498 

136 

073 
008 

63 
65 
67 
68 

0.091 
0.092 
0.093 

7„493 
7„492 
7„492 

068 

927 
785 

0. 141 
0. 142 
0.143 

7,1484 
7„483 
7„483 

078 
857 
635 

0. 191 
0. 192 
0.193 

7m  471 
7„470 
7„47o 

022 
718 
412 

0.241 

0.242 
0.243 

7„453 
7„453 
7„452 

683 
291 

897 

0.044 

7„497 

941 

0.094 

7„492 

641 

0.144 

7„483 

4" 

0.194 

7„47o 

105 

0.244 

7„452 

500 

0.045 

7„497 

873 

70 
71 
73 
74 
76 

0.095 

7„492 

495 

0.145 

7„483 

185 

0.195 

7„469 

796 

0.245 

7„452 

103 

0  .046 
0.047 

"„497 
7„497 

803 

732 

0.096 
0.097 

7„492 
7„492 

348 
199 

0. 146 
0.147 

7„48  2 
7„482 

958 
729 

227 
229 
230 
232 
234 

0. 196 

0.197 

7„469  485 
7„469  172 

0.  246 

0.247 

7„45I 
7„45i 

703 
301 

0.048 

7„497 

659 

0.098 

7„492 

048 

0, 148 

"„482 

499 

0.198 

7„468 

858 

0.  248 

7„450 

898 

0.049 
0.050 

7„497 
'„497 

5X5 
509 

0.099 
0 . 1 00 

7„49i 
7„49i 

896 

743 

0.149 
0. 150 

7„482 
7„48  2 

267 
033 

0. 199 
0. 200 

7„468 
-„468 

542 
224 

0.249 
0.  250 

7„45o 
7„450 

493 
085 

371 


Tafel  VIII. 


±«  i        Q 

—  ^ 

±n 

Q 

—  _/ 

+  « 

Q 

—  J 

±)i 

Q 

—  ^ 

±n 

Q 

— -/ 

o.ooo 

O.OOI 
0.002 

S,.90i' 
5„90i 
5„90i 

■35 
135 
135 

0 
0 
0 
0 
0 
0 

0.050 
0.051 
0.052 

5  «90« 
5„90i 
5»90« 

119 

118 
116 

1 
2 
] 

O.IOO 

0. 101 
0. 102 

5«90o 
5»900 
5„900 

884 

873 
863 

II 

10 

0.150 
0. 151 
0.15: 

5„899   869 
5;i899   835 
5,1899   801 

34 
34 
36 
36 
36 
38 
38 
39 
39 

4« 

4« 
42 
42 
44 
44 
45 
46 
46 
48 

0.200 
0.  201 
0.202 

5,1897  «58 
5,1897  078 

5,1896  997 

80 
81 
82 
83 
85 
85 
87 
89 
89 

0.003 
0.004 
0.005 

5  „90' 
5,(9°  I 
5h,90I 

135 
135 
13s 

0.053 
0.054 
0.055 

5  »90« 
5, .901 
5  »90« 

««5 
««3 
112 

I 
2 

0. 103 
0. 104 
0. 105 

5  „900 
5,,900 
5  „900 

852 
841 
830 

1 1 
1 1 

0.153 

0.154 
0.155 

5«899   765 
5,1899    729 
5„899   693 

0.203 
0.  204 
0.205 

5,1896  9« 5 
5,1896   832 
5,1896   747 

0.006 

5,.90i 

'35 

0.056 

5h90« 

Iio 

0. 106 

5  „900 

818 

12 
«3 
«3 

«3 

'3 

«4 
«4 
«5 
«5 
«5 
16 
16 

0. 156 

5,.899  655 

0.206 

5,1896   662 

0.007 

5„90i 

135 

0 
0 
0 

0 

0 

0.057 

5«90« 

108 

l 

0. 107 

5„900 

806 

0.157 

5n899   617 

0.207 

5,1896   575 

0.008 
0.009 

5n90I 
5,,90i 

135 
135 

0.058 
0.059 

5»9oi 
5„90« 

106 
104 

2 

0. 108 
0. 109 

5„900 
5  «900 

793 
780 

0.158 
0.159 

5»899   578 
5„899   539 

0.208 
0.209 

5,1896  486 
5,1896   397 

O.OIO 

S»90' 

13s 

0.060 

5  ,.90« 

I02 

2 

0.  IIO 

5,.900 

767 

0. 160 

5„899  498 

0.210 

5,1896   306 

9« 

92 
94 

O.Ol  I 

5  «901 

■35 

0 

0.061 

5, .90« 

100 

0. 111 

5h900 

754 

0. 161 

5„899  457 

0.  21 1 

5,1896  214 

0.012 

5„9oi 

«35 

0 

0.062 

5«90« 

098 

3 

0.112 

5,.9oo 

740 

0. 162 

5„899  4« 5 

0.212 

5,,896    120 

O.Ol  3 

S„90i 

«35 

0.063 

5«90« 

095 

0. 113 

5„900 

726 

0.163 

5„899    373 

0.213 

5„896   026 

94 
96 

98 

0.014 

5  «901 

«35 

0 

0.064 

5n90« 

093 

3 
3 
3 
3 
3 

0. 114 

5«900 

711 

0. 164 

5„899    329 

0.  214 

5,1895   930 

0.015 

5»90i 

«35 

0.065 

5,,90« 

090 

0. 115 

5„90o 

696 

0. 165 

5,.899    285 

0.215 

5,1895   832 

0.016 

5  ,,901 

«35 

0 
0 
0 

0.066 

S,,90i 

087 

0. 1 16 

5»900 

681 

0. 166 

5„899   240 

0.216 

5,1895    733 

99 
100 

lOI 

0.017 

5  „90« 

135 

0.067 

5  »90« 

084 

0.II7 

5h900 

665 

0. 167 

5,.899    «94 

0.217 

5,1895   633 

O.OI8 

S„90i 

«35 

0.068 

5  „901 

081 

0.118 

5, ,900 

649 

0.168 

5,1899    «48 

0.218 

5,1895   532 

0.019 

5, .901 

«35 

0 

0.069 

5  „90« 

078 

0. 1 19 

5»90o 

632 

« 7 

0. 169 

5.1899   «00 

0.219 

5«89S  429 

«°3 

0 

4 

«7 

48 

105 

0.020 

5,.90i 

135 

0.070 

5»90i 

074 

3 

4 
4 
4 
4 
4 
5 
4 
5 

0.  I20 

5„900 

615 

18 

0. 170 

5,1899  052 

49 
5« 

5' 
5« 
53 

54 
54 
56 
56 

0.  220 

5.1895   324 

105 
108 
108 
110 

0.021 
0.022 
0.023 
0.024 

5»90> 
5»90' 
5„90i 
5,.90i 

«34 
•34 
134 
'34 

0 
0 
0 

0.071 
0.072 
0.073 
0.074 

5»90i 
5«90« 
5„90i 
5h90i 

071 
067 
063 
059 

0.121 

0.122 

0.123 
0.124 

S,,9oo 
5„900 
5„9O0 
Sh900 

597 
579 
561 

542 

18 
18 
«9 
«9 
20 

0.171 
0. 172 

0.173 
0.174 

5,1899   003 
5,1898   952 
5,1898   901 
5,1898   850 

0.221 
0.222 
0.223 
0.224 

.5,1895   219 
5,1895   ««« 
5,1895  003 
5„894  893 

0.025 

5„90i 

«34 

0 
0 

0 

0.075 

5n90l 

055 

0. 125 

5,,9oo 

523 

0.175 

51,898   797 

0.  225 

5„894  78« 

««3 
115 
116 

««7 

0.026 

5„90i 

«34 

0.076 

5  «90« 

051 

0. 126 

5  ,,900 

503 

0. 176 

5„898   743 

0.226 

5,1894  668 

0.027 
0.028 
0.029 

5„90> 
S„90i 
5, .901 

«34 
'33 
«33 

0.077 
0.078 
0.079 

5  „90« 
5„9o« 
5  „901 

046 
042 
037 

0.127 
0.128 
0.129 

5»9oo 
5„900 
5,i90o 

483 
462 

44' 

21 
21 

0.177 
0.178 
0. 179 

5,1898   689 
5,(898   633 
5,1898   577 

0.  227 
0.228 
0.229 

5,1894  553 
5,1894  437 
5,1894   320 

0 

5 

22 

57 

119 

0.030 
0.031 
0.032 

0.033 

S,i90i 
^„90" 
5  „901 
5«90i 

'33 
'33 

'32 

'3^ 

0 
1 

0 

0.080 
0.081 
0.082 
0.083 

5  »90« 
5  »90« 
5, ,90« 
5  »901 

032 
027 
021 
016 

5 

6 

S 

0.130 
0.I3I 

0.132 
°-«33 

5„90o 
5h90o 
5  »900 
5«90o 

419 
397 
374 
35« 

22 
23 
23 
24 
24 
25 
25 
26 

0. 180 
0.181 
0.182 
0. 183 

5„898   520 
5,1898  46« 
5,1898   402 
5,1898    342 

59 
59 
60 
61 

0.  230 
0.231 

0.232 
0.233 

5,1894  201 
5„894  080 
5,1893    958 
5,1893    834 

121 

122 

«24 
126 

0.034 
0.035 

5„90i 
S„90i 

'3' 
'3' 

0 

0.084 
0.085 

5,.90i 
5  h  901 

010 
004 

6 

o.«34 
0.135 

5.,900 
5h900 

327 
303 

0.184 
0.185 

5,1898   281 
5„898    218 

63 
63 
64 
66 

0.234 
0.235 

5,1893    708 
5,1893    581 

127 
128 

«3' 
«32 
«33 

0.036 
0.037 

5«90' 
5»90I 

«3« 

130 

I 

0.086 
0.087 

5  „900 
5»9oo 

997 
991 

6 

0. 1  36 

0.137 

5„9oo 
5»90o 

278 
253 

0. 186 
0.187 

5,1898    155 
5,1898  091 

0.236 
0.237 

5,1893  453 
5,1893   322 

0.038 

5  »901 

130 

j 

0.088 

5, .900 

984 

n 

0.138 

5  „900 

227 

26 

0.188 

5,1898   025 

66 

0.238 

5„893    «90 

0.039 

5,.90i 

129 

0.089 

5  „900 

977 

/ 

0.139 

5  „900 

201 

0.189 

5,1897  959 

0.239 

5,1893   057 

1 

7 

28 

67 

136 

0.040 
0.041 
0.042 

0.043 

5„90i 
5„90> 
5„90i 
S„90i 

128 
128 
127 
126 

0 

1 
I 

0.090 
0.091 
0.092 
0.093 

5  «900 
5„900 
5«900 
5„90o 

970 
962 
955 
947 

8 

7 
8 
8 

0. 140 
0.141 
0.142 
0.143 

5h900 
5„,900 
5, ,900 
5„90o 

«73 
146 
118 

089 

27 
28 

29 
30 
30 
3« 
3« 
32 
32 
34 

0.190 
0.191 
0. 192 
0.193 

5„897    892 
5,1897   823 
5,1897   754 
5,1897   683 

69 
69 

71 
73 
74 
75 
76 
78 
78 

0.240 
0.241 
0.242 
0.243 

5,1892   92« 
5,1892   784 
5,1892   646 
5,1892   505 

137 
138 
141 
«42 
144 
146 
«47 
«49 
«52 
«53 

0.044 
0.045 

5„90i 
5„90i 

125 

125 

0 

0.094 
0.095 

5»90o 
5,(900 

939 
930 

9 

0.144 
0.145 

5,.900 
5„90o 

059 
029 

0.194 
0.195 

5„897   612 
5,1897   539 

0.244 
0.245 

5.1892   363 
5,1892   219 

0.046 

5  „901 

124 

' 

0.096 

5  «900 

921 

9 
9 
9 

10 

0. 146 

5„899 

998 

0. 196 

5,1897  465 

0.246 

5,1892  073 

0.047 

5  „901 

123 

0.097 

5  „900 

912 

0.147 

5„899 

967 

0.197 

5,1897    390 

0.247 

5,189«    926 

0.048 

5»90i 

121 

" 

0.098 

5„90o 

903 

0.148 

5„899 

935 

0.198 

5,1897    3«4 

0.248 

5,189«    777 

0.049 

S,i.90i 

120 

0.099 

5„9oo 

893 

9 

0.149 

5„.899 

903 

0.199 

S«897    236 

0.249 

5,1.89«    625 

0.050 

5n90i 

119 

0. 100 

S»90o 

884 

0.150 

5„899 

869 

0.  200 

5,1897    158 

0.250 

5,189«    472 

—     572 


Tafel  vni. 

lop;  {Q.,1  n)}. 


±  n 

Q 

—  J 

+  n 

Q 

—  J 

±  "  ]   Q 

1 

-J 

±  H 

Q 

—  J 

zh  » 

Q 

—  J 

o.ooo 

O.OOI 

6.837  656 
6.837  655 

1 

0.050 
0.051 

6.835  775 
6.835  699 

76 
78 

0. 100 
0. 101 

6.830 
6.829 

107 
955 

152 

154 
156 
157 
158 
160 
162 
163 
165 

0. 150 

0.151 

6.820 
6.820 

573 
342 

23^ 

232 
235 
235 
238 
239 
240 

242 
244 

0.  200 
0.201 

6.  807 
6.806 

035 

722 

3^3 
3"S 

316 
318 
320 
321 
323 
325 
326 

0.002 

6.837  653 

2 

0  052 

6.835  621 

0. 102 

6.829 

801 

0.152 

6.820 

1 10 

0.  202 

6.806 

407 

0.003 

6.837  649 

4 

5 

7 

8 

10 

1 1 

13 

0.053 

6.835  542 

79 
80 
82 
84 
8S 
87 
88 

0. 103 

6.82g 

645 

0-153 

6.819 

875 

0.203 

6.806 

091 

0.004 
0.005 

6.837  644 
6.837  637 

0.054 
0.055 

6-835  462 
6.835  380 

0. 104 
0. 105 

6.829 
6.829 

488 
330 

0.  154 
0.155 

6.819 
6.819 

640 
402 

0.  204 
0,  205 

6.805 
6.805 

773 
453 

0.006 
0.007 

6. 837  629 
6.837  619 

0.056 
0.057 

6.835  296 
6.835  211 

0. 106 
0. 107 

6.829 
6.829 

170 
008 

0.  156 

0.157 

6.819 
6.818 

163 
923 

0.  206 
0.207 

6.805 
6.804 

•32 
809 

0.008 
0.009 

6.837  608 
6.837  595 

0.058 
0.059 

6.835  124 
6.835  036 

0. 108 
0. 109 

6.828 
6.828 

845 
680 

0,  158 
0.159 

6.818 
6.818 

681 

437 

0.208 
0.  209 

6.804 
6.804 

484 
158 

15 

90 

167 

246 

328 

0.010 

6.837  580 

0.060 

6.834  946 

0. 110 

6.828 

513 

168 
169 

0.  160 

6.818 

191 

0.  210 

6.803 

830 

330 
33^ 
3  34 
335 
336 
339 

O.Ol  1 

0.012 

6.837  565 
6.837  547 

15 
18 
18 
21 
21 
24 

0.061 
0.062 

6.834  85s 
6.834  762 

9> 
93 

0.111 
0.112 

6.828 
6.828 

345 
176 

0.  161 
0.  162 

6.817 
6.817 

944 
696 

247 
248 

0.211 
0.  212 

6.803 
6.803 

500 
169 

0.013 
0.014 

6.837  529 
6.837  508 

0.063 
0.064 

6.834  668 
6.834  572 

94 
96 

97 

0.113 
0.114 

6.828 
6.827 

005 
832 

171 
173 

174 
176 

0.  163 
0.  164 

6.817 
6.817 

445 
•94 

251 
251 

254 
255 

0.  213 
0.  214 

6.802 
6.802 

835 
500 

0.015 

6.837  487 

0.065 

6.834  475 

0.115 

6.827 

658 

0.165 

6.816 

940 

0.215 

6.802 

164 

0.016 

6.837  463 

0.066 

6.834  376 

99 

0.116 

6.827 

482 

0.166 

6.816 

685 

0.  216 

6.801 

825 

0.017 
0.018 
0.019 

6.837  438 
6.837  412 
6-837  384 

-5 
26 
28 

29 

0.067 
0.068 
0.069 

6.834  276 
6.834  174 
6.834  070 

1 00 
102 
104 

104 

0.117 
0. 118 
0. 119 

6.827 
6.827 
6.826 

305 
126 
946 

177 
179 
180 

182 

0.  167 
0.168 
0.  169 

6.816 
6.816 
6.815 

428 
170 
910 

257 
258 
260 

262 

0.  217 
0.218 
0.219 

6.801 
6.801 
6.800 

485 

•44 
800 

340 
341 
344 

345 

0.020 

6.837  355 

31 
32 
34 
35 

37 
38 
40 

42 
43 

0.070 

6.833  966 

107 
108 
109 
1 11 

0, 120 

6.826 

764 

■83 

186 
186 
188 

0.  170 

6.815 

648 

263 

26s 
266 
269 
269 

272 

0.  220 

6.800 

455 

347 
349 
350 
352 

0  021 
0.022 
0.023 
0.024 

6.837  324 
6.837  292 
6.837  258 
6,837  223 

0.071 
0.072 
0.073 
0.074 

6.833  859 
6.833  751 
6.833  642 
6-833  531 

0. 121 
0. 122 
0.123 

0, 124 

6.826 
6.826 
6.826 
6,826 

581 

395 
209 
021 

0.  171 

0  172 
0.173 

0.174 

6.815 
6.815 
6.814 
6.814 

385 
120 

854 
585 

0.  221 
0.  222 
0.223 
0.  224 

6.800 
6-799 
6.799 
6.799 

108 
759 
409 

057 

0,025 

6.837  186 

0.075 

6,833  418 

•>3 
114 

0.125 

6.825 

831 

190 

0.175 

6.814 

316 

0.225 

6.798 

703 

354 
356 

357 

0.026 

6.837  148 

0.076 

6.833  304 

0.126 

6.825 

639 

192 

0.  176 

6.814 

044 

0.  226 

6.798 

347 

0.027 

6.837  108 

0.077 

6.833  189 

115 
118 
118 

0. 127 

6.825 

446 

•93 

0.177 

6.813 

771 

273 

0.  227 

6.797 

990 

0.028 
0.029 

6.837  066 
6.837  023 

0.078 
0,079 

6.833  071 
6.832  953 

0. 128 
0. 129 

6.825 
6.825 

252 
056 

•94 
196 

0.178 
0.179 

6.813 
6.813 

496 
220 

275 
276 

0.228 
0.229 

6.797 
6.797 

631 
270 

359 
361 

44 

120 

198 

278 

362 

0.030 
0.031 

6.836  979 
6.836  933 

46 
47 
49 
5> 
5' 
54 
55 
56 
58 

0.080 
0.081 

6.832  833 
6.832  71 I 

122 
123 

125 
126 
I  28 

0. 130 
0.131 

6.824 
6.824 

858 
659 

•99 

0.  180 
0,  181 

6.812 
6.812 

942 
662 

280 
281 
283 
284 
287 
287 

0.  230 
0.231 

6.796  908 
6.796  543 

365 
366 

367 

0.032 
0.033 

6.836  886 
6.836  837 

0.082 
0,083 

6.832  588 
6.832  463 

0. 1 32 
0.133 

6.824 
6.824 

458 
256 

201 
202 

0.  182 
0.  183 

6.812 
6.812 

381 
098 

0.  232 
0.233 

6.  796 
6-795 

•77 
810 

0.034 

6.836  786 

0,084 

6-832  337 

0.134 

6,824 

052 

204 
206 

0.184 

6.811 

814 

0,234 

6-795 

440 

370 
371 

0-035 

6.836  735 

0.085 

6.832  209 

0. 135 

6.823 

846 

0.  185 

6.811 

527 

0.235 

6-795 

069 

0.036 

6.836  681 

0.086 

6.832  080 

129 

0. 1 36 

6.823 

639 

207 
208 

0.  186 

6.811 

240 

0.  236 

6.794 

696 

373 

0.037 

6.836  626 

0.087 

6.831  949 

•31 

0.137 

6.823 

431 

0.187 

6.810 

950 

290 

0.237 

6.794 

321 

375 

0.038 

6.836  570 

0.088 

6.831  816 

•33 

■34 

0. 138 

6.823 

220 

211 

0.188 

6.810 

659 

291 

0.238 

6.793 

944 

377 
378 

0.039 

6.836  512 

0,089 

6,831  682 

0.139 

6.823 

009 

211 

0  189 

6.810 

366 

293 

0.239 

6-793 

566 

60 

135 

214 

295 

380 

0.040 
0.041 
0.042 

6.836  452 
6.836  392 
6.836  329 

60 

63 

64 

65 
67 
69 

70 
71 

73 
75 

0.090 
0.091 
0.092 

6.831  547 
6.831  410 
6.831  271 

137 
"39 
140 

141 

0, 140 
0. 141 
0.142 

6.822 
6.822 
6.822 

795 
580 

363 

215 
217 
218 

0.  190 
0.  191 
0.  192 

6.810 
6.809 
6.809 

071 

775 
477 

296 
298 

0.  240 
0.  241 
0.242 

6.793 
6.792 
6.792 

186 

804 
421 

382 
383 
386 

387 
389 

0.043 

6.836  265 

0.093 

6.831  131 

0.143 

6.822 

145 

0.193 

6.809 

178 

299 

0.243 

6.792 

035 

0.044 

6.836  200 

0 .  094 

6.830  990 

0.144 

6.821 

925 

220 

0.194 

6.808 

877 

301 

0.244 

6.791 

648 

0.045 

6.836  133 

0.095 

6.830  846 

■44 
144 

147 
147 
150 

0.145 

6.821 

704 

221 

0.195 

6.808 

574 

303 

0.245 

6.791 

259 

0.046 

6.836  064 

0.096 

6.830  702 

0. 146 

6.821 

481 

223 

0. 196 

6.808 

270 

304 

0.246 

6.790 

868 

39^ 

0.047 

6.835  994 

0.097 

6.830  555 

0.14- 

6.821 

256 

225 
226 

0.197 

6.807 

963 

307 

0.247 

6.790 

476 

392 

0.048 

6.835  923 

0.098 

6.830  408 

0. 148 

6.821 

030 

0.198 

6.807 

656 

307 

0.248 

6.790 

082 

394 

0.049 

6,835  850 

0.099 

6.830  258 

0.149 

6  820 

803 

\   227 

0.199 

6.807 

346 

31° 

0.249 

6.789 

685 

397 

0.050 

6.835  7-5 

0. 100 

6.830  107 

'5'  0.150 

6.820 

5-3 

j  230 

0.200  6.807 

035 

3^ ' 

0.  250 

6.-89 

288 

397 

573       — 


Tafel  VIII. 


log  {Qi^iii') 


±n 

Q 

—  J 

±H 

Q 

-  J 

±n 

Q 

-J 

±n 

Q 

—  _/ 

+  n  '    Q 

—  J 

O.OOO 

5.142  942 

0 

0.050 

5.142  927 

0. 100 

5.142 

710 

9 

I  0 

0. 150 

5-141  777 

31 
32 
32 
33 

34 
34 
35 
36 
36 

0.200 

5-139  287 

73 
75 
75 
76 
78 
79 
79 
81 

O.OOI 

5.142  942 

0.051 

5.142  926 

0. 101 

5.142 

701 

0.151 

5-141  746 

0.201 

5-139  214 

0.002 

0.003 

5.142  942 
5.142  942 

0 
0 

0 

0.052 

0.053 

5.142  925 
5.142  923 

2 

0. 102 
0. 105 

5.142 
5.142 

691 
681 

10 

0.152 
0.153 

5.141  714 
5. 141  682 

0.202 
0.203 

5-139  139 
5-139  064 

0.004 

5.142  942 

0.054 

5.142  922 

2 

0. 104 

5-142 

671 

10 

0.154 

5-141  649 

0.204 

5.138  988 

0.005 

5.142  942 

0-055 

5.142  920 

0. 105 

5-142 

661 

0-155 

5.141  615 

0.205 

5-138  910 

0.006 

5.142  942 

0 

0 

0.056 

5.142  919 

2 
2 

0. 106 

5-142 

650 

j  I 

0.156 

5-141  581 

0.206 

5.138  851 

0.007 

S.I42  942 

0.057 

5-142  917 

0. 107 

5-142 

659 

1 2 

0.157 

5-141  546 

0.207 

5-138  752 

0.008 

5.142  942 

Q 

0.058 

5-'42  915 

1 

0. 108 

5-142 

627 

1 2, 

0. 158 

5-141  510 

0.208 

5.138  671 

83 

0.009 

5.142  942 

0.059 

5.142  914 

0. 109 

5.142 

615 

0.159 

5.141  474 

0.209 

5-138  588 

0 

2 

12 

38 

83 

O.OIO 
O.Ol  I 

0.012 

5.142  942 
5.142  942 
5.142  942 

0 

0 

0 

0 

0 

0.060 
0.061 
0.062 

5.142  912 
5-142  909 
5.142  907 

3 

2 

0.110 
0. 1 1 1 
0.112 

5.142 
5.142 
5.142 

603 
591 

578 

12 

13 

14 
13 

15 

14 

15 

0. 160 
0. 161 
0. 162 

5.141^436 

S-141  399 
5.141  560 

37 
39 
39 
40 
41 
41 
42 
43 
44 

0.210 
0.211 
0.212 

5-138  505 
5.138  421 

5-138  335 

84 
86 

87 
88 
90 
90 
92 
93 
95 

O.Ol  3 
0.014 

5.142  942 
5.142  942 

0.063 
0.064 

5-142  905 
5.142  905 

2 

3 

2 

3 

0.113 
0.114 

5-142 
5-142 

565 

5SI 

0.163 
0. 164 

5-141  321 
5.141  281 

0.213 
0.214 

5-138  248 
5.138  160 

0.015 

5.142  942 

0.065 

5. 142  900 

0.115 

5.142 

538 

0. 165 

5.141  240 

0.215 

5.138  070 

0.016 

0.017 

5. 142  941 
5.142  941 

0 
0 

0.066 
0.067 

5.142  898 
5-142  895 

0. 116 
0.117 

5-142 
5.142 

523 
509 

0.  i66 
0. 167 

5.141  199 
5.141  157 

0.216 
0.217 

5-137  980 
5.1J7  888 

0.018 

5.142  941 

0.068 

5.142  892 

3 

0. 118 

5-142 

494 

0.168 

5-141  114 

0.218 

5-137  795 

0.019 

5.142  941 

0.069 

5.142  889 

^ 

0.119 

5-142 

479 

0. 169 

5.141  070 

0.219 

5.137  700 

0 

3 

16 

44 

95 

0.020 

5.142  941 

0 
0 

0.070 

5.142  886 

3 

4 
3 
4 
4 
4 
4 

0. 120 

s-142 

463 

16 

0. 170 

5.141  026 

45 
46 
47 
48 
48 
49 
51 
SO 
52 

0.  220 

5-137  605 

97 

99 

99 

101 

0.021 

5.142  941 

0.071 

5.142  883 

0.121 

5.142 

447 

17 
17 
17 
18 

0.171 

5.140  981 

0.221 

5.137  508 

0.022 

5.142  941 

0.072 

5.142  879 

0.122 

5-142 

430 

0.172 

5.140  935 

0.222 

5.137  409 

0.023 

5.142  941 

0 

0 
0 
0 

0.073 

S.142  876 

0.123 

5.142 

413 

0.173 

5.140  888 

0.223 

5-137  310 

0.024 

5.142  941 

0.074 

5.142  872 

0.124 

5-142 

396 

0. 174 

5.140  840 

0.224 

5.157  209 

102 

0.025 

5.142  941 

0.075 

5.142  868 

0.125 

5.142 

378 

18 

0.175 

5.140  792 

0.225 

5-137  107 

104 
105 
107 
107 

0.026 

5.142  941 

0.076 

5.142  864 

0. 126 

5.142 

360 

18 

0. 176 

5.140  743 

0.  226 

5-137  005 

0.027 

5.142  940 

1 

0.077 

5.142  860 

0.127 

5-142 

342 

19 

20 

0.177 

5. 140  692 

0.227 

5.156  898 

0.028 

5.142  940 

0 

0.078 

5.142  856 

4 

0.128 

5.142 

323 

0.178 

5. 140  642 

0.228 

5.136  791 

0.029 

5.142  940 

0 

0.079 

5.142  851 

5 

0. 129 

5-142 

303 

0. 179 

5.140  590 

0.229 

5.136  684 

i^  / 

0 

4 

20 

53 

1 10 

0.030 

5.142  940 

0.080 

5.142  847 

0. 1  50 

5-142 

283 

20 
21 

22 

2,\ 

0. 180 

5-140  537 

54 
54 
55 
56 
58 
58 
59 
60 

0.230 

5-136  574 

1 10 

0.031 
0.052 

0.035 

5.142  939 
5.142  959 
5.142  939 

0 
0 

0.081 
0.082 
0.083 

5.142  842 
5.142  837 
5.142  832 

5 

5 

5 
6 

0.131 
0.132 
0.135 

5.142 
5.142 
5.142 

263 

242 
220 

0.181 
0.182 
0. 185 

5-140  483 
5.140  429 
5-140  374 

0.  231 
0.252 
0.253 

5.136  464 

5-136  352 
5.156  238 

1  12 
114 

115 
116 

0.034 

5-142  9^9 

0.084 

5.142  826 

5 
6 
6 
6 

7 

0.134 

5-142 

199 

2  ^ 

0.184 

5 . 1 40  318 

0.234 

5.136  125 

0.035 

0.036 
0.037 

5.142  958 
5.142  958 
5-142  937 

0 

I 

0.085 
0.086 
0.087 

5.142  821 
5-142  815 
5-142  809 

0.135 
0.156 

0.137 

5-142 
5-142 
5.142 

176 

154 
130 

22 
24 
24 
24 

0.185 
0.186 

0.187 

5.140  260 

5. 140  202 
5.140  143 

0.235 
0.236 

0-237 

5. 156  007 
5.135  889 
5-135  769 

118 
120 
121 

0.038 

5-142  957 

0 

0.088 

5.142  803 

0. 138 

5.142 

106 

0.188 

5. 140  083 

61 

0.258 

5-135  648 

122 

0.039 

5.142  936 

' 

0.089 

5-142  796 

0.159 

5.142 

082 

0. 189 

5. 140  022 

0.259 

5-135  526 

0 

6 

25 

61 

124 

0.040 

5-142  936 

1 

0.090 

5.142  790 

0. 140 

5.142 

057 

25 
26 

0. 190 

5.139  961 

63 
64 

0.  240 

5- 135  402 

125 
127 

0.041 

5-142  935 

0.091 

5.142  783 

' 

0. 141 

5.142 

032 

0. 191 

5-139  898 

0.241 

5-135  277 

0.042 

5.142  934 

0 

0.092 

5.142  776 

^ 

0. 142 

5.142 

006 

27 
27 
28 

0. 192 

5-139  834 

65 

0.242 

5-135  150 

129 
150 
132 
134 
135 
136 

139 
140 

0.045 

5.142  934 

0.095 

5.142  768 

7 

0.143 

5-141 

979 

0-193 

5-139  769 

66 

0.243 

5-135  021 

0.044 

5-142  933 

0.094 

5.142  761 

0.144 

5.141 

952 

0-194 

5-139  705 

67 

0.244 

5.154  891 

0.045 

5-142  932 

0.095 

5-142  753 

8 

0.145 

5-141 

924 

28 

0.195 

5-139  636 

67 

0.245 

5-134  759 

0.046 

5.142  931 

1 

0.096 

5-142  745 

0. 146 

5-141 

896 

29 
29 

30 
31 

0. 196 

5-139  569 

69 

70 
71 

72 

0.246 

5-134  625 

0.047 
0.048 

5.142  930 
5.142  929 

1 

0.097 
0.098 

5-142  737 
5-142  728 

9 
9 
9 

0. 147 
0. 148 

5-141 
5-141 

867 
838 

0.197 
0. 198 

5.139  500 
S-139  430 

0.247 
0.248 

5-154  490 
5-134  354 

0.049 

5.142  928 

0.099 

5.142  719 

0.149 

5-141 

808 

0.199 

5-139  359 

0.249 

S-134  215 

0.050 

5.142  927 

i 

0.  100 

5-142  710 

0. 150 

5-141 

777 

0.200 

5-139  287 

0.250 

5-134  075 

—     574     — 
Tafel  Vin. 

log  {Q./'[nt} 


±n 


-J 


J 


Q 


J 


Q 


o.ooo 

O.OOI 
0.002 

0.003 

0.004 
0.005 
0.006 
0.007 
0.008 
0.009 


O.OIO 
O.Ol  I 

0.012 

0.013 

0.014 
0.015 
0.016 
O.Ol  7 
O.Ol  8 
0.019 


0.020 
0.021 

0.022 
0.023 
0.024 
0.025 
0.026 
0.027 

0.028 

0.029 


0.030 
0.031 

0.032 

0-033 
0.034 
0.035 
0.036 
0.037 
0.038 
0.039 


0.040 
0.041 
0.042 

0.043 
0.044 
0.045 

0.046 

0.047 

0.048 

0.049 

0.050 


6„ 

88 

807 

6» 

188 

806 

6„ 

188 

804 

6„ 

88 

800 

(>i: 

188 

795 

b„ 

188 

788 

(>„ 

i88 

780 

bn 

88 

770 

K 

188 

7?9 

6» 

188 

746 

6.„ 

188 

732 

K 

188 

717 

6„ 

188 

700 

6|; 

188 

681 

6» 

188 

661 

6„ 

88 

639 

6„ 

88 

616 

6„ 

188 

';92 

6« 

i88 

566 

6.« 

188 

538 

6„ 

88 

509 

b,, 

188 

479 

b„ 

188 

447 

bn 

188 

M3 

b„ 

188 

378 

6,, 

188 

342 

b„ 

188 

304 

b„ 

88 

264 

6», 

18K 

223 

K 

188 

181 

K 

18X 

■37 

b„ 

188 

092 

b„ 

188 

04? 

b„ 

87  996 

b„ 

87  946 

6„ 

87 

89^1 

6„ 

187 

842 

b„ 

87 

788 

b„ 

187 

732 

bn 

187 

675 

b. 

187 

616 

bn 

187 

555 

b,, 

187 

494 

b„ 

187 

430 

b„ 

187 

365 

bn 

187 

299 

b„ 

187 

23' 

b„ 

187 

162 

b„ 

187 

091 

b„ 

187 

019 

b„ 

186 

945 

32 

34 
35 
36 
38 
40 
41 
42 

44 

45 
47 
49 
50 
51 
53 
54 
56 
57 

59 

61 
61 
64 
65 
66 
68 
69 

72 
74 


0.050 
0.051 
0.052 
0.053 
0.054 
0.055 
0.056 
0.057 
0.058 
0.059 


0.060 
0.061 
0.062 
0.063 
0.064 
0.065 
o.  066 
0.067 
0.068 
0.069 


0.070 
0.071 
0.072 
0.073 
0.074 
0.075 
0.076 
0.077 
0.078 
0.07g 


0.080 
0.081 
o.o':2 
0.083 
0.084 
0.085 

0.086 
0.087 
0.088 
0.089 


I 


0.090 
0.091 
0.092 

0.093 

0.094 

0.095 

0.096 
0.097 !6„ 
0.098  1  6,1 
0.099  6„ 
o.  100  ( 6,, 


86  945 
86  870 
86  793 
86  715 
86  635 


554 
471 
387 
301 
214 


86  125 

86  034 

8^  943 

85  849 

85  755 

85  658 

85  561 

85  461 

85  360 

85  258 


85  154 
85  049 
84  942 
84  834 
84  724 
84  613 
84  500 

84  385 
84  269 
84  152 


84  033 

83  913 

83  791 

83  667 

83  542 

83  416 

83  288 

83  158 

83  027 

82  895 


82  760 

82  625 

82  488 

82  349 

82  209 

82  067 

81  924 

81  779 

81  633 

81  48s 

81  336 


75 
77 
78 
80 
81 
83 
84 
86 

87 


91 

91 

94 
94 
97 
97 
100 


104 

105 
ro7 
108 

1 10 

1 1 1 
i'3 
"5 
116 
117 

119 

120 
122 
124 
125 
126 
128 
13° 
i3> 
132. 

135 

135 
137 
139 
140 
142 
143 
145 
146 
148 
149 


0 

100 

6„i 

0 

101 

6»! 

0 

102 

6„i 

0 

103 

6„i 

0 

104 

6„i 

0 

105 

6„i 

0 

106 

6,.i 

0 

107 

6„I 

0 

108 

6„i 

0 

109 

6.1 

0 

1 10 

6„i 

0 

1 1 1 

6„i 

0 

1  12 

6„i 

0 

'I3 

6„i 

0 

114 

6,.i 

0 

II'; 

6„i 

0 

116 

6«! 

0 

117 

6„i 

0 

118 

6„. 

0 

119 

b„i 

0 

120 

6„i 

0 

121 

b„i 

0 

122 

6„i 

0 

123 

6„i 

0 

124 

6„i 

0 

125 

6„i 

0 

126 

6„, 

0 

127 

6„i 

0 

128 

6„i 

0 

129 

6»' 

0 

130 

6,.i 

0 

131 

6„i 

0 

132 

6„i 

0 

133 

6„i 

0 

134 

6„i 

0 

131 

6„i 

0 

136 

6„. 

0 

137 

b„i 

0 

138 

6„i 

0 

139 

6„i 

0 

140 

6„i 

0 

141 

6,.i 

0 

142 

6„i 

0 

143 

b.i 

0 

144 

6„, 

0 

145 

ö»i 

0 

146 

6„i 

0 

147 

6„i 

0 

148 

6„i 

0 

149 

6„i 

0 

150 

b,,I 

181  336 

81  185 

81  033 

80  879 

80  724 

80  567 

80  408 

80  248 

80  087 

79  924 


79  759 
79  593 
79  425 
79  256 
79  085 
78  913 
78  739 
78  564 
78  387 
78  208 


78  028 

77  847 

77  664 

77  479 

77  293 

77  105 

76  916 

76  725 

76  533 

76  339 


76  143 
75  946 
75  748 
75  548 
75  346 
75  143 
74  938 
74  731 
74  523 
74  314 


74  '03 

73  890 

73  676 

73  460 

73  243 

73  024 

72  803 

72  581. 

72  358 


133 

906 


83 
85 
86 
88 
89 
91 
92 
94 

96 

97 
98 
200 
202 
203 
205 
207 
208 
209 

211 

213 
214 
216 

217 
219 

221 

222 
223 

225 

227 


o.  150 
0.151 
o.  152 

0.153 
0.154 
0.155 

o.  156 

0.157 
0.158 
0.159 


o.  160 

0.161 

o.  162 

0.163 

o.  164 


o.  165 

0.166 

o.i67;6„ 
o.i68;6„ 
0.169  6 


o.  170 
o.  171 
o.  172 

0.173 
0.174 
0.175 
o.  176 
0.177 
0.178 
0.179 


0.180  6 

0.181  6 

0.182 

0.183 

o.  184 

0.185 

0.186 

0.187 

0.188 

o.  18g 


0.190 
o.  191 
o.  192 


O.  1 

0.197  6„ 
o.  198  6,, 
0.199.6,, 
0.200  6,, 


71  906 
71  677 

71  447 
71  216 
70  983 
70  748 
70  512 
70  274 
70  035 
69  793 


69  551 
69  307 
69  061 
68  814 
68  565 
68  314 
68  062 
67  808 

67  553 
67  296 


67  037 
66  777 
66  515 
66  252 
65  987 
65  720 
65  452 
65  182 
64  910 
64  637 


64  363 
64  086 
63  808 
63  529 
63  248 
62  965 
62  680 
62  394 
62  107 
61  817 


61  526 
61  Z34 
60  939 
60  644 
60  346 
60  047 
59  746 
59  444 
59  140 
58  834 
58  526 


229 
230 
231 
233 
235 
236 

238 
239 
242 

242 

244 
246 

247 
249 
251 
252 
254 
255 
257 

259 

260 
262 
263 

265 
267 
268 
270 
272 
273 

274 

277 
278 

279 
281 
283 
285 
286 
287 
290 

291 

292 

295 
295 
298 

299 
301 
302 
304 
306 
308 


0.200 
0.201 
0.202 
0.203 
o.  204 
0.205 
o.  206 
0.207 
0.208 
0.209 


0.210 
0.211 
0.212 
0.213 
0.214 
0.215 
0.216 
0.217 
0.218 
0.219 


0.220 

O.  221 
O.  222 
0.223 
0.224 
0.225 
0.226 
0.227 
0.228 
0.229 


230  6,, 
0.23116, 

0.232|6, 

0.233  b, 
o-234|6, 
0.235,6, 
0.236  6, 
o.237|6, 
0.238  6, 
0.239  6, 


0.240 
0.241 
0.242 
0.243 
0.244 
0.245 
0.246 
0.247 
0.248 
0.249 
o.  250 


58  526 

58  217 

57  907 

57  594 

57  280 

56  964 

56  647 

56  328 

56  007 

55  685 


55  361 
55  035 
54  708 
54  379 
54  048 
53  716 
53  382 
53  046 
52  709 
52  370 


52  029 
51  686 
5>  342 
50  996 
50  649 
50  299 
49  948 
49  596 
49  241 
48  885 


48  527 
48  168 
47  806 
47  444 
47  079 
46  71z 
46  344 
45  974 
45  603 
45  230 


44  855 
44  478 
44  099 
43  719 
43  337 
42  953 
42  568 
42  181 
41  792 
41  401 
41  008 


309 
310 

313 
3'4 
316 

317 
319 
321 
322 

324 

326 
327 
329 
331 
332 
334 
336 
337 
339 

341 

343 
344 
346 

347 
350 
351 
352 
355 
356 

358 

359 
362 
362 
365 
367 
368 
370 
371 
373 

375 

377 
379 
380 
382 
384 
385 
387 
389 
391 

393 


575 


Tafel  vm. 

log  {Q,'»!«)}. 


±  n 

Q 

—  J 

±  n 

Q 

—  J 

±n 

Q 

—  J 

±  n 

Q 

—  J 

±  u 

Q 

—  J 

0.000 

4,.4i5 

201 

0 

0.050 

4„4i5   188 

2 

0.  loo 

4»4I4 

982 

9 

9 

10 

9 
10 
j  j 

0. 150 

4),4I4 

096 

29 
30 
31 
32 
32 
32 
34 
33 
35 

0.  200 

4,(41 1 

734 

69 
71 
71 
72 

74 
75 
75 
77 
78 

O.OOI 
0.002 

0.003 
0.004 
0.005 

4,,4i5 
4„4IS 
4»415 
4,,4I5 
4„4i'; 

201 
201 
201 
201 
201 

0 

0 
0 

0.051 
0.052 
0.053 
0.054 
0.055 

4„4i5   186 

4»4IS    '85 
4„4I5    184 
4»4IS    183 
4„4I5    181 

1 

I 
I 

0.  lOI 

0. 102 
0. 103 
0. 104 
0. 105 

4/(414 
4/,4i4 
4,/4i4 
4„414 
4/,4i4 

973 
964 

954 
945 
935 

0.151 
0. 152 
0.153 
0.154 
0.155 

4/.4I4 
4„4I4 
4/(414 
4/(413 
4/.413 

067 
037 
006 
974 
942 

0.  201 
0.  202 
0.203 
0. 204 
0.  205 

4,(411 
4,(411 
4,(4" 
4,(4" 
4,(4" 

665 
594 
523 
451 

377 

0.006 
0.007 

4»415 
4h4I5 

201 

201 

0.056 
0.057 

4„415    180 
4/(415    178 

2 

0. 106 
0. 107 

4/,4i4 

4,.414 

924 
914 

10 

0. 156 
0.157 

4,(413 
4/(413 

910 

876 

0.  206 
0.  207 

4,(4" 

4,(4" 

302 

227 

0.008 
0.009 

4k4"5 
4«4I  5 

201 
201 

0 

0.058 
0,059 

4„4I5    176 
4»4IS    175 

■ 

0. 108 
0. 109 

4„4I4 
4/,4i4 

903 
892 

1 1 

0. 158 
0.159 

4/(413 
4,(413 

843 
808 

0.208 
0.209 

4,(41 1 
4„4I' 

150 

072 

0 

2 

12 

35 

79 

O.OIO 
O.Ol  1 

0.012 
O.Ol  3 

4»4>5 
4„4i5 
4„4IS 
4»4i5 

201 
201 
201 
201 

0 
0 
0 

0 
0 

0 
0 
0 

0 

0.060 
0.061 
0.062 
0.063 

4.,4I5    '73 
4„4I5    >7i 
4»4I5    169 
4»4i.5    1&7 

2 
2 
2 
3 

0. 1  10 

0. 1 1 1 
0.112 
0.113 

4/,4i4 
4,.4i4 
4/i4i4 
4//4U 

880 
868 
856 

844 

12 
12 
12 
"3 
'3 
14 
>3 
■5 
<4 

0. 160 
0. 161 
0.162 
0. 163 

4„4I3 
4/,4i3 
4/(413 
4/(41  3 

773 
737 
700 
663 

36 
37 
37 
38 
38 
39 
40 

41 
41 

0.210 
0.211 
0.212 
0.  21  3 

4,(4 10 
4,(410 
4((4io 
4,(410 

993 
913 

832 

750 

80 
81 

82 
84 
85 
85 
87 
89 
89 

0.014 
0.015 

4„4'5 
4„4M 

201 
201 

0,064 
0.065 

4„4I5    164 
4„415    162 

0. 1 14 

0.115 

4/,4l4 
4/,4i4 

831 
818 

0. 164 
0. 165 

4„4I3 
4,(4  >  3 

625 

587 

0.  214 
0.215 

4,(4io 
4„4io 

666 
581 

0.016 
O.Ol  7 

4„4M 
4„4I5 

201 
201 

0.066 
0.067 

4«415    160 
4„4I5    157 

2 

3 
3 
3 

0. 116 

0.117 

4»4I4 
4/,4i4 

804 
791 

0. 166 
0. 167 

4,(413 
•i/,4i3 

548 
508 

0.216 

0.217 

4„4io 
4,(41 0 

496 
409 

0.018 

4„4i5 

201 

0.068 

4«4'5    M4 

0.118 

4„4'4 

776 

0.168 

4,(413 

467 

0.218 

4/(41 0 

320 

0.019 

4„4I5 

201 

0 .069 

4»4M    151 

0. 1 19 

4/,4'4 

762 

0. 169 

4,(413 

426 

0.219 

4,(4 10 

231 

0 

3 

'5 

43 

91 

0.020 
0.021 
0.022 
0.023 
0.024 

4„4I5 
4»415 
4»4M 
4„4i^ 
4„4I5 

201 
201 
201 
201 
201 

0 

0 
0 
0 

0,070 
0.071 
0.072 
0.  073 

0,074 

4„4I5    148 
4,.4'S    145 
4h4'5    142 
4»415    139 
4h415    13.S 

3 
3 
3 

4 
3 
4 
4 

■+ 

4 

0.  120 
0.  121 
0.  122 
0.123 

0.  124 

4„4'4 
4//4I4 
4/,4i4 
4„4I4 
4„414 

747 
732 
716 
700 
684 

15 
16 
16 
16 

17 
18 
17 
18 
19 

0. 170 
0. 171 
0. 172 
0.173 
0.174 

4«4i  3 
4/(413 
4,(413 
4/(413 
4,(413 

383 

340 
297 
252 
207 

43 
43 
4? 
45 
46 
46 
48 
48 
49 

0. 220 
0   221 
0.222 
0.223 
0.  224 

4„4io 
4,(4io 
4,(409 
4„409 
4/(409 

140 
048 

955 
861 

765 

92 

93 
94 
96 

97 

98 

99 

101 

102 

0.025 
0.026 
0.027 
0.028 
0.029 

4„4'5 
4„4"; 
4  ».4 15 
4h4IS 
4»4I5 

200 
200 
200 
200 
200 

0 
0 
0 
0 

0,075 
0 ,  076 
0.077 
0.078 
0.079 

4„4IS    132 
4„4I5    128 

4„4I5    J24 
4„,415    120 
4„4i5    116 

O.I25 

0. 126 
0.127 
0.128 
0.129 

4//4I4 
4/,4i4 
4„4i4 
4/,4i4 
4/,4i4 

667 
649 
632 
614 
595 

0.175 
0, 176 
0.177 
0. 178 
0.179 

4/(41 3 
f„4i3 
4„4i3 
4,(413 
4,(4 12 

161 

115 

067 
019 

970 

0.225 
0.226 
0.227 
0.228 
0.229 

4/(409 
4,(409 
4(,409 
4,(409 
4„409 

668 
570 
471 
370 
268 

0 

5 

19 

50 

104 

0.030 
0.031 

4„4IS 
4„4>5 

200 
199 

0 

0.080 
0.081 

4«4>5    "11 
4„4i,';   107 

4 
5 
5 
5 
5 
6 
6 

0. 130 
0. 1  31 

4/,4i4 
4„4'4 

576 
557 

19 

20 

0. 180 
0. 181 

4/(412 
4,(412 

920 
869 

51 

52 
52 
5  3 
55 
55 
56 
57 
57 

0.  230 
0.  231 

4„409 
4/,409 

164 
059 

105 

106 

0.032 

0.033 
0.034 
003? 

0.036 

4„4>'; 
4«4M 
4,,4I5 
4„4i  5 
4h4I5 

199 

199 
198 
198 
198 

0 

T 
0 
0 
1 

0.082 
0.083 
0.084 
0,085 
0,086 

4„4I5    102 
4„4i5   097 
4„4I5  092 
4«4'S   087 
4„4i,5   081 

0. 132 

0-133 
0.134 
0.135 
0. 136 

4„4'4 
4//4>4 
4„4i4 
4/.4'4 
4//4I4 

537 
517 
496 

475 
453 

20 

21 
21 
22 
22 

0.182 
0. 183 
0. 184 
0. 185 
0.186 

4,(412 
4/(412 
4,(412 
4/(41 2 
4/(412 

817 
765 
712 
657 
602 

0.  232 
0  '233 
0.234 
0235 
0,  236 

4,(40  8 
4„408 
4/,4o8 
4„4o8 
4(,4o8 

953 
846 

737 
627 

515 

107 
109 
1 10 
1 12 
113 
115 
n6 

0.037 
0.038 

0.039 

4»4i5 
4h4I5 
4»4i  5 

197 
197 
196 

0 

I 

0,087 
0,088 
0.089 

4„4iS  075 
4„415  070 

4»4i';  063 

5 

0.137 
0. 138 

0.139 

4/,4i4 
4/,4'4 
4„414 

431 
408 

385 

»3 
23 

0.187 
0.188 
0.189 

4,(412 
4,(412 
4,(412 

546 

489 
432 

0.237 
0.238 
0.239 

4„408 
4„408 
4,(408 

402 
287 
171 

0 

6 

23 

59 

"7 

0.040 

4h4'5 

196 

1 

0.090 

4„4I5   057 

6 

0. 140 

4„4I4 

362 

24 
25 
25 
26 

0, 190 

4,(412 

373 

59 
61 

0.240 

4,(40  8 

054 

119 

I  20 

0.041 

4„4IS 

'95 

I 

0.091 

4,.4I,';  051 

7 
7 
7 

0. 141 

4,i4i4 

338 

0. 191 

4,(412 

314 

0.  241 

4„407 

935 

0.042 

4»4IS 

194 

0 

0,092 

4»4I5   044 

0. 142 

4/,4i4 

313 

0. 192 

4,(412 

253 

61 

0.242 

4„407 

815 

I  22 

0.043 

4.,4i  5 

194 

1 

0.093 

4»4i.?  037 

0.143 

4/,4i4 

288 

0.193 

4/(412 

192 

63 
63 
64 
66 

0-243 

4,(4°7 

693 

123 
125 
126 

0.044 

4»4I5 

193 

1 

0.094 

4»4I5   030 

0.144 

4/,4i4 

262 

26 

0.194 

4/(412 

129 

0.244 

4,(407 

570 

0.045 

4„4I5 

192 

0.095 

4„4I5   022 

7 

0.  M,? 

4//4I4 

236 

27 
27 
28 

0.195 

4/(412 

066 

0   245 

4,(4°  7 

445 

0.046 

4„4>5 

191 

0 .096 

4,,4i5    °I5 

0. 146 

4//4I4 

209 

0. 196 

4/,4i2 

002 

0.  246 

4(,407 

319 

128 

0.047 

4„4"'; 

191 

0.097 

4„4IS   007 

% 

0.147 

4/,4'4 

182 

0.197 

4,(411 

936 

66 

0.247 

4„407 

191 

130 
131 
132 

0,048 
0.049 

4„41S 

4»4<5 

190 
189 

I 

0.098 
0.099 

4»4I4  999 
4»4I4  990 

9 
8 

0.148 
0.149 

4//4I4 
4/,4i4 

154 
125 

29 
29 

0. 198 
0.199 

4,(411 
4/(411 

870 
803 

67 
69 

0.248 
0.249 

4,(40  7 
4„4o6 

061 
930 

0.050 

4»4IS 

188 

0. 100 

4„4I4   982 

0. 150 

4„4»4 

096 

0,  200 

4,(411 

734 

0.250 

4„4o6 

798 

576 


Tafel  IX. 

log  (P/H). 


vergl.  pag.  58. 


±m 

p      —J 

±m 

V 

—  J 

Zt»i 

P 

1 

—  J 

±m 

P 

—  J 

±m 

P 

—  J 

o.ooo 

8„6i9  789 

0  .050 

8,„6o6  561 

0. 100 

8„564  271 

0. 150 

8,1483  "2 

0. 200 

8„J35 

792 

O.OOI 
0.002 

0.003 
0.004 
0 .  005 
0.006 
0.007 
0.008 
0.009 

8„6i9  784 
8„6i9  76« 
8„6i9  742 
8„6i9  705 
8„6l9  659 
8„6i9  601 

8„6>y  533 
8„6i9  455 
8„6i9  366 

5 
16 
26 

37 
46 

58 
68 
78 
89 

99 

0.051 
0.052 
0.053 
0.054 
0.055 
0.056 
0.057 
0.058 
0.059 

8„6o6  018 

8,(605  463 
8„6o4  897 
8„6o4  320 
8«6o3  731 
8„6o3  130 
8„6o2  518 
8„6oi  894 
8„6oi  258 

543 
555 
566 

577 
589 
601 
612 
624 
636 

648 

0.  lOI 

0. 102 
0. 103 
0. 104 
0. 105 
0. 106 
0. 107 
0. 108 
0. 109 

8«563  079 
8„56i  872 
8„56o  650 

8,,559  412 
8„558  158 
8„556  889 
8„555  604 
8»554  303 
8„552  986 

1192 

1207 
1222 

.238 

'1254 
1269 
1285 
1301 
1317 

1333 

0.151 
0.152 

0-153 
0.154 
0.155 
0. 156 
0.157 
0. 158 
O.IS9 

8„48o  957 
8„478  778 
8„476  573 
8„474  342 
8„472  086 
8,1469  802 
«„467  492 
»„465  "55 
8,„462  790 

2155 

2179 
2205 
2231 
2256 
2284 
2310 
2337 
2365 

2393 

0.  201 
0.202 
0.  203 
0.  204 
0.205 
0.206 
0.  207 
0.208 
0.  209 

8„33i 
8„3  27 
8„323 
8„3i9 
8„3i5 
8„3io 
8„3o6 
8„30i 
8„297 

755 
659 

S03 
287 
008 
665 
257 
782 
239 

4037 
4096 
4156 
4216 
4279 
4343 
4408 

4475 
4543 

4614 

O.OIO 
O.Ol  I 

0.012 
0.013 
0.014 
0.015 

8;,6i9  267 
8„6i9  158 
8„6i9  038 
8„6i8  907 
8„6i8  766 
8„6i8  615 

109 
120 

13' 

141 

151 

162 

173 
183 
194 

0.060 
0.061 
0.062 
0.063 
0.064 
0.065 

8„6oo  610 
8„599  95° 
8„599  279 
8„598  596 
8„597  900 

8»597  192 

660 
671 
683 
696 
708 
719 
732 
745 
-56 

0. 1 10 
0. 1 II 
0.112 

0.113 
0.114 
0. 115 

8»55i  653 
8«5  50  304 
8u548  938 
8»547  555 
8„546  156 
8«544  740 

1349 
1366 

1383 
1399 
1416 

1434 
1450 
1468 
1485 

0. 160 
0. 161 
0. 162 
0. 163 
0. 164 
0. 165 

8„46o  397 
8„457  975 
8„455  525 
8„453  046 
8„450  537 
8„447  997 

2422 
2450 
2479 
2509 
2540 
2569 
2601 
2632 
2664 

0.210 

0.  21  I 
0.212 
0.213 
0.  214 
0.215 

8„292 

8„287 
8„283 
8„278 

8«  2  73 
8„268 

625 
940 
181 
346 
433 
442 

4685 
4759 
4835 
4913 
499' 
5074 
5'58 
5244 
5332 

0.016 
0.017 
O.Ol  8 
0  019 

8„6i8  453 
8„6i8  280 
8„6i8  097 
8„6i 7  903 

0.066 
0.067 
0.068 
0.069 

8„596  473 
8»595  741 
8„594  996 
8„594  240 

0.116 

0.117 
0.II8 
0.119 

8„543  306 
8„54i  856 
8 „540  388 
8„538  903 

0. 166 
0. 167 
0.168 
0. 169 

8„445  428 
8„442  827 
8„44o  195 
8„437  53' 

0.216 
0.217 
0.218 
0.219 

8„263 
8„258 

8„252 

8„247- 

368 
210 
966 
634 

204 

769 

1504 

2696 

5424 

0.020 
0.021 
0.022 
0.023 
0.024 
0.025 
0.026 
0.027 
0.028 
0.029 

8„6i7  699 
8„6i7  484 
8„6i7  259 
8„6i7  023 
8„6i6  777 
8„6i6  519 
8„6i6  251 

8„6iS  973 
8„6i5  684 
8„6i5  384 

215 

225 
236 
24b 
258 
268 
278 
289 
300 

0.070 
0.071 
0.072 
0.073 
0.074 
0.075 
0.076 
0.077 
0.078 
0.079 

8h593  471 
8„592  689 

8„59i  895 
8„59i  089 
8„590  270 
8«589  438 
8»588  593 
8„587  735 
8„586  865 
8„585  981 

782 

794 
806 
819 
832 

845 
858 
870 
884 

0. 120 
0.121 

0.  122 
0.123 
0.124 
0.125 
0.  126 
0.127 
0.  128 
0.  129 

8„537  399 
8„535  878 

8,.534  339 
8„532  782 
8«53>  206 
8„529  612 

8„527  999 
8„526  367 
8„524  716 
81,523  046 

1521 
•539 
1557 
1576 

1594 
16,3 

1632 
165, 
1670 

0.170 
0.171 
0. 172 
0. 173 
0.174 
0.175 
0. 176 
0.177 
0.178 
0.179 

8„434  83s 
8„432  106 

8„429  343 
8„426  547 

«„423  715 
8„420  849 
8„4i7  948 
8„4IS  010 
8„412  035 
8„409  023 

2729 

2763 
2796 
2832 
2866 
2901 
2938 
2975 
3012 

0.  220 
0.221 
0  .  222 
0.223 
0.224 
0.225 
0.  226 
0,227 
0.228 
0  .229 

8 „242  210 
8„236  693 
8„23i  079 
8„225  365 

8„2i9  550 
8„2i3  628 
8„207  598 
8„201  456 
8„195  198 
8„i88  821 

55'7 
5614 

5714 
5815 
5922 
6030 
6142 
6258 
6377 

3'i 

896 

1690 

3051 

6501 

0.030 
0.031 
0.032 

0  033 
0.034 
0,035 

0.036 

8 „6 I 5  0-3 
8„6i4  751 
8„6i4  419 
8„6i4  076 
8„6i3  722 

8«6>3  317 
8„6i2  982 

322 
332 

343 
354 
365 
375 
387 
398 
408 

0.080 
0.081 
0.082 
0.083 
0.084 
0.085 
0.086 

8„585  085 
8„584  175 
8„583  252 
8,,582  315 
8„58i  366 
8„58o  402 
8„579  425 

910 
923 
937 
949 
964 
977 
990 
1004 
1019 

0. 130 

0.131 

0.132 

o->33 
0.134 
0.135 
0. 136 

8„52i  356 
8„519  646 
8„5I7  9>7 
8„5i6  167 

8„5i4  397 
8„5i2  607 

8„5'o  795 

1710 
1-29 
1750 
1 770 

1790 
1812 
1832 
1854 

1875 

0. 180 
0. 181 
0.182 
0.183 
0. 184 
0.185 
0.186 

8„405  972 
8„402  883 

8„399  755 
8„396  586 

8„393  376 
8„39o  125 
8„386  832 

3089 
3128 
3169 
3210 
3251 
3293 
3337 
3380 
3425 

0.230 
0.231 
0.232 
0.233 
0.234 
0.235 
0.236 

8„i82 

8„i-5 
8„l68 
8„i62 
8„I54 
8„147 
8„I40 

320 
691 

929 
031 
992 
805 
466 

6629 
6762 
6898 
7039 
7187 
7339 
7497 
-661 
7832 

0.037 
0.038 

0.039 

8„6i2  595 
8„6i2  197 
8„6ii  789 

0.087 
0.088 
0.089 

8„5  78  435 
8„577  43« 
8„576  412 

0.137 
0.138 
0.139 

8„5o8  963 
8„507  109 
8„505  234 

0. 187 
0.188 
0. 189 

8„383  495 
8„3  8o  115 
8„376  690 

0.237 
0.238 
0.239 

8„132 

8„I25 
8„I17 

969 
308 

476 

420 

1032 

1897 

3471 

8010 

0.040 
0.041 
0.042 

0.043 
0.044 
0 .  045 

8,.6li  369 
8„6io  939 
8„6io  497 
8 „6 10  044 
8„6o9  580 
8„6o9  105 

430 
442 
453 
464 

475 
486 

498 
509 
520 

531 

0.090 
0.091 
0.092 
0.093 
0.094 
0.095 

8„575  380 
8»574  334 
8;,573  274 
8„5  72  200 
8„57i  111 
8„570  008 

1046 
1060 

1074 
1089 
1103 
1118 

0. 140 
0  141 

0.142 

0.143 
0.144 
0.145 

8„503  3  37 
8„50i  418 
8„499  476 
8„497  512 
8„495  526 
8„493  516 

1919 
1942 
1964 
1986 
2010 
2033 
2057 
2080 
2105 
2129 

0. 190 
0. 191 
0. 192 
0.193 
0.194 
0,195 

8„373  219 
8„369  701 
8„366  137 
»„362  523 
8„358  861 
8„355  148 

3518 

3564 
3614 
3662 
3713 
3764 
3816 
3871 
3924 
3981 

0.240 
0.  241 

0.  242 
0.243 

0.244 
0.245 

8„I09 
8„ioi 
8  „09  2 
8„o84 
8„o-5 
8  „066 

466 

272 
884 
296 
498 
482 

8194 
8388 
8588 
8798 
9016 
9246 
9487 
9-39 
10001 
10280 

0.046 
0.047 

8„6o8  619 
8„6o8  121 

0.096 
0.097 

8„568  890 
8„567  757 

1133 
H47 
1162 

1 1  77 

0  146 

0. 147 

8„49i  483 
8„489  426 

0.  196 
0.197 

8„35i  384 
8„347  568 

0.  246 

0.247 

8„o57 
8  „047 

236 

749 

0.048 
0,049 
0.050 

8„6o7  6>2 
8„6o7  092 
8„6o6  561 

0.098 
0.099 
0. 100 

8„566  610 
8„565  448 
«„564  271 

0. 148 
0.149 
0.150 

8„487  346 
8„485  241 
8„483  "2 

0.198 
0.199 

0,  200 

8„343  697 
8„339  773 
8„335  792 

0.248 
0.249 
0.  250 

8„038 
8„o28 
8„oi7 

010 
009 

729 

577 


Tafel  IX. 

log  {P.i^lm\}. 
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3'3 

317 
32' 
323 

0,143 

8.653 

934 

0.193 

8.680  107 

0.243 

8.711  876 

684 
686 

0  044 

8.623 

'39 

150 
'53 

0.094 

8.634  873 

0.144 

8.654 

395 

0.194 

8.680  692 

0.244 

8.712  560 

0.045 

8.623 

292 

0.095 

8.63s 

190 

0.145 

8,654 

858 

0.195 

8.681  279 

589 
592 

593 
596 
598 

0.245 

8.713  246 

687 
68g 
691 
692 
694 

0  046 

8.623 

449 

'57 
160 
164 
167 

0  096 

8.63s 

5" 

0.146 

8  655 

324 

0,  196 

8.681  868 

0.246 

8-7'3  933 

0.047 

8.623 

609 

0.097 

8.635 

834 

0.147 

8.65s 

1 

0. 197 

8.682  460 

0.247 

8.714  622 

0.048 

8.623 

773 

0.098 

8.636 

160 

0.148 

8.656 

0. 198 

8.683  053 

0.248 

8.715  313 

0.049 

8.623 

94° 

0.099 

8.636 

490 

33° 
332 

0.149 

8.656 

0.199 

8.683  649 

0.249 

8.716  005 

0.050 

8.624 

110 

1  70 

0. 100 

8.636 

822 

0. 150 

8.657 

0.200 

8.684  247 

0.250 

8.716  699 
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7.939  428 
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333 
340 
346 

0. 100 
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0.150 

7.873  263 

1062 

0.200 

7.807  591 

1607 
1620 

O.OOI 

7.947  145 

3 

0.051 

7.939  114 

0 .  101 

7.914  922 

0.151 

7.872  zo 1 

1071 

0.201 

7.805  984 

f 

0.002 

7-947  13s 

10 

0.052 

7-938  793 

0. 102 

7.914  260 

669 

676 
684 

0. 152 

7.871  130 

1081 

0.202 

7-804  364 

.634 
1647 
1660 

0.003 
0.004 

7.947  120 
7.947  099 

15 

21 

28 

0-053 
0.054 

7.938  466 
7.938  133 

0. 103 
0. 104 

7-913  591 
7.912  915 

0.153 
0.154 

7.870  049 

7-868  959 

1090 
1099 

0.203 
0.204 

7.802  730 
7.801  083 

0.005 

7.947  071 

0-055 

7-937  793 

0. 105 

7.912  231 

691 

699 
706 

713 

0.155 

7.867  860 

1 109 
1119 
1128 
1137 

0.205 

7-799  423 

1674 
1688 

0.006 

7.947  037 

34 

0.056 

7-937  447 

0.106 

7.911  540 

0. 156 

7.866  751 

0,  206 

7.797  749 

0.007 
0  .008 
0.009 

7  946  997 
7.946  951 
7.946  899 

40 
46 

5* 

0.057 
0.058 
0.059 

7-937  094 
7.936  734 
7.936  368 

35  3 
360 
366 

0. 107 
0. 108 
0.109 

7.910  841 
7.910  135 
7.909  422 

0.157 
0.158 
0.159 

7.865  632 
7-864  504 
7.863  367 

0.207 
0.208 
0.209 

7. 796  061 
7.794  360 
7.79^  644 

1701 
1716 

58 

372 

722 

1148 

1729 

O.OIO 
O.Ol  I 

7.946  841 
7.946  777 

64 

0.060 
0.061 

7- 
7- 

935  996 
935  617 

379 
385 

0.110 
0. 1 II 

7.908  700 
7.907  972 

728 

737 
744 
752 
759 
767 
775 
783 
790 

0. 160 
0. 161 

7. 862  219 
7.861  062 

1157 
1167 
1176 
1187 

1197 
1 Z06 

0.210 
0.211 

7.790  9"5 
7.789  171 

1744 
1758 
1772 
1787 
1802 
1816 

0.012 

7.946  706 

^' 

0  062 

7. 

935  232 

0.112 

7.907  235 

0. 162 

7.859  895 

0.212 

7.787  413 

0.013 
0.014 
0.015 

7.946  629 

7.946  547 
7.946  458 

77 
82 
89 
96 

0  063 
0  064 
0  065 

7- 
7- 
7 

934  840 
934  441 
934  036 

392 
399 
405 
412 
418 

0.113 
0.114 
0.115 

7.906  491 

7-905  739 
7.904  980 

0.163 
0. 164 
0. 165 

7.858  719 
7-857  532 
7.856  335 

0.213 
0.214 
0.215 

7.785  641 
7.783  854 
7.782  052 

I 

0.016 

7.946  362 
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7. 
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0.116 

7.904  213 

0.166 

7-855  129 

1217 

1227 
1238 

0.216 

7. 780  236 

1832 
1846 
1862 

0.017 

7.946  261 

101 

0.067 

7 

933  206 

0.117 

7.903  438 

0. 167 

7.853  912 

0.217 

7.778  404 

0.018 
0.019 

7.946  154 
7.946  040 

107 
114 
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0.069 

7 
7 

932  781 
932  349 

425 
432 

0.118 
0.119 

7-902  655 
7.901  865 

0.168 
0. 169 

7.852  685 
7.851  447 

0.218 
0.219 

7.776  558 
7.774  696 

120 

438 

799 

1247 

1878 

0.020 

7.94s  920 

126 

0.070 

7.931  911 

445 
451 
459 
465 
472 
478 
486 
492 
499 

0. 120 

7.901  066 

806 

0. 170 

7.850  200 

1258 

0.  2ZO 

7.772  818 

1893 
1908 
1925 
1940 
1957 
'973 
1989 
2007 
2023 

. 

0.021 

7-945  794 

0.071 

7 

931  466 

0. 121 

7.900  260 

814 
823 
830 
838 
847 
854 
863 

871 

0. 171 

7.848  942 

1269 

1279 
12S9 
1300 
1311 
1322 
1333 
1344 

0.  221 

7 

770  925 

0.022 
0.023 
0.024 
0.025 

7.945  662 
7.945  524 
7.945  379 
7.945  228 

13- 

138 

14s 
151 

0.072 
0.073 
0.074 
0.075 

7 
7 
7 
7 

931  015 
930  556 
930  091 
929  619 

0. 122 
0.123 
0.124 
0 .  125 

7.899  446 
7.898  623 
7.897  793 
7-896  955 

0. 172 
0.173 
0.174 
0.175 

7.847  673 
7.846  394 
7-845  105 
7.843  805 

0.222 
0.  223 
0.224 
0.225 

7 
7 
7 

7 

769  017 
767  092 
765  152 
763  195 

o.oz6 

7.945  °7i 

157 

0.076 

7 

929  141 

0. 126 

7.896  108 

0. 176 

7.842  494 

0.  226 

7 

761  222 

0.027 

7.944  908 

*"3 

169 
176 

0.077 

7 

928  655 

0.127 

7-895  254 

0.177 

7.841  172 

0.  227 

7 

759  233 

0.028 
o.ozg 

7-944  7  39 
7.944  563 

0.078 
0.079 

7 
7 

928  163 
927  664 

0. 128 
0.129 

7.894  391 
7.893  520 

0.178 
0.179 

7.839  839 
7-838  495 

0.228 
0.229 

7 
7 

75  7  226 
755  203 

; 

181 

505 

879 

1355 

2040 

0.030 

7.944  382 

188 

195 

200 
207 
213 

0.080 

7.927  159 

513 
520 
526 
533 
541 

0. 130 

7-892  641 

888 

0. 180 

7-837  140 

1365 
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1400 
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7-753  163 

2057 
2075 

2093 
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2128 
2146 
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0.032 
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0.035 

7.944  194 
7.943  999 
7.943  799 
7-943  592 
7-943  379 
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0.083 
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7 . 926  646 
7.926  126 
7.925  600 
7.925  067 
7.924  526 

0.131 
0.132 

0.133 
0.134 
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7.891  753 
7.890  858 
7.889  954 
7.889  041 
7.888  120 

895 
904 

913 
921 

0.181 
0. 182 
0.183 
0.184 
0.185 

7-835  775 
7-834  397 
7.833  009 
7.831  609 
7.830  198 

0.231 

0.232 
0.233 
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7 
7 
7 
7 
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749  031 
746  938 
744  828 
742  700 

0.036 

0.037 

7.943  160 
7-942  934 

219 
226 
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0.087 

7.923  979 
7  923  425 

547 
554 
56, 
568 

0.136 
0.137 

7.887  191 
7.886  253 

929 
938 

0.186 
0.187 

7-828  775 
7.827  341 

1423 
1434 
1447 
1458 

0.236 

0.237 

7 

7 

740  554 
738  389 

0.038 
0.039 

7-942  703 
7.942  465 

231 

238 

0  088 
0.089 

7.922  864 
7.922  296 

0.138 
0.139 

7.885  306 
7.884  351 

947 
955 

0.188 
0.189 

7.825  894 
7-824  436 

0.238 
0.239 

7 
7 

736  206 
734  004 

245 

576 

964 

1470 

2221 

0.040 
0.041 
0.042 
0.043 
0.044 
0.045 

0.046 
0.047 
0.048 
0.049 
0.050 

7.942  220 
7.941  969 
7.941  712 
7.941  449 
7.941  >8o 
7.940  904 
7.940  621 
7940  333 
7.940  038 
7-939  736 
7.939  428 

251 

257 
263 
269 
276 
283 
288 
295 
302 
308 

0.090 
0  091 
0.092 
0.093 
0.094 
0.095 
0.096 
0.097 
0.098 
0.099 
0. 100 

7 
7 
7 
7 
7 
7 
7 
7 

7 
7 

.921  720 
.921  138 
•920  549 
.919  952 
.919  349 
.918  738 
.918  120 
•917  495 
.916  862 
.916  223 
■91S  576 

582 
589 
597 
603 
611 
618 
625 
633 
639 

647 

0. 140 
0. 141 
0. 142 
0.143 
0.144 
0.145 
0. 146 
0.147 
0.148 

0.149 
0 .  150 

7.883  387 
7.882  415 
7.881  434 
7.880  444 

7-879  445 
7.878  437 
7.877  420 
7.876  395 
7-875  360 
7-874  316 
7.873  263 

972 
981 
990 

999 
1008 
1017 
1025 
1035 
1044 
1053 

0. 190 
0. 191 
0.192 
0.193 
0.194 
0.195 
0. 196 

0.197 
0.198 
0.199 
0. 200 

7 
7 
7 
7 
7 
7 
7 
7 
7 

T 

7 

822  966 
821  485 
819  991 
818  484 
816  966 

815  435 
813  892 
812  336 
810  767 
809  186 
807  591 

1481 
1494 
1507 
1518 
1531 
1543 
.556 
1569 
1581 
1595 

0.240 
0.241 
0.242 
0.243 
0.244 
0.245 
0.  246 
0.247 
0.248 
0.249 
0.250 

7.731  783 
7.729  543 
7.727  283 
7.725  004 
7.722  705 
7.720  385 
7.718  046 
7.715  685 

7-713  304 
7.710  902 
7.708  478 

2240 
2260 

2279 

2299 
2320 

2339 
2361 
23X1 
2402 
2424 
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0.002 

0,003 
0.004 
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7„47o  026 
7„47o  027 
7 „470  031 
7„47o  036 
7„47o  043 
7„47o  052 

4 
5 
7 
9 

J  l 

0.050 
0.051 
0.052 
0.053 
0.054 
0.055 
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7„472 
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7„473 
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104 
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0. 100 
0.  lOI 
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•97 
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0. 150 
0151 
0. 152 

0.153 
0.154 
0.155 

7„49^ 
7,(492 
7„492 
7„492 
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7„493 
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••7 
395 
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955 
238 
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278 
280 
280 
283 
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285 
287 
288 

0.  200 
0.  201 
0.  202 
0.  203 

0.204 
0.  205 

7„50  7 
7„50  7 
7„507 
7„5o8 
7„5o8 
7„509 
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633 
974 
3^6 
659 
002 

339 
34  • 

342 
343 
343 
345 
346 
347 
348 

0  .006 
0  ,007 
0.008 
0.009 

7„47o  063 
7„47o  077 
7„470  092 
7 „470  109 

14 

17 

0.056 
0.057 
0.058 
0.059 

7„473 
7„473 
7„473 
7„473 
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321 
437 
554 

114 
116 
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0. 109 

7„48l  208 
7„48^  4^5 
7„48^  623 
7„48^  832 

0. 156 
0.157 
0.158 
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7  „49  3 
7„493 

7„494 
7  „494 
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806 
093 
38. 

0.  206 
0,  207 
0.208 
0.  209 

7„509 
7„509 
7„5'o 
7„5^o 

347 
693 
040 
388 

20 

120 

212 

289 

349 

O.OIO 
O.Ol  I 

0.012 
0.013 
0.014 
O.Ol  5 

7„470  129 
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7„470  174 
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7„470  227 
7„470  256 
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24 
25 
28 

29 

32 

34 
35 
38 
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0.064 
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7„473 
7„473 
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7„474 
7„474 
7„474 
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044 
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301 
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'33 
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0. 1 1 1 
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7„482  257 
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7„482  907 
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0. 162 
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7„494 
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7„495 
7„495 
7„49'' 
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253 
546 
841 
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292 
293 

295 
296 
298 
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0.210 
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0.213 
0.214 
0.215 
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7„5^i 
7„5^' 
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7„5^2 

737 
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438 
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355 
356 
356 
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0.016 

0.017 
0.018 

0.019 
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7,.47o  322 
7„470  3';7 
7»470  395 
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0.067 
0.068 
0.069 

7„474 
7„474 
7,,474 
7„474 

432 
565 

837 

0.116 
0.117 
0.118 
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7,,483  348 
7„483  572 
7„483  797 
7„484  023 

224 
225 
226 

0  166 
0. 167 
0. 168 
0. 169 

7„496 
7„496 
7  „49  7 
7„497 

435 
733 
034 

335 

0.  216 
0.217 
0.218 
0.219 
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7„5^3 
7„5^3 

7„5^3 

851 

207 

563 
921 

40 

•39 

229 

303 
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0.020 
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0.023 
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58 
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0.072 
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7,,474 
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7„475 
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146 
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7„497 
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942 
247 
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307 
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279 
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7„475 
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699 
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7„485  656 
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7„499 

862 
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3" 
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78 
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318 
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324 
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7  „476 
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vergl. 

lag.  TT. 

1 

1 

log./" 

Di«'. 

P. 

P- 

<l 

log/ 

Diff. 

1 

—  0.030  0000 

0.510  798 

—  116 

116 

—  0.025  0000 

0.505  026 

I  — 

11.6 

—  115 

—  0.029  9000 

—  0.029  8000 

0.  510  682 
0.510  566 

—  116 
116 

2  — 

3  — 

23.2 
34.8 

—  0.024  9000 

—  0.024  8000 

0.504  911 
0-504  797 

—  114 

—  "5 

—  "5 

—  114 

—  "5 

—  "5 

—  114 

—  0.029  7000 

0.510  450 

1 16 

—  0.024  7000 

0.504  682 

—  0.029  6000 

0.510  334 

—  116 

4  — 

46.4 

—  0.024  6000 

0.504  567 

—  0.029  5000 

0.510  218 

—  116 

5  — 

58.0 

—  0.024  5000 

0.504  453 

—  0.029  4000 

—  0.029  3000 

0.510  102 
0.509  986 

—  116 

—  116 

6  — 

69.6 

—  0.024  4000 

—  0.024  3000 

0.504  338 
0.504  223 

—  0.029  2000 

0.509  870 

_  116 

7  — 

81.2 

—  0.024  2000 

0.504  109 

—  0.02g  1000 

—  0.029  0000 

0-509  754 
0.509  638 

—  116 

—  "5 

8  — 

9  — 

92.8 
104.4 

—  0.024  1000 

—  0.024  0000 

0.503  994 
0.503  880 

—  0.028  9000 

0.509  523 

116 

—  0.023  9000 

0.503  765 

—  114 

—  115 

—  114 

—  0.028  8000 

0.509  407 

,  16 

1 1  5 

—  0.023  8000 

0.503  651 

—  0.028  7000 

—  0.028  6000 

0.509  291 
0.509  »75 

—  116 

—  0.023  7000 

—  0.023  6000 

0.503  536 
0. 503  422 

I  — 

11.5 

—  0.028  5000 

0.509  060 

—  115 

—  116 

2  — 

23.0 

—  0.023  5000 

0.503  308 

—  114 

—  115 

—  0.028  4000 

0.508  944 

—  116 

—  115 

—  116 

—  116 

3  — 

34-5 

—  0.023  4000 

0.503  193 

—  0.028  3000 

0.508  828 

—  0.023  3000 

0.503  079 

—  114 

—  "4 

—  0.028  2000 

0.508  713 

4  — 

46.0 

—  0.023  2000 

0.502  965 

—  0.028  1000 

—  0.028  0000 

0.508  597 
0.508  481 

5  — 

6  — 

57-5 
69.0 

—  0.023  1000 

—  0.023  0000 

0.502  850 
0.502  736 

—  115 

—  i'4 

—  115 

—  "4 

—  0.027  9000 

—  0.027  8000 

—  0.027  7000 

—  0.027  6000 

—  0.027  5000 

—  0.027  4000 

0.508  366 
0.508  250 
0.508  135 
0.508  019 
0.507  904 
0.507  788 

—  116 

—  115 

7  — 

8  — 

9  — 

80.5 

92.0 

103.5 

—  0.022  9000 

—  0.022  8000 

—  0.022  7000 

—  0.022  6000 

—  0.022  5000 

—  0.022  4000 

0.502  622 
0.502  507 
0.502  393 
0.502  279 
0.502  165 
0.502  051 

—  "5 

—  114 

—  115 

—  116 

—  "5 

— 

I  M 

—  114 

—  114 

—  114 

—  "4 

—  0.027  3000 

—  0.027  2000 

0.507  673 
0.507  558 

—  0.022  3000 

—  0.022  2000 

0.501  937 
0.501  823 

—  115 

—  116 

—  "5 

I  — 

II. 4 

—  "4 

—  0.027  1000 

0.507  442 

2  — 

22.8 

—  0.022  1000 

0.501  709 

—  1 14 

—  0.027  0000 

0.507  327 

3  — 

34-3 

—  0.022  0000 

0.501  595 

—  114 

f 

—  "5 

4  — 

45.6 

—  "4 

—  0.026  9000 

0.507  212 

1 15 

5  — 

57.0 

—  0.021  9000 

0.501  481 

—  114 

—  0.026  8000 

0.507  096 

6  — 

68.4 

0.(J21  8000 

0.501  367 

—  0.026  7000 

0.506  981 

—  115 

0.021  7000 

0.501  253 

—  114 

—  0.026  6000 

0.506  866 

—  115 

«  

79.8 

91.2 

102.6 

0.021  6000 

0.501  139 

—  114 

—  0.026  5000 

0.506  751 

115 

8  — 

0.021  5000 

0.501  025 

—  1 14 

—  0.026  4000 

—  0.026  3000 

0.506  636 
0.506  521 

—  115 

—  115 

9  — 

0.021  4000 

0.500  911 

—  114 

—  1 14 

116 

0,021  3000 

0.500  797 

—  113 

—  0.026  2000 

0. 506  405 

0.021  2000 

0.500  684 

—  0.026  1000 

—  0.026  0000 

0.506  290 
0.506  175 

115 

—  115 

—  "5 

— 

113 

0.021  1000 

0.021  0000 

0.500  570 
0.500  456 

—  1 14 

—  "4 

—  "4 

1  — 

11.3 

—  0.025  9000 

0.506  060 

—  "5 

—  >I5 

2  — 

22.6 

0.020  9000 

0.500  342 

—  0.025  8000 

0.505  945 

3  — 

33-9 

0.020  8000 

0.500  229 

—  I  '3 

—  0.025  7000 

0.505  830 

—  0.020  7000 

0.500  115 

—  1 14 

—  0.025  6000 

0.505  715 

• —  "5 

4  — 

45.2 

—  0.020  6000 

0.500  001 

—  114 

—  0.025  5000 

0.505  600 

—  115 

—  114 

—  "5 

—  m 

5  — 

56.5 

—  0.020  5000 

0.499  888 

—  113 

—  0.025  4000 

0.505  486 

6  — 

67.8 

0.020  4000 

0-499  774 

—  114 

—  114 

—  113 

—  114 

—  0.025  3000 

—  0.025  2000 

—  0.025  1000 

0.505  371 
0.505  256 
0.505  141 

7  — 

8  — 

79.1 
90.4 

0.020  3000 

0.020  2000 

0.020  1000 

0.499  ^^0 
0-499  547 
0.499  433 

—  0.025  0000 

0.505  026 

9  — 

101.7 

—  0.020  0000 

0.499  320 

—  113 
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'1 

l«g/ 

Difi'. 

1'. 

l>- 

'1 

i^s ./' 

Dift-. 

CO 20  OOOO 

0.019  9000 

0.49g  32° 
0.499  206 

—  114 

—  113 
113 

— 

I  '4 

—  0.015  0000 

—  0.014  9000 

0.493  678 

0-493  565 

—  "3 

I  — 

11.4 

22.8 

0.019  8000 

0.499  093 

3  — 

34-2 

—  0.014  8000 

0-493  453 

1 

0.019  7000 

0.498  980 

—  0.014  7000 

0.493  341 

0.019  6000 

0.498  866 

—  114 

—  "3 

—  114 

—  "3 

—  113 

—  "3 

—  i"4 

—  113 

—  113 

—  "3 

—  "3 

4  ^ 

45.6 

—  0.014  6000 

0.493  229 

■> 

0.019  5000 

0.498  753 

5  — 

57.0 

—  0.014  5000 

0.493  117 

,  ,  -, 

0.019  4000 

0.498  639 

6  — 

68.4 

—  0.014  4000 

0.493  005 

112 

0.019  3000 

0.498  526 

—  0.014  3000 

0.492  893 

0.019  2000 

0.019  100° 

0.498  413 
0.498  300 

7  — 

8  — 

79-8 
91.2 

—  0.014  2000 

—  0.014  1000 

0.492  781 
0.492  669 

I  12 

0.019  0000 

0.018  9000 

0.018  8000 

0.498  186 

0.498  073 
0.497  960 

9  — 

102.6 

—  0.014  0000 

—  0.013  9000 

—  0.013  8000 

0.492  557 

0.492  445 
0.492  333 

1  I  2, 

-  — 

n:i 

0.018  7000 

—  0.0 1(5  6000 

0.497  847 
0-497  734 

—  0.013  7000 

—  0.013  6000 

0.492  221 
0.492  109 

112 

1  — 

11.3 

0.018  5000 

0.497  621 

2  — 

22.6 

—  0.013  5000 

0.491  997 

—  o.oiS  4000 

0.497  507 

I  I  -1 

—  "3 

—  113 

—  113 

—  113 

3  — 

33-9 

— ^  O.Ol 3  4000 

j  0.491  885 

IM 

—  0.018  3000 

0.497  394 

—  0.013  3000 

0.491  774 

, 

—  0.018  2000 

0.497  281 

4  — 

45-2 

—  0.013  2000 

0.491  662 

" 

—  0.018  lOOO 

0.497  168 

5  — 

56.5 

—  0.013  1000 

'  0.491  550 

\ 

—  0.018  0000 

0.497  055 

6  — 

67.8 

—  0.013  0000 

0.491  438 

—  0.017  9000 

0.496  942 

—  113 

—  113 

—  112 

8  — 

79.1 

90.4 

101  .  - 

—  0.012  9000 

0.491  327 

111 

I  I  2 

—  0.017  8000 

0.496  829 

9  — 

—  0.012  8000 

0.491  215 

I  12 

—  0.017  7000 

—  0.017  6000 

0.496  717 
0.496  604 

—  0.012  7000 

0.491  103 
0.490  992 

—  113 

—  i'3 

IT? 

—  0.012  6000 

1  1  1 

—  O.Ol 7  5000 

0.496  491 

I  1  1 

—  0.012  5000 

0.490  880 

—  0.017  4000 

0.496  378 

1  I  j 

—  0.012  4000 

0.490  768 

—  0.017  3000 

—  0.017  2000 

0.496  265 
0.496  152 

—  ' '  3 

—  0.012  3000 

—  0.012  2000 

0.490  657 

o-49°  545 

—  i'3 

I  — 

11.2 

1  1  2 

—  0.017  1000 

0.496  040 

2  

22.4 

—  0.012  1000 

0.490  434 

—  0.017  0000 

0.495  927 

—  >  '3 

3  — 

33.6 

—  0.012  0000 

0.490  322 

—  113 

4  — 

44.8 

—  III 

—  0.016  9000 

0.495  814 

112 

5  — 

56.0 

—  0.011  9000 

0.490  211 

—  0.016  8000 

0.495  702 

—  113 

6  — 

67.2 

—  O.Ol  1  8000 

0.490  099 

—  0.016  7000 

0.495  589 

—  o.oii  7000 

0.489  988 

—  0.016  6000 

0.495  476 

7  — 

78.4 

—  0.011  6000 

0.489  877 

—  0.016  5000 

0-495  364 

112 

8  — 

89.6 

—  0.011  5000 

0.489  765 

—  0.016  4000 

—  0.016  3000 

0.495  251 
0.495  138 

^  *  3 
—  '13 

9  — 

100.  8 

—  0.011  4000 

0.489  654 

0.489  543 

III 

0,011   3000 

—  0.016  2000 

—  0.016  1000 

0.495  0-6 
0.494  913 

—  113 

1  1  1 

0.011   2000 

0.011   1000 

0.489  431 
0.489  320 

—  III 

—  0.016  0000 

—  0.015  9000 

0.494  801 
0.494  689 

—  113 

—  0.011  0000 

—  0.010  9000 

0.489  209 
0.489  098 

1  — 

2  — 

1 1  . 1 

22.2 

—  0.015  8000 

0.494  576 

3  — 

33-3 

—  o.oio  8000 

0.488  986 

—  0.015  7000 

0.494  464 

—  O.OIO  7000 

0.488  875 

—  0.015  6000 

0-494  351 

—  113 

4  — 

44-4 

—  0.010  6000 

0.488  764 

—  0.015  5000 

0.494  239 

5  — 

55-5 

—  0.010  5000 

0.488  653 

—  0.015  4000 

—  0.015  3000 

0.494  127 
0.494  014 

—  "3 

—  112 

—  112 

—  112 

6  — 

66.6 

—  0.010  4000 

—  O.OIO  3000 

0.488  542 
0.488  431 

—  III 

—  0.015  2000 

0.493  9°^ 

7  — 

77.7 

—  O.OIO  2000 

0.488  320 

—  0.015  1000 

0.493  790 

8  — 

88.8 

—  0.010  1000 

0.488  209 

—  0.015  0000 

0.493  678 

9  — 

99-9 

—  O.OIO  0000 

0.488  098 
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'1 

lof,'  ./' 

Diir. 

P. 

P- 

<i 

1 

log  ./■ 

Dlff, 

O.OIO    OOOO 

0.488  098 

—  III 

— 

II  I 

—  0.005 

0000 

0.482    JÄO 

—  1 10 

j     

1 1 .  I 

—  0.009  9000 

—  0.009  8000 

0.487  987 
0.487  876 

—  III 

—  III 

2    

3  — 

22.2 
33-3 

—  0.004 

—  0.004 

9000 
8000 

0.482  470 
0.482  360 

-  HO 

110 

—  0.009  7000 

—  0.009  6000 

0.487  765 
0.487  654 

—  III 

—  III 

4  — 

44-4 

—  0.004 

—  0.004 

7000 
6000 

0.482   250 
0.482  141 

-  109 

I  10 

—  0.009  5000 

0.487   543 

—  III 

5  — 

55-5 

—  0.004 

5000 

0.482  031 

I  10 

—  0.00g  4000 

—  0.009  3000 

0.487  432 
0.487   322 

—  1 10 

—  111 

6  — 

66.6 

—  0.004 

—  0.004 

4000 
3000 

0.481  921 
0.481  812 

109 

—  I  10 

—  0.009  2000 

0.487   211 

—  III 

7  — 

TI-1 

—  0.004 

2000 

0.481   702 

109 

—  0.009  '°°° 

0.487   100 

8   — 

88.8 

—  0.004 

1000 

0.481    593 

—  0.009  0000 

0.486  989 

—  110 

9  — 

99-9 

—  0.004 

0000 

0.481   483 

109 

—  0.008   9000 

—  0.008  8000 

0.486  879 
0.486   768 

—  III 
III 

— 

I  10 

—  0.003 

—  0.003 

9000 
8000 

0.481    374 
0.481    264 

I  10 

109 

I  10 

109 

HO 

—  0.008  7000 

—  0.008  6000 

—  0.008  5000 

0.486  657 
0.486  547 
0.486  436 

—  1 10 

—  III 

—  III 

—  0.003 

—  0.003 

—  0.003 

7000 
6000 
5000 

0.481    155 
0.481   045 
0.480  936 

1  — 

2  — 

H  .0 
22  .0 

—  0.008  4000 

—  0.008  3000 

—  0.008  2000 

0.486   325 
0.486  215 
0.486   104 

—  1 10 

—  III 

—  1 10 

3  — 

4  — 

33.0 

44.0 

—  0.003 

—  0.003 

—  0.003 

4000 
3000 
2000 

0.480  826 
0.480  717 
0.480  608 

109 

109 

HO 

—  0.008   1000 

0.485   994 

—  III 

5  — 

55.0 

—  0.003 

1000 

0.480  49g 

109 

—  0.008  0000 

0.485   883 

6  — 

66.0 

—  0.003 

0000 

0.480   389 

—  1 10 

—     109 

—  0.007  9000 

—  0.007  8000 

—  0.007  7000 

—  0.007   6000 

0.485   773 
0.485   662 
0.485   552 
0.485   442 

—  III 

HO 

—  1 10 

—  III 

7  — 

8  — 

9  — 

77.0 
88.0 
99.0 

—  0.002 

—  0.002 

—  0.002 

—  0.002 

gooo 
8000 
7000 
6000 

0.480  280 
0.480   171 
0.480  061 
0.479  952 

—  log 

—  1 10 

—  log 

—  log 

—  0.007  5000 

0.485  33X 

—  1 10 



100 

—  0.002 

5000 

0.479  843 

—   log 

—  0.007  4000 

0.485  221 

—    I  I  I 

—  0.002 

4000 

0.479   734 

—  109 

—  log 

—  log 

HO 

—  0.007  3000 

—  0.007   2000 

0.485     MO 

0.485  000 

I  10 

I  I  0 

—  0.002 

—  0.002 

3000 
2000 

0.479  625 
0.479   5'6 

I   — 

10.9 

—  0.007  1000 

—  0.007  0000 

0.484  890 
0.484  780 

—  1 10 

2  — 

3  — 

21 .8 

32-7 

—  0.002 

—  0.002 

1000 
0000 

0.479  407 
0.479   297 

—  III 

109 

—  0.006  9000 

—  0.006  8000 

—  0.006   7000 

—  0.006  6000 

0.484  669 
0.484  559 
0.484  449 
0.484  339 

HO 

HO 

HO 

HO 

4  — 

5  — 

6  — 

7  — 

43-6 
54-5 
65.4 

76.3 

O.OOI 

O.OOI 

O.OOI 

-  0.001 

9000 
8000 
^000 
6000 

0.479   188 
0.479  079 
0.478  970 
0.478   861 

—  log 

—  log 

—  109 

—  108 

—  0.006  5000 

—  0.006  4000 

—  0.006  3000 

—  0.006   2000 

—  0.006  1000 

—  0.006  0000 

0.484  229 
0.484  T19 
0.484  008 
0.483   898 
0.483   788 
0.483  678 

HO 

-  HI 

I  10 

I  10 

HO 

I  10 

8  — 

9  — 

87.2 
98.1 

O.OOI 

O.OOI 

O.OOI 

O.OOI 

O.OOI 

O.OOI 

5000 
4000 
3000 
2000 
1000 
0000 

0.478   753 
0.478   644 
0.478   535 
0.478   426 
0.478   317 
0.478   208 

—  109 

—  log 

—  109 

—  109 

—  109 

—  log 



108 

I   — 

10.8 

—  0.005  9000 

—  0.005  8000 

—  0.005  7000 

0.483   568 
0.483  458 
0.483    348 

I  10 

HO 

109 

-  HO 

2  — 

3  — 

21.6 

32.4 

—  0.000 

—  0.000 

—  0.000 

9000 
8000 
7000 

0.478   099 
0.477   991 
0.477  882 

—  loR 

—  log 

—  0.005   6000 

0.483   239 

4  — 

43.2 

—  0 . 000 

6000 

0.477  773 

109 

—  109 

—  108 

—  109 

—  log 

—  108 

—  109 

—  0.005  5000 

—  0.005  4000 

0.483    129 
0.483   019 

I  10 

HO 

5  — 

6  — 

54.0 
64.8 

—  0.000 

—  0.000 

5000 
4000 

0.477  664 
0.477   556 

—  0.005  3000 

0.482  909 

I  10 

—  0 . 000 

3000 

0.477   447 

—  0.005  2000 

—  0.005  1000 

—  0.005  0000 

0.482   799 
0.482  689 
0.482  580 

I  10 

—  109 

7  — 

8  — 

9  — 

75-6 
86.4 
97.2 

—  0.000 

—  0 . 000 
0.000 

2000 
1000 
0000 

0.477    338 
0.477   230 
0.477    121 

-     äO.S      - 
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log/ 


Diff. 


P.  p. 


los/ 


Diff. 


o.ooo 

0000 

0.477  121 

-|-  o.ooo 

1000 

0.477  013 

-j-  o.ooo 

2000 

0.476  904 

-|-  o.ooo 

3000 

0.476  796 

+  o.ooo 

4000 

0.476  687 

-|-  o.ooo 

5000 

0.476  579 

-\-   o.ooo 

6000 

0.476  470 

+  o.ooo 

7000 

0.476  362 

-|-  o.ooo 

8000 

0.476  253 

+  o.ooo 

9000 

0.476  145 

+  o.ooi 

0000 

0.476  037 

+  o.ooi 

1000 

0.475  928 

-|-  o.ooi 

2000 

1  0.475  820 

+  o.ooi 

3000 

0.475  712 

+  O.OOI 

4000 

0.475  604 

-f-  O.OOI 

5000 

0-475  495 

+  O.OOI 

6000 

0.475  387 

-|-  O.OOI 

7000 

0.475  279 

-|-  O.OOI 

8000 

0.475  171 

-j-  O.OOI 

9000 

0.475  063 

+  O.002 

0000 

0.474  954 

+  0.002 

1000 

0.474  846 

-l-  0.002 

2000 

0.474  738 

4-  0.002 

3000 

0.474  630 

-\-   0.002 

4000 

0.474  522 

-f-  0.002 

5000 

0-474  414 

-l-  0.002 

6000 

0.474  306 

-j-  0.002 

7000 

0.474  198 

4-  0.002 

8000 

0.474  090 

-l-  0.002 

9000 

0.473  982 

-(-  0.003 

0000 

0.473  875 

+  0.003 

1000 

0.473  767 

-f-  0.003 

2000 

0.473  659 

+  0.003 

3000 

0.473  551 

+  0.003 

4000 

0.473  443 

+  0.003 

5000 

0.473  336 

+  0.003 

6000 

0.473  228 

+  0.003 

7000 

0.473  120 

-l-  0.003 

8000 

0.473  012 

+  0.003 

9000 

0.472  905 

4-  0.004 

0000 

0.472  797 

-f-  0.004 

1000 

0.472  689 

4-  0.004 

2000 

0.472  582 

4-  0.004 

3000 

0.472  474 

4-  0.004 

4000 

0.472  367 

4-  0.004 

5000 

0.472  259 

4-  0.004 

6000 

0.472  152 

4-  0.004 

7000 

0.472  044 

4-  0.004 

8000 

0.471  937 

4-  0.004 

9000 

0.471  829 

4-  0.005 

0000 

0.471  722 

—  108 

—  109 

—  108 

—  109 

—  108 

—  109 

—  108 

—  109 

—  108 

—  108 

—  109 

—  108 

—  108 

—  108 

—  109 

—  108 

—  108 

—  108 

—  108 

—l  109 

—  108 

_  108 

—  108 

—  108 

—  108 

—  108 

—  io8 

—  108 
_  108 

—  107 

—  108 

—  108 

—  108 

—  108 

—  107 

—  108 

—  108 

—  108 

—  107 

—  108 

—  108 

—  107 

—  108 

—  107 

—  108 

—  107 

—  108 

—  107 

—  108 

—  107 


lOg 


I  —  10.9 
2—21.8 

3  —  32-7 

4  —  43-6 
5—54-5 
6  —  65.4 

7—76.3 

8  —  87.2 

9  —  98.1 


108 


1  —   10.8 

2  —  21.6 

3  —  32-4 

4—43-2 
5  —  54.0 
6—64.8 

7  —  75-6 

8  —  86.4 
9—97.2 


107 


1  —    10.7 

2  —  21.4 

3  —  32-1 


42.8 
53-5 
64.2 


7  —  74-9 

8  —  85.6 

9  —  96-3 


106 


3 


10.6 
21 .2 
31.8 


4  —  42.4 

5  —  53-0 

6  —  63.6 

7—74-2 

8  —  84.8 

9  —  95-4 


4-    0.005    0000 


4-  0.005 

4"  0.005 

4-  0.005 
4-  0.005 
4-  0.005 

4"  0.005 

4-  0.005 
4-  0.005 
4-  0.005 
4-  0.006 

4-  0.006 
4-  0.006 
4-  0.006 
4-  0.006 
4-  0.006 
4-  0.006 

4"  0.006 
4-  0.006 
-l-  0.006 
4-  0.007 

4-  0.007 
4-  0.007 
4-  0.007 
4-  0.007 
4-  0.007 
4-  0.007 
4-  0.007 
-j-  0.007 
4-  0.007 
4-  0.008 


1000 
2000 
3000 
4000 
5000 
6000 
7000 
8000 
9000 
0000 


1000 
2000 
3000 
4000 
5000 
6000 
7000 
8000 
9000 
0000 


lOOO 

2000 
3000 
4000 
5000 
6000 
7000 
8000 
9000 
0000 


4-  0.008  1000 
4-  0.008  2000 
4-  0.008  3000 
4-  0.008  4000 
4-  0.008  5000 
4-  0.008  6000 
4-  0.008  7000 
-|-  0.008  8000 
4-  0.008  9000 
4-  0.009  0000 


4-  0.009 
4-  0.009 
.009 
0.009 
0.009 
4-  0.009 
4-  0.009 
4-  0.009 
4-  0.009 
4-  0.010 


+ 

+ 
+ 


1000 
2000 
3000 
4000 
5000 
6000 
7000 
8000 
9000 
0000 


0.471  722 


.471 
.471 


614 

507 


.471  400 
.471  292 
.471  185 
.471  078 
-470  970 
.470  863 
-470  756 
.470  649 


0.470  542 
0.470  435 
0.470  327 
0.470  220 
0.470  113 
0.470  006 
0.469  899 
0.469  792 
0.469  685 
0.469  578 

0.469  471 
0.469  364 
0.469  257 
0.469  151 
0.469  044 
0.468  937 
0.468  830 
0.468  723 
0.468  617 
0.468  510 

0.468  403 
0.468  296 
0.468  190 
0.468  083 
0.467  976 
0.467  870 
0.467  763 
0.467  657 
0.467  550 
0.467  444 

0.467  337 
0.467  231 
0.467  124 
0.467  018 
0.466  gi2 
0.466  805 
0.466  699 
0.466  592 
0.466  486 
0.466  380 


—  108 

—  107 

—  107 

—  108 

—  107 

—  107 

—  108 

—  107 

—  107 

—  107 

—  107 

—  107 

—  108 

—  107 

—  107 

—  107 

—  107 

—  107 

—  107 

—  107 

—  107 

—  107 

—  107 

—  106 

—  107 

—  107 

—  107 

—  107 

—  106 

—  107 

—  107 

—  107 

—  106 

—  107 

—  107 

—  106 

—  107 

—  106 

—  107 

—  106 

—  107 

—  106 

—  107 

—  jo6 

—  106 

—  107 

—  106 

—  107 

—  106 

—  106 
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9 

log/ 

])iff. 

r 

!>■ 

'/ 

log/ 

Di  ff. 

-\-   O.OIO  0000 

0.466  380 

—  106 

— 107 

4-  0.015  0000 

0.461  094 

105 

I  — 

10.7 

-\-    O.OIO  lOOO 

0.466  274 

—  107 

—  106 

2  

21.4 

4-  0.015  1000 

0.460  989 

—  105 

—  loi; 

+  O.OIO  2000 

1  0.466  167 

3  — 

32.1 

4-  0.015  2000 

0.460  884 

-\-   O.OIO  3000 

0.466  061 

—  106 

—  106 

—  106 

—  106 

—  107 

—  106 

4-  0.015  3000 

0.460  779 

— 105 

— 105 
— 105 
— 105 
— 105 
— 105 

—  .105 

—  105 

+  O.OIO  4000 
+  O.OIO  5000 
+  O.OIO  6000 

0.465  955 

0.465  849 

0.465  743 

4  — 

5  — 

6  — 

42.8 

53-5 
64.2 

4-  0.015  4000 
4-  0.015  5000 
4-  0.015  6000 

0.460  674 

:  0.460  569 

0.460  464 

+  O.OIO  7000 
+  O.OIO  8000 

j  0.465  637 
0.465  530 

7  — 

74-9 

4-  0.015  7000 
4-  0.015  8000 

0.460  359 
0.460  254 

+  O.OIO  9000 

0.465  424 

106 

8  — 

85.6 

4-  0.015  9000 

0.460  149 

4-  O.OII  0000 

0.465  318 

—  106 

9  — 

96.3 

4-  0.016  0000 

0.460  044 

+  O.OII  1000 

4-  O.OII  2000 

+  O.OII  3000 
+  O.OII  4000 
+  O.OII  5000 
+  O.OII  6000 
+  O.OII  7000 
+  O.OII  8000 
+  O.OII  9000 

0,465  212 

0.465  106 
0.465  000 

0.464  894 
0.464  788 
0.464  682 
0.464  577 

0.464  471 
0.464  365 

—  106 

—  106 

—  106 

—  106 

—  106 

—  105 

—  106 

—  106 

—  106 

—  106 

—  106 

—  105 

—  106 

—  106 

—  105 

—  106 

— 

io6 

4-  0.016  1000 
4-  0.016  2000 
4-  0.016  3000 
4-  0.016  4000 
4-  0.016  5000 
4-  0.016  6000 
4-  0.016  7000 
4-  0.016  8000 
4-  0.016  9000 

0.459  939 
0.459  *34 
0.4S9  729 

0.459  ^^s 
0.459  520 
0.459  415 
0.459  310 
0.459  ^°5 
0.459  '°i 

— 105 
— 105 
— 104 
— 105 

—  105 

—  105 
— 105 
— 104 
— 105 

1  — 

2  — 

3  — 

4  — 

5  — 

10.6 
21.2 
31.8 

42.4 
53.0 

+  0.012  0000 

0.464  259 

6  — 

63.6 

4-  0.017  0000 

0.458  990 

+  0.012  1000 
+  0.012  2000 

+  0.012  3000 
+  0.012  4000 

+  0.012  5000 

0.464  153 
0.464  047 
0.463  942 

0.463  836 
0.463  730 

7  — 

8  — 

9  — 

74.2 
84.8 
95-4 

4-  0.017  1000 
-f-  0.017  2000 
4-  0.017  3000 
4-  0.017  4000 
4-  0.017  5000 

0.458  891 
0.458  786 
0.458  682 
0.458  577 
0.458  473 

—  105 

— 105 

—  104 
— 105 
— 104 

10^ 

+  0.012  6000 
+  0.012  7000 
+  0.012  8000 

0.463  625 

0.463  S19 
0.463  413 

^^3 

4-  0.017  6000 
4-  0.017  7000 
4-  0.0J7  8000 

0.458  368 
0.458  263 
0.458  159 

— 105 
— 105 

—  106 

1  — 

10.5 

— 104 

+  0.012  9000 

0.463  308 

—  105 

—  106 

2  

21  .0 

4-  0.017  9000 

0.458  054 

— 105 

+  0.013  0000 

0.463  202 

3  — 

31-5 

-\-   0.018  0000 

0.457  950 

— 104 

—  106 

4  — 

5  — 

6  — 

7  — 

42.0 

52.5 
63.0 

73-5 

— 105 

~l"  0.013  1000 
+  0.013  iooo 
+  0.013  3°°° 
+  0.013  4000 

0.463  096 
0.46z  991 
0.462  885 
0.462  780 

—  105 

—  106 

—  105 

1 06 

4-  0.018  1000 
4-  0.018  2000 
4-  0.018  3000 
4-  0.018  4000 

0.457  845 
0.457  741 
0.457  636 
0.457  532 

— 104 
— 105 
— 104 

+  0.013  5000 

0.462  674 

—  105 

—  106 

8  — 

84.0 

4-  0.018  5000 

0.457  428 

— 104 

~1~  0.013  6000 
+  0.013  7000 

0.462  569 
0.462  463 

9  — 

94-5 

4-  0.018  6000 

0.457  3^3 

— 105 
— 104 

—  105 

—  106 

—  105 

—  105 

4-  0.018  7000 

0.457  219 

+  0.013  8000 

0.462  358 

4-  0.018  8000 

0.457  "5 

— 104 

-l-  0.013  9000 
-j-  0.014  0000 

0.462  252 
0.462  147 

104 

4-  0.018  9000 
4-  0.019  0000 

0.457  010 
0.456  906 

—  105 

—  104 

—  104 

I  — 

10.4 

-1-  0.014  1000 

0.462  042 

106 

2  

20.8 

4"  0.019  1000 

0.456  802 

-\-   0.014  2000 

0.461  936 

--  105 

—  105 

—  105 

—  106 

—  105 

In* 

3  — 

31.2 

4-  0.019  2000 

0.456  698 

— 104 

4-  0.014  3000 

0 . 46 I  831 

4-  0.019  3°°° 

0.456  593 

— 105 

-l-  0.014  4000 

0.461  726 

4  — 

41.6 

4-  0.019  4000 

0.456  489 

— 104 

+  0.014  5000 

0.461  621 

5  — 

52.0 

4-  0.019  5°oo 

0.456  385 

— 104 

4-  0.014  6000 
4-  0.014  7000 

0.461  515 

0.461  410 

6  — 

62.4 

4-  0.019  6000 
4-  0.019  7000 

0.456  281 
0.456  1-7 

—  104 
— 104 

4-  0.014  8000 
4-  0.014  9000 

0.461  305 
0.461  200 

I05 

—  105 

—  106 

7  — 

8  — 

72.8 
83.2 

4-  0.019  8000 
4-  0.019  9000 

0.456  073 
0.455  968 

—  104 

—  105 

4-  0 . 0 I ^  0000 

0.461  094 

9  — 

93-6 

4"  0.020  0000 

0.455  864 

— 104 

-     595     - 
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log/ 


Di 


r.p. 


i-jg  / 


ijiff. 


+  o 

.020 

0000 

1  0.455 

864 

+  ° 

.020 

1000 

0-45S 

760 

+  o 

.02O 

2000 

0-455 

656 

+  o 

.020 

3000 

0.455 

552 

+  o 

.020 

4000 

0.455 

448 

+  o 

.020 

5000 

°-4S5 

344 

+  ° 

.020 

6000 

0.455 

240 

+  o 

.O20 

7000 

0.455 

137 

+  o 

.  020 

8000 

0-455 

033 

+  o 

.020 

9000 

0.454 

929 

+  ° 

.021 

0000 

0.454 

825 

+  o 

021 

1000 

0-454 

721 

+  ° 

02I 

2000 

0.454 

fai7 

+  ° 

021 

3000 

0.454 

513 

+  ° 

02I 

4000 

0.454 

410 

+  0 

02  1 

5000 

0.454 

306 

+  0 

02I 

6000 

0.454 

202 

+  0 

02I 

7000 

0.454 

099 

+  o 

02  1 

8000 

0.453 

995 

+  0 

021 

9000 

0.453 

891 

+  o 

022 

0000 

0.453 

788 

+  ° 

022 

1000 

0.453 

684 

+  o 

02  2 

2000 

0.4S3 

580 

+  o 

022 

3000 

0-453 

477 

+  0 

022 

4000 

0.453 

373 

+  ° 

022 

5000 

0.453 

270 

+  o 

022 

6000 

0.453 

166 

+  ° 

022 

7000 

0.453 

063 

+  o 

022 

8000 

0.452 

959 

+  ° 

022 

9000 

0.452 

85b 

+  o 

023 

0000 

0.452 

752 

+  o 

02^ 

1000 

0.452 

649 

-h  o 

023 

2000 

0.452 

54fa 

+  o 

023 

3000 

0.452 

442 

+  ° 

023 

4000 

0.452 

339 

+  0 

023 

5000 

0.452 

23b 

+  ° 

°23 

6000 

0.452 

132 

+  o 

023 

7000 

0.452 

029 

+  ° 

023 

8000 

0.451 

926 

+  o 

023 

9000 

0.451 

823 

+  ° 

024 

0000 

0.451 

719 

+  o 

024 

1000 

0.451 

bib 

+  ° 

024 

2000 

0.451 

513 

+  o 

024 

3000 

0.451 

410 

+  o 

024 

4000 

0.451 

307 

+  o. 

024 

5000 

0.451 

204 

+  o 

024 

6000 

0.451 

101 

+   o 

024 

7000 

0.450 

998 

+  0 

024 

8000  ! 

0.450 

894 

+  o 

024 

9000 

0.450 

791 

+  o 

025 

0000  1 

0.450 

b88 

—  104 

—  104 

—  104 

—  104 

—  104 

—  104 

—  103 

—  104 

—  104 

—  104 

—  104 

—  104 

—  104 

—  103 

—  104 

—  104 

—  103 

—  104 

—  104 

—  103 

—  104 

—  104 

—  103 

—  104 

—  103 

—  104 

—  103 

—  104 

—  103 

—  104 

—  103 

—  '03 

—  104 

—  103 

—  103 

—  104 

—  103 

—  103 

—  103 

—  104 

—  103 

—  103 

—  '03 

—  103 

—  103 

—  103 

—  103 

—  104 

—  103 

—  103 


104 


1  —  10.4 

2    20.8 


3 


31.2 


4  —  41. b 

5  —  52-0 
b   —  b2.4 

7  —   72.x 

8  —  83.2 

9  —  93-6 


10^ 


1  —   10.3 

2  —   20. b 

3  —  30.9 


4—41.2 
5  —  5' -5 
b   —  bi.8 


8  —  82.4 

9  —   92.7 


10.2 
20.4 
30. b 

40.8 
51.0 

bl.2 


7  —   71.4 

8  —  81. b 
9—91.8 


+  0.025   0000 

-|-  0.025  1000 
-|-  0.025  2000 
-)-  0.025  3000 
-f-  0.025  4000 
-|-  0.025  5000 
-\-  0.025  booo 
-\-  0.025  7000 
-|-  0.025  8000 
-j-  0.025  9000 
-\-   0.02b  0000 


+ 
+ 

+ 
+ 

+ 
+ 
+ 


+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 


.02b 
.02b 
,02b 
.02b 
,02b 
,02b 
026 
02b 
02b 
027 


,027 
,027 
,027 
,027 
,027 
,027 
,027 
028 


+ 
+ 


-j-    0.028    1000 

-j-  0.028  2000 
0.028  3000 
0.028  4000 
0.028   5000 

-|-  0.02 

-|-  0.02 

-|-  0.02 

4-  0.02 


booo 
7000 
8000 
9000 


-\-   0.029  0000 

4-  0.029  1000 
-j-  0.029  2000 
-j-  0.029  3000 
-|-  0.029  4000 
-|-  0.029  5000 
-j-  0.029  booo 
-[-  0.029  7000 
-)-  0.029  8000 
-|-  0.029  9000 
-f-  0.030  0000 


1000 
2000 
3000 
4000 
5000 
booo 
7000 
8000 
9000 
0000 

1000 
2000 
3000 
4000 
5000 
booo 
7000 
8000 
9000 
0000 


0.450  b88 


0.450  58b 
0.450  483 
0.450  380 
0.450  277 
0.450  174 
0.450  071 
0.449  9(>^ 
0.449  865 
0.449  762 
0.44g  ^^o 


0.449  557 
0.449  454 
0.449  351 
0.449  249 
0.449  14b 
0.4-49  043 
0.448  941 
0.448  838 
0.448  73b 
0.448  b33 

0.448  531 
0.448  428 
0.448  325 
0.448  223 
0.448  121 
0.448  018 
0.447  916 
0.447  813 
0.447  711 
0.447  bog 

0.447  50b 
0.447  404 
0.447  302 
0.447  199 
0.447  097 
0.44b  995 
0.44b  893 
0.44b  790 
0.44b  b88 
0.446  586 

0.446  484 
0.44b  382 
0.44b  280 
0.446  178 
0.446  076 

0.445  974 
0.445  872 
0.445  770 
0.445  668 
0.445  566 


103 
103 
103 
103 
103 
103 
103 
103 


103 

103 
103 
102 
103 
103 
102 
103 
102 
103 


103 
103 

102 
102 
103 
102 

103 
102 
102 


—  103 


102 
103 
102 
102 
102 
103 
102 
102 

102 


102 
102 
102 
102 
102 
102 


Tafel  XII. 


Mcvkur 

^'('Illls 

Knie   und   Mond 

Mars 

Ju])itov 

Saturn 

Uranvis 

Neptun 


vcrf;l.   pag.    Kl«. 


w  =  40. 

1  ;  ?«|  log  (««A) 2 »«1 10'  \og{wk"jmi 

7636440  (Aston)       9.7924 — 10  8.2692  — 10 

40183g  1.0712  9.5480 — 10 

355499  I-I244  9.6012— 10 

2680337  0.2471  8.7239—10 

1047.879  3-654972  2.131755 

3501.6  3.13102  1.60780 

22000  2.3329  0.8096 

19700  2.3808  0.8576 

log/.  «-^35    58.4  4MJ     (.^^,,^) 

log  k  3.550  0065    746 I 


vergl.   pag.  '^ö,  .i.'i,  54. 

Uebersicht  der  Hauptformeln  der  mechanischen  Quadraturen. 
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vergl.  p 

ag.  11V 

i' 

log  ff 

Diff. 

P. 

!'■ 

*' 

log  ff 

Dift-. 

—  0.030  0000 

4.922  983 

—  68 

—  0.025  0000 

4.919  618 

—  67 

—  0.029  9000 

4.922  915 

—  67 

—  68 

—  0.024  9000 

4.919  S5I 

-  67 

—  67 

-  67 

—  68 

—  0.029  8000 

4.922  848 

—  0.024  8000 

4.919  484 

—  0.029  7000 

—  0.029  6000 

4-922  780 
4-922  713 
4.922  645 

-  67 

—  68 

—  0.024  7000 

—  0.024  6000 

4.919  417 
4.919  350 

—  0.029  5000 

—  67 

—  68 

—  0.024  5000 

4.919  282 

—  67 

—  67 

—  0.029  4000 

4.922  578 

—  0. 024  4000 

4-919  215 

—  0.029  3000 

4.922  510 

—  67 

— 

68 

—  0.024  3000 

4.919  148 

-  67 
-67 

—  67 

—  0.029  2000  * 

—  0.029  1000 

4-922  443 
4.922  376 

—  67 

—  68 

—  0.024  2000 

—  0.024  1000 

4.919  081 
4.919  014 

1  — 

6.8 

—  0.029  0000 

4.922  308 

2  — 

13.6 

—  0.024  0000 

4.918  947 

—  67 

3  — 

20-4 

—  67 

—  0.028  9000 

—  0.028  8000 

—  0.028  7000 

—  0.028  6000 

4-922  241 
4-922  173 
4.922  106 
4-922  039 

—  68 

—  67 

—  67 

—  68 

4  — 

5  — 

6  — 

27.2 
34-0 
40.8 

—  0.023  9000 

—  0.023  8000 

—  0.023  7000 

—  0.023  6000 

4.918  880 
4.918  813 
4-918  746 
4.918  679 

—  67 

—  67 

—  67 

—  67 

—  67 

—  0.028  5000 

4.921  971 

—  67 

.  _ 

47.6 

—  0.023  5000 

4.918  612 

—  0.028  4000 

—  0.028  3000 

4.921  904 
4.921  836 

—  68 

—  67 

—  67 

—  68 

8  — 

9  — 

54-4 
61.2 

—  0.023  4000 

—  0.023  3000 

4-918  545 
4.918  478 

—  67 

—  67 

—  67 

—  66 

0.028  2000 

4.921  769 

—  0.023  2000 

4.918  411 

0.028  1000 

4.921  702 

—  0.023  looo 

4.918  344 

0.028  0000 

4-921  634 



67 

—  0.023  0000 

4-918  278 

0.027  9000 

4-921  567 

—  67 

—  67 

—  68 

—  0.022  9000 

4-918  211 

—  67 

-  67 

—  67 

—  67 

I  — 

6.7 

0.027  8000 

4-921  500 

2  — 

13-4 

—  0.022  8000 

4.918  144 

0.027  7000 

4-921  432 

—  67 

—  67 

3  — 

20. 1 

—  0.022  7000 

4.918  077 

0.027  6000 

4.921  365 

—  0.022  6000 

4.918  010 

0.027  5000 

4.921  298 

—  68 

4  — 

26.8 

—  0.022  5000 

4.917  943 

—  67 

—  67 

—  67 

0.027  4000 

4.921  230 

—  67 

—  67 

5  — 

33-5 

—  0.022  4000 

4.917  876 

0.027  3000 

4.921  163 

6  — 

40.2 

—  0.022  3000 

4.917  809 

0.027  2000 

4.921  096 

—  67 

—  68 

—  0.022  2000 

4.917  742 

—  67 

—  66 

0.02~  1000 

4-921  029 

7  — 

46.9 

0.022  1000 

4.917  675 

0.027  0000 

4.920  961 

8  — 

53.6 

0.022  0000 

4.917  609 

0.026  9000 

4-920  894 

-67 

-  67 

—  67 
68 

9  — 

60.  3 

—  0.021  9000 

4.917  542 

—  67 

—  67 

—  67 

—  67 

—  67 

—  66 

0.026  8000 

4-920  827 



66 

—  0.021  8000 

4-917  475 

0.026  7000 

4.920  760 

—  0.021  7000 

4.917  408 

0.026  6000 

O-O26  5000 

4.920  692 
4.920  625 

—  67 

—  67 

—  67 

—  67 

—  0.021  6000 

—  0.021  5000 

4.917  341 
4.917  274 

I  — 

6.6 

0.026  4000 

4.920  558 

2  — 

13.2 
19-8 

—  0.021  4000 

4.917  208 

—  67 

0.026  3000 

4.920  491 

3  — 

—  0.021  3000 

4.917  141 

—  67 

0.026  2000 

4.920  424 

—  68 

26-4 

—  0.021  2000 

4-917  074 

—  67 

—  67 

0.026  1000 

4-920  356 

—  67 

4  — 

—  0.021  1000 

4.917  007 

0.026  0000 

4.920  289 

5  — 

33-0 

—  0.021  0000 

4.916  940 

—  67 

6  — 

39-6 

—  66 

0.025  9000 

4.920  222 

—  67 

—  67 

—  67 

7  — 

46.2 

—  0.020  9000 

4.916  874 

—  67 

0.025  8000 

4-920  155 

8  — 

52.8 

—  0.020  8000 

4-916  807 

—  67 

0.025  7000 

0.025  6000 

4.920  088 

9  — 

59-4 

—  0.020  7000 

4.916  74° 
4-916  673 

—  67 

4.920  021 

—  68 

—  0.020  6000 

—  66 

0.025  5000 

4-919  953 

—  67 

—  67 

—  0.020  5000 

4-916  607 

—  67 

0.025  4000 

4.919  886 

—  0.020  4000 

4-916  540 

—  67 

0.025  3000 

4.919  819 

—  67 

—  67 

—  67 

—  0.020  3000 

4-916  473 

—  67 

0.025  2000 

4-919  752 

— ■  0.020  2000 

4-916  406 

—  66 

0.025  1000 

4-919  685 

—  0.020  1000 

4.916  340 

—  67 

0.025  0000 

4-919  618 

—  0.020  0000 

4.916  273 
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log  a 
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P 

P- 

r 

log  a 

Di«. 

0.020  OOOO 

4.916  273 

—  67 

—  0.015  0000 

4.912  948 

—  66 

0.019  9000 

4.916  206 

_  66 

—  0.014  9000 

4.912  882 

-67 
—  66 

0.019  8000 

4.916  140 

-67 

—  67 
_  66 

—  57 

—  0.014  8000 

4-912  815 

0.019  7000 

4.916  073 

—  0.014  7000 

4-912  749 

—  66 

—  66 

—  67 

0.019  6000 

0.019  5000 

4.916  006 
4.915  940 

—  0.014  6000 

—  0.014  5000 

4.912  683 
4.912  617 

—  0.019  4000 

0.019  3000 

4-915  873 
4.915  806 

-67 
—  66 

— 

67 

—  0.014  4000 

—  0.014  3000 

4-912  550 
4.912  484 

-  66 

—  66 

0.019  2000 

0.019  1000 

0.019  0000 

4.915  740 
4-915  673 
4.915  6o5 

—  67 

—  67 

—  0.014  2000 

—  0.014  1000 

—  0.014  0000 

4.912  41g 
4.912  352 

4.912  285 

—  66 

—  67 

1  — 

2  — 

6.7 
13-4 

—  66 

3  — 

20.  I 

—  66 

0.018  9000 

4-915  540 

—  67 

4  — 

5  — 

6  — 

26.8 

33-5 

40.2 

—  0.013  9000 

;  4-912  219 

—  66 

0.018  8000 

0.018  7000 

0.018  6000 

4-915  473 
4.915  407 

4-915  340 

—  66 

—  67 

—  67 

—  0.013  8000 

—  0.013  7000 

—  0.013  6000 

!  4.912  153 
4.912  087 
4.912  021 

—  66 

—  66 

—  67 

0.018  5000 

0.018  4000 

0.018  3000 

0.018  2000 

0.018  1000 

4-915  273 
4-915  ^°7 
4-915  140 
4.915  074 
4.915  007- 

—  66 

—  67 

—  66 

—  67 
66 

7  — 

8  — 

9  — 

46.9 

53-6 
60.  3 

—  0.013  5000 

—  0.013  4000 

—  0.013  3000 

—  0.013  2000 

—  0.013  1000 

4.911  954 

;  4. 911  888 
4. 911  822 

4-911  756 
4.911  690 

-66 

—  66 

—  66 

—  66 

—  66 

—  O.Ol 8  0000 

4-914  941 



66 

—  0.013  0000 

4.911  624 

—  0.017  9000 

4-914  874 

—  67 
66 

—  0.012  9000 

4-9"  557 

-  67 

—  66 

,  

6.6 

—  0.017  8000 

4.914  808 

—  67 

2  — 

13.2 

—  0.012  8000 

4-911  491 

—  66 

—  0.017  7000 

—  0.017  6000 

4.914  741 
4.914  675 

—  66 

—  67 

—  66 

3  — 

19.8 

—  0.012  7000 

—  0.012  6000 

4.911  425 
4-911  359 

—  66 

—  66 

—  0.017  5000 

4.914  608 

4  — 

26.4 

—  0.012  5000 

4-911  293 

—  66 

—  0.017  4000 

4-914  542 

—  67 

5  — 

33-0 

—  0.012  4000 

4. 911  227 

—  66 

—  0.017  300° 

4-914  475 

—  66 

6  — 

39.6 

—  0.012  3000 

4. 911  161 

—  66 

—  0.017  2000 

4.914  409 

—  67 

—  0.012  2000 

4-911  09s 

—  66 

—  0.017  1000 

—  0.017  0000 

4-914  342 
4.914  276 

—  66 

7  — 

8  — 

46.2 
52.8 

—  0.012  1000 

—  0.012  0000 

4.911  029 
4.910  962 

-  67 

—  0.016  9000 

4-914  209 

—  67 
66 

9  — 

59-4 

—  o.oii  9000 

4.910  896 

—  66 
66 

—  0.016  8000 

—  0.016  7000 

4.914  143 
4.914  076 

-  67 
66 



65 

—  o.oii  8000 

—  O.OII  7000 

4.910  830 
4.910  764 

—  66 

—  66 

—  66 

—  66 

—  0.016  6000 

—  0.016  5000 

4.914  010 
4-913  943 

—  67 

—  66 

—  0.011  6000 

—  0.011  5000 

4.910  698 
4.910  632 

I  — 

6.5 

—  0.016  4000 

4-913  877 

—  66 

2  — 

13.0 

—  0.011  4000 

4.910  566 

66 

—  0.016  3000 

4.913  811 

—  67 

3  — 

19-5 

—  0.011  3000 

4.910  500 

—  66 

—  0.016  2000 

4-913  744 

—  66 

—  0.011  2000 

4-910  434 

—  66 

—  0.016  1000 

4.913  678 

—  67 

4  — 

26.0 

—  O.Ol  1  1000 

4-91°  368 

66 

—  0.016  0000 

4.913  611 

5  — 

32-5 

—  0.011  0000 

4.910  302 

~  66 

6  — 

39-0 

—  66 

—  0.015  9000 

—  0.015  8000 

—  0.015  7000 

4-913  545 
4-913  479 
4-913  412 

—  66 

—  67 

—  66 

—  66 

7  — 

8  — 

45-5 
52.0 

—  o.oio  9000 

—  0.010  8000 

—  0.010  7000 

4.910  236  , 
4.910  170 
4.910  104 

—  66 

—  66 

—  66 

—  66 

—  0.015  6000 

4-913  346 

9  — 

58.5 

—  0.010  6000 

4.910  038 

—  0.015  5000 

—  0.015  4°°° 

4.913  280 
4.913  213 

—  67 

—  66 

—  O.OIO  5000  j 

—  0.010  4000 

4.909  972 
4.909  906 

—  66 

—  66 

—  0.015  3000 

—  0.015  -ooo 

4-913  147 
4-913  o8i 

—  66 

—  67 

—  O.OIO  3000 

—  O.OIO  2000 

4.909  840 
4.909  775 

-  65 

—  66 

—  0.015  1000 

4-913  014 

66 

—  O.OIO  1000 

4.909  709 

—  66 

—  0.015  0000 

4.912  948 

—  O.OIO  0000 

4.909  643 
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i' 

log  ff 
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O.OIO  oooo 

4.909  643 

—  66 

—  0.005  0000 

4.906  357 

—  66 

—  0.009  9000 

4.909  577 

—  66 

—  0.004  9000 

4.906  291 

—  65 

—  66 

—  0.009  8000 

4.909  sn 

—  66 

—  0.004  8000 

4.906  226 

—  0.009  7000 

4.909  445 

66 

—  0.004  7000  ' 

4.906  160 

—  65 

—  66 

0.009  6000  ! 

4.909  379 

—  66 

—  0.004  6000 

4.906  095 

0.009  5000   j 

4.909  313 

—  66 

—  0.004  5000 

4.906  029 

—  65 

—  66 

0.009  4000 

4.909  247 

—  66 

—  0.004  4000 

4-905  964 

0.009  3000 

0.009  2000 

4.909  181 
4.909  116 

-65 
—  66 

—  0.004  3000 

—  0.004  2000 

4.905  898 
4-905  833 

-  65 

—  66 

0.009  1000 

4.909  050 

66 

—  0.004  1000 

4-905  767 

—  65 

0.009  0000 

4.908  984 

—  0.004  0000 

4.905  702 

0.008  9000  ' 

4.908  918 

—  66 
66 

—  0.003  9000 

4.905  636 

—  66 

—  6s 

0.008  8000 

0.008  7000 

4.908  852 
4.908  786 

—  66 

—  65 

—  66 
66 

—  66 

—  0.003  8000 

—  0.003  7000 

4-905  571 
4.90s  506 

-65 
—  66 

0.008  6000 

0.008  5000 

4.908  721 
4.908  655 

—  0.003  6000 

—  0.003  5000 

4.905  440 
4-905  375 

—  65 

—  66 

1  ~  6.6 

0.008  4000 

4.908  589 

66 

2  —  13.2 

—  0.003  4000 

4.905  309 

—  65 

0.008  3000 

0.008  2000 

4.908  523 
4.908  458 

—  65 

—  66 

3  —  19-8 

—  0.003  3000 

—  0.003  2000 

4.905  244 
4.905  179 

-65 
—  66 

0.008  1000 

4.908  392 

—  66 

4  —  26.4 

—  0.003  1000 

4.905  113 

—  6s 

0.008  0000 

4.908  326 

1 

5  —  33-0 

—  0.003  0000 

4.905  048 

—  66 

6  —  39.6 

-66 

—  0.007  9000 

—  0.007  8000 

—  0.007  7000 

4.908  260 
4.908  194 
4.908  129 

—  66 

—  65 

—  66 

—  66 

—  65 

—  66 

—  66 

7  —  46.2 

8  —  52.8 

—  0.002  9000 

—  0.002  8000 

—  0.002  70CO 

4-904  982 
4.904  917 
4-904  852 

-  65 

—  65 
66 

—  0.007  6000 

—  0.007  5000 

4.908  063 
4.907  997 

9  —  59-4 

—  0.002  6000 

—  0.002  5000 

4.904  786 
4-904  721 

—  65 

—  65 

—  66 

—  65 

—  0.007  4000 

—  0.007  3000 

4.907  932 
4.907  866 

-65 

—  0.002  4000 

—  0.002  3000 

4.904  656 
4.904  590 

—  0.007  2000 

—  0.007  1000 

—  0.007  0000 

4.907  800 

4-907  734 
4.907  669 

—  66 

-  65 

—  0.002  2000 

—  0.002  1000 

—  0.002  0000 

4-904  525 
4.904  460 

4-904  394 

—  6s 

—  66 

1  -  6.5 

2  —  13.0 

—  66 

5  —  <9-5 

^65 

—  0.006  9000 

—  0.006  8000 

—  0.006  7000 

—  0.006  6000 

4.907  603 

4-907  537 
4.907  472 
4.907  406 

—  66 

—  65 

—  66 
66 

4  —  26.0 

5  —  32-5 

6  —  39.0 

—  O.OOI  9000 

—  O.OOI  8000 

—  O.OOI  7000 

—  O.OOI  6000 

4-904  329 
4.904  264 

4-904  199 
4-904  133 

—  6s 

—  6s 

—  66 

—  65 

—  6s 

—  6s 

—  0.006  5000 

—  0.006  4000 

4.907  340 
4.907  275 

-  65 

—  66 

7—45-5 
8  —  52.0 

—  O.OOI  5000 

—  0.001  4000 

4.904  068 
4.904  003 

—  0.006  3000 

—  0.006  2000 

4.907  209 
4.907  144 

-  65 

9  —  58-5 

—  O.OOI  3000 

—  O.OOI  2000 

4-903  938 
4.903  872 

—  66 

—  6s 

—  65 

—  0.006  1000 

4.907  078 

—  66 
66 

—  O.OOI  1000 

4.903  807 

—  0.006  0000 

4.907  012 

—  0.001  0000 

4.903  742 

—  65 

-  65 

—  0.005  9000 

4.906  947 

66 

—  0.000  9000 

4.903  677 

—  66 

—  0.005  8000 

—  0.005  7000 

—  0.005  6000 

4.906  881 
4.906  816 
4.906  750 

-  65 

—  66 
66 

—  0.000  8000 

—  0.000  7000 

—  0.000  6000 

4.903  611 
4.903  546 
4.903  481 

—  65 

—  65 

—  65 

—  6s 

—  66 

—  0.005  5000 

—  0.005  4000 

[  4.906  684 
4.906  619 

—  65 
66 

—  0.000  5000 

—  0.000  4000 

4.903  416 
4.903  351 

■ —  0.005  3000 
—  0.005  2000 

4.906  553 
4.906  488 

—  65 
66 

—  0.000  3000 

—  0.000  2000 

4-903  285 
4.903  220 

—  65 

—  65 

—  65 

—  0.005  looo 

4.906  422 

—  65 

—  0.000  1000 

4.903  155 

—  0.005  0000 

4-906  357 

0.000  0000 

4.903  090 

600 
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V 

lug  <J 

Diir. 

P. 

P- 

V 

lüg  a 

])iH. 

O.OOO  OOOO 

4.903  090 

-  6s 

4-  0.005  0000 

4.899  842 

-  65 

4-  O.OOO  lOOO  j 
-j-  O.OOO  2000 

4-  o.ooo  3000 

4.903  025 
4.902  960 
4.902  89s 

-  65 

-  65 
66 

4-  0.005  1000 
4-  0.00s  2000 
4-  0.00s  3000 

4-899  777 
4-899  713 
4.899  648 

-  64 

-  65 

—  6s 

—  64 

-  65 

-  6s 

—  6s 

—  64 
-.65 

4-  0.000  4000 
4-  0.000  5000 
4-  0.000  6000 
-]-  0 .  000  7000 
4-  0.000  8000 
4-  0.000  9000 
4-  0.001  0000 

4.902  829 

4.902  764 
4.902  699 

4.902  634 
4.902  569 
4.902  504 

4.902  439 

-  65 

-  65 

-  65 

-  65 

-  6.? 

-  65 

4-  0.005  4000 
4-  0.00s  Sooo 
4-  0.005  6000 
4-  0.00s  7000 
4-  0.005  8000 
4-  0.00s  9000 
4-  0.006  0000 

4.899  583 
4.899  519 
4.899  454 
4.899  389 
4.899  324 
4.899  260 
4.899  19s 



66 

2  — 

6.6 
13.2 

-  65 

3  — 

19.8 

—  6s 

4-  O.OOI  1000 

-|-  O.OOI  2000 
4-  O.OOI  3000 
4-  O.OOI  4000 
4-  O.OOI  5000 
-|-  O.OOI  6000 
4-  O.OOI  7000 
4-  O.OOI  8000 
4-  O.OOI  9000 
4-  0.002  0000 

4-902  374 
4.902  309 
4.902  244 
4.902  179 
4.902  114 
4.902  049 
4.901  984 
4.901  919 
4.901  854 
4.901  789 

-  65 

-  6; 

-  65 

-  65 

-  65 

-  65 

-  6s 

-  65 
-65 

4  — 

5  — 

6  — 

7  — 

8  — 

9  — 

26.4 
33-° 
39-6 

46.2 
S2.8 
S9-4 

4-  0.006  1000 
4-  0.006  2000 
4-  0.006  3000 
4-  0.006  4000 
4-  0.006  sooo 
4-  0.006  6000 
4-  0.006  7000 
4-  0.006  8000 

4-  0.006  9000 
4-  0.007  0000 

4.899  130 
4.899  066 
4.899  001 
4.898  936 
4.898  872 
4.898  807 
4.898  742 
4.898  678 
4.898  613 
4.898  548 

-  64 

-  65 

-  65 

-  64 

-  6s 

-  6s 

-  64 

-  6s 
-65 

6=; 

—  65 

^  j 

[ 

—  64 

4-  0.002  1000 

4.901  724 

~  6s 

-  65 

-  65 

-  6s 

-  65 

-  65 

-  6s 

-  65 

-  6s 

I  — 

6-5 
13.0 
19. s 

26.0 

3^-5 
39.0 

4S-5 
52.0 

4-  0.007  1000 

,  4.898  484 

-  6s 

-  64 

-  65 

-  6s 

-  64 

-  65 

-  64 

-  6s 

-  64 

4-  0.002  2000 
4-  0.002  3000 
4-  0.002  4Q00 
4-  0.002  5000 

4-  0.002  6000 

4-  0.002  7000 
4-  0.002  8000 
4-  0.002  9000 
4-  0.003  0000 

4.901  659 
4.901  594 
4.901  529 
4.901  464 
4.901  399 

4-9°i  334 
4.901  269 
4.901  204 
4.901  139 

2  — 

3  — 

4  — 

s  — 

6  — 

7  — 

8  — 

4-  0.007  2000 
4-  0.007  3000 
4-  0.007  4000 
4-  0.007  sooo 
+  0.007  6000 
4-  0.007  7000 
4-  0.007  8000 
4-  0.007  9000 
4-  0.008  0000 

4.898  419 
4.898  355 
i  4.898  290 
4.898  225 
4.898  161 
4.898  096 
4.898  032 
4.897  967 
4.897  903 

4-  0.003  1000 
4-  0.003  2000 
4-  0.003  3000 

4.901  074 
4.901  009 
4.900  944 

-  6s 

^  6s 

-  6s 

6; 

9  — 

58.5 

4-  0.008  1000 
4-  0.008  2000 
4-  0.008  3000 

4.897  838 
4.897  774 
4.897  709 

—  6S 

-  64 
-6s 

—  64 
-6s 

—  64 

-  6s 

-  64 

—  6s 

-  64 



64 

4-  0.003  4000 
4-  0.003  5000 

j  4.900  879 
4.90a  815 

—  64 

—  6s 

—  6s 

—  6s 

—  65 

—  65 

4-  0.008  4000 
4-  0.008  5000 

4.897  64s 
4.897  580 

1  — 

6.4 

4-  0.003  6000 
4-  0.003  7°°° 
4-  0.003  8000 
4-  0.003  9000 
4-  0.004  0000 

4.900  750 
4 .900  685 
4.900  620 
4.900  555 
4.900  490 

2  — 

3  — 

4  — 

5  — 

12.8 
19.2 

2S.6 
32.0 

4-  0.008  6000 
4-  0.008  7000 
4-  0.008  8000 

4-  o.ooS  9000 
4-  0.009  0000 

4.897  Si6 
4.897  4SI 
4.897  387 
4-897  32z 
4.897  258 

-  65 

6  — 

38.4 

-  65 

4-  0.004  1000 

:  4.900  425 

—  64 

—  65 

—  6s 

—  65 

—  65 

—  64 

—  6s 
6s 

44.8 
SI.2 
57.6 

4-  0.009  1000 

4-897  193 

—  64 

—  6s 

—  64 

—  6s 

—  64 

—  64 

—  65 

—  64 

—  6s 

4-  0.004  2000 
4-  0.004  3000 
4-  0.004  4000 
4-  0.004  5000 

4.900  361 
4.900  296 
4.900  231 
4.900  166 

8  — 

9  — 

4-  0.009  2000 
4-  0.009  300° 
4-  0.009  4000 
4-  0.009  5000 

4.897  129 
4.897  064 
4.897  000 
4-896  935 

4-  0.004  6000 

4.900  lOI 

4-  0.009  6000 

4.896  871 

4-  0.004  7000 

4.900  037 

4-  0.009  7000 

4.896  807 

4-  0.004  8000 

4.899  972 

4-  0.009  8000 

4.896  742 

4-  0.004  9000 

4.899  907 

-  65 

4-  0.009  9000 

4.896  678 

4-  0.005  0000 

l  4-899  842 

4-  o.oio  0000 

4.896  613 

601 
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u 

log  rr 

Difl-. 

V. 

V- 

V 

log  <r 

Di«. 

-\-   O.OIO  oooo  !, 

4.896  613 

—  64 

4-  0.015  0000 

4.893  403 

-  64 

4-  O.OIO  lOOO   ! 

4.896  549 

—  64 

—  6s 

—  64 

4-  0.015  1000 

4.893  339 

—  64 

—  64 

—  64 

—  64 

—  64 

—  64 

—  64 

—  64 

—  64 

+  O.OIO  2000 

-j-  O.OIO  3000 

4.896  485 

4.896  420 

4-  0.015  2000 
4-  0.015  3000  1 

4.893  275 
4.893  211 

-|-  O.OIO  4000 

4.896  356 

4-  0.015  4000  \ 

4.893  147  1 

4-  0.010  5000 
+  O.OIO  6000 
+  0.010  7000 
-f-  O.OIO  8000 

-\-    O.OIO  qooo 

-\-   O.OII  0000 

4.896  291 
4.896  227 
4.896  163 
4.896  098 
4.896  034 
4.895  970 

-  t>5 

-  64 

-  64 

-  65 

-  64 

-  64 

— 

05 

4-  0.015  5000 
4-  0.015  6000 
4-  0.015  7000  1 
4-  0.015  8000  j 
4-  0.015  9000  1 
4-  0.016  0000 

4.893  083  i 
4.893  o>9  1 
4-892  955 
4.892  891  1 
4.892  827 
4.892  763 

1  — 

2  — 

6.5 

13.0 

—  65 

3  — 

19-5 

—  64 

-Y   O.OII  1000 
-(-  O.OII  2000 
+  O.Ol  I  3000 
-|-  O.OII  4000  i 

4.895  905 
4.895  841 

4.895  777 
4.895  713 

—  64 

—  64 

—  64 

—  65 

—  64 

—  64 

—  65 

—  64 

—  64 

4  — 

5  — 

6  — 

26.0 
3^-5 
39.0 

4-  0.016  1000 
4-  0.016  2000 
4-  0.016  3000 
4-  0.016  4000 

4.892  699 
4.892  635 
4.892  571 
4.892  507 

-  64 

-  64 

-  64 

-  64 

-  63 

-  64 

-  64 

-  64 

-  64 

-|-  O.OII  5000 
-[-  O.OII  6000 
-|-  O.OII  7009 
4-  0.011  8000 
-|-  O.OII  9000 
-\-   0.012  0000 

4.895  648 

4.895  584 
4.895  520 

4.895  455 
4.895  391 
4.895  327 

7  — 

8  — 

9  — 

45.5 
52.0 

58.5 

4-  0.016  5000 
4-  0.016  6000 
4-  0.016  7000 
4-  0.016  8000 
4-  0.016  9000 
4-  0.017  0000 

4.892  443 
4.892  380 
4.892  316 
4.892  252 
4.892  188 
4.892  124 

64 

4-  0.012  1000 

4.895  263 

—  64 

—  65 

—  6+ 

—  64 

—  64 

64 

-65 

—  64 
-64 
-64 

4-  0.017  1000 

4.892  060 

-  64 

—  64 

—  64 

-  63 

—  64 

—  64 

—  64 

-  64 

-  64 

-  63 

1  — 

6.4 

-l-  0.012  2000 

4.895  198 

2  — 

12.8 

4.;  0.017  2000 

4.891  996 

-l-  0.012  3000 

4.895  134 

3  — 

19.2 

-j-  0.017  3000 

4.891  932 

■\-   0.012  4000 

4.895  070 

4-  0.017  4000 

4.891  869 

-\-   0.012  5000 

4.895  006 

4  — 

25.6 

4-  0.017  5000 

4.891  80s 

-(-  0.012  6000 

4.894  94z 

5  — 

32.0 

4-  0.017  6000 

4.891  741 

-f-  0.012  7000 

4.894  877 

6  — 

38.4 

4-  0.017  7000 

4.891  677 

-j-  0.012  8000 

4.894  813 

4-  0.017  8000 

4.891  613 

-j-  0.012  9000 

4.894  749 

-.  

44.8 

4-  0.017  9000 

i  4.891  549 

-{-  0.015  0000 

4.894  685 

8  — 

51.2 

4-  0.018  0000 

4.891  486 

4-  0.013  '0°° 
4-  0.013  2000 

4.894  621 
4.894  557 

—  64 

—  64 

—  6s 

—  64 
.  -  64 

—  64 

—  64 

—  64 

—  64 

—  64 

9  — 

57.6 

4-  0.018  1000 
4-  0.018  2000 

4.891  422 
4.891  358 

—  64 

~  64 

—  64 

—  64 

—  63 

—  64 

—  64 

—  64 

—  65 

—  64 

Ö3 

4-  0.013  3000 

4-894  49^ 

4-  0.018  3000 

4.891  294 

4-  0.013  4000 
4-  0.013  5000 

4.894  428 
4.894  364 

4-  0.018  4000 
4-  0.018  5000 

4.891  230 
4.891  167 

I  — 

6.3 

4-  0.013  6000 

4.894  300 

2  — 

12.6 

4-  0.018  6000 

4.891  103 

4-  0.013  7000 

4.894  236 

3  — 

18.9 

4-  0.018  7000 

4.891  039 

4-  0.013  8000 

4.894  172 

4-  0.018  8000 

4.890  975 

4-  0.013  9000 

4.894  108 

4  — 

25.2 

4-  0.018  9000 

4.890  912 

4-  0.014  0000 

4.894  044 

5  — 

31.5 

4-  0.019  0000 

4.890  848 

-  6s 

6  — 

37.8 

—  64 

4-  0.014  1000 

4-  0.014  2000 
4-  0.014  3000 

1  4.893  979 
4-893  91S 
4.893  851 

-64 

-  64 

-  64 
-64 

-  64 
-64 

-  64 
1  —  64 

-  64 

7  — 

8  — 

9  — 

44.1 
50.4 
t6  -^ 

4-  0.019  1°°° 
4-  0.019  2000 
4-  0.019  3000 

4.890  784 
4.890  720 
4.890  657 

—  64 

—  63 

—  64 

—  64 

4-  0.014  4000 

4.893  787 

5" .  , 

4-  0.019  4000 

4.890  593 

4-  0.014  5000 

'    4-893  723 

4-  0.019  5000 

4.890  529 

—  63 

—  64 

—  64 

—  63 

—  64 

4-  0.014  6000 

4-893  659 

4-  0.019  6000 

4.890  466 

4-  0.014  7000 

4.893  595 

4-  0.019  7000 

4.890  402 

4-  0.014  8000 

4.893  531 

4-  0.019  8000 

4.890  338 

4-  0.014  9000 

4.893  467 

4-  0.019  9000 

4.890  275 

4-  0.015  0000 

II  4.893  403 

4-  0.020  0000 

4.890  211 

(Jppolzer,   lialmbestimmuagen.  li. 
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f 

log  a 

1 

Ditr. 

p 

P- 

r 

log  a 

IHH. 

+  0.020  OOOO 

4.890  211 

-  64 

4-  0.025  0000 

4.887  037 

-  63 

-\-    0.020  lOOO 
-j-  0.020  2000 
-j-  0.020  3000 
-j-  0.020  4000 
4-  0.020  5000 

4.890  147 
4.890  084 
4.890  020 
4.889  956 
4.889  893 

-  63 

-64 

-  64 

-  63 
•—  64 

-  63 

-  64 

-  64 

-  63 

4-  0.025  1000 
4-  0.025  2000 
-)-  0.025  3000 
4-  0.025  4000 
-j-  0.025  5000 

4.886  974 
4.886  911 
4.886  847 
4.886  784 
4.886  721 

-  63 

-  64 

-  63 
-63 

-  63 

-  63 

-  63 
-63 

-j-  0.020  6000 

4.889  829 

64 

4-  0.025  6000 

4.886  658 

+  0.020  7000 

[  4-889  766 

4-  0.025  7000 

4.886  594 

-j-  0.020  8000 
~\-    0.020  9000 

1  4.889  702 
4.889  638 

-)-  0.025  8000 

4-  0.025  9°oo 

4.886  531 
4.886  468 

I  — 

6.4 

+  0.021  0000 

4.889  575 

2  — 

12.8 

4-  0.026  0000 

4.886  405 

; 

—  64 

3  — 

19.2 

—  64 

+  0.021  1000 
-f-  0.021  2000 
-|-  0.021  3000 
+  0.021  4000 

i  4 

'  4 

889  511 
889  448 
889  384 
889  321 

-  63 

-  64 

-  63 
-64 

-  64 

-  63 

-  64 

4  — 
6  — 

25.6 
32.0 
38.4 

4-  0.026  1000 
4-  0.026  2000 
-j-  0.026  3000 
4-  0.026  4000 

4.886  341 
4.886  278 
4.886  215 
4.886  152 

—  63 

—  63 

—  63 
-63 

—  63 

—  64 

—  63 

-|-  0.021  5000 
+  0.021  6000 
4-  0.021  7000 

4 

1 4 
4 

889  257 
889  193 
889  130 

7  — 

8  — 

9  — 

44.8 
51.2 
57-6 

+  0.026  5000 
4-  0.026  6000 
4-  0.026  7000 

4.886  089 
4.886  026 
4.885  962 

-)-  0.021  8000 
-j-  0.021  9000 

4 
4 

889  066 
889  003 

4-  0.026  8000 
4-  0.026  9000 

4-885  899 
4.885  836 

-  63 

-  64 

-  63 

-  63 

-f-  0.022  0000 

4 

888  939 



63 

4-  0.027  0000 

4-885  773 

-j-    0.022  1000 
-|-  0.022  2000 
-j-  0.022  3000 

4.888  876 
4.888  812 
4.888  749 

-63 

—  64 

-  63 

—  64 

-  63 

—  64 
~  63 

—  64 

-  63 

-  63 

4-  0.027  1000 
4-  0.027  2000 
4-  0.027  3000 

4.885  710 

1  4-885  647 

4.885  583 

-  63 

-  63 

-  64 

-  63 

-  63 

-  63 

-  63 

-  63 

-  63 

-  63 

1  — 

2  — 

3  — 

6-3 

12.6 

18.9 

■\~    0.022  4000 
+  0.022  5000 

4.888  685 
4.888  622 

4  — 

25.2 

4-  0.027  4000 
4-  0.027  5000 

4.885  520 
4-885  457 

-|-  0.022  6000 

4-888  558 

5  — 

31  -  5 

4-  0.027  6000 

4-885  394 

+  0.022  7000 
+  0.022  8000 
-\-    0.022  9000 

!  4-888  495 

i  4-888  431 

4.888  368 

6  — 

7  — 

37-8 

44-  ■ 

4-  0.027  7000 
4-  0.027  8000 
4-  0.027  9000 

4.885  331 
4.885  268 
4.885  205^ 

4-  0.023  0000 

4.888  305 

8  — 

50.4 

4-  0.028  0000 

4.885  142 

-|-  0.023  Jooo 

1  4.888  241 

-64 

-  63 

-  64 

-  63 

-  63 

-  64 

-  63 

-  64 

-  63 

-  63 

9  — 

56-7 

4-  0.028  1000 

4.885  079 

-  63 

-  63 

-  63 

-  64 

-  63 

-  63 

-  63 

-  63 
-63 

-  63 

4-  0.023  -000 
4-  0.023  3°°o 
+  0.023  4000 
4-  0.023  5000 

4.888  178 
4.888  114 
4.888  051 
4-887  988 



62 

4-  0.028  2000 
4-  0.028  3000 
4-  0.028  4000  : 
4-  0.028  5000 

4.885  016 
4.884  953 
4.884  889 
4.884  826 

I  — 

6.2 

-j-  0.023  6000 

4.887  924 

2  — 

12.4 

-l-  0.028  6000 

4.884  763 

-\~   0.023  7000 

4.887  861 

3  — 

18.6 

4-  0.028  7000  j 

4.884  700 

■■1-  0.023  8000 

4-887  797 

4-  0.028  8000  , 

4.884  637 

4-  0.023  9000 

4-887  734  1 

4  — 

24.8 

4-  0.028  9000 

4-884  574 

4-  0.024  0000 

4.887  671 

5  — 

31.0 

4-  0.029  0000 

4.884  511 

-  64 

6  — 

37.2 

—  63 

4-  0.024  >ooo 

4.887  607 

-  63 

-  63 

-  64 

-  63 

-  63 

-  64 

-  63 

-  63 

-  64 

7  — 

8  — 

9  — 

4-  0.029  1000  ; 

4.884  448 

-  63 

-  63 

-  63 

-  63 

-  63 

-  63 

-  63 

-  62 

-  63 

4-  0.024  2000 

4.887  544 

43-4 
49-6 
55-8 

4~  0.029  2000  : 

4.884  385 

4-  0.024  3000 
4-  0.024  4000 

4.887  481 
4-887  417 

4-  0.029  3000 
4-  0.029  4000 

4.884  322 
4.884  259 

4-  0.024  5000 
4-  0.024  6000 

4-887  354 
4-887  291  ; 

4-  0.029  5000 
4-  0.029  6000 

4.884  196 
4.884  133 

4-  0.024  7000 

4.887  227 

4-  0.029  7000  i 

4.884  070 

4-  0.024  8000 

4-887  164 

+  0.029  8000   ' 

4.884  007 

-l-  0.024  9000 

4.887  101 

+  0.029  9000 

4-883  945 

4-  0.025  0000 

4-887  037 

4-  0.030  0000   1 

4.883  882 
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hJ 

J\hJ) 

Di  ff. 

h  J 

■T{hj\ 

Di  ff. 

hj 

■hhJ) 

Diff. 

hJ 

J[hJ] 

Difl'. 

o.oo 

O.Ol 
0.02 
0.03 

0.04 

0 . 00000 

O.Ol  128 

0.02256 
0.03384 
O.O451I 

1128 
1128 
H28 
1127 

1126 

0.50 
0.51 
0.52 
0.53 
0.54 

0.52050 
0.52924 
0.53790 
0.54646 
0.55494 

874 
866 
856 
848 

838 

1 .00 

1 .01 

1 .02 
1.03 
1.04 

0.84270 
0.84681 
0.85084 
0.85478 
0.85865 

411 

403 
394 
387 

379 

1.50 
1.51 
1.52 

'•53 
1.54 

O.9661I 

0.96728 
0.96841 
0. 96952 
0.97059 

"7 
"3 
1 1 1 

107 

103 

0.05 

0.05637 

1125 
1124 
1122 
II 20 

0-55 

0.56332 

830 
820 
8to 
802 

1.05 

0, 86244 

370 
363 
356 

347 

'-55 

0.97162 

0.06 
0.07 
0.08 
0.09 

0.06762 
0.07886 
0.09008 
0. IOI28 

0.56 

0-57 
0.58 
0.59 

0.57162 
0.57982 
0.58792 
0  59594 

1.06 
1 .07 
1.08 
1.09 

0.86614 
0.86977 

0-87333 
0.87680 

1.56 
'-57 
1.58 

'•59 

0.97263 
0.97360 

0-97455 
0.97546 

97 
95 
9' 

1118 

792 

341 

89 

0. 10 
0. 1 1 

0.  12 
0.13 

O.II246 
0. 12362 
0.13476 
0.14587 

1116 
II 14 

IUI 

II 08 

0. 60 
0.61 
0.62 
0.63 

0.60386 
0.61168 
0.61941 
0.62705 

782 

773 
764 

1 .  10 
1 . 1 1 
1 .  12 
1.13 

0.88021 
0.88353 
0.88679 
0.88997 

332 
326 
318 
311 

1.60 
1.61 
1.62 
1.63 

0.97635 
0.97721 
0.97804 
0.97884 

86 
83 
80 

78 

0.14 

0.15695 

0.64 

0.63459 

754 

1.14 

0.89308 

1.64 

0.97962 

1105 

744 

304 

76 

0.15 

0. 16800 

0.65 

0.64203 

735 

725 

1.15 

0.89612 

298 
290 

284 

277 

1.65 

0.98038 

0.  16 

0.17 

0. I79OI 

0. 18999 

1  lOI 

1098 
1095 
1090 

0.66 
0.67 

0.64938 
0.65663 

1.16 
1.17 

0.89910 
0.90200 

1.66 

1.67 

0.981 10 
O.98181 

7' 
68 

0.  18 

0. 20094 

0.68 

0.66378 

7^  5 
''06 

1.18 

0.90484 

1.68 

0.98249 

66 

0. 19 

0.21 184 

0.69 

0.67084 

1.19 

0.90761 

1.69 

0.9831s 

1086 

696 

270 

64 

0.  20 

0. 22270 

1082 

0  70 

0.67780 

687 
676 

1 .  20 

0.91031 

265 

1 .  70 

0.98379 

62 

0.21 

0-23352 

1078 

0.71 

0.68467 

1 .  21 

0.91296 

257 

1.71 

0.98441 

59 

0.22 

0.24430 

1072 
1068 

0.72 

0.69143 

667 

1 .  22 

0  91553 

252 

'-72 

0.98500 

58 
55 

0.23 

0.25502 

0.73 

0.69810 

658 

1.23 

0.91805 

246 

'•73 

0.98558 

0.24 

0.26570 

1063 

0.74 

0.70468 

648 

1.24 

0.92051 

239 

'•74 

0.98613 

54 

0.25 
0,  26 
0.27 
0.28 

0.27633 
0.28690 
0. 29742 
0.30788 

1057 
1052 
1046 
1040 

0.75 
0.76 

0.77 
0.78 

0.71116 

0.71754 
0.72382 
0.73001 

638 
628 
619 
609 

1.25 
1.26 
1.27 
1.28 

0.92290 
0.92524 
0.92-51 
0.92973 

234 

227 

21 7 

1.76 

'•77 
1.78 

0.98667 
0.98719 
0.98769 
0.98817 

52 
50 
48 

47 

0.29 

0.31828 

0.  79 

0.73610 

1.29 

0.93190 

'•79 

0.98864 

1035 

600 

21 1 

45 

0.30 
0.31 

0. 32863 
0.33891 

1028 
1022 
1015 
1008 

0.80 
0.81 

0.74210 
0.74800 

590 
58' 
571 
562 

1.30 
1.31 

0.93401 
0.93606 

205 
201 

1.80 
1.81 

0.98909 
0.98952 

43 
42 
41 
39 

0.32 

0.34913 

0.82 

0.75381 

1.32 

0.93807 

195 

1.82 

0.98994 

0.33 

0.35928 

0.83 

0.75952 

1-33 

0.94002 

189 

1.83 

0.99035 

0.34 

0. 36936 

0.84 

0.76514 

1.34 

0.94191 

1.84 

0.99074 

I002 

553 

185 

37 

0.35 

0.37938 

0.85 

0.77067 

543 
534 
525 
515 

■•35 

0.94376 

180 

1.85 

O.99II I 

36 

35 
34 
32 

0.36 
0.37 

°-38933 
0.39921 

995 
988 
980 

0.86 
0.87 

0.77610 
0.78144 

..36 

1-37 

0.94556 
0.9473' 

'75 

1.86 
1.87 

0.99147 
0.99182 

0.38 

0.40901 

0.88 

0.78669 

1.38 

0.94902 

165 

1.88 

0.99216 

0.39 

0.41874 

97  3 

0.89 

o.79>84 

1.39 

0.95067 

1.89 

0.99248 

965 

507 

162 

3' 

0.40 

0.42839 

958 
950 

0.90 

0.79691 

497 
489 

479 

471 

1.40 

0.95229 

156 

1.90 

0.99279 

30 
29 
28 

0.41 
0.42 

0.43797 
0.44747 

0.91 
0.92 

0.80188 
0.80677 

1.41 

1.42 

0.95385 
0-95538 

153 

148 

'44 

1.91 
1.92 

0.99309 
0.99338 

0.43 
0.44 

0.45689 
0.46623 

942 
934 

0.93 
0.94 

0.81 156 

0.81627 

1.43 
1.44 

0.95686 
0.95830 

'•93 
'•94 

0.99366 
0-99392 

26 

925 

462 

140 

26 

0.45 

0.47548 

918 

0.95 

0. 82089 

453 
445 
436 
428 
419 

1.45 

0.95970 

135 

132 
128 

'•95 

0.99418 

25 
23 
23 
22 
21 

0.46 

0.48466 

0.96 

0.82542 

1.46 

0.96105 

1.96 

0.99443 

0.47 

0.49375 

909 

0.97 

0.82987 

1.47 

0.96237 

'•97 

0.99466 

0.48 
0.49 

0.  50 

0.50275 
0.51167 
0. 52050 

900 
892 
883 

0.98 
0.99 
1 .00 

0.83423 
0.83851 

0.84270 

1.48 
1.49 
1.50 

0.96365 
0.96490 
0.966 II 

125 
121 

1.98 
1.99 

2.  00 

0.99489 
0.99511 

0-99532 

76" 


(iOi 


Tafel  XV. 


pag- 


:i21. 


ir 

0 

I 

2 

3 

4 

S 

6 

7 

8 

9 

P.p. 

o.oo 

OOI 
0.02 
0.03 

0.04 
0.05 
0.06 

0.07 
0.08 
0.09 

0.  10 

0.  II 
0.  12 
0.13 

0.  14 
0.15 
0.  16 

0.17 
0.18 
0.  19 

0.  ;o 

0.  21 
0.22 
0.23 

0.24 
0.25 
0.  26 

0.27 
0.28 
0.29 

0.  30 

0-3I 
0-32 
°-33 

0-34 
°-35 
0.  36 

0.37 
0.3« 
0.39 

0.40 

0.41 
0.42 
0.43 

0.44 
0.45 
0.46 

0.47 
o-r48 

0.49 

0. 50 

0.0000 

0.0000 

0.0000 

0.0000 

0.0000 

0 . 0000 

0.0000 

0.0000 

0.0001 

0 . 000 1 

0 

I 

2 

3 

4 

5 
6 

7 
8 

9 

0.0 
0.0 
0.0 
0.0 
0.0 
0.0 
0.0 
0.0 
0.0 

0. 1 
0.  2 
0.3 
0.4 

0.5 
0.6 

0.7 
0.8 
0.9 

O.OOOI 

0 . 0004 
0.0009 

0 . 00 I 6 
0.0025 
0.0036 

0.0049 
0.0064 
0.0081 

O.OOOI 

0.0004 

O.OOIO 

0.0017 
0.0026 
0.0037 

0.0050 
0.0066 
0.0083 

O.OOOI 

0.0005 

O.OOIO 

0.0018 
0.0027 
0.0038 

0.0052 
0.0067 
0.0085 

0.0002 
0.0005 
0.001 I 

0.0018 
0.0028 
0.0040 

0.0053 
0.0069 
0.0086 

0.0002 
0.0006 
0.0012 

0.0019 
0.0029 
0.0041 

0.0055 
0.0071 
0.0088 

o.oooz 
0.0006 
0.0012 

0.0020 
0.0030 
0.0042 

0.0056 
0.0072 
0.0090 

0.0003 
0.0007 
0.0013 

0.0021 
0.0031 
0.0044 

0.0058 
0.0074 
0.0092 

0.0003 

0.0007 
0.0014 

0.0022 
0.0032 
0 . 0045 

0.0059 
0.0076 
0.0094 

0.0003 
0.0008 
0 . 00 I 4 

0.0023 
0.0034 
0.0046 

0.0061 
0.0077 
0.0096 

0 . 0004 
0.0008 
0.0015 

0.0024 
0.0035 
0.0048 

0.0062 
0.0079 
0.0098 

2 

3 

O.OIOO 

0.0102 

0 . 0 I 04 

0.0106 

0.0108 

0.0110 

O.OIIZ 

0.0114 

0.0117 

0.0119 

1 

3 

4 
5 
6 

7 
8 

9 

0.  2 
0.4 
0.6 
0.8 
I  .0 
I  .  2 

1-4 
1.6 
1.8 

0.3 
0.6 
0.9 
1.2 

1.5 

1.8 

2.4 

2.7 

O.OI2I 

0.0144 

O-.0I69 

0.0196 
0.0225 
0.0256 

0.0289 
0.0324 
0.0361 

0.0123 
0.0146 
0.0172 

0.0199 
0.0228 
0.0259 

0.0292 
0.0328 
0.0365 

0.0125 
0.0149 
0.0174 

0.0202 
0.0231 
0.0262 

0.0296 

0.0331 

0.0369 

0.0128 
0.0151 

0.0177 

0.0204 
0.0234 
0.0266 

0.029g 
0.0335 
0.0372 

0.0130 
0.0154 
0.0180 

0.0207 
0.0237 
0.0269 

0.0303 

0.0339 
0.0376 

0.0132 
0.0156 
0.0182 

0.0210 
0.0240 
0.0272 

0.0306 
0.0342 
0.0380 

0.0135 
0.0159 
0.0185 

0.0213 

0.0243 

0.0276 

0.0310 
0.0346 
0.0384 

0.0137 
0.0161 
0.0188 

0.0216 
0.0246 
0.0279 

0.0313 
0.0350 
0.0388 

0.0139 
0.0164 
0.0190 

0.0219 
0.0250 
0.0282 

0.0317 
0.0353 
0.0392 

0.0142 
0.0166 
0.0193 

0.0222 
0.0253 
0.0286 

0.0320 
0.0357 
0.0396 

4 

5 

I 
2 
3 
4 
5 
6 

7 
8 

9 

0.4 
0.8 
1 . 2 
1.6 
2.0 
2.4 
2.8 

3-2 

3.6 

0.5 
1 .0 

1-5 
2.0 
2.5 
3-0 

3-5 
4.0 

4-5 

0.0400 

0 . 0404 

0.0408 

0.0412 

0.0416 

0.0420 

0 . 0424 

0.0428 

0.0433 

0.0437 

0.0441 
0.0484 
0.0529 

0.0576 
0.0625 
0.0676 

0.0729 
0.0784 
0.0841 

0.0445 
0.0488 
0-0534 

0.0581 
0.0630 
0.0681 

0.0734 

0.0790 
0.0847 

0.0449 
0.0493 
0.0538 

0.0586 
0.0635 
0.0686 

0.0740 
0.0795 

0.0853 

0.0454 
0.0497 
0.0543 

0.0590 
0.0640 
0.0692 

0.0745 
0.0801 
0.0858 

0.0458 
0.0502 
0.0548 

0.0595 
0.0645 
0.0697 

0.0751 
0.0807 
0.0864 

0.0462 
0.0506 

0.0552 

0.0600 
0.0650 
0.0702 

0.0756 
0.0812 
0.0870 

0 . 0467 
0.05II 

0.0557 

0.0605 
0.0655 
0.0708 

0.0762 
o.o8i8 
0.0876 

0.0471 
0.0515 
0.0562 

0 . 06 1 0 
0 .0660 
0.0713 

0.0767 
0.0824 
0.0882 

0.0475 
0.0520 
0.0566 

0.0615 
0.0666 
0.0718 

0.0773 
0.0829 
0.0888 

0.0480 
0.0524 
0.0571 

0.0620 
0.0671 
0.0724 

0.0778 
0.0835 
0.0894 

6 

7 

2 

3 
4 
5 
6 

7 
8 

9 

0.6 

I  .2 

1.8 

2.4 
3.0 
3.6 

4.2 
4.8 
5-4 

0.7 
1.4 

2.  I 
2.8 

3-5 

4.2 

4-9 
5.6 
6.3 

0.0900 

0.0906 

0.0912 

0.0918 

0.0924 

0.0930 

0.0936 

0.0942 

0.0949 

0.0955 

0.0961 
0.1024 
0. 1089 

0. 1156 
0. 1225 
0. 1296 

0.1369 
0.1444 
0.1521 

0.0967 
0. 1030 
0. 1096 

0. 1163 
0. 1232 

0.1303 

0. 1376 
0.1452 
0.1529 

0.0973 

0. 1037 

0. 1102 

0.II70 
0.1239 

0.1310 

0.1384 

O.I459 

0.1537 

0.0980 
0.1043 
0. 1109 

0. 1 176 
0. 1246 
0.1318 

0.1391 
0.1467 
0.1544 

0.0986 
0. 1050 
0. 1116 

0. 1183 
0.1253 
0.1325 

0.1399 
0.1475 
0.1552 

0. 0992 
0. 1056 

0. II22 
0. II 90 

0. 1260 

0,1332 
0. 1406 

0. 1482 
0. 1560 

0.0999 
0. 1063 
0  1129 

0.1197 
0. 1267 
0.1340 

0.1414 
0.1490 
0.1568 

0. 1005 
0. 1069 
0. 1136 

0 . I 204 

0.1274 
0.1347 

0. 1421 
0. 1498 
0.1576 

0. 1011 
0. 1076 
0. 1142 

0.1211 

0. 1282 
0.1354 

0.1429 
0.1505 
0.1584 

0. 1018 
0.1082 
0. 1149 

0.1218 
0. 1289 
0. 1362 

0. 1436 
0.1513 
0.159z 

8 

9 

3 
4 
5 
6 

7 
8 
9 

0.8 
1.6 

2-4 

3.2 
4.0 
4.« 

5.6 

6.4 

7-2 

0.9 

1.8 

2.7 

3.6 

4.5 

5.4. 

6.3 

7.2 

8.1 

0. 1600 

0.1608 

0. 1616 

0. 1624 

0. 1632 

0 . I 640 

0.1648 

0.1656 

0.1665 

0.1673 

o.i68i 

0.1764 
0. 1849 

0. 1936 
0.2025 
0.2116 

0. 2209 
0.2304 
0 . 240 I 

0. 1689 
0.1772 
0.1858 

0.1945 
0.2034 

0.2125 

0.2218 
0.2314 

0.24II 

0.1697 

0. 1781 
O.I866 

0.1954 
0.2043 
0.2134 

0.2228 
0.2323 
0. 2421 

0 . I 706 

0.1789 
0.1875 

0. 1962 
0.2052 
0.2144 

0.2237 

0.2333 
0.2430 

0-1714 
0.1798 
0. 1884 

0.1971 
0.2061 
0.2153 

0.2247 

0.2343 
0.2440 

0. 1722 
0. 1806 
0. 1892 

0. 1980 
0.2070 
0.2162 

0.2256 

0.2352 
0.2450 

0.1731 
0. 1815 
0. 1901 

0.1989 
0.2079 
0.2172 

0.2266 

0. 2362 
0 . 2460 

0.1739 
0. 1823 
0. 1910 

0. 1998 
0.2088 
0.2181 

0.2275 
0.2372 
0. 2470 

0.1747 
0. 1832 
0. 1918 

0.2007 
0.2098 
0.2190 

0.2285 
0.2381 
0.2480 

0.1756 
0.1840 
0.1927 

o.zoi6 
0.2107 
0.2200 

0.2294 
0.2391 
0.2490 

10 

I  I 

2 
3 
4 
5 
6 

7 
8 

9 

1 .0 
2.0 
3-0 
4.0 
5.0 
6.0 

7.0 
8.0 
9.0 

I 
2 
3 
4 
5 
6 

7 
8 
9 

I 

3 

4 
5 
6 

7 
8 
9 

0.2500 

0.2510 

0.2520 

0.2530 

0.2540 

0.2550 

0. 2560 

0.2570 

0.2581 

0.2591 
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o.  50 

0.51 

o.  52 
O.S3 

0-54 
0.5s 
o.  56 

0.57 
0.58 
0.59 

o.  60 

0.61 
0.62 

0.63 

0.64 
0.65 
0.66 

0.67 
0.68 
o.  69 


o.  71 

0.72 

0.73 

0.74 

0.75 
0.-6 

•0.77 
0.78 
0.79 

0.80 

0.81 
0.82 
0.83 

0.84 
0.85 
0.86 

0.87 
0.88 

0.89 

0.90 

0.91 

0.92 
0-93 
0.94 
0.95 
0.96 

0.97 
0-.  98 
0.99 


0.2500 


0.2510 


0.2601 

0.2704 
o. 2809 

0.2916 

0.3025 
0.3136 

0.3249 

0-3364 
0.3481 

0.3600 

o. 3721 

0.3844 
0.3969 

0.4096 

0.4225 
0.4356 

0.4489 

0.4624 
0.4761 


0.26II 

0.2714 
o. 2820 

0.2927 

0.3036 
0.3147 

0.3260 

0.3376 

0-3493 
0.361Z 


0.4900 


0.5041 
0.5184 
0.5329 

0.5476 
0.5625 
0.5776 

o. 5929 
0.6084 
0.6241 


o . 6400 


0.6561 

0.6724 

0.6889 
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2 . 6406 

2.6732 

2.7060 
2.7390 
2.7722 

2.8056 
2.8392 
2.8730 

2.6115 
2.6439 
2.6765 

2.7093 
2.7423 
2.7756 

2.8090 
2.8426 
2.8764 

2.6147 
2.6471 
2.6798 

2.7126 
2.7456 
2.7789 
2.8123 
2 . 8460 
2.8798 

2.6179 
2.6504 
2.6830 

2.7159 
2 . 7490 
2.7822 

2.8157 
2-8493 
2.8832 

2.6212 

2.6536 
2.6863 

2.7192 
2.7523 
2.7856 

2.8190 
2.8527 
2.8866 

34  35 

1 
2 
3 
4 
5 
6 

7 
8 
9 

3.4   3-5 

6.8   7.0 
10.2  10.5 
13.6  14.0 

17.0  17.5 
20 . 4  21.0 

23.8  24.5 
27.2  28.0 
30.6  31.5 

2 .  8900 

2.8934 

2.8968 

2.9002 

2.9036 

2.9070 

2.9104 

2.9138 

2-9173 

2.9207 

2.9550 
2.9894 
3.0241 

3-0590 
3.0941 
3.1294 

3.1648 
3 . 2005 
3.2364 

2.9241 
2.9584 
2.9929 

3.0276 
3.0625 

3.0976 

3.1329 
3.1684 
3.2041 

3.2400 

2.9275 
2.9618 
2.9964 

3.0311 

3.0660 
3.1011 

3^'364 
3.1720 

3.2077 

2.9309 
2.9653 
2.9998 

3.0346 
3.0695 
3.1046 

3.1400 

3^'7S5 
3.2113 

2.9344 
2.9687 
3-0033 

3-0380 
3-0730 
3. 1082 

3-'435 
3.1791 
3.2148 

2.9378 

2.9722 
3.0068 

3-04'5 
3.0765 
3-1117 

3-1471 
3- 1827 
3.2184 

2.9412 

2.9756 
3 .0102 

3-0450 
3.0800 
3-"52 

3.1506 
3.1862 
3 .2220 

2.9447 
2.9791 
3.0137 

3.0485 
3-0835 
3.1188 

3-1542 
3.1898 
3.2256 

2.9481 
2.9825 

3.0172 

3.0520 
3.0870 
3-1223 

3-1577 
3-1934 
3.2292 

2-9515 
2.9860 
3.0206 

3-0555 
3  .0906 
3-1258 

3.1613 
3.1969 
3.2328 

36  37 

2 

3 
4 
5 
6 

7 
8 
9 

3.6   3.7 

7-2   7-4 

10.8  11  . 1 

14.4  ■4-'* 
18.0  18.5 
21.6  22.2 
25.2  25.9 
28.8  29.6 
32.4  33-3 

3^2436 

3.2472 

3.2508 

3-2544 

3.2580 

3.2616 

3.2652 

3.2689 

3-2725 

3.2761 
3^3'24 
3  •  3489 

3^3856 

3-4225 
3^4596 

3 ■ 496g 
3^5344 
3^5721 

3.6100 

3-2797 
3.3160 
3-3526 

3-3893 
3.4262 

3^4633 

3 . 5006 
3-5382 
3^5759 

3-2833 
3-3'97 
3.3562 

3-393° 
3-4299 

3.4670 

3 ■ 5044 
3^54i9 

3^5797 

3-2870 
3-3253 
3-3599 

3-3966 
3-4336 

3.4708 

3.5081 
3-5457 
3-5834 

3.2906 
3-3270 
3-3636 

3-4003 

3-4373 
3^4745 

3^5"9 
3 • 5495 
3-5872 

3.2942 
3.3306 
3 •3672 

3 . 4040 
3.4410 
3.4782 

3-5'56 
3-5532 
3-5910 

3-2979 
3-3343 
3-3709 

3-4077 
3-4447 
3.4820 

3-5194 
3-5570 
3-5948 

3.6328 

3-3015 
3-3379 
3-3746 

3.4114 
3-4484 
3-4857 

3-5231 
3.5608 
3-5986 

3-3051 
3-3416 
3-3782 

3.4151 

3-4522 

3-4894 

3.5269 

3-5645 
3 .6024 

3.3088 

3-3452 
3-3819 
3.4188 
3-4559 
3-4932 

3.5306 
3-5683 
3 . 6062 

3^^   39 

2 
3 
4 
5 
6 

7 
8 
9 

3-8   3-9 
7-6   7-8 
11.4  11.7 
15.2  15.6 
19.0  19.5 
22.8  23.4 
26.6  27.3 
30.4  31.2 
34-2  35.1 

3-6138 

3.6519 
3 .6902 
3.7288 

3^7675 
3.8064 

3 •8455 
3.8848 
3^9244 
3-9641 

3.6176 

3.6214 

3.6252 

3.6290 

3.6366 

3-6405 

3-6443 

3.6826 
3.7210 

3-7597 
3.7986 
3.8377 
3.8770 

3.9164 
3.9561 
3.9960 

3.6481 
3.6864 
3^7249 

3.7636 
3.8025 
3.8416 

3.8809 
3.9204 
3.9601 

3^6557 
3.6941 
3^7326 

3^77I4 
3.8103 
3.8494 
3.8888 

3-9283 
3.9681 

4.0080 

3-6596 
3-6979 
3-7365 

3-7752 
3.8142 
3-8534 
3.8927 
3-9323 
3.9720 

3.6634 

3.7018 
3  -  7404 

3-7791 
3.8181 

3-8573 

3.8967 

3-9363 
3-9760 

4.0160 

3.6672 

3.7056 
3 ■ 7442 

3-7830 
3.8220 
3.8612 

3.9006 
3.9402 
3.9800 

3.6711 
3-7095 
3-7481 

3-7869 
3-8259 
3.8652 

3.9046 
3-9442 
3-9840 

3-6749 
3-7133 
3-7520 

3.7908 
3.8298 
3.8691 

3-9085 
3-9482 
3.9880 

3-6787 
3-7172 
3-7558 

3.7947 
3.8338 
3.8730 

3.9125 
3-9521 
3.9920 

40   41   1 

1 

3 
4 
5 
6 

7 
8 

9 

4.0   4.1 
8.0   8.2 
12.0  12.3 
16.0  16.4 
20.0  20.5 
24.0  24.6 
28.0  28.7 
32.0  32.8 
36.0  36.9 

4.0000 

4.0040 

4.0120 

4.0200 

4.0240 

4.0280 

4.0321 

4.0361 

W 

0 

I 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

G(»8 


Tafel  XVI. 


vergl.  pag 

.  4(14. 

II 
—  0.400 

log  !■:/ 

Difl'. 

log  £/ 

Diff. 

Ji/ 

Ditr. 

log  Ei' 

Diff. 

9„8i  869 

+  61 

+  60 
+  60 
-1-  60 

9»93  '07 

—  8 

+   I 

.56  086 

+ 

22 

9.38  847 

—  26 

—  0.399 

9„8i  930 

9«93  099 

—  8 

+  ■ 

. 56  208 

22 

9.38  821 

—  26 

—  0.398 

—  0.397 

—  0.396 

9;i8>  990 
9„82  050 
9,182  HO 

9»93  091 
9«93  083 
9»93  075 

—  8 

—  8 

+  1 

+  > 

•56  330 
.56  452 
•56  573 

+ 

22 
21 

9^38  795 
9.38  769 
9^38  743 

—  26 

—  26 

-)-  60 

—  8 

+ 

22 

—  26 

—  0.395 

—  0.394 

—  0.393 

—  o.39i 

—  0.391 

9„82  170 
9„82  230 
9„82  289 
9„8  2  349 
9„82  408 

H-  60 

+  59 

+  60 

+  59 
+  60 

9»93  067 
9.,93  059 
9h93  051 
9»93  043 
9„93  035 

—  8 

—  8 

—  8 

—  8 

—  8 

4-  I 
+  1 
+  I 
+  I 
+  ' 

.56  695 
.56  816 
■56  938 

■57  059 
■57  180 

+ 

+ 
+ 

+ 

21 
22 
21 
21 

22 

9.38  717 
9.38  691 
9.38  666 
9.38  640 
9.38  614 

—  26 

—  25 

—  26 

—  26 

—  26 

—  0.390 

—  0.389 

—  0.388 

—  0.387 

—  0.386 

9„82  468 

9»82  527 
9„82  586 
9»82  645 
9»82  704 

+  59 
+  59 
+  59 
+  59 

+  59 

9«93  027 
9„93  020 
9„93  012 
9.,93  004 
9„92  996 

—  7 

—  8 

—  8 

—  8 

—  8 

+  I 
+   I 
+  I 
+  > 

■1-  I 

■57  302 
■57  423 
■57  544 
•57  665 
.57  786 

+ 
+ 
+ 

+ 

21 
21 
21 

21 

9^38  588 
9.38  562 
9-38  536 
9.38  511 
9.38  485 

—  26 

—  26 

—  25 

—  26 

—  26 

—  0.385 

—  0.384 

—  0.383 

—  0.382 

—  0.381 

9« 8 2  763 
9„82  822 
9„82  880 
9»82  939 
9»82  997 

+  59 
+  58 
+  59 
+  58 

+  59 

9h92  988 
9«92  980 
9»9-'  972 
9h92  964 
9h92  957 

—  8 

—  8 

—  8 

—  7 

—  8 

+  1 
+  « 
+  1 
+  I 

+  I 

•57  907 
.58  027 
.58  148 
.58  269 
.58  389 

+ 
+ 

+ 
+ 

+ 

20 
21 

21 

20 

21 

9.38  459 
9-38  434 
9.38  408 
9.38  382 
9-38  357 

—  25 

—  26 

—  26 

—  25 

—  26 

—  0. 380 

—  0.379 

—  0.378 

—  0.377 

—  0.376 

9„83  056 

9„83  114 
9„83  172 

9»83  23° 
9»83  288 

+  58 
+  58 
+  58 
+  58 

+  58 

9«92  949 
9«92  941 
9»92  933 
9»92  925 
9»92  917 

—  8 

—  8 

—  8 

—  8 

—  7 

+  I 
+  I 
+  I 
-t-  1 

+  1 

,58  510 
.58  630 
.58  750 
.58  870 
.58  991 

+ 
+ 
+ 
+ 

+ 

20 
20 
20 
21 

20 

9^38  331 
9.38  306 
9.38  280 
9^38  255 
9.38  229 

—  25 

—  26 

—  25 

—  26 

—  25 

—  0.375 

—  0-374 
--  0.373 

—  0.372 

—  0.371 

9„83  346 
9„8  3  404 
9„83  461 
9.183  519 
9»83  576 

+  58 
+  57 
-f-  58 
+  57 

+  57 

9„92  910 
9,.92  902 
9)i92  894 
9„92  886 
9„92  878 

—  8 

—  8 

—  8 

—  8 

—  7 

+  I 
+  I 
+  1 
+  I 
+  I 

■59  III 
•59  231 
.59  351 
.59  471 
•59  590 

+ 
+ 
+ 
+ 

+ 

20 
20 
20 
19 
20 

9.38  204 
9.38  179 
9^38  153 
9.38  128 
9.38  103 

—  25 

—  26 

—  25 

—  25 

—  26 

—  0.370 

—  0.369 

—  0.  368 

—  0.367 

—  0. 366 

9h83  633 
9„83  691 

9„8  3  748 
9„83  805 
9„83  862 

+  58 

+  57 
+  57 
+  57 

+  57 

9„92  871 
9«92  863 
9»^92  855 
9»92  847 
9„92  839 

—  8 

—  8 

—  8 

—  8 

+  I 
+  I 
+  I 
+  1 
+  1 

•59  710 
■59  830 
■59  949 
.60  069 
.60  188 

+ 
+ 
+ 
+ 

+ 

20 

19 

20 

19 

20 

9.38  077 
9.38  052 
9^38  027 
9.38  002 
9.37  976 

—  25 

—  25 

—  25 

—  26 

—  25 

—  0.365 

—  0.364 

9,,83  919 
9„83  975 

+  56 
+  57 
+  57 
+  56 

9»92  832 
9„92  824 

—  8 

—  8 

—  8 

+  1 
+  I 

.60  308 

.60  427 

+ 
+ 
+ 

+ 

•9 

9-37  95» 
9.37  926 

—  25 

—  0.363 

9,M   032 

9„9.2  816 

+  1 

.60  546 

19 

9.37  901 

—  25 

—  0.362 

—  0.361 

9„84  089 
9,184  145 

9„92  808 
9„92  801 

+  1 

.60  665 

.60  785 

19 

20 

9-37  876 
9-37  851 

—  25 

—  25 

+  S6 

—  8 

+ 

19 

—  25 

—  0.  360 

—  0.359 

—  0.358 

—  0.357 

—  0.356 

9,(84  201 
9„84  258 
9„84  314 
9h84  370 
9„84  426 

+  57 
+  56 
+  56 
+  56 

+  56 

9„92  793 
9»92  785 
9„92  777 
9«92  770 
9„92  762 

—  8 

—  8 

—  7 

—  8 

—  8 

+  1 
+  I 
-1-  1 
+  I 
+  I 

.60  904 
.61  023 
.61  141 
.61  260 
•61  379 

+ 

1- 

+ 

+ 

19 
18 

19 
19 

19 

9^37  826 
9.37  801 
9^37  776 
9^37  751 
9^37  726 

-25 

—  25 

—  25 

—  25 

—  25 

—  0-355 

—  0.354 

—  0.353 

—  0.352 

—  0.351 

9„84  482 
9»84  538 
9»84  593 
9»84  649 
9«84  705 

+  56 
+  55 
+  56 
+  S6 

+  55 

9/i9i  754 
9,,92  747 
9„92  739 
9.i92  731 
9»9z  724 

—  7 

—  8 

—  8 

—  7 

—  8 

+  I 
+  > 

+  1 

.6i  498 
.61  616 

•61  735 
.61  853 
.61  972 

+ 
+ 
+ 

+ 

18 

19 

18 

119 

18 

9-37  701 
9-37  676 
9.37  651 
9^37  627 
9-37  602 

—  25 

—  25 

—  24 

—  25 

—  25 

—  0.350 

9„84  760 

9»92  716 

+  I 

.62  090 

9-37  577 

609 
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0 

log  E.{ 

Diff. 

lüg  E{ 

Diff. 

i'o'- 

Diff. 

log  -B/ 

Diff. 

—  0.350 

9„84  760 

+  55 
+  56 
+  55 
+  55 

9„92  716 

—  8 

—  7 

—  8 

—  8 

+ 

1 . 62  090 

+  I 
+  I 
+  I 
+  I 

18 

9-37  577 

—  25 

—  24 

—  25 

—  25 

—  0.349 

—  0.348 

—  0.347 

—  0.346 

9«84  815 
9„84  871 
9„84  926 
9,(84  981 

9„92  708 
9„92  701 
9„92  693 
9,(92  685 

+ 
+ 

+ 
+ 

.62  208 
.62  326 
.62  444 
.62  563 

18 
18 

■9 

9-37  552 
9-37  528 
9-37  503 
9-37  478 

+  55 

—  7 

4-  I 

18 

—  25 

—  0.345 

—  0.344 

—  0.343 

—  0.342 

—  0.341 

9„85  036 
9,.85  091 

9„8S  145 
9„85  200 

9„85  255 

+  55 
+  54 
+  55 
+  55 

+  54 

9„92  678 
9„92  670 
9«92  662 
9„92  65s 
9h92  647 

—  8 

—  8 

—  8 

—  8 

+ 
+ 
+ 

4- 
+ 

.62  681 
.62  798 
.62  916 
.63  034 
.63  152 

4-  I 

4-  I 
4-  I 
4-  I 

4-  I 

17 
18 
18 
18 

17 

9-37  453 
9-37  429 
9-37  404 
9-37  380 
9-37  355 

—  24 

—  25 

—  24 

—  25 

—  24 

—  0.340 

—  0.339 

—  0.338 

—  0.337 

—  0.336 

9»85  309 
9„85  364 
9„,85  418 
9»85  472 
9„85  527 

+  %% 
+  54 
+  54 
+  55 

+  54 

9,i92  639 
9,(92  632 
9,(92  624 
9„92  616 
9,.92  609 

—  7 

—  8 

—  8 

—  7 

—  8 

+ 
+ 
+ 
4- 
+ 

.63  269 
.63  387 
-63  504 
.63  622 

.63  739 

4-  I 
4-  I 
4-  I 
4-  I 

4-  I 

18 

17 
18 

17 
18 

9-37  331 
9-37  306 
9-37  282 
9-37  257 
9.37  233 

—  25 

—  24 

—  25 

—  24 

—  25 

—  0.335 

—  0.334 

—  0.333 

—  0.332 

—  0.331 

9,,8S  581 
9»85  635 
9„85  689 

9„85  742 
9,185  796 

+  54 
+  54 
+  53 
+  54 

4-  54 

9„92  601 
9,(92  594 
9,(92  586 
9,(92  579 
9,(92  571 

—  7 

—  8 

—  7 

—  8 

—  8 

+ 
+ 
+ 
+ 

.63  857 
63  974 
.64  091 
.64  208 
-64  325 

4-  1 
4-  I 
4-  I 

4-  1 

4-  > 

17 
17 
17 
17 

17 

9.37  208 
9.37  184 
9-37  159 
9-37  135 
9-37  III 

—  24 

—  25 

—  24 

—  24 

—  25 

—  0.330 

—  0.329 

9„85  850 
9„85  903 

+  53 
+  54 
+  53 
+  53 

9„92  563 
9,(92  556 

—  7 

—  8 

—  7 

—  8 

+ 
+ 

.64  442 
-64  559 

4-  I 
4-  I 
4-  I 
4-  I 

17 
17 
17 
16 

9.37  086 
9.37  062 

—  24 

—  24 

—  24 

—  25 

—  0.328 

—  0.327 

—  0. 326 

9„85  957 
9„86  010 
Q„86  063 

9,(92  548 
9,(92  541 
9,(92  5  33 

+ 
+ 

+ 

.64  676 

-64  793 
.64  909 

9-37  038 
9.37  014 
9.36  989 

+  54 

—  - 

4-  I 

17 

—  24 

—  0.325 

—  0.324 

—  0.323 

—  0.322 

9„86  117 
9„86  170 
9„86  223 
9„86  276 

+  53 
+  53 
+  53 
+  53 

9,(92  526 
9,(92  518 
9,(92  511 
9,(92  503 

—  8 

—  7 

—  8 

—  8 

+ 
+ 
+ 
H- 

.65  026 
.65  142 
.65  259 

.65  375 

4-  I 
4-  ' 

4-  I 
4-  I 

16 

17 
16 

17 

9.36  965 
9.36  941 
9.36  917 
9.36  893 

—  24 

—  24 

—  24 

—  24 

—  0. 321 

9„86  329 

9,(92  495 

+ 

-65  492 

9.36  869 

+  53 

—  7 

4-  I 

16 

—  24 

—  0. 320 

—  0.319 

9„86  382 
9„86  434 

+  52 
+  53 
+  52 
-1-  53 

9„92  488 
9,(92  480 

—  8 

—  7 

—  8 

7 

+ 
+ 

.65  608 
.65  724 

4-  1 
4-  1 
4-  > 
4-  I 

16 

17 
16 
16 

q.36  845 
9.36  821 

—  24 

—  24 

—  24 

—  24 

—  0.318 

—  0.317 

—  0.316 

9„86  487 
9„86  539 
9„86  592 

9„92  473 
9,(92  465 
9„92  458 

+ 

.65  841 

.65  957 

.66  073 

9-36  797 
9-36  773 
9-36  749 

+  52 

—  8 

4-  I 

16 

—  24 

—  0.315 

—  0.314 

—  0.313 

9„86  644 
9„86  697 
9„86  749 

+  53 
+  52 
+  52 
+  52 

9,(92  450 
9„92  443 
9„92  435 

—  7 

—  8 

+ 
+ 

.66  189 
.66  305 

.66  420 

4-  1 

4-  1 

+  I 
4-  ' 

16 

15 
16 

9-36  725 
9.36  701 
9.36  677 

—  24 

—  24 

—  24 

—  24 

—  0.312 

—  0.511 

9„86  801 
9„86  853 

9,(92  428 
9,(92  420 

—  7 

—  8 

+ 
+ 

.66  536 
.66  652 

16 

9.36  653 
9.36  629 

+  52 

—  7 

4-  I 

16 

—  24 

—  0. 310 

—  0.309 

9„86  905 
9„86  957 

+  52 
+  52 
+  51 

+  52 

9„92  413 
9i,92  406 

—  7 
g 

.66  768 
.66  883 

4-  I 
4-  I 
4-  I 

4-  I 

15 
16 

9. 36  605 
9.36  581 

—  24 

—  23 

—  0. 308 

—  0.307 

—  0. 306 

9„,8  7  009 
9„87  060 
9„87  112 

9«92  398 
9,(92  391 
9,(92  383 

—  7 

—  8 

+ 

+ 
+ 

.66  999 

-67  114 
.67  230 

15 
16 

9-36  558 
9-36  534 
9-36  510 

—  24 

—  24 

+  52 

—  7 

4-  I 

IS 

—  24 

—  0.305 

9„87  164 

+  51 
+  51 
+  52 
+  51 

9„92  376 

—  8 

—  7 
g 

+ 

■67  345 

9.36  486 

—  23 

—  24 

—  24 

—  23 

—  0.304 

—  0-303 

9„87  215 
9„87  266 

9,(92  368 
9,(92  361 

+ 
+ 

.67  460 
.67  575 

4-  I 
4-  I 
4-  I 

1  5 
15 
16 

9.36  463 
9-36  439 

—  0. 302 

—  0. 301 

9„87  3'8 
9„87  369 

9,(92  353 
9,(92  346 

7 

+ 

+ 

.67  691 
.67  806 

15 

9-36  415 
9.36  392 

+  51 

—  7 

4-  1 

15 

—  24 

—  0. 300 

9„8-  420 

9,(92  339 

+ 

.67  921 

9.36  368 

Oppoly.nr,   Ralinbc^tiinmiingeu.  II. 
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Tafel  XVI. 


(1 

log  i?2" 

Difl'. 

log  Jl^^' 

Difl'. 

W 

Ditt'. 

lüg  JE,'- 

Ditt'. 

—  0. 300 

—  0.299 

—  0.298 

—  0.297 

—  0.296 

9„87  420 
9»87  471 
9;,87  522 
9h 8 7  57  3 
9„87  624 

+  51 
+  51 
+  51 
+  51 

+  51 

9»92  339 
9»92  331 
9».92  324 
9„92  316 

9«92  309 

—  8 

—  8 

—  7 

—  7 

+ 
-1- 
+ 

+ 
+ 

1 .67  921 

1 .68  036 
1.68  151 
1.68  265 
I .68  380 

+  I 
+  I 
H-  I 

+  I 

+  I 

15 
15 
14 
15 

15 

9.36  368 
9.36  345 
9.36  321 

9.36  297 
9.36  274 

—  23 

—  24 

—  24 

—  23 

—  24 

—  0.295 

—  0.294 

—  0.293 

—  0. 292 

—  0. 2gi 

9„87  675 
9,,  8  7  726 
9„87  776 
g„87  827 
9„87  877 

+  51 

+  50 
+  51 
+  50 

+  51 

9»92  302 
9„92  294 
9»92  287 

9«92  279 
9„92  272 

—  8 

—  7 

—  8 

—  7 

—  7 

+ 
+ 

+ 

+ 

1.68  495 
I .68  610 
1.68  724 
I .68  839 
1.68  953 

+  I 
+  I 
+  I 
+  I 

+  I 

15 

14 

'S 

14 
14 

9.36  250 
9.36  227 
9.36  203 
9.36  180 
9.36  157 

—  23 

—  24 

—  23 

—  23 

—  24 

—  0.290 

—  0.289 

—  0.288 

—  0.287 

—  0.286 

9,.87  9^8 
9„87  978 
9„88  028 
9„88  078 
9„88  128 

+  50 
+  50 
+  50 
+  50 

+  50 

9„92  265 
9,(92  257 
9„92  250 
9„92  243 
9„92  235 

—  8 

—  8 

+ 

+ 
+ 

+ 

I .69  067 
1.69  182 
I .69  296 
I .69  410 
1.69  524 

+  I 
+  1 
+  I 

+  I 

+  I 

15 
14 

■4 
14 

15 

9^36  133 
9.36  HO 
9.36  086 
9. 36  063 
9.36  040 

—  23 

—  24 

—  23 

—  23 

—  24 

—  0.285 

—  0.284 

—  0.283 

—  0.282 

—  0.281 

9„88  178 
9„88  228 
9»88  278 
9„88  328 
9»88  378 

+  SO 
+  50 
+  50 
+  50 

+  49 

9,(92  228 
9„92  221 

9„92  2T3 

9,(92  206 
9,«92  199 

—  7 

—  8 

—  8 

+ 
+ 
+ 

+ 

1.69  639 

1-69  753 

1.69  867 

.69  980 

.70  094 

_1_   I 

4- 1 
+  1 
+  I 

+  I 

14 
14 
13 
14 

14 

9. 36  016 
9^35  993 
9^35  970 
9-35  947 
9.35  923 

—  23 

—  23 

—  23 

—  24 

—  23 

—  0.280 

—  0.279 

—  0.278 

—  0.277 

—  0.276 

9„88  427 
9;,88  477 
9»88  526 
9„88  576 
9« 8 8  625 

+  50 
+  49 
+  50 
+  49 

+  49 

9,(92  191 
9,(92  184 
9„92  177 
9,(92  169 
9,(92  162 

—  7 

—  8 

—  7 

+ 
+ 

+ 
+ 

.70  208 
1.70  322 
•70  435 
.70  549 
.70  663 

+  I 
+■1 
+  I 
+  I 

+  1 

•4 
13 

14 
14 

'3 

9.35  900 
9^35  877 
9^35  854 
9-35  831 
9.35  808 

—  23 

—  23 

—  23 

—  23 

—  23 

—  0.275 

9„88  674 

+  50 
+  49 
+  49 
+  49 

9,(92  155 

—  7 

—  8 

—  7 

+ 

[.70  776 

+  I 
+  I 
+  I 

+  I 

9^35  78s 

—  23 

—  23 

—  23 

—  23 

—  0.274 

—  0.273 

—  0.272 

—  0.271 

9„88  724 
9,,88  773 
9„88  822 
9„88  871 

9,(92  148 
9,(92  140 
9„92  133 
9,(92  126 

+ 
+ 
+ 
+ 

1.70  890 
.71  003 
.71  116^ 
.71  229 

13 
13 
13 

9^35  762 
9-35  739 
9.35  716 

9-35  693 

+  49 

—  8 

+  I 

14 

—  23 

—  0. 270 

—  0.269 

—  0.268 

—  0.267 

—  0.266 

9„88  920 
9„88  96a 
9»89  017 
9,(89  066 
9„89  114 

+  48 
+  49 
+  49 
+  48 

+  49 

9,(92  118 
9,(92  III 
9,(92  104 
9,(92  097 
9,(92  089 

—  7 

—  7 

—  7 

—  8 

—  7 

+ 
+ 
+ 
+ 
+ 

•71  343 
.71  456 
.71  569 
.71  682 
.71  795 

+  1 
+  I 

+  I 
+  1 

+  I 

13 
13 
13 
13 

n 

9.35  670 
9^35  647 
9.35  624 
9.35  601 
9^35  578 

—  23 

—  23 

—  23 

—  23 

—  23 

—  0. 265 

—  0. 264 

—  0.263 

—  0. 262 

—  0.261 

9„89  163 
9,189  211 
9„89  260 
9„89  308 
9,.89  356 

+  48 
+  49 
+  48 
+  48 

+  49 

9,(92  082 
9,(92  075 
9„92  068 
9„92  060 
9,(92  053 

—  7 

—  7 

—  8 

—  7 

—  7 

+ 
+ 
+ 

+ 

.71  908 
.72  020 
•72  133 
.72  246 
•72  359 

+  I 
+  I 

+  I 
+  I 

12 

13 
13 
13 

12 

9^35  555 
9-35  532 
9^35  509 
9.35  486 

9-35  464 

—  23 

—  23 

—  23 

—  22 

—  23 

—  0. 260 

—  0.259 

—  0.258 

—  0.257 

—  0.256 

9„89  405 
9„89  453 
9„89  501 
9^89  549 
9»89  597 

+  48 
+  48 
+  48 
+  48 

+  47 

9,(92  046 
9,(92  039 
9,(92  032 
9,(92  024 
9,(92  017 

—  7 

—  7 

—  8 

—  7 

+ 
+ 
+ 
+ 
+ 

.72  471 
■72  584 
.72  696 
.72  809 
.72  921 

+  1 
+  I 

+  1 
+  I 

+  > 

13 
12 

13 
12 

12 

9' 35  441 
9^35  418 
9^35  395 
9^35  373 
9-35  350 

—  23 

—  23 

—  22 

—  23 

—  23 

—  0.255 

—  0.254 

—  0.253 

—  0. 252 

—  0.25: 

9»89  644 
9„89  692 
9«89  740 
9»89  788 
9,.89  83s 

+  48 
+  48 
+  48 
+  47 

+  48 

9,(92  010 
9,(92  003 
9,(91  996 
9,(91  988 
9,(91  981 

—  7 

—  7 

—  8 

+  1 

+ 

+  1 

+ 

•73  033 
■73  146 
•73  258 
.73  370 
•73  482 

+  I 
+  I 

'3 
12 
12 
12 

12 

9-35  327 
9-35  305 
9.35  282 

9^35  259 
9-35  237 

—  22 

—  23 

—  23 

—  22 

—  23 

—  0.250 

9„89  883 

9((9i  974 

+  > 

•73  594 

9.35  214 

611 


Tafel  XVI. 


0 

log  E-{ 

Difl'. 

log 

Ei'- 

ülft'. 

-£</■ 

Diff. 

log  Ei'- 

Uitt'. 

—  o. 250 

—  0.249 

—  0.248 

9„89  883 
9.(89  930 
9»89  977 

+  47 
+  47 
+  48 
+  47 

9,(9 
9,(9 
9,(9 

974 
967 
960 

—  7 

—  7 

—  8 

+  I 
+  I 

+  I 

•73  594 
-73  706 
.73  818 

+ 

[12 

12 

112 

9^35  2x4 
9^35  192 
9.35  169 

—  22 

—  23 

—  22 

—  0.247 

9„90  025 

9,(9 

952 

+  I 

-73  930 

+ 

1  I 

9^35  147 

—  23 

—  0.246 

9„90  072 

9h9 

945 

' 

+  I 

•74  041 

9^35  124 

+  47 

—  7 

+ 

12 

—  22 

—  0.245 

—  0.244 

—  0.243 

—  0.242 
■ —  0. 241 

9«90  119 
9„9o  166 
9„90  213 
9„90  260 
9„90  307 

+  47 
+  47 
+  47 
+  47 

+  47 

9„9 
9„9 
9,(9 
9,(9 
9,(9 

938 

931 

924 
917 
910 

—  7 

—  7 

—  7 

—  7 

—  7 

+  I 
+  I 
+  I 
+  I 
+  I 

-74  IS3 
•74  265 
•74  376 
.74  488 
•74  599 

+ 
+ 
+ 

12 
I  I 
12 
I  1 

12 

9.35  102 

9-35  079 
9^35  057 
9^35  034 
9.35  012 

—  23 

—  22 

—  23 

—  22 

—  23 

—  0.240 

9,i90  354 

+  46 

+  47 
+  47 
+  46 

9.(9 

903 

—  8 

+  I 

•74  711 

+ 

1  1 

9.34  989 

—  22 

—  0.239 

—  0.238 

—  0.237 

—  0.236 

9,i90  400 
9»90  447 
9 »90  494 
9„90  540 

9„9 
9,(9 
9.(9 
9,(9 

895 
888 
881 

874 

—  7 

—  7 

+  I 
+  I 

+  I 
4-  I 

.74  822 
•74  934 
•75  045 
•75  '56 

+ 
+ 

12 
11 
II 

9.34  967 

9^34  945 
9.34  922 
9-34  900 

—  22 

—  23 

—  22 

+  47 

—  7 

+ 

1  I 

—  22 

—  0-235 

—  0.234 

—  0.233 

—  0. 232 

—  0.231 

9„90  587 
9«90  633 
9„9o  680 
9„90  726 
9»90  772 

+  46 
+  47 
+  46 
+  46 

+  46 

9,(9 
9,(9 
9,(9 
9„9 
9,(9 

867 
860 

853 
846 

839 

—  7 

7 

—  7 

—  8 

+  1 
+  1 

+  I 
+  I 
+  I 

•75  267 
•75  378 
•75  489 
.75  600 

•75  7" 

+ 
+ 
+ 

11 
11 
11 
II 

11 

9-34  878 
9.34  856 
9-34  833 
9-34  811 
9.34  789 

—  23 

—  0.230 

—  0.229 

—  0. 228 

—  0. 227 

—  0.226 

9« 90  818 
9„90  864 
9„9o  <)io 
9«90  956 
9„9i  002 

+  46 
+  46 
+  46 
+  46 

+  46 

9,(9 
9,(9 
9,(9 
9,(9 
9,(9 

831 
824 
817 
810 
803 

—  7 

—  7 

—  7 

—  7 

+  1 
+  I 
+  I 
-f-  I 
+  I 

.75  822 
•75  933 
.76  044 
.76  154 
.76  265 

+ 

+ 
+ 
+ 

+ 

11 
11 

10 
11 

11 

9-34  767 
9-34  745 
9^34  722 
9.34  700 
9.34  678 

—  22 

—  23 

—  22 

—  22 

—  22 

—  0.225 

—  0. 224 

—  0.223 

—  0.222 

—  0. 221 

9„9i  048 
9h9i  094 
9,,9i  139 
9,,9i  185 
9»9i  231 

+  46 
+  45 
+  46 
+  46 

+  45 

9,(9 

9,(9' 

9„9i 

9,(9 

9.(9 

796 
789 
782 

775 
768 

—  7 

—  7 

—  7 

—  7 

—  7 

+  1 
+  I 
+  I 
+  « 
+  1 

•76  376 
.76  486 
•76  597 
.76  707 
.76  817 

+ 
+ 
+ 

+ 

10 
11 
10 
10 

11 

9.34  656 
9^34  634 
9.34  612 
9^34  590 
9.34  568 

—  22 

—  22 

—  22 

—  22 

—  22 

—  0. 220 

—  0.219 

—  0.218 

—  0.217 

9»9i  276 
9«9i  322 
9«9i  367 
9„9i  412 

+  46 

+  45 
+  45 
+  46 

9,(91 
9.(9 
9,(91 
9,(9 

761 

754 
747 
740 

—  7 

—  7 

—  7 

+  1 
+  I 
+  1 
+  1 

.76  928 

•77  038 
•77  148 
•77  258 

+ 
+ 
+ 
+ 

10 
10 
10 
10 

9.34  546 
9.34  524 
9.34  502 
9.34  480 

—  22 

—  22 

—  22 

—  0.216 

9»9i  458 

9,(9 

733 

+  ' 

•77  368 

9-34  458 

+  45 

—  7 

+ 

11 

—  22 

—  0.2IS 

—  0.214 

—  0.213 

—  0.212 

—  0.21 I 

9«9i  503 
9h9i  548 
9»9i  593 
9«9i  638 
9«9i  683 

+  45 
+  45 
+  45 

+  45 

+  45 

9,(9 
9.(91 
9,(91 
9,(9 
9,(9 

726 
719 
712 
705 
698 

—  7 
■—  7 

—  7 

—  7 

—  7 

+  1 
+  1 
+  I 
+  I 

+  I 

•77  479 
•77  588 
•77  698 
.77  808 
-77  918 

+ 
+ 
+ 
+ 

+ 

09 
10 
10 

10 

10 

9^34  436 
9^34  414 
9^34  392 
9-34  371 
9-34  349 

—  22 

—  22 

—  21 

—  22 

—  22 

—  0.210 

9„9i  728 

+  45 

+  45 
+  44 
+  45 

9.,  9 

691 

T 

+  I 

.78  028 

-\- 

10 

9-34  327 

—  22 

—  0 . 209 

—  0.208 

—  0.207 

—  0.206 

9,.9i  773 
9„9i  818 
9„9i  862 
9)i9i  907 

9,(9 
9„9 
9,(9 
9,(9 

684 
677 
670 
663 

+  I 
+  i 

.78  138 
-78  247 
-78  357 
.78  466 

+ 
+ 
+ 

09 
10 
09 

9-34  305 
9-34  283 
9.34  262 
9.34  240 

—  22 

—  21 

—  22 

+  44 

_  7 

+ 

10 

—  22 

—  0. 205 

—  0.204 

9«9i  951 
9,(91  996 

+  45 
+  44 
+  45 
+  44 

9,(9 
9,(9 

656 
649 

—  7 

+  I 

-78  576 
.78  685 

+ 
4- 

09 
1 10 

9.34  218 
9.34  196 

—  22 

—  2 1 

—  0 .  20  3 
. —  0.202 

—  0.201 

9,(92  040 
9,(92  085 
9,(92  129 

9,(9 
9,(9 
9„9 

1  642 

■  63s 
I  628 

T 

—  7 

+  I 
+  I 

■78  795 
-78  904 
-79  013 

+ 

+ 

109 
109 

9^34  175 
9^34  153 
9^34  131 

—  22 

—  22 

+  44 

—  7 

+ 

110 

—  21 

—  0.200 

9,(92  173 

9,(9 

I  621 

+  1 

•79  123 

9.34  HO 

(j  I  2 
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I> 

l(ig  £2' 

Diff. 

lug 

-??4' 

Difr. 

Eo'- 

Dill. 

lo«  AV 

Diff. 

O. 200 

—  0.199 

—  0.198 

—  0.197 

0. 196 

9,i92  173 
9„92  218 
9„92  262 
g„92  306 
9k92  350 

+  45 
+  44 
+  44 
+  44 

+  44 

9«9 

9„9 
9  »9 
9  »9 
9  »9 

6zi 

614 
607 
600 
593 

—  7 

—  7 

—  7 

—  7 

+  I 

+  I 

+  I 
+  I 

•79  123 

.79  232 
•79  34' 
•79  450 
•79  559 

+ 
+ 
+ 

+ 

[09 
109 
109 
109 

109 

9.34  iio 

9.34  088 
9.34  066 
9.34  04s 
9.34  023 

—  22 

—  22 
■ —  21 

—  22 

—  21 

^  0.195 

—  0.194 

—  0.193 

—  0. 19; 

—  0. 191 

9»92  394 
9»92  438 
9,,92  482 
9„92  526 

9,i92  569 

+  44 
+  44 
+  44 
+  43 

+  44 

9«9 
9,i9 
9„9 
9  »9 
9„.9 

586 

579 
572 
566 

559 

—  7 

—  7 

—  6 

—  7 

—  7 

+  I 
+  I 
+   1 
+  1 

+  1 

.79  668 

•79  777 
.79  886 

•79  995 
.80  103 

+ 
+ 
+ 
+ 

+ 

109 
109 
log 
108 

109 

9.34  002 
9.33  980 
9^33  959 
9^33  937 
9^33  916 

—  22 

—  21 

—  22 

—  21 

—  22 

—  0. 190 

—  0. 189 

—  0.188 

—  0. 187 

—  0.186 

9„92  613 
9„92  657 
g„92  700 

9»92  744 
9»92  787 

+  44 
+  43 
+  44 
+  43 

+  44 

9»9 
9h9 
9y.9 
9»9 
9«9 

552 
545 
538 
531 
524 

—  7 

—  7 

—  7 

—  7 

—  7 

+  I 
+  I 
+  I 
+  I 
+  1 

.80  212 
.80  321 
.80  429 
.80  538 
.80  646 

+ 
+ 
+ 

+ 

109 
108 
109 
108 

109 

9^33  894 
9^33  873 
9^33  851 
9^33  830 
9.33  809 

—  21 

-^  22 

—  21 

—  21 

—  22 

—  0.185 

—  0.184 

—  0.183 

—  0. 182 

—  0. 181 

9,,92  831 
9„92  874 
9«92  917 
9„92  960 
9»93  004 

+  43 
+  43 
+  43 
+  44 

+  43 

9),9 
9»9 
9„9 
9«9 
9  „9 

5'7 
510 

503 
497 
490 

—  7 

—  7 

—  6 

—  7 

—  7 

+  I 
+  1 

+  I 
+  I 
+  I 

•80  755 
.80  863 
.80  972 
.81  080 
.81  188 

+ 
+ 
+ 

108 
109 
108 
108 

08 

9^33  787 
9.33  766 

9^33  745 
9^33  723 
9.33  702 

-21 

—  21 

—  22 

—  21 

—  21 

—  0. 180 

—  0.179 

—  0. 178 

—  0.177 

—  0.176 

9,,9  3  047 
9„93  090 

9„93  133 
9„93  176 
9j,93  219 

+  43 
+  43 
+  43 
+  43 

+  42 

9«9 
9»9 
9«9 
9h9 
9«,9 

483 
476 
469 
462 
455 

—  7 

—  7 

—  7 

—  7 

—  6 

+  I 
+  I 
+  I 
+  I 
+  I 

.81  296 
.81  405 
.81  513 
.81  621 
.81  729 

+ 

+ 
+ 
+ 

+ 

109 

108 
108 
108 

108 

9.33  681 
9^33  659 
9-33  638 
9.33  617 
9^33  596 

—  22 

—  21 

—  21 

—  21 

—  21 

—  0.175 

—  0.174 

—  0.173 

—  0.172 

—  0.171 

9 «9 3  261 
9/,93  304 
9„93  347 
9 »9 3  390 
9;i93  43^ 

+  43 
+  43 
+  43 
+  42 

+  43 

9«,9 
9»9 
9„9 
9,(9 
9h9 

449 
442 

435 
428 

421 

—  7 

—  7 

—  7 

—  7 

—  7 

+  1 
+  I 
+  I 

+  I 
+  1 

.81  837 
.81  944 
.82  052 
.82  160 
.82  268 

+ 
+ 
+ 
+ 

+ 

107 
108 
108 

08 

07 

9^33  575 
9-33  553 
9^33  532 
9-33  5" 
9^33  490 

—  22 

—  21 

—  21 

—  21 

—  21 

—  0. 170 

—  0. 169 
~  0.168 

—  0. 167 

—  0. 166 

9,,93  475 
9„93  517 
9j,93  560 
9„93  602 
9»93  644 

+  42 
+  43 
+  42 
+  42 

+  43 

9  »9 
9»9 
9»9 
9»9 
9»9 

414 
408 
401 
394 

387 

—  6 

—  7 

—  7 

—  7 

—  7 

+  1 
+   1 
i-  I 

+  I 
+  I 

.82  375 
.82  483 
.82  591 
.82  698 
.82  806 

+ 
+ 

+ 

+ 

108 
08 
107 
108 

07 

9-33  469 
9.33  448 

9^33  427 
9.33  406 

9^33  385 

—  21 

—  21 

—  21 

—  21 

—  0. 165 

—  0. 164 

—  0. 163 

—  0. 162 

—  0.161 

9«9  3  687 
9»93  729 
9;.93  771 
9„93  8>3 
9h93  855 

+  42 
+  42 
+  42 
+  42 

+  42 

9„9 
9»9 
9»9 
9»9 
9„9 

380 

374 
367 
360 

353 

—  6 

■ 7 

+  1 
+  I 
+  I 
+  ■ 
+  I 

•82  913 
.83  020 
.83  128 
•83  235 

•83  342 

+ 
+ 

+ 

07 
08 

07 
07 

07 

9^33  363 
9^33  342 
9.33  321 

9-33  301 
9.33  280 

—  21 

—  20 

—  21 

—  21 

—  0. 160 

—  0.159 

—  0. 158 

—  0.157 

—  0.156 

9„93  897 
9»93  939 
9h93  981 
9„94  023 
9„94  065 

+  42 
+  42 
+  42 
+  42 

+  41 

9«9 
9h9 
9„9 
9„9 
9  »9 

346 
340 
333 
326 

319 

—  6 

—  7 

—  7 

+  I 
+  I 
+  1 
+  I 
+  1 

.83  449 

•83  557 
.83  664 
•83  771 
.83  878 

+ 
+ 
+ 
+ 

+ 

08 

07 
07 

07 
07 

9^33  259 
9^33  238 
9^33  217 
9^33  196 
9^33  175 

—  21 

—  21 

—  21 

—  0.155 

—  0.154 

—  0.153 

—  0.152 

—  0.151 

9„94  106 
9„94  148 
9»94  190 
9„94  231 
9„94  273 

+  42 
+  42 
+  41 
+  42 

+  41 

9»9 
9u9 
9»9 
9„9 
9  „9 

312 
306 
299 
292 
28s 

—  6 

—  7 

—  7 

—  7 

—  6 

+  I 

+  > 
+  I 
+  I 
+  I 

.83  985 
.84  091 
.84  198 
.84  305 
.84  412 

+ 
+ 
+  1 

+  ' 

06 
07 
07 

07 

06 

9^33  154 
9^33  133 
9^33  "2 
9.33  092 
9.33  071 

—  21 

—  21 
--  20 

—  21 

—  21 

—  0. 150 

9»94  314 

9  «9 

279 

+  I 

.84  518 

9^33  050 

613 
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f) 

log  i'o'' 

Diff. 

log 

E/ 

Ditf. 

w 

Dift-. 

log  E/ 

Ditf. 

—  o. 150 

—  0.14g 

—  0.148 

—  0. 147 

—  0 . 1 46 

9»94  314 
9,i94  356 
9,i94  397 
9„94  438 
9„94  480 

+  42 
+  41 

+  41 

+  42 

+  4> 

9,i9i 
9k91 
9h91 
9«9i 
9«9' 

279 
272 
265 
258 
252 

—  7 

—  7 

—  7 

—  6 

—  7 

+  I 
+  I 
+  1 
+  1 

+  I 

.84  518 

.84  625 

.84  732 
.84  838 

■84  945 

+ 
+ 

07 
07 
06 
07 

06 

9.33  050 
9.33  029 
9.33  009 
9.32  988 
9.32  967 

—  20 

—  21 

—  21 

—  21 

—  0.14s 

—  0.144 

—  0.143 

—  0.142 

—  0.141 

9,i94  521 
9»94  562 
9«94  603 
9»94  644 
9»94  685 

+  41 
+  41 
-+  41 
+  41 

+  4. 

9«9' 
9»9i 
9,i9i 

9  »9 
9h91 

24s 
238 
232 
225 
218 

—  7 

—  6 

—  7 

—  7 

—  7 

+  I 
+  I 
+  I 
+  1 
+  I 

.85  051 
.85  157 
.85  264 
■85  370 
.85  476 

+ 
+ 
+  1 

+ 

+ 

06 

07 
06 
06 

06 

9.32  946 
9.32  926 
9.32  905 
9.32  884 
9.32  864 

—  20 

—  21 

—  21 

—  20 

—  21 

—  0 . 1 40 

—  0.  ly-i 

—  0.138 

—  0.137 

—  0. 136 

9„94  726 
9h94  767 
9«94  808 
9»94  849 
9„94  889 

+  41 
+  41 
+  41 
+  40 

+  41 

9„9 
9„9 
9  »9 
9„9 
9h9 

211 

205 
198 
191 
185 

—  6 

—  7 

—  7 

—  6 

—  7 

+  I 
+  I 
+  1 
+  I 
+  I 

.85  582 
.85  689 

■85  795 
.85  901 
.86  007 

+ 
+ 
+ 

+ 
+ 

07 
06 
06 
06 

06 

9-32  843 
9.32  823 
9.32  802 
9.32  781 
9.32  761 

—  20 

—  21 

—  21 

—  20 

—  0.135 

—  0-134 

—  o->33 

—  0.132 

—  0.131 

9«94  930 
9n94  971 
9,(95  011 
9«95  052 
9«95  092 

+  41 
+  40 
+  41 
+  40 

+  4- 

9  „9 

9,»9> 

9h91 

9«9 

9„9 

178 
171 
165 
158 
151 

—  7 

—  6 

—  7 

—  7 

—  6 

+  I 
+  1 
+  I 
+  I 

+  I 

.86  113 
.86  219 
.86  324 
.86  430 
.86  536 

+ 
+ 
+ 
+ 

+ 

06 

05 
06 
06 

06 

g.32  740 
9.32  720 
9.32  699 
9.32  679 
g.32  658 

—  20 

—  21 

—  20 

—  21 

—  20 

—  0. 130 

—  0. 1 29 

—  0.128 

9„9S  133 
9„95  173 
9.,95  213 

+  40 
+  40 
+  41 
+  40 

9«9 
9h9 
9«9 

145 
'38 
131 

—  7 

—  7 

—  6 

+  • 
+  I 

.86  642 
.86  747 
.86  853 

+ 
+ 
+ 

+ 

05 
06 
06 

9.32  638 
9.32  617 
9-32  597 

—  21 

—  20 

—  20 

—  0. 127 

—  0. 126 

9„95  254 
9h95  294 

9«9i 
9„9 

125 
118 

—  7 

+  I 
+  I 

.86  959 
.87  064 

05 

9-32  577 
9-32  556 

—  21 

+  40 

—  7 

+ 

05 

—  20 

—  0.125 

9»95  334 

+  40 

9«9 

1 1 1 

—  6 

+  I 

.87  169 

+ 

06 

9-32  536 

—  21 

—  0.124 

—  0.123 

—  0.122 

—  0.121 

9„9S   374 
9,.95  414 
9«9S  454 
9»9S  494 

+  40 
+  40 
+  40 

+  40 

9h9 
9n9 
9»9 
9  «9 

105 
098 
091 
08s 

—  7 

—  6 

—  7 

+  I 
+  I 
+  I 
+  I 

.87  275 
.87  380 
.87  486 
■87  591 

+ 

+ 

05 
06 

05 
05 

9-32  51S 
9-32  495 
9-32  475 
9-32  454 

—  20 

—  20 

—  21 

—  20 

—  0. I 20 

—  0. 1  ig 

—  0.118 

—  0.117 

—  0. 1 i6 

9h95  534 
9„95  574 
9„95  6'4 
9„9S  6S4 
9.,95  694 

+  40 
+  40 
+  40 
+  40 

+  39 

9„9 
9»9 
9h9 
9»9 
9  „9 

078 
072 
065 
058 
052 

—  6 

—  6 

—  7 

+  1 
+  1 
+  • 
+  I 
+  I 

.87  696 
.87  80 1 
.87  906 
.88  012 
.88  117 

+ 
+ 
+ 
+ 

+ 

05 
05 
06 

05 

05 

9-32  434 
9-32  414 
9-32  394 
9-32  373 
9-32  353 

—  20 

—  20 

—  21 

—  20 

—  20 

—  0.115 

—  0.114 

—  0.113 

—  0.112 

—  0.111 

9,,95  733 
9»9S  773 
9»95  813 
9h9S  852 
9«95  892 

+  40 
+  40 
+  39 
+  40 

+  39 

9»9 
9,.9 
9h9 
9„9 
9„9 

045 
038 
032 
025 
019 

—  7 

—  6 

—  7 

—  6 

—  7 

+  I 
+  I 
+  I 
+  I 
+  I 

.88  222 
.88  327 
.88  431 
.88  536 
.88  641 

+ 

+ 

05 
04 
05 
05 

05 

9-32  333 
9-32  313 
9.32  292 
9.32  272 
9-32  252 

—  20 

—  21 

—  20 

—  20 

—  20 

—  0.110 

9„95  93' 

+  39 
+  40 
+  39 
+  39 

9, ,9 

012 

—  6 

+  I 

.88  746 

4- 

05 

9-32  232 

—  20 

—  0. log 

—  0.108 

—  0. 107 

—  0. 106 

9»95  970 
9„96  010 
9„g6  049 
9„96  088 

9..9 
9h9c 

9«9< 

006 
)  999 

>  992 

>  986 

—  7 

—  6 

+  I 
+  I 
+  I 
+  I 

.88  851 
.88  955 
. 89  060 
.89  164 

+ 
+ 

04 
05 
04 

9.32  212 
9.32  192 
9.32  172 
9-32  152 

—  20 

—  20 

—  20 

+  40 

—  7 

+ 

05 

—  21 

—  0. 105 

—  0. 104 

—  0. 103 

—  0. 102 

—  0. 101 

9„96  128 
9„96  167 
9„96  206 
9„96  245 
9„96  284 

+  39 
+  39 
+  39 
+  39 

+  39 

9„9' 
9«9C 
9h9c 
9„9': 
9»9« 

5  979 

>  973 
)  966 

>  960 
'  953 

—  6 

—  7 

—  6 

—  7 

+  I 
+  > 
+  I 
+  I 
+  I 

.89  269 

■89  373 
.89  478 
.89  582 
.8g  687 

+ 
+ 
+ 
+ 

+ 

04 
05 
104 

0  5 
04 

9-32  13' 
9.32  111 
9.32  091 
9.32  071 
g.32  051 

—  20 

—  20 

—  20 

—  20 

—  20 

—  0. 100 

9,.96  323 

9«9< 

>  946 

+  I 

.89  791 

9.32  031 
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0 

log  iV 

Uift'. 

lug  £," 

Diff. 

i'o' 

Uitf. 

log 

J^i' 

Difl. 

O. 100 

9k96  323 

+  39 
+  39 
+  39 
+  38 

9„90  946 

—  6 

+  I 

.89  791 

+  I 

+  I 

04 
04 

9-32 

031 

—  20 

—  0.099 

9„96  362 

9»90  940 

+  I 

.89  895 

9-32 

Ol  I 

—  20 

—  0.098 

9„96  401 

9«90  933 

—  6 

+  > 

.89  999 

+  I 

05 

9-3> 

991 

—  20 

—  0.097 

9 »96  440 

9,,9o  927 

—  7 

+  I 

.90  104 

-i-  I 

04 

9-31 

971 

—  20 

—  0.096 

9»96  478 

9„90  920 

+  I 

.90  208 

9-31 

951 

+  39 

—  6 

+  I 

04 

—  19 

—  0.095 

9„96  517 

+  39 
+  38 
+  39 
+  39 

9,.90  914 

—  7 

—  6 

+  I 

.90  312 

+  I 

04 

9-31 

932 

—  20 

—  0.094 

9,,96  556 

9„9o  907 

+  ' 

.90  416 

-i-  I 

04 

9.31 

912 

—  20 

—  0.093 

9»96  594 

9„90  901 

—  7 

—  6 

+  I 

.90  520 

+  I 

04 
04 

9-31 

892 

—  20 

—  0.092 

—  0.091 

9h96  633 
9„96  672 

9;,9o  894 
9„90  888 

+  I 
+  I 

.90  624 
.90  728 

+  I 

9-3> 
9.31 

872 
852 

—  20 

+  38 

—  7 

+  I 

03 

—  20 

—  0.090 

—  0.089 

—  0.088 

9„96  710 
9„96  749 
9»96  787 

+  39 
+  38 
+  38 
+  39 

9»9o  881 
9„90  875 
9„90  868 

—  6 

—  7 

—  6 

+  I 
+  I 
+  I 

.90  831 
•90  935 
.91  039 

+  I 
+  I 
-i-  I 

04 

04 
04 

03 

9-31 
9-3' 
9-31 

832 
812 
792 

—  20 
— :  20 

—  19 

- 

—  0.087 

—  0.086 

9„96  825 
9,,96  864 

9„9o  862 
9h90  855 

—  7 

+  I 

.91  143 

.91  246 

+  I 

9-3' 
9-31 

773 
753 

—  20 

+  38 

—  6 

+  I 

04 

—  20 

—  0.085 

9„96  902 

+  38 
+  38 
+  39 
+  38 

9„90  849 

_  ^ 

+  ■ 

•91  350 

-1-  1 

04 

9-3' 

733 

—  20 

—  0.084 

9»96  940 

9„9o  842 

—  6 

+  1 

.91  454 

+  1 
+  1 
+  ' 

03 
04 

03 

9-3' 

713 

—  19 

—  20 

—  20 

—  0.083 

—  0.082 

—  0.081 

9»96  978 
9„97  017 
9»97  055 

9«90  836 
9„90  829 
9„90  823 

—  7 

—  6 

+  I 
+  I 
+  I 

■91  557 
.91  661 

•91  764 

9-3> 
9.31 
9-31 

694 
674 
654 

+  38 

7 

+  I 

03 

—  20 

—  0.080 

—  0.079 

9»97  093 
9h97  131 

+  38 
+  38 
+  38 
+  37 

9„90  816 
9„90  810 

—  6 

+  I 
+  I 

.91  867 
.91  971 

+ 
4- 

04 

03 
03 

9-3 
9-3 

634 
615 

—  19 

—  20 

—  0.078 

9h97  169 

9»90  803 

—  6 

+  I 

.92  074 

4-  1 

9-3 

595 

—  20 

—  0.077 

—  0.076 

9;i97  207 
9«97  244 

9«9o  797 
9„9o  790 

+  I 
+  I 

.92  177 
.92  281 

+ 

04 

9-3 
9.3 

575 
556 

—  19 

+  38 

—  6 

+ 

03 

—  20 

—  0.075 

9„97  282 

+  38 
+  38 
+  38 

+  37 

9n9o  784 

—  7 

—  6 

+  I 

.92  384 

+ 

03 
03 

9-3 

536 

—  19 

—  0.074 

9«97  320 

9»90  777 

+  I 

.92  487 

9-3 

517 

—  20 

—  0.073 

9„97  358 

9«90  771 

—  7 

—  6 

+  I 

■92  590 

+ 

+ 

03 
03 

9-3 

497 

—  20 

—  0.072 

—  0.071 

9„97  396 
9«97  433 

9„90  764 
9»9o  758 

+  > 

+  I 

.92  693 
.92  796 

9-3 
9-3 

477 
458 

—  19 

+  38 

—  7 

+ 

03 

—  20 

—  0.070 

—  0.069 

9«97  471 
9.,97  508 

+  37 
+  38 
+  37 
+  38 

9«90  751 
v9»90  745 

—  6 

—  6 

+  I 
+  I 

•92  899 
.93  002 

+ 
+ 

+ 
+ 

03 
03 
03 
102 

9-3 
9-3 

438 
419 

—  19 

—  20 

—  0.068 

—  0.067 

—  0.066 

9„97  546 
9h97  583 
9„97  621 

9„90  739 
9,.90  732 
9„9o  726 

—  6 

+  1 
+  I 
+  I 

■93  105 
.93  208 
•93  310 

9-3 
9-3 

9-3 

I  399 
1  380 
I  360 

—  19 

—  20 

+  37 

—  7 

+ 

03 

—  19 

—  0.065 

—  0.064 

—  0.063 

—  0.062 

—  0.061 

9,,97  658 
9,-97  696 
9«97  733 
9«97  770 
9k97  807 

+  38 

+  37 
+  37 
+  37 

+  38 

9»90  719 
9,.90  713 
9„90  706 
9„90  700 
9»90  694 

—  6 

—  6 

—  6 

—  7 

+  I 
+  1 
+  I 
+  I 
+  I 

•93  413 
•93  516 
.93  618 

.93  721 
.93  824 

+ 
+ 

103 
102 
[03 
103 

102 

9-3 
9-3 
9-3 
9-3 
9-3 

'  341 
I  321 
I  302 
I  282 
1  263 

—  20 

—  19 

—  20 

—  19 

—  20 

—  0.060 

—  0.059 

—  0.058 

—  0.057 

—  0.056 

9„97  84s 
9„97  882 
9«97  919 
9h97  956 
9h97  993 

+  37 
+  37 
+  37 
+  37 

+  37 

9„90  687 
9„90  681 
9..90  674 
9„9o  668 
9„9o  662 

—  6 

—  7 

—  6 

—  6 

—  7 

+  1 

+  I 
+  I 

+  I 

.93  926 
•94  029 
■94  131 
.94  233 
■94  336 

+ 

+ 

+ 

t  + 

+ 

103 
102 
102 
103 

102 

9-3 
9-3 
9-3 
9-3 
9-3 

I  243 
I  224 
I  205 
1  185 
I  166 

—  19 

—  19 

—  20 

—  19 

—  20 

J 

—  0-055 

—  0.054 

—  0.053 

—  0.052 

—  0.051 

9,198  030 
9„98  067 
9„98  104 
9„98  140 
9«98  177 

+  37 
+  37 
+  36 
+  37 

+  37 

9,,90  655 
g„90  649 
9„90  642 
9„90  636 
9»9o  630 

—  6 

—  7 

—  6 

—  6 

1  —  7 

+  I 
+  I 
+  > 
+  I 
+  I 

•94  438 
■94  540 
•94  643 
•94  745 
•94  847 

+ 

+ 
'  + 

!  + 

+ 

102 
103 
102 
102 

102 

9-3 
9-3 
9-3 
9-3 
9-3 

I  146 
I  127 
I  108 
I  089 
I  069 

—  19 

—  20 

—  '9 

i 

—  0.050 

9„98  214 

9k90  623 

+  1 

•94  949 

9-3 

I  050 

613 


Tafel  XVI. 


II 

log  £/ 

Ditf. 

l<,g  iV 

Uitt'. 

i?o'- 

Di  ff. 

log  £i' 

Ditt' 

—  0.050 

—  0.041J 

—  0.048 

—  0.047 

—  0.046 

9„98  214 
9„98  251 
9„98  287 
9;,98  324 
9„98  361 

+  37 
+  36 

+   37 
+  37 

+  36 

9„,9°  623 
9,s90  617 
9„90  611 
9,.90  604 
9,,.90  598 

—  6 

—  6 

—  7 

—  6 

—  6 

+  1 
+  I 
+  I 
+  I 

+  I 

•94  949 
•95  051 
•95  153 
•95  255 
•95  357 

+  ■ 
+  I 
+  1 
+  1 

+  1 

02 
02 
02 
02 

02 

9.31  050 
9.31  031 
9.31  011 
9.30  992 
9^30  973 

—  19 

—  20 

—  19 

—  19 

—  ig 

—  0.045 

—  0.044 

—  0.043 

—  0.042 

—  0.041 

9„98  397 
9„98  434 
9«98  470 
9„.98  507 
9„98  543 

+  37 
+  36 
+  37 
+  36 

+  36 

9„9o  592 
9„90  585 
9„90  579 
9„9o  572 
9„9o  566 

—  7 

—  6 

—  7 

—  6 

—  6 

+  1 
+  I 
+  I 
+  ■ 
+  I 

•95  459 
•95  561 
.95  662 

■95  764 
.95  866 

+  1 
+ 
+  1 
+  > 

+ 

02 

Ol 

02 
02 

Ol 

9.30  954 
9^30  935 
9.30  915 
9.30  896 
9.30  877 

—  19 

—  20 

—  19 

—  19 

—  19 

—  0.040 

—  0.039 

—  0.038 

—  0.037 

—  0.036 

9„98  579 
9„98  616 
9„98  652 
9„98  688 
9«98  724 

+  37 
+  36 
+  36 
+  36 

+  36 

9„90  560 
9„90  553 
9„90  547 
9„90  541 
9„90  5  34 

—  7 

—  6 

—  6 

—  7 

—  6 

t; 

-1-  I 
+  I 

.95  967 
.96  069 
.96  171 

.96  272 
96  374 

+  1 

+  1 

+ 

+ 

+ 

02 
02 

Ol 

02 

Ol 

9.30  858 
9.30  839 
g.30  820 
g. 30  801 
9.30  781 

—  19 

—  19 

—  19 

—  20 

—  ig 

—  0.035 

—  0.034 

—  0.033 

—  0.032 

—  0.031 

9„98  760 
9„98  796 
9„98  832 
9„98  868 
9„98  904 

+  36 
+  36 
+  36 
+  36 

+  36 

9„90  528 
9„go  522 
9„90  516 
9„9o  509 
9„90  503 

—  6 

—  6 

—  7 

—  6 

—  6 

+  1 
+  I 
+  I 
+  1 
+  I 

•96  475 
.96  577 

.96  678 
.96  779 
.96  881 

+ 
+ 
+ 

+ 

+ 

02 

Ol 
Ol 

02 

Ol 

9.30  762 
9^30  743 
9.30  724 
g.30  705 
g.30  686 

—  19 

—  19 

—  ig 

—  19 

—  19 

—  0.030 

—  0.029 

—  0.028 

—  0.027 

—  0.026 

9«98  940 
9»98  976 
9„99  012 
9„99  048 
9«99  084 

+  36 
+  36 
+  36 
+  36 

+  35 

9,(90  497 
9,(90  490 
9„9o  484 
9„90  478 
9,t90  471 

—  6 

—  6 

—  7 

—  6 

+  I 
+  I 
+  I 

+  I 

+  I 

.96  982 
•97  083 
■97  184 
•97  285 
.97  386 

+ 

+ 
4- 

+ 

Ol 
Ol 
Ol 
Ol 

Ol 

9.30  667 
9. 30  648 
g. 30  62g 
9. 30  610 
9-30  59' 

—  19 

—  19 

—  ig 

—  19 

—  19 

—  0.025 

—  0.024 

—  0.023 

—  0.022 

—  0.021 

9»99  "9 
9,i99  155 
9»99  191 
9»99  226 
9«99  262 

+  36 
+  36 

+  35 
+  36 

+  35 

9,(90  465 
9,(90  459 
9„90  45  3 
9,(90  446 
9,(90  440 

—  6 

—  6 

—  7 

—  6 

—  6 

+  I 
+  I 
+  I 

.97  487 
•97  588 
.97  689 
.97  790 
.97  891 

+ 
+ 
+ 

+ 

Ol 
Ol 
Ol 

101 

Ol 

9^30  572 
9^30  553 
9^30  534 
9.30  516 
9^30  497 

—  19 

—  19 

—  18 

—  ig 

—  ig 

—  0.020 

9k99  297 

+  36 

9„90  434 

J 

+  I 

•97  992 

+ 

Ol 

9.30  478 

—  19 

—  0.019 

—  0.018 

—  0.017 

—  0.016 

9«99  333 
9»99  368 
9»99  404 
9»99  439 

+  35 
+  36 

+  35 

+  36 

9,(90  427 
9,(90  421 
9,(9o  415 
9,(90  409 

—  6 

—  6 

—  6 

—  7 

+  1 
+  I 
+  I 

+  I 

•98  093 
■98  193 
.98  294 

•98  395 

+ 
+ 
+ 

+ 

00 
101 
101 

00 

9^30  459 
9.30  440 
9.30  421 
9.30  402 

—  19 

—  ig 

—  ig 

—  18 

—  0.015 

—  0.014 

—  0.013 

—  0.012 

—  0.011 

9„99  475 
9«99  510 
9,(99  545 
9„99  580 
9)t99  616 

+  35 
+  35 
+  35 
+  36 

+  35 

9,(90  402 
9,(9o  396 
9,(90  390 
9,(90  384 
9„90  377 

—  6 

—  6 

—  6 

—  7 

—  6 

+  I 
+  1 
+  I 

+  I 
+  I 

.98  495 
.98  596 
.98  697 

•98  797 
.98  898 

+ 
+ 
+ 

+ 

Ol 
Ol 

100 

Ol 

100 

9.30  384 
9.30  365 
9.30  346 
9.30  327 
9^3°  309 

—  19 

—  19 

—  19 

—  18 

—  19 

—  0.010 

—  0.009 

—  0.008 

—  0.007 

—  0.006 

9»99  651 
9„99  686 

9,i99  721 
9,i99  756 
9/i99  791 

+  35 
+  35 
+  35 
+  35 

+  35 

9,(90  371 
9,(90  365 
9,(90  359 
9,(9o  35  3 
9,(90  346 

—  6 

—  6 

—  6 

—  7 

—  6 

+  I 
+  ' 

+  I 
+  I 
+  I 

.98  998 
.99  098 
•99  199 
•99  299 
■99  399 

+ 

+ 

+ 
+ 

100 

lOI 

100 

100 
lOI 

g.30  290 
9.30  271 
9.30  252 
9.30  234 
9.30  215 

—  ig 

—  19 

—  18 

—  19 

—  19 

—  0.005 

—  0.004 

—  0.003 

—  0.002 

O.OOI 

9«99  826 
9,(99  861 
9„99  896 
9„99  930 
9,i99  965 

+  35 
+  35 
+  34 
+  35 

+  35 

9,(90  340 
9,(90  3  34 
9„90  328 
9„90  321 
9,(90  315 

—  6 

—  6 

—  6 

—  6 

+  I 
+  I 

+  I 

+  : 

•99  500 
.99  600 
.99  700 
.99  800 
.99  900 

4- 
+ 
+ 
+ 

+ 

100 
100 
100 
100 

100 

9.30  196 
9.30  178 

9^30  159 
9.30  140 
9.30  122 

-18 

—  19 

—  '9 

—  18 

—  ig 

0.000 

o„oo  000 

9,(90  309 

+  2 

.00  000 

9.30  103 

()  1  ()     — 
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(1 

log 

Eo" 

Diff. 

log 

i:/ 

Diff. 

iV 

Ditf. 

log  £/ 

Dlft-, 

o.ooo 
4"  o.ooi 

4-  0.002 

4-  0.003 
4-  0.004 

o„oo 
o„oo 

0„00 

o„oo 

0„00 

000 

03s 

069 

104 
139 

4-  35 
+  34 
+  35 
4-  35 

4-  34 

9»9o 
9„90 
9i,90 
9„90 
9j,90 

309 

303 

297 
290 

284 

—  6 

—  6 

—  7 

—  6 

—  6 

4-  2.00 
4-  2 .00 
4-2.00 
4-2.00 
4-2.00 

000 
100 

200 
300 
400 

+ 
+ 
4- 
4- 

+ 

100 
100 
100 
100 

100 

9.30  103 
9. 30  084 
9. 30  066 
9.30  047 
9.30  029 

—  19 

—  18 

—  19 

—  18 

—  19 

4-  0.005 
4-  0.006 
4-  0.007 
4-  0.008 
4-  0.009 

o„oo 
o„oo 
o„oo 
o„oo 
o»oo 

'73 

208 

242 

277 
3" 

4-  35 
4-  34 
4-  35 
4-  34 

+  35 

9„90 
9„9o 
9»90 
9«90 
9„90 

278 
272 
266 
259 
253 

—  6 

—  6 

—  7 

—  6 

—  6 

4-  2.00 
4-  2.00 
4-  2.00 
4-  2.00 
4-  2 .00 

500 
599 
699 
799 
898 

+ 
4- 
4- 
4- 

4- 

99 
.00 

100 

99 
100 

9.30  010 
9.29  992 
9.29  973 
9-29  955 
9-29  936 

—  18 

—  '9 

—  18 

—  '9 

—  18 

4-  O.OIO 
4-  O.Ol  1 

4-  0.012 
4-  0.013 
4-  0.014 

o,,,oo 
o„oo 
o«oo 
o„oo 
o„oo 

346 
380 
414 

449 

483 

4-  34 
4-  34 
4-  35 

4-  34 

+  34 

9«90 
9«9o 
9«90 
9„90 
9„90 

247 
241 

23s 
229 
222 

—  6 

—  6 

—  6 

—  6 

4-  2.00 
4-  2.01 
4-  2.01 
4-  2.01 
4-  2.01 

998 
098 

'97 
297 
396 

4- 
4- 

4- 
+ 

4- 

100 

99 

100 

99 
100 

9.29  918 
9.29  899 
9.29  881 
9.29  862 
9.29  844 

—  19 

—  18 

—  '9 

—  18 

—  19 

4-  0.015 
4-  0.016 
4-  0.017 
4-  0.018 
4-  0.019 

o„oo 
o„oo 
o„oo 
o,.oo 
o„oo 

517 

SSI 

619 

6S3 

+  34 
4-  34 
4-  34 
+  34 

+  34 

9»9o 
9„90 
9„90 
9„90 
9„90 

216 
210 
204 
198 
192 

—  6 

—  6 

—  6 

—  6 

—  6 

4-  2.01 
4-  2.01 
-)-  2.01 
4-  2.01 
4-  2.01 

496 
595 
694 

794 
893 

+ 

4- 

4- 

4- 

99 
99 
100 

99 
99 

9-29  825 
9.29  807 
9.29  788 
9.29  770 
9.29  752 

—  18 

—  19 

—  18 

—  18 

—  19 

4-  0.020 
4-  0.021 
4-  0.022 
4-  0.023 
4-  0.024 

o„oo 
o„oo 
o„oo 
o„oo 
o„oo 

687 
721 

755 

789 
823 

4-  34 
+  34 
4-  34 
+  34 

+  34 

9h90 
9h90 
9„9o 
9»90 
9i.90 

186 
179 
173 
167 
161 

—  7 

—  6 

—  6 

—  6 

—  6 

4-  2.01 
-\-   2.02 
4-  2.02 
4-  2.02 
4-  2.02 

992 
091 
190 
290 
389 

4- 

4- 

+ 
+ 

4- 

99 
99 
100 

99 
99 

9-29  733 
9.29  715 
9.29  697 
9.29  678 
9.29  660 

—  18 

—  18 

—  '9 

—  18 

—  18 

4-  0.02; 
4-  0.026 
4-  0.027 
4-  0.028 
4-  0.029 

o„oo 
o„oo 
o„oo 
o„oo 
o>,oo 

«57 
891 

925 
958 

992 

+  34 
4-  34 
4-  33 
4-  34 

4-  34 

9, ,90 
9„90 
9.,90 
9«9° 
9„9o 

155 

149 

143 
137 
130 

—  6 

—  6 

—  6 

7 

—  6 

4-  2.02 
4-  2.02 
4-  2.02 
4-  2.02 
4-  2.02 

488 
587 
686 

785 
883 

+ 
4- 
4- 
4- 

4- 

99 
99 
99 
98 

99 

9.29  642 
9.29  623 
9.29  605 
9.29  587 
9-29  569 

—  19 

—  18 

—  18 

—  18 

—  19 

4-  0.030 
4-  0.031 
4-  0.032 
4-  0.033 
4-  0-034 

0;,01 
0„OI 

o„oi 
o„oi 
o„oi 

026 

059 
093 
126 

160 

4-  33 
4-  34 
4-  33 

4-  34 

4-  33 

9h90 
9„90 
9„9o 
9»9o 
9  »90 

124 
118 
1 12 
106 
100 

—  6 

—  6 

—  6 

—  6 

—  6 

-H  2.02 
4-  2.03 
4-  2.03 
4-  2.03 
4-  2.03 

982 
081 
180 
279 

377 

4- 

4- 
4- 
4- 

4- 

99 
99 
99 
98 

99 

9.29  550 
9.29  532 
9.29  514 
9.29  496 
9-29  477 

—  18 

—  18 

—  18 

—  ig 

—  18 

4-  0-035 
+  0.036 

o„oi 
o„oi 

193 

227 

4-  34 
+  33 
4-  34 
4-  33 

9„90 
9„90 

094 
088 

—  6 

—  6 

—  6 

7 

4-  2.03 
4-  2.03 

476 
574 

4- 
4- 
4- 
4- 

98 

9.29  459 
9.29  441 

—  18 

—  18 

—  18 

—  18 

4-  0.037 
4-  0.038 
4-  0.039 

o„oi 
o„oi 
o„oi 

260 

294 

327 

9»90 

9;,90 

9,,90 

082 
076 
069 

4-  2.03 
4-  2.03 
4-  2.03 

673 

772 
870 

99 
99 
98 

9.29  423 
9.29  405 
9-29  387 

4-  33 

—  6 

+ 

99 

—  19 

4-  0.040 
4-  0.041 
4-  0.042 
4-  0.043 

o„oi 

0„OI 

o„oi 

O„0I 

360 

394 

427 
460 

4-  34 
+  33 
4-  33 
4-  33 

9,,90 
9«9o 
9»90 
9„90 

063 
057 
051 
045 

—  6 

—  6 

—  6 

—  6 

4-  2.03 
4-2.04 
4-  2.04 
+   2.04 

969 
067 
165 
26+ 

4- 
4- 
4- 

4- 

98 
98 

99 
98 

9.29  368 
9.29  350 
9.29  332 
9.29  314 

—  18 

—  18 

—  18 

—  18 

+  0.044 

o„oi 

493 

9,,90 

039 

4-  2.04 

362 

9.29  296 

+  33 

—  6 

4- 

98 

—  18 

4-  0.045 
4-  0.046 
4-  0.047 
4-  0.048 
4-  0.049 

o„oi 
o„oi 
o„oi 
o„oi 
o„oi 

52b 
560 

593 
626 
659 

4-  34 
+  33 
4-  33 
4-  33 

4-  33 

9,,90 
9„90 
9,,90 
9«90 
9»90 

033 
027 
021 
015 
009 

—  6 

—  6 

—  6 

—  6 

—  6 

4-  2.04 
4-  2.04 
4-  2.04 
4-  2.04 
4-  2.04 

460 
559 

657 
755 
853 

4- 

+ 

4- 
4- 

99 
98 
98 
98 

98 

9.29  278 
9.29  260 
9.29  242 
9.29  224 
9.29  206 

—  18 

—  18 

—  18 

—  18 

—  18 

4-  0.050  , 

o„oi 

692 

9»90 

003 

4-  2.04 

95' 

9.29  188 

C.  1  7 


Tafel  XVI. 


u 

lug 

£/ 

Difr. 

log  £/ 

Dift'. 

B/ 

UiC 

log  iV 

Diff. 

+  0.050 

o„oi 

692 

+  33 

4-  32 
+  33 
+  33 

9„90  003 

6 

4-  2-04  951 

4-  98 
4-  98 
4-  98 
4-  98 

9.29  188 

—  18 

+  0.051 
+  0.052 

o„oi 
o„oi 

725 
757 

9,^89  997 
9,(89  991 

—  6 
6 

4-  2.05  049 
4-  2.05  147 

9.29  170 
9.29  152 

—  18 

—  18 

+  0.053 
+  0.054 

o„oi 

Oj,OI 

790 
823 

9/.89  985 
9«89  979 

—  6 

4-  2.05  245 
4-  2.05  343 

9.29  134 
9.29  116 

—  18 

+  33 

—  6 

4-  98 

—  18 

+  0.055 

OmOI 

856 

H-  33 
+  32 
+  33 
+  33 

9„89  073 

5 

4-  2.05  441 

4-  98 
4-  98 
4-  97 
4-  98 

g.2g  og8 

—  18 

+  0.056 
4-  0.057 
+  0.058 
+  0.059 

o„oi 
o«oi 
o„oi 

0„OI 

889 
921 

954 
98- 

9„89  967 
9,(89  961 
9,(89  955 
9,(89  948 

—  6 

—  6 

—  7 

4-  2.05  539 
4-  2.05  637 
4-  2-05  734 
4-  2.05  832 

g.2g  080 
g.29  062 
g.29  044 
9.29  026 

~  18 

—  18 

—  18 

+  r- 

—  6 

4-  98 

—  18 

-|-  0.060 

4-  0.061 
4-  0.062 
4-  0.063 

0„02 
0„02 
0,»02 
0„02 

019 
052 
085 
"7 

+   33 
+  33 
+  32 
+  33 

9,(89  942 
9.(89  936 
9,(89  930 
9,(89  924 

—  6 

—  6 

—  6 
6 

4-  2.05  930 
4-  2.06  027 
4-  2 . 06  125 
4-  2.06  223 

4-  97 
4-  98 
4-  98 
4-  97 

g.29  008 
9.28  ggi 
9.28  973 
9-28  955 

—  17 

—  18 

—  18 

—  18 

4-  0.064 

0„02 

150 

9,(89  918 

4-  2.06  320 

9.28  937 

4-  32 

—  6 

4-  98 

—  18 

4-  0.065 
4-  0.066 
4-  0.067 

0„02 
0„02 
0„02 

182 

214 

247 

4-  V- 

4-  33 

4-  32 

4-  33 

9,(89  912 
9,(89  906 
9,(89  9°o 

—  6. 

—  6 
5 

4-  2.06  418 
4-  2.06  515 
4-  2.06  613 

4-  97 
4-  98 

4-  97 

4-  98. 

9.28  919 
9.28  901 
9.28  884 

—  18 

—  18 

4-  0.068 
4-  0.069 

0„02 
0„02 

279 

312 

9,(89  894 
9(.89  888 

—  6 

4-  2.06  710 
4-  2.06  80a 

9.28  866 
g.28  848 

—  18 

4-  32 

—  6 

4-  97 

—  18 

4-  0.070 
4-  0.071 
4-  0.072 
+  0.073 
4-  0.074 

0„02 
0„02 
0„02 
0„02 
0„02 

344 
376 
408 
441 
473 

4-  32 
4-  32 
4-  33 
4-  32 

4-  32 

9,(89  882 
9,(89  876 
9,(89  870 
9,(89  865 
9,(89  859 

—  6 

—  6 

—  5 

—  6 

—  6 

4-  2.06  905 
4-  2.07  002 
4-  2.07  099 
4-  2.07  197 
4-  2.07  294 

4-  97 
4-  97 

+  98 

4-  97 
4-  97 

9.28  830 
9.28  812 
9.28  795 
9.28  777 
9.28  759 

—  18 

—  1 7 

—  18 

—  18 

—  18 

4-  0.075 
4-  0.076 
4-  0.077 

0„02 
0„02 
0„02 

505 
537 
569 

4-  32 
4-  32 
4-  32 
4-  32 

9„89  853 
9,(89  847 
9,(89  841 

—  6 

—  6 
6 

4-  2.07  39t 
4-  2.07  488 
4-  2.07  585 

4-  97 
4-  97 
4-  97 
4-  97 

9.28  741 
g.28  724 
9.28  706 

—  18 

—  18 

4-  0.078 
4-  0.079 

0„02 
0„02 

601 
633 

9„89  835 
9„89  829 

—  6 

4-  2.07  682 
4-  2.07  779 

9.28  688 
9.28  671 

4-  32 

—  6 

4-  9- 

—  18 

4-  0.080 
4-  0.08t 
4-  0.082 
4-  0.083 

0„02 
0„02 
0„02 
0„02 

665 
697 
729 
761 

4-  32 
4-  32 
+  32 
4-  32 

9,(89  823 

9,(89  817 
9((89  811 
9,(89  805 

—  6 

—  6 

—  6 
6 

4-' 2.07  876 
4-  2.07  973 
4-  2.08  070 
-j-  2.08  167 

4-  97 
4-  97 
+   97 
4-  97 

9.28  653 
9.28  635 
9.28  618  ■ 
9.28  600 

—  18 

—  18 

4-  0.084 

0„02 

793 

9,(89  799 

4-  2.08  264 

9.28  583 

+  3> 

—  6 

+   97 

-  18 

4-  0.085 

O„02 

824 

4-  32 
4-  32 
4-  32 
4-  31 

9(,89  793 

6 

4-  2.08  361 

4-  96 

4-  97 
4-  97 

4-  96 

9.28  565 

—  18 

4-  0.086 
4-  0.087 
-j-  0.088 
4-  0.089 

0„02 
0„02 
0,.O2 
0„02 

856 
888 
920 
951 

9,(89  787 
9,(89  781 
9,(89  775 
9,(89  769 

—  6 

—  6 

—  6 

4-  2.08  457 
4-2.08  554 
4-  2.08  651 
4-  2.08  747 

9.28  547 
g.28  530 
g.28  512 
g.28  4g5 

—  18 

—  17 

4-  32 

—  6 

4-  97 

—  18 

4-  o.-ogo 

0„02 

983 

4-  32 
4-  31 
4-32 
4-  31 

9„89  763 

—  6 

4-2.08  844 

4-  9- 
4-  96 

g.28  477 

—  17 

4-  0091 

o„o3 

015 

9,(89  757 

—  6 

4-  2.08  941 

g.28  460 

—  18 

4-  0.092 

o,.o3 

046 

9,(89  751 

—  5 

—  6 

4-  2.09  037 

4-  97 
4-  9^ 

g.28  442 

—  18 

4-  0.093 

o„o3 

078 

9,(89  746 

4-  2.09  134 

g.28  424 

4-  0.094 

o„o3 

109 

9,(89  740 

4-  2.09  230 

g.28  407 

4-  32 

—  6 

4-  96 

—  18 

4-  0.095 

o„o3 

141 

+  31 

4-  32 
4-  31 
4-  32 

9,(89  734 

—  6 

4-  2.09  326 

4-  97 

g.28  38g 

. j  .7 

4-  0.096 

o„o3 

172 

9,(89  728 

—  6 

4-2.09  423 

4-  96 

g.28  372 

,, 

4-  0.097 

o„o3 

204 

9„89  722 

—  6 

4-  2.09  51g 

4-  97 

9-28  355 

—  18 

4-  0.098 

o„03 

235 

9,(89  716 

—  6 

-j-  2.09  616 

4-  96 

9-28  337 

4-  0.09g 

o„o3 

267 

9,(89  710 

4-  2.0g  712 

g.28  320 

4-  31 

—  6 

+  g6 

—  18 

4-  0. 100 

o»o3 

298 

9,(89  704 

4-  2.0g  808 

g.28  302 

Oppolzor,  Biilinbestimininigen.  II. 
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Tafel  XVI. 


II 

log  /;.,'■ 

])iff. 

log  W 

Difl'. 

i'o'' 

Dilf. 

l"g  iiV 

Difl'. 

+  o . 1 oo 

-|-  O.  lOI 
-f-  O.  102 
+  0.103 
+  0.104 

o„o3  298 
o„o3  329 
o„03  360 
o„o3  392 
o»o3  423 

+  3- 
+  31 
+  32 
+  31 

+  31 

9,1^9   704 
9„89  698 
9„89  692 
9„89  686 
9„89  681 

—  6 

—  6 

—  6 

—  5 

—  6 

+  2.09 
4-  2.09 
4-  2.10 
4-2.10 
+  2.10 

808 

904 
001 
097 
193 

4-  96 

4-  97 
4-  96 
4-  96 

4-  96 

9.28  302 
9.28  28s 
9.28  267 
9.28  250 
9.28  233 

—  17 

—  18 

—  17 

—  >7 

—  18 

+  0.105 
+  0. 106 
-)-  0.  107 
+  0. 108 
+  0. 109 

o„o3  454 
o„o3  485 
o„o3  516 
o„03  547 
o„o3  579 

+  31 
+  3> 
+  3> 
+  32 

+  31 

9„89  675 
9„89  669 
9„89  663 
9«89  657 
9„S9  651 

—  6 

—  6 

—  6 

—  6 

—  6 

4-2.10 
4-  2.10 
+   2.10 
4-  ?-io 
4-  2.10 

289 
385 
481 

577 
673 

4-  96 
+   96 
4-  96 
+  96 
4-  96 

9.28  215 
9.28  198 
9.28  180 
9.28  163 
9.28  146 

—  17 

—  18 

—  17 

—  17 

—  18 

+  0.110 
+  O.III 
+  0. 112 

+  O.H3 

+  0.114 

o„o3  610 
o„03  641 
o„o3  672 
o„o3  703 
o„03  733 

+  31 
+  3' 
+  31 
+  30 

+  31 

9„89  645 
9„89  639 

9«89  634 
9„89  628 
9„89  622 

—  6 

—  5 

—  6 

—  6 

—  6 

4-2.10 
4-2.10 
4-2.10 
4-  2. II 
+   2.11 

769 
865 
960 
056 
152 

4-  96 
+   95 
4-  96 
4-  96 

4-  96 

9.28  128 
9.28  III 
9.28  094 
9.28  076 

9-28  059 

—  .«7 

—  17 

—  18 

—  17 

—  17 

+  0.115 
+  0.116 
+  0.117 
+  0.118 
+  0.119 

o„o3  764 
o„P3  795 
o„o3  826 
o„o3  857 
o„o3  888 

+  31 
+  31 
+  31 
+  3' 

+  30 

9„,89  616 
9„89  610 
9„89  604 
9»«9  598 
9„S9  593 

—  6 

—  6 

—  6 

—  5 

—  6 

4-  2.1. 
4-  2. II 
4-  2.  II 
4-  2.11 
1-  2.  II 

248 

343 
439 
535 
630 

+  95 
4-  96 
4-  96 
+  95 

4-  96 

9.28  042 
9.28  025 
9.28  007 
9.27  990 
9-27  973 

—  17 

—  18 

—  17 

—  17 

—  17 

4-  0. 120 

+  0.121 
+  0.122 
+  0.123 
4-  0.124 

o„o3  918 
o«03  949 
o„o3  980 
0^,04  010 
o„04  041 

+  31 
+  31 

+  30 
+  31 

+  31 

9„89  587 
9„89  581 

9„89  575 
9„89  569 

9,,89  563 

—  6 

—  6 

—  6 

—  6 

—  5 

4-  2. II 
+    2.  II 

4-  2. II 
4-  2.12 
4-  2.12 

72b 
821 

917 
012 
108 

+  95 

4-  96 

+  95 

4-  96 

+  95 

9.27  956 
9.27  938 
9.27  921 
9.27  904 
9-27  887 

—  18 

—  17 

—  17 

4-  0.125 

4-  0. 126 
4-  0.127 
4-  0. 128 
4-  0.129 

o„04  072 
0,i04  102 

o„04  133 
o„04  163 
o„04  194 

+  30 
+  31 
+  30 
+  3' 

+  30 

9„H9  558 
9i.89  552 
9„89  546 
9„89  540 
9»S9  534 

—  6 

—  6 

—  6 

—  6 

—  6 

4-  2.12 
4-2.12 
4-  2.12 
4-  2.12 
4-  2.12 

203 
299 
394 
489 

584 

4-  96 
+  95 
+  95 
+   95 

4-  96 

9.27  870 
9-27  853 
9-27  835 
9.27  818 
9.27  801 

—  17 

—  18 

—  17 

—  17 

—  17 

+  0.130 

4-  0.131 
+  0.132 

+  0-I33 
+  0.134 

o„04  224 
o„04  254 
o„04  28s 

o„04  315 
0„o4  345 

4-  30 
+  31 
+  3° 
+  3° 

4-  31 

9„89  528 

9,.89  523 
9^89  517 
9,189  5" 
9h89  505 

—  5 

—  6 

—  6 

—  6 

—  6 

4-  2.12 
4-  2.12 
4-  2.12 
4-  2.12 
4-  2.13 

680 

775 
870 
965 
060 

+  95 
+   95 
+  95 
+  95 

+   95 

9.27  784 
9.27  767 
9.27  750 

9-27  733 
9.27  716 

—  17 

—  17 

—  17 

—  17 

+  0.135 
4-  0.136 
4-  0.137 
4-  0.138 

o„04  376 
o„04  406 
o„04  436 
o„04  466 

+  30 
+  30 
+  30 
+  31 

9h89  499 
9»89  494 
9,(89  488 
9„89  482 

—  5 

—  6 

—  6 
6 

+   2.13 
-h   2.13 
-h  2.13 
4-  2.13 

155 

250 

345 
440 

+  95 
-H  95 
+  95 
+  95 

9.27  699 
9.27  682 
9.27  664 
9.27  647 

—  17 

—  18 

—  17 

4-  0.139 

o„04  497 

9„89  476 

4-  2.13 

535 

9.27  630 

4-  30 

—  6 

+  95 

—  17 

4-  0. 140 
4-  0.141 
4-  0.142 
4-  0.143 
4-  0.144 

o„04  527 
o„04  557 
o„04  587 
o„04  617 
o„04  647 

+  30 
+  30 
+  30 

+  3° 
+  30 

9„89  470 
9„89  465 

9„89  459 
9,189  453 
9„89  447 

—  S 

—  6 

—  6 

—  6 

—  5 

4-  2.13 

+    2.13 

4-  2.13 
4-  2.13 
+   2.14 

630 

725 
819 
914 
009 

+  95 
-t-  94 
+   95 
+  95 

-1-  95 

9.27  613 
9.27  596 

9-27  579 
9.27  562 

9-27  545 

—  17 

—  17 

—  17 
■ —  17 

—  16 

4-  0.14s 
4-  0.146 
4-  0.147 
4-  0.148 
4-  0.149 

o„04  677 
o„04  707 
o„04  737 
o„04  767 
o„04  797 

+  30 
+  30 
+  30 
+  30 

+  30 

9„89  442 
9„89  436 

9,189  430 
9„89  424 
9„89  419 

—  6 

—  6 

—  6 

—  5 

—  6 

4-  2.14 
4-  2.14 

4-  2.14 
4-  2.14 
+  2.14 

104 
198 

293 
388 
482 

-f-  94 
-t-  95 
+  95 
+  94 

+  95 

9.27  529 
9.27  512 
9.27  495 
9.27  478 
9.27  461 

—  17 

■ —  17 

—  17 

—  I- 

4-  0.150 

o„o4  82- 

9„89  413 

4-  2.14 

577 

9-2-  444 

619 


Tafel  XVI. 


0 

lug  JEo" 

Ditt'. 

log  ^4" 

Diff. 

£,'- 

Dift'. 

lüg  £/ 

Di  ff. 

H-  0.150 
+  0.151 
+  0.15= 
1  0-153 
+  0.154 

o„04  827 
o„04  856 
o„04  886 
o„04  916 
o„04  946 

+  »9 

+  30 
+  30 
+  30 

+  30 

9«89  413 
9„89  407 
9„89  401 
9«89  396 
9„89  390 

—  6 

—  6 

—  5 

—  6 

~  6 

4-  2.14  577 
4-  2.14  671 
4-  2.14  766 
4-  2.14  860 
+  2.14  955 

+  94 
+  95 
+  94 
+  95 

+  94 

9.27  444 
9.27  427 
9.27  410 
9-27  393 
9.27  376 

—  '7 

—  '7 

—  17 

—  '7 

—  '7 

+  0.155 
+  0.156 
+  0.157 

+  °-i58 
-t-  0.159 

0^04  976 
o„o5  005 
o«05  035 
o„,o5  065 
o„05  094 

+  29 
+  30 
+  30 

4-  29 
+  30 

9„89  384 
9»89  378 
9«89  373 
9„89  367 
9.189  361 

-  6 

-  5 

-  6 

-  6 

-  6 

4-  2.15  049 
+  2.15  143 
4-  2.15  238 
+  2.15  332 
4-  2.15  426 

+  94 
+  95 
+  94 
+  94 

+  94 

9-27  359 
9-27  343 
9.27  326 
9.27  309 
9-27  292 

—  16 

—  17 

—  '7 

—  '7 

-f-  0. 160 
-1-  0.161 
-i-  0.162 
+   0.163 
+  0.164 

o„o5  124 
o„o5  153 
o„05  183 
o„05  212 
o„05  242 

4-  29 
+  30 

+  Z9 
+  30 

+  ^9 

9,,89  355 
9»89  350 
9«89  344 
9«89  338 
9„89  332 

—  5 

—  6 

—  6 

—  6 

—  5 

+  2.15  520 
+  2.15  614 
4-  2.15  709 
4-  2.15  803 
4-  2.15  897 

+  94 
+  95 
H-  94 
+  94 

+  94 

9.27  27s 
9-27  259 
9.27  242 
9.27  225 
9.27  208 

—  16 

—  '7 

—  '7 

—  17 

—  17 

0.165 
1  0.166 
-|-  0.167 
+  0.168 
+  o.i6y 

o„os  271 
o„o5  301 
o„o5  330 
o„o5  359 
o„0  5  389 

+  30 
+  ^9 
+  29 
+  30 

+  29 

9„89  327 
g„89  321 

9»89  3' 5 
9,189  310 
9,(89  304 

—  6 

—  6 

—  5 

—  6 

—  6 

4-  2.15  991 
4-  2.16  085 
4-  2.16  179 
4-  2.16  273 
4-  2.16  367 

+  94 
+  94 
+  94 
+  94 

+  94 

9.27  191 
9-27  175 
9.27  158 
9-27  141 
9.27  125 

—  16 

—  17 

—  16 

—  17 

-f  0. 170 
+  0.171 
+  0.172 
+  0.173 

H-  0.174 

o„05  418 
o„05  447 
o„o5  477 
o„05  506 
o„05  535 

+  29 
+  30 
+  ^9 
+  29 

+  29 

9„89  298 
9„89  292 
9„89  287 
9„89  281 
9,189  275 

—  6 

—  5 

—  6 

—  6 

—  5 

4-  2.16  461 
+  2.16  554 
4-2.16  648 
4-  2.16  742 
4-  2.16  836 

+  93 
-1-  94 
+  94 
+  94 

+  93 

9.27  !08 

9.27  091 
9.27  074 
9.27  058 
9.27  041 

—  '7 

—  '7 

—  16 

—  17 

—  17 

+  0.175 
+  0.176 
-i-  0.177 
-|-  0.178 
+  0.179 

o„o5  564 
o„05  593 
o„o5  622 
o„05  652 
o„05  681 

4-  29 

+  29 
+  30 

+  ^9 
+  29 

9„89  270 
9,(89  264 
9„89  258 
9,(89  253 
9,(89  247 

—  6 

—  6 

—  5 

—  6 

—  6 

4-  2.i6  929 

4-  2.17  023 
+  2.17  117 

4-  2.17  210 

+  2.17  304 

+  94 
+  94 
+  93 
+  94 

+  94 

9.27  024 
9.27  008 
9.26  991 
9.26  974 
9.26  958 

—  16 

—  17 
■ —  '7 

—  i6 

—  1  7 

-1-  0.180 
-j-  0.181 

4-  0. 182 
+  0.183 

4-  0.184 

0„05  710 

o„05  739 
o„o5  768 
o„05  797 
o„05  826 

+  29 
+  29 
4-  29 

+  29 

4-  28 

9,(89  241 
9,(89  236 
9,(89  230 
9,(89  224 
9,(89  219 

—  5 

—  6 

—  6 

—  5 

—  6 

+  2.17  398 

+  2.17  49' 
4-  2.17  585 
4-  2.17  678 
4-  2.17  771 

+  93 
+  94 
+  93 
+  93 

+   94 

9.26  941 
9.26  925 
9.26  go8 
9.26  891 
9.26  875 

—  16 

~  '7 

—  '7 

—  16 

—  1  7 

+  0.185 

o„o5  854 

+  29 
+  29 
+  29 
4-  29 

9,(89  213 

—  6 

—  5 

—  6 

—  6 

4-  2.17  865 

+  93 
+  93 
+  94 
+  93 

9.26  858 

[5 

-j-  0. 186 
+  0.187 

4-  0.188 

4-  0.189 

o„,05  883 
o«,05  912 
o„o5  941 
o„o5  970 

9,(89  207 
9,(89  202 
9,(89  196 
9,(89  190 

4-  2.17  958 
4-  2.18  051 

4-  2.18  145 
4-  2.18  238 

9.26  842 
9.26  825 
9.26  809 
9.26  792 

—  17 

—  16 

—  17 

4-  29 

—  5 

+  93 

—  16 

4-  0. 190 
+  0.191 
4-  0.192 

o„,05  999 
o„o6  027 
o,jo6  056 

4-  28 
+  29 
4-  29 
4-  28 

9,(89  '8S 
9,(89  179 
9,(89  173 

—  6 

—  6 

+  2.18  331 
+  2.18  424 
4-  2.18  518 

+  93 
+  94 
+  93 
+  93 

9.26  776 
9.26  759 
9.26  743 

—  17 

—  16 

+  0.193 
4-  0.194 

o„o6  085 
o„o6  113 

9,(89  168 
9((89  162 

—  5 

—  6 

4-  2.18  611 
4-  2.18  704 

9.26  726 
9.26  710 

1 7 

—  16 

+  29 

—  6 

+  93 

—  17 

4-  0.195 
4-  0. 196 
4-  0.197 

o„o6  142 
o„o6  171 
o„o6  199 

+  29 
4-  28 
+  29 
4-  28 

9,(89  156 
9,(89  151 
9,(89  14s 

—  5 

—  6 

—  6 

—  5 

4-  2.18  797 
4-  2.18  890 
4-  2.18  983 

-1-  93 
+  93 
+  93 
+  93 

q.26  693 
9.26  677 
9.26  660 

—  16 

—  '7 

—  16 

4-  0.198 
4-  0.199 

o,|06  228 
o„o6  256 

9,(89  139 
9,(89  '34 

4-  2.19  076 
4-  2.19  169 

9.26  644 
9.26  628 

—  16 

+  29 

—  6 

+   93 

—  17 

4-  0.200 

o„o6  285 

9„89  128 

4-2.19  262 

9.26  611 

78* 
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Tafel  XVI. 


(t 

1"K  l-V 

Diff', 

log  iV' 

Diff, 

j^<r 

Diff 

lüj,-  2':/ 

Diff. 

4-  0.200 
+  0.2OI 
-|-  0.202 
+  0.203 
-|-  0,204 

o„o6  285 
o«o6  313 
o„o6  342 
o„o6  370 
o„o6  399 

+ 
+ 

+ 

28 
29 
28 
29 

28 

9„89  128 
9„89  '23 
9,(89  117 
9„89  111 
9„89  106 

—  5 

—  6 

—  6 

—  5 

—  6 

+  2.19 
+  2-19 
+  2.19 
+  2.19 
+  2.19 

262 

3SS 
448 
540 
633 

+  93 
+  93 
+  92 
+  93 

+  93 

9.26  61 I 
9.26  595 
9.26  578 
9.26  562 
9.26  546 

—  16 

—  17 

—  16 

—  16 

—  17 

+  0.205 
-\-    0.206 
+  0.207 
+  0.208 
+  0.209 

o,,o6  427 
o„o6  455 
o„o6  484 
o„o6  512 
o„o6  540 

+ 

H- 

+ 

28 

29 

28 
28 

29 

9„89  100 
9„89  094 
9„89  089 
9„89  083 
9,(89  078 

—  6 

—  5 

—  6 

—  5 

—  6 

-(-  2.19 
+  2.19 
+  2.19 
-i-  2.20 
4-2.20 

726 
819 
911 

004 
097 

+  93 
+  92 
+  93 
+  93 

+  92 

9.26  529 
9-26  513 
9 .  26  496 
9. 26  480 
9.26  464 

—  17 

—  16 
-16 

—  17 

-|-  0.210 
+  C. 21 I 

4-  0.212 
+  0,213 
-h  0,214 

o„o6  569 
o„o6  597 
o„o6  625 
o„o6  653 
o„o6  681 

+ 
+ 

+ 

+ 

28 
28 
28 
28 

28 

9«89  072 
9„89  066 
g„,89  061 
9„89  055 
9„89  050 

—  6 

—  5 

—  6 

—  5 

—  6 

4-  2.20 
4-  2.20 
-i-  2. 20 
4-  2.20 

4-  2.20 

189 

282 

374 
467 

559 

+  93 
+  92 
+  93 
4-  92 

+  93 

9.26  447 
9.26  431 
9.26  415 
9.26  399 
9.26  382 

—  16 

—  16 

—  16 

—  17 

—  .6 

+  0,215 
+  0.216 
+  0,217 
+  0.218 
4-  0.219 

o„o6  709 
o„o6  73g 
o„o6  766 
o„o6  794 
0,|O6  822 

+ 
+ 
+ 

29 
28 
28 
28 

28 

9„89  044 
9„89  038 
9«89  033 
9,(89  027 
9„89  022 

—  6 

—  5 

—  6 

—  5 

—  6 

4-  2.20 
4-  2.20 
4-  2.20 
4-  2.20 
4-  2.21 

652 

744 
837 
929 
021 

+  92 
+  93 
4-  92 

+  92 

+  92 

9.26  366 
9.26  350 
9.26  334 
9.26  317 
9.26  301 

—  16 

—  16 

—  17 

—  16 

—  16 

-j-  0.220 
-f-  0.221 
-|-  0.222 
+  0.223 
+  0.224 

o,,o6  850 
o„o6  8 78 
o„o6  906 
o,|06  934 
o„o6  961 

+ 
+ 
+ 
+ 

+ 

28 
28 
28 
27 
28 

9„89  016 
9„89  011 
9,(89  005 
9„88  999 
9,(88  994 

—  5 

—  6 

—  6 

—  6 

4-  2.21 
4-  2.21 
4-  2.21 
+  2.21 
4-  2.21 

"3 

206 

298 
390 
482 

+  93 
4-  92 

+  92 
4-  92 

+  92 

9.26  285 
9.26  269 
9.26  252 
9.26  236 
9.26  220 

—  16 

—  17 

—  16 

—  16 

—  «6 

+  0,225 

o„,o6  989 

+ 

+ 
+ 
+ 

28 

9,(88  988 

4-  2.21 

574 

+  93 
+  92 
+  92 

4-  92 

9.26  204 

—  16 

—  17 

—  16 

—  16 

+  0.226 
+  0.227 
-(-  0.228 
+  0.229 

o„07  017 
o»07  045 
o„o7  073 
o„07  loi 

28 
28 
28 

9„88  983 
9,(88  977 
9„88  972 
9„88  966 

5 

—  6 

—  5 

—  6 

4-  2.21 
4-  2.21 
4-  2.21 
4-  2.21 

667 

759 
851 

943 

9.26  188 
9.26  171 
9.26  155 
9.26  139 

+ 

2,  7 

—  5 

-f  92 

—  16 

+  0.230 
+  0.231 
+  0.232 

+  0-233 
+  0.234 

o„o7  128 
0„O7  156 
o„07  184 
o„07  211 
o„07  239 

+ 
+ 
■-h 
+ 

+ 

28 
28 

27 
28 

28 

9„88  961 
9,(88  955 
9,(88  949 
9,(88  944 
9,(88  938 

—  6 

—  6 

—  S 

—  6 

—  5 

4-  2.22 
4-  2.22 
+  2.22 
4-  2. 22 
4-  2.22 

035 
127 
219 
310 

402 

+  92 
+  92 
4-  91 
+  92 
4-  92 

9.26  123 
9.26  107 
9.26  091 
9.26  075 
9.26  059 

—  16 

—  16 

—  16 

—  16 

—  16 

-t-  0.235 

o„07  267 

+ 
+ 
+ 

+ 

27 
28 
28 

27 

9„88  933 

5 

4-  2.22 

494 

+  92 
+  92 

+  9> 

+  92 

9.26  043 

+  0.236 
+  0.237 
+  0.238 
+  0.239 

o„07  294 
o„07  322 
o„07  350 
o„o7  377 

9,(88  927 
9,(88  922 
9„88  916 
9,(88  9" 

—  5 

—  6 

—  5 

4-  2.22 
+  2.22 
4-  2.22 
4-  2.22 

586 
678 
769 
861 

9.26  026 
9.26  010 
9.25  994 
9.25  978 

—  17 

—  16 

—  16 

—  16 

+ 

28 

—  6 

4-  92 

—  16 

-f-  0.240 
+  0.241 

o„o7  405 
o„07  432 

+ 
+ 
+ 
+ 

27 
28 

9„88  905 
9„88  900 

—  5 
6 

4-2.22 
4-  2.23 

953 
044 

+  9> 
4-  92 

+  92 

+  9" 

9.25  962 
9.25  946 

—  16 

—  16 

—  16 

—  16 

-I-  0.242 
+  0.243 
+  0.244 

o„07  460 
o„07  487 
o„o7  5>4 

27 
27 

9,(88  894 
9,(88  889 
9,(88  883 

—  5 

—  6 

4-  2.23 
+  2.23 
4-  2.23 

136 
228 
3'9 

9.25  930 
9.25  914 
9.25  898 

+ 

28 

—  5 

+  92 

—  16 

+   0,245 

o„07  542 

+ 
+ 
+ 
+ 

27 
27 
28 

9,(88  878 

—  6 

—  5 

—  6 

—  S 

+  2.23 

411 

+  9' 
+  92 
+  9' 
+  91 

9.25  882 

—  16 

—  16 

—  16 

—  16 

-j-   0, 246 
+  0.247 

o,.o7  569 
0n07  596 

9,(88  872 
9,(88  867 

4-  2.23 
4-  2.23 

502 
594 

9.25  866 
9.25  850 

+  0.24X 
+  0,249 

o„07  624 
o„07  651 

27 

9,(88  861 
9,(88  856 

4-  2.23 
4-  2.23 

685 

776 

9.25  834 
9.25  818 

+ 

27 

—  6 

+  92 

—  16 

+  0.250 

0,|O-?  678 

9,(88  850 

4-  2.23 

868 

9.25  802 

621 
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It 

log  iv," 

Diff, 

log  j-:/ 

Dirt'. 

l-V 

])ifl'. 

log  iiV 

Di  ff. 

+  0.250 
+  0.251 
+  0.252 
+  0.253 
+  0.254 

o„,07  678 
o„,07  706 

°,i°7   733 
o„,07  760 
o„07  787 

+  28 

+  27 
+  27 
+  ^7 

+  27 

9„88  850 
9„88  845 
9„88  839 

9»88  834 
9„88  828 

—  5 

—  6 

—  5 

—  6 

—  5 

+   2.23  868 
+  2.23  959 
+  2.24  051 
+2.24  142 
+  2.24  233 

+  91 
+  92 
+  9' 
+  91 

+  91 

9.25  802 
9.25  786 
9.25  770 

9-25  754 
9.25  739 

—  16 

—  16 

—  16 

—  15 

—  16 

+  0.255 
+  O.Z56 
+  0.257 
+  0.258 

o„o7  814 
o„07  841 
o„07  869 
o„07  896 

+  27 
+  28 

+  27 
+  27 

9„88  823 
9„S8  817 
9, ,88  812 
9„88  806 

—  6 

—  5 

—  6 

+  2.24  324 
+  2.24  415 
+2.24  507 
+2.24  598 

+  91 
+  92 
+  91 
+  9- 

9-25  723 
9.25  707 
9.2s  691 
9-25  675 

—  16 

—  16 

Ih 

+  0.259 

o„o7  923 

9„88  801 

—  S 

+  2.24  689 

9.25  659 

+  27 

—  6 

+  91 

—  16 

-l-  0.  260 
-\-   0.261 
-l-  0.262 
-\-   0.263 

+  0.264 

o„07  950 
o„o7  977 
o„o8  004 
o„o8  031 
o„o8  058 

+  27 
+  27 
+  27 
+  27 

+  27 

„88  795 

9»88  790 
9„,88  784 
9„88  779 
9„88  773 

—  5 

—  6 

—  S 

—  6 

—  J 

+2.24  780 
+  2.24  871 
+  2.24  962 
+  2.25  053 
+  2.25  144 

+  91 
+  91 
+  9> 
+  91 

+  91 

9.25  643 

q.25  627 
9.25  612 
9.25  596 
9.25  580 

—  16 

—  IS 

—  16 

—  16 

—  16 

+  0.265 
-{-  0.266 
+  0.267 
+  0.268 
+  0.269 

o„o8  085 
o„o8  III 
o„o8  138 
o„o8  165 
o„o8  192 

+  26 

+  27 
+  27 

+  27 
+  27 

9„88  768 
9„88  762 
9„88  757 
9,i88  751 
9„88  746 

—  6 

—  S 

—  6 

—  5 

—  6 

+  2.25  23s 
+  2.25  326 
+  2.25  417 
+  2.25  507 
+  2.25  598 

+  91 
+  91 
+  90 
+  91 

+  91 

9-25  564 
9.25  548 

9-25  532 
9-25  517 
9.25  501 

—  16 

—  16 

—  IS 

—  Ifa 

—  16 

+  0.270 

o„o8  219 

+  27 

+  26 

+  27 
+  27 

9„88  740 

+  2.25  68g 

+  9> 
+  91 
+  90 
+  91 

9.25  485 

l(y 

+  0.271 
-f-  0.272 
+  0.273 
+  0.274 

o„o8  246 
o„o8  272 
o„o8  299 
o„o8  326 

9»88  735 
9,.88  730 
9«88  724 
9h88  719 

—  5 

—  6 

+  2.25  780 
+  2.25  871 
+  2.25  961 
+  2.26  052 

9.25  469 
9.25  454 
9.25  438 
9.25  422 

—  IS 

—  16 

—  16 

+  27 

—  6 

-F  91 

—  16 

+  0.275 
+  0.276 

+  0.277 
+  0.278 

o„o8  353 
o„o8  379 
o„o8  406 
o„,o8  432 

+  26 

+  27 

+  26 

+  27 

9„88  713 
9«88  708 
9„88  702 
9„88  697 

—  5 

—  6 

—  5 
6 

+  2.26  143 
+  2.26  233 
+  2.26  324 
+  2.26  414 

+  90 
+  91 
+  90 
+  9' 

9.25  406 
9.25  391 
9-25  375 
9-25  359 

—  15 

—  16 

—  16 

—  16 

+  0.279 

o„o8  459 

9„,88  691 

-1-2.26  505 

9-25  343 

+  27 

—  5 

+  90 

—  15 

+  0.280 
-I-  0.281 
4-  0.282 

+  o-2«3 
+  0.284 

o„o8  486 
o„o8  512 
o„o8  539 
o„o8  565 
o„,o8  592 

+  26 

+  27 
+  26 
+  27 
+  26 

9„88  686 
9„88  681 
9»88  675 
9„88  670 
9,.88  664 

—  5 

—  6 

—  5 

—  6 

—  5 

-t-  2.26  595 
-t-  2.26  686 
+  2.26  776 
-j-  2.26  867 
+  2.26  957 

+  91 
+  90 
+  91 
+  90 

+  90 

9.25  328 
9.25  312 
9.25  296 
9.25  281 
9.25  265 

—  16 

—  16 

—  15 

—  16 

—  16 

+  0.285 
4-  0.286 
+  0.287 
+  0.288 
-j-  0.289 

o„o8  618 
o„o8  645 
0|,o8  671 
o„,o8  697 
o„o8  724 

+  27 
+  26 
+  26 
+  27 
+  26 

9„88  659 
9„88  654 
9„88  648 
9„88  643 
9„,88  637 

—  5 

—  6 

—  5 

—  6 

—  5 

+    2.27  047 
+  2.27  138 
-j-    2.27  228 
-1-  2.27  318 
+2.27  408 

+  9' 
+  90 
+  90 
+  90 

+  91 

9.25  249 
9.25  234 
9.25  218 
9.25  203 
9.25  187 

—  15 

—  16 

—  15 

—  16 

—  16 

+  0. 290 
-|-  0.291 
+  0.292 
+  0.293 
+  0.294 

o„o8  750 
o„o8  776 
o„o8  803 
o„o8  829 
o„o8  855 

+  26 

+  27 
+  26 

+  26 

+  27 

9„,88  632 
9„,88  626 
g„88  621 
9„88  616 
9„88  610 

—  6 

—  5 

—  5 

—  6 

—  S 

+  2.27  499 
-1-  2.27  589 
-|-  2.27  679 
+  2.27  769 
+  2.27  859 

+  90 
+  90 
+  90 
+  9° 

+  90 

9-25  171 
9.25  156 
9.25  140 
9.25  125 
9.25  109 

—  15 

—  16 

—  15 

—  16 

—  16 

+  0.295 

o„o8  882 

+  26 
+  26 
+  26 
+  26 

9„88  605 

—  6 

-t-  2.27  949 

+  90 
+  90 

9-25  093 

—  15 

+  0.296 

o„o8  908 

9„88  599 

—  5 

\ 

■+-     2.28  039 

9.25  078 

—  i6 

+  0.297 

o„o8  934 

9»88  594 

-)-  2.28  129 

+  90 
-\-   90 

9.25  062 

—  15 

-|-  0.298 

o„o8  960 

9„88  589 

6 

4-  2.28  219 

9.25  047 

—  16 

+  0.299 

o„o8  986 

9,.88  583 

4-2.28  309 

9.25  031 

+  26 

—  5 

+   90 

—  15 

+  0.300 

o„o9  012 

9„88  578 

+  2.28  399 

9.25  016 

(i22 


Tafel  XVI. 


II 

log  £2" 

Ditf. 

log  JE,'' 

l)ift. 

io'' 

Diö'. 

log  i?/ 

Diö. 

+  0.300 
+  0.301 
-l-  0.302 

o„09  012 
o„09  039 
o,|09  065 

+  27 
+  26 
+  26 
+  26 

9„88  578 

9„88  573 
9„88  567 

—  5 

—  6 

—  5 

—  6 

+  2.28 
+  2.28 
-1-  2.28 

399 

489 
579 

+  90 
+  90 
+  90 
+  89 

9. 25  016 
9.25  000 
9.24  985 

—  16 

—  15 

+  0.303 

o„o9  091 

9„88  562 

+  2.28 

669 

9.24  96g 

-  15 

+  0.304 

o„og  117 

9„88  556 

+  2.28 

758 

9-24  954 

+  26 

—  5 

+  90 

--  16 

+  0.305 

+  0.306 

+  0.307 
+  0.308 
+  0.309 

o„o9  143 
o,.o9  169 
o„o9  195 
o„o9  221 
o„09  247 

+  26 
+  26 
+  26 
+  26 

+  26 

9„88  551 

9,.88  546 
9„88  540 

9„88  535 
9„88  530 

—  5 

—  6 

—  5 

—  5 

—  6 

+  2.28 
+  2.28 
+  2.29 
+  2.29 
+  2.29 

848 
938 
028 

117 
207 

+  90 
+  90 
+  89 
+  90 

+  90 

9.24  938 
9.24  923 
9.24  907 
9.24  892 
9.24  877 

—  15 

—  16 

—  15 

—  15 

—  16 

+  0.310 
+  0.311 

o„09  273 
o„09  298 

+  25 
+  26 
+  26 
+  26 

9„88  524 
9«88  519 

—  5 
6 

+  2.29 
+  2.29 

297 
386 

+  89 
+  90 
+  89 
+  90 

9.24  861 
9.24  846 

—  15 

— r  16 

+  0.312 
+  0.313 
+  0.314 

o„o9  324 
o„o9  350 
o„,09  376 

9„88  513 
9„88  508 
9„88  503 

—  5 

—  5 

+  2.29 
+  2.29 
+  2.29 

476 
565 
655 

9.24  830 
g.24  815 
9.24  799 

1  5 
—  16 

+  26 

—  6 

+  89 

—  1  i 

+  0.315 
+  0.316 

+  0-3I7 
+  0.318 
+  0.319 

o„09  402 
o,(09  428 

o„o9  453 
o„o9  479 
o„o9  505 

+  26 
+  25 
+  26 
+  26 

+  26 

9„88  497 
9„88  492 
9„88  487 
9„88  481 
9„88  476 

—  5 

—  5 

—  6 

—  5 

—  5 

+  2.29 
+  2.29 
+  2.29 
+  2.30 
+  2.30 

744 
834 
923 
013 
102 

+  90 
+  89 
+  90 
+  89 

+  89 

9.24  784 
9.24  769 

9-24  753 
9.24  738 

9-24  723 

—  15 

—  16 

—  15 

—  15 

—  16 

+  0.320 
+  0.321 

o„o9  531 
o„09  556 

+  25 
+  26 
+  26 
+  25 

9„88  471 
9„88  465 

—  6 

—  5 

—  6 

+  2.30 
+  2.30 

191 
281 

+  90 
+  89 
+  89 
+  89 

9.24  707 
9.24  692 

—  15 

+  0.322 
+  0.323 
+  0.324 

o„o9  582 
o„o9  608 
o„09  633 

9„88  460 
9,.88  455 
9,,88  449 

+  2.30 
+  2.30 
+  2.30 

370 
459 
548 

9.24  677 
9.24  661 
9.24  646 

1  5 

—  16 

—  15 

+  26 

—  5 

+  90 

—  15 

+  0.325 
+  0.326 
+  0.327 
+  0.328 
+  0.329 

o„09  659 
o„09  684 
o„o9  710 
o„09  735 
o„o9  761 

+  25 
+  26 
+  25 
+  26 

+  25 

9„88  444 
9„,88  439 
9»88  433 
9„88  428 
9„88  423 

—  5 

—  6 

—  5 

—  5 

—  6 

+  2.30 
+  2.30 
+  2.30 
+  2.30 
+  2.30 

638 
727 
816 
905 
994 

+  89 
+  89 
+  89 
+  89 

+  89 

g.24  631 
9.24  615 
9. 24  600 
g.24  585 
9.24  569 

—  16 

—  15 

—  15 

—  16 

—  '5 

+  0.330 
+  0.331 
+  0.332 
+  0.333 
+  0.334 

o„09  786 
o„o9  812 

o„09  837 
o„o9  863 
o„og  888 

+  26 
+  25 
.+  26 
+  25 
+  26 

9»88  417 
9„88  412 
9„88  407 
9„88  402 
9„88  596 

—  5 

—  5 

—  5 

—  6 

—  5 

+  2.31 
+  2.31 
+  2.31 
+  2.31 
+  2.31 

083 

172 

261 

350 

439 

+  89 
+  89 
+  89 
+  89 

+  89 

9-24  554 
9-24  539 
9.24  524 
9.24  508 
9-24  493 

—  «5 

—  15 

—  16 

—  15 

—  15 

+  0.335 
+  0.336 
+  0.337 
+  0.338 
4-  0-339 

o„09  914 
o,,09  939 
o„o9  964 
o„09  990 
o„io  015 

+  25 
+  25 
+  26 
+  25 

+  25 

9„88  391 
9,188  386 
9„88  380 
9,,88  375 
9„88  370 

—  6 

—  5 

—  5 

—  6 

+  2.31 
+  2.31 
+  2.31 
+  2.3, 
+  2.31 

528 
617 

706 

795 
884 

+  89 
+  89 
+  89 
+  89 
+  88 

g.24  478 
9.24  463 
9-24  447 
9-24  432 
9.24  417 

—  15 

—  i6 

—  15 

—  15 

—  IS 

+  0.340 
+  0.341 
+  0.342 
+  0-343 
+  0.344 

o„io  040 
o,jio  065 
o„io  091 
o„io  116 
o„io  141 

+  25 
+  26 
+  25 
+  25 

9„88  364 
9»88  359 
9,.88  354 
9»88  349 
9„88  343 

—  5 

—  5 

—  5 

—  6 

+  2.3. 
+  2.32 
+  2.32 
+  2.32 
+  2.32 

972 
061 
150 
239 

327 

+  89 
+  89 
+  89 
+  88 

9.24  402 

9-24  387 
9.24  372 
9.24  356 
9.24  341 

—  15 

—  IS 

—  16 

—  15 

+  25 

—  5 

+  89 

—  15 

+  0.345 
+  0.346 
+  0.347 
+  0.348 
+  0.349 

o„io  166 
o„io  191 

0„10  217 

o„io  242 
o„io  267 

+  25 
+  26 
+  25 
+  25 

+  25 

9„88  338 
9„88  333 
9„88  327 
9»88  322 
9»88  3>7 

—  5 

—  6 

—  5 

—  S 

—  5 

+  2.32 
+  2.32 
+  2.32 
+  2.32 
+  2.32 

416 
505 
593 
682 

770 

+  89 
+  88 
+  89 
+  88 

+  89 

9.24  326 
9.24  311 
9.24  296 
9.24  281 
g.24  266 

—  'S 

—  IS 

--  15 

—  15 

—  16 

+  0.350 

o„io  292 

9„88  512 

+  2.32 

859 

g.24  250 
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Tafel  XVI. 


0 

log  JiV 

Ditf. 

log  iiV 

Diff. 

J^,'              1 

Uitt. 

log  jfcV 

Ditf. 

+  0.350 
+  0.351 
+  0.352 
+  0.353 
+  0.354 

o„io  292 
o,.io  317 
o„io  342 
o„io  367 
o„io  392 

+  25 
+  25 
+   25 
+  25 

+  25 

9„S8  312 
9„88  306 
9„88  301 
9„g8  296 
9„88  291 

—  6 

—  6 

+  2.32  8S9 
+  2.32  947 
+  2.33  036 
+  2.33  124 
+  2.35  213 

-+-   88 
+  89 
+  88 
+  89 

+  88 

9.24  250 
9.24  235 
9.24  220 
9.24  205 
9.24  190 

—  15 

—  15 

—  15 

—  15 

—  15 

+  0-355 
+  0.356 
+  0.357 
+  0.358 
+  0.359 

o„io  417 
o„io  442 
o„io  467 
o„io  492 
o„io  517 

+  25 
+  25 
-1-  25 
+  25 

-1-  25 

9„88  285 
9„88  280 
9„88  275 
9„88  270 
9„88  264 

> 

—  6 

—  5 

-h  2.33  301 
+  2.33  38g 
+  2.33  478 
+  2.33  566 
+  2.33  654 

+  88 
+  89 
H-  88 
+  88 

+  89 

9-24  «75 
9.24  160 
9.24  14s 
9.24  130 
9.24  IIS 

~  15 

—  15 

—  15 

—  15 

'5 

-|-  0.  360 
+  0.361 
-|-  0.362 
+  0.363 
+  0.364 

o„io  542 
o„io  566 
o„io  591 
0,1 10  616 
o„io  641 

+  24 
+  25 
+  25 

-H  25 

-f-  25 

9„88  259 
9„88  254 
9„88  249 
9„88  243 
9„88  238 

—  5 

—  5 

—  6 

—  5 

—  5 

+  2.33  743 
+  2.33  831 
+  2.33  919 

+2.34  007 
+2.34  09s 

+  88 
+  88 
+  88 
4-  88 

+  89 

9.24  100 
9.24  085 
9.24  070 
9.24  055 
9.24  040 

—  15 

—  15 

—  15 

—  15 

—  15 

+  0.365 
+  0 . 366 
+  0.567 
+  0.368 
+  0.369 

o„io  666 
o„io  690 
o„io  715 
o„io  740 
o„io  76s 

+    24 
-t-  25 
+  25 

-1-  25 

+  24 

9„88  233 
9„88  228 
9„88  222 
9„88  217 
9„88  212 

—  5 

—  6 

—  5 

+   2,34  184 
+  2  34  272 
+2.34  360 
-h  2.34  448 
+  2.34  536 

+  88 
+  88 
-1-  88 
4-  88 

-1-  88 

9.24  025 
9.24  010 

9-23  995 
9.23  980 
9.23  965 

—  15 

—  15 

—  15 

—  15 

—  15 

+  0.3-0 
+  0.3-. 

+  0.372 
+  0.373 
+  0.374 

o„io  789 
o„io  814 
o„io  839 
o„io  863 
o„io  888 

+  25 
+  25 
+  24 

+   25 

+  24 

9„88  207 
9„«8  201 
9„88  196 
9„88  191 
9„88  186 

—  6 

—  5 

—  5 

—  5 

—  5 

+2.34  624 
+  2.34  712 
-)-  2.34  800 
+  2.34  888 
+   2.34  975 

-f-  88 
+  88 
4-  88 
+  87 
+  88 

9.23  950 

9-23  935 
9.23  920 

9-23  905 
9.23  890 

—  15 

—  15 

—  15 

—  IS 

—  15 

+  0.375 
+  0.376 

o„io  912 
o„io  937 

+  25 

+  24 
+  25 
+  24 

9„88  181 
9„88  175 

—  6 

—  5 

—  5 

—  5 

+  2.35  063 
+  2  35  151 

+  88 
+  88 
+  88 
+  87 

9.23  875 
9.23  860 

—  15 

—  15 

—  14 

—  15 

+  0.3-7 
+  0.3-8 
+  0.379 

o„jo  961 
o„io  986 
o„ii  010 

9i,88  170 
9„88  165 
9„88  160 

+  2.3s  239 
+  2.3s  327 
+   2.35  414 

9-23  845 
9-23  831 
9.23  816 

+  25 

—  5 

+  88 

—  15 

+  0.380 
+  0.381 
+  0.382 
+  0.383 
+  0.384 

o„n  035 
o„ii  059 
o„ii  084 
o„ii  108 
o„ii  133 

+  24 

+  25 
+  24 
+  25 

+  24 

9„88  ISS 
9„88  149 
9„88  144 
9„88  139 
9„88  134 

—  6 

—  5 

—  5 

-'   5 

+  2.3s  502 
+  2.35  590 
-+-   2.3s  677 
+  2.3s  76s 
-t-  2.35  853 

+  88 

+   87 
+  88 
+  88 

+  8- 

9.23  801 
9.23  786 
9.23  771 
9-23  756 
9.23  741 

—  15 

—  15 

—  IS 

—  15 

—  14 

+  0.385 
-+-   0.386 
-f-  0.387 
+  0.388 

o„ii  157 
o„ii  j8i 
0|,ii  206 
Oj/ii  -30 

+  24 
+  25 
+  24 
+  24 

9„88  129 
9„88  123 
9„88  118 
9„88  113 

—  6 

+  2.35  940 
+  2.36  028 
+  2.36  115 
+  2.36  203 

+  88 
+  87 
+  88 
+   87 

9.23  727 
9.23  712 
9.23  697 
9.23  682 

—  IS 

—  15 

—  15 

—  IS 

-H  0.389 

o„ii  254 

9„88  108 

+  2.36  290 

9.23  667 

+  25 

—  5 

+  88 

—  IS 

+  0.390 
+  0.391 
+  0.392 
+  0.393 
+  0.394 

o„ii  279 
o„ii  303 
o„ii  327 
o„ii  352 
o„ii  376 

-1-  24 
+  24 
+  25 
+  24 

+  24 

9„88  103 
9„88  097 
9„88  092 
9„88  087 
9„88  082 

—  5 

+  2.36  378 
+2.36  465 
+  2.36  SS3 

-|-  2.36  640 
+  2.36  727 

+  87 
+  88 

+  87 
+  87 

+  88 

9.23  652 
9.23  638 
9.23  623 
9.23  608 
9-23  593 

—  14 

—  IS 

—  IS 

—  15 

—  14 

+  0.395 

o„ii  400 

+  24 
+  24 
+  24 
+  25 

9»88  077 

+  2.36  815 

+  87 
+  87 
+  88 
+  87 

9-23  5  79 

. 

+  0.396 

o„ii  424 

9„88  072 

+  2.  36  902 

9.23  564 

I  5 

+  0.397 

o„u  448 

9„88  066 

—  5 

+2.36  989 

9-23  549 

I S 

+  0.398 
+  0.399 

o„ii  472 
o„ii  497 

9v,88  061 
9„88  056 

+   2.37  077 
+  2.37  164 

9-23  534 
9.23  520 

15 
—  14 

+  24 

—  5 

+  87 

—  15 

-|-  0.400 

o„ii  521 

9„88  051 

+  2-37  251 

9.23  50s 

62  ^ 


Tafel  XVII. 


vergl.  pag.  Üt^. 


logQ 


■  0.240 

-0.2J9 

-0.238 
-0.237 

0.  236 

-0.23s 
-0.234 
-0.233 

-  0.23; 

-  0.231 

- o. 230 

-  0.229 

0.228 

-  0.227 
•  0.226 

o.  225 

-  o.  224 
- o. 223 

O.  222 

-  0.221 


-  O.  211 
-0.217 

0.216 

0.215 

0.214 

-0.213 

-0.212 

-0.211 

- o. 210 
- o. 209 
- o. 208 

-  o. 207 

-  o. 206 

-  o. 205 

■  o. 204 

-0.203 

-  0.202 

-  0.201 

-  o. 200 

-0.199 

- o. 198 

-0.197 

-  0. 196 

-0.195 
-0.194 
-0.193 

■  o.  19: 
- o. 191 


-  o .  1 90 

-0.189 
-0.188 
-0.187 
-0.186 

-0.185 

- o. 184 

-0.183 
0.182 
-0.18 


-  O. 220    9. 

-  0.219119. 


- o. 180  9. 


93   1369 

93  2471 
93  3574 
93  4678 
93  5783 
93  6888 

93  7993 

93  9100 

94  0207 
94  1315 

94  2424 
94  3"; 33 
94  4^43 
94  S754 
94  6865 

94  7977 

94  9090 

95  0204 

95  1318 
95  2433 

95  3549 
95  4666 

95  5783 
95  6901 
95  8019 

95  9139 

96  0259 
96  1379 
96  2501 
96  3623 

96  4746 
96  5870 
96  6994 
96  8120 

96  9245 

97  0372 
97  1499 
97  2627 
97  3756 
97  4886 

97  6016 

97  7147 
97  8279 

97  9412 

98  0545 

98  1679 
98  2814 
98  3949 
98  5085 
98  6222 

98  7360 
98  8498 

98  9638 

99  0778 
99  191 8 

99  3060 
99  4202 
99  5345 
99  64891 
99  7633' 

99  8779 


Di  ff. 


\og  Q  Diff. 


• —  0 

iSn 

9 

+ 1 

102 

+  1 
+  1 
+  1 

103 
104 
105 

0 

0 

0 

0 

'79 
178 

177 
176 

9- 
9- 
9- 
9- 

+  1 

105 

+  1 

+ 1 

105 

TOT 

0 

—  0 

175 

174 

9- 
9- 

+ 1 

ln7 

'73 

9- 

+ 1 

Tn8 

—  0 

172 

y- 

—  0. 

'7' 

9. 

+  1 

loq 

+  1 
+  1 

109 

1  10 

—  0 

—  0 

170 
169 
168 

9- 
9- 
9- 
9- 

9. 

+  1 
+  1 

1 1 1 
1 1 1 

—  0 

0 

167 
166 

+  1 

1  1  2 

+  1 
+  1 
+  1 
+  1 

113 

114 
114 
115 

0 

—  0 

—  0 

—  0 

—  0 

165 
164 
163 
162 
161 

9- 
9- 
9- 
9- 

9. 

+  1 

116 

—  0 

160 

9  ■ 

+  1 
+  1 

+  1 

"7 
117 
118 

0 

0 

159 
158 

9- 
9- 

+  ' 

118 

0 

—  0 

'57 
'56 

9- 
9. 

+  1 

120 

+ 1 

170 

0 

155 

9- 

H-i 
+  1 
+  1 

120 

I  7? 

—  0. 

—  0. 

—  0. 

'54 
153 
'52 

9- 
9- 
9- 

'S' 

9. 

+  1 

123 

+  1 
+  1 
+  1 

124 

124 
17h 

—  0. 

—  0 

—  0. 

150 

149 
148 

9- 
9- 
9- 

+  1 

I2S 

0. 

—  0. 

'47 
146 

9- 
9. 

+  1 

127 

+  T 

127 

—  0. 

'45 

9- 

+  1 

17.8 

—  0. 

'44 

9- 

+  1 

T  79 

—  0 

143 

9- 

-f-I 

130 

0 

14z 

9- 

—  0. 

'4' 

9. 

+  1 

130 

-f-T 

1  31 

—  0. 

140 

9- 

+  1 

4-1 

+  1 

132 
133 
133 

—  0. 

0. 

—  0. 

'39 
138 
137 
136 

9- 
9- 
9- 

q. 

-t-1 

134 

+  1 

1 3^ 

—  0. 

'35 

9- 

+  1 

n'; 

—  0. 

'34 

9- 

+  1 
+  1 

136 

—  0. 

0. 

'33 

'32 

9. 
9- 

'3' 

9. 

+  1 

138 

+  1 

138 

0 

130 

9- 

+  1 
+  1 
+  1 

140 
140 
140 

—  0. 

0. 

—  0. 

12y 
128 
127 
126 

9- 
9- 
9- 
9. 

+  1 

142 

+ 1 

1.(2 

—  0. 

125 

9- 

+  1 

+  1 
+  1 

143 
144 
144 

—  0. 

—  0. 

0. 

124 

'23 
122 

121 

9- 
9- 
9- 
9 

+  1 

146 

-0. 

120 

9- 

•'99  8779 

'99  9925 

.200  1072 

.200  2219 

.200  3367 

200  4516 

.200  5666 

200  6817 

.200  7968 

200  9120 


0273 
1427 
2582 

3737 
4893 


201 

.201 

201 

201 

201 

.20: 

.  201 


6050 
7207 
8365 
9525 
.202  0684 

.202  1845 
.202  3007 
202  4169 
.202  5332 
.202  6496 

.202  7660 
.202  8826 
.202  9992 


.203 
.203 


1159 
1327 


203  3495 

.203  4665 

203  5835 

.203  7006 

■203  8177 

203  9350 
. 204  0523 

204  1697 
.204  2872 
. 204  4048 

■204  5225 

. 204  6402 

.204  7580 

.204  8759 

.204  9939 

.205  1119 

.205  2301 

205  3483 
.205  4666 
.205  5850 

.205  7034 

.205  8220 

205  9406 

. 206  0593 

.206  1781 

.206  2970 

.206  4160 

. 2c6  5350 

.206  6541 

.206  7733 

. 206  8926 


+  1146 
+  "47 
+  "47 
+  1148 
+  "49 

+  1150 
-1-1151 
-1-1151 

+  1152 

+  "53 
+  "54 
+  "55 
+  "55 
+  "56 

+ 


•57 

+  "57 
+  1158 
-j-  1 160 
+  "59 
_|-  1 161 
-|-  1 162 
+  1162 
+  "63 
+  1164 
+  1164 

+  n66 
4- 1166 
+  "67 
+  1168 

+  1168 

+  "70 
+  1170 
+  1171 
+  "71 
+  "73 
+  "73 
+  "■'4 
-t-"75 
+  1176 

+  "77 

+  "77 
+  1178 

+  "79 
+  1180 

+  1180 
+  1182 
+  H82 
+  1183 
+  1184 
+  1184 
+  1186 
+  1186 
+  1187 
+  1188 
+  1189 

+  "9° 
+  1190 
+  1191 
+  "92 
+  "93 


los  Q      .    I  »iff. 


120  9.206  8926 
1 19  9.207  0120 
9.207  1314 
9.207  2510 
9.207  3706 


■0.118 
0.117 
o.  n6 


-0.115 
-0.114 
-0.113 
- o. 1 1 2 
O.  I  1 1 

o.  110 
- o. 109 

-  o. 108 

-o. 107 

-  o. 106 

-  o. 105 
- o. 104 

-0,103 

- O. T02 
O.  101 

- O. 100 

-  0.099 

-  0.098 

-  0.097 
-0.096 

-0.095 
-0.094 
-0.093 
-0.092 
-0.091 


207  4903 

207  6101 

207  7300 

207  8499 

207  9700 

208  0901 


208 


2103 


-  0.090    9. 

-  0.089  9- 
-0.088   9. 

-  0.087   9- 

-  0.086  9. 

-  0.085' 9- 
-0.084  9- 
-0.083   9- 

-  0.0821 9. 
-0.081   9. 

-  0.080  9. 

-  0.079  9- 
-0.078J  9. 
-0.077   9- 

-  0.076   9. 

-0.075   9- 

-  0.074! 9. 
-0.073  9- 
■  0.072I  9. 

-  0.071   9. 

'    ! 

-  0.0701  9. 

-0.069  9. 

- 0.068  9. 

-0.067  9* 

-  0.066  9. 


208  3306 
208  4510 
208  5714 

:o8  6920 
:o8  8126 

208  9333 

209  0541 
209  1750 

209  2960 
209  4170 
209  5382 
209  6594 
209  7807 

09  9021 
o  0236 
0  1452 
o  2669 
0  3886 

0  5104 
0  6324 

0  7544 
o  8765 

0  9986 

1  1209 
I  2433 
•  3657 
I  4883 
1  6109 

I  7336 
1  8564 

1  9793 

2  1022 

2  2253 


-  0.065 

-  o.  064 
-0.063 
-0.062 
-0.061 


-0.060  9. 


2  3485 

2  4717 

2  5950 

2  7185 

2  8420 

2  9656 

3  0893 
3  2130 

3  3369 

3  4609 


3  5849 
3  7090 
3  8333 

3  9576 

4  0820 

4  2065 


194 
194 
196 
196 

'97 
198 

'99 
199 
201 
201 
202 
203 
204 
204 
206 
206 
207 
208 
209 
210 

2tO 
212 
212 
213 

214 

215 
216 


218 

220 
220 
221 
221 

223 
224 
224 
2J6 
226 
227 


229 
229 
231 
232 
232 
233 
235 
235 
236 

237 
237 
239 
240 

240 
241 
243 
243 
244 
245 


log  Q 


-  o.oöol'g 
-0.059  9 

-0.0581I9 
-0.057  '9 
-o.056|j9 

-0.055,9 
-0.054IJ9 


-0.053 
:  0.052 

-  0.051 

-  0.050 

-  0.049 
-0.048 
-0.047 
-0.046 

-0.045 

-  0.044 
-0.043 

-  0.042 
0.041 

-  0.040 
-0.039 

-  0.038 
-0.037 

-  0.036 


-0.035  9 
-0.034I9 
-0.03319 
-o.032J'9 
-  0.03] 


—  0.030 

—  0.029 

—  0.028 

—  0.027 

—  0.026' 


1 
-o.o25|i9 

-  o, 02419 
-0.023  9 

-  0.022  ,9 
0.021  9 

-0.020  9 

-  0.019  9 
-0.018  9 
■0.017  9 

-  0.016  9 


-0.015 
0.014 
0.013 
0.012 

-0.011 


-  0.010  9 

-o.oo9|9 
- o.ooSJ  9 

-  0.0071 9 

-  0.0061 9 


-  0.005 

-  0.004 
■0.003 

-  0.002 

- O.OOI 


0.000  9 


4  2065 
4  33" 
4  4558 
4  5806 

4  7054 

4  8304 

4  9554 

5  0806 
5  2058 
5  33" 
5  4566 
5  5821 
5  7077 
5  8334 
5  9592 


0850 
2110 
3371 
4633 
5895 


6  7159 
6  8423 

6  9689 

7  0955 
7  2222 


3490 
4760 
6030 
7301 
8573 

7  9846 

8  1 120 
8  2395 
8  3671 
8  4947 
8  6225 
8  7504 
8  8784 

0064 
1346 

2629 
3912 

5197 
6482 

7769 

9056 
220  0345 
220  1634 
220  2925 
220  4216 

220  5509 
220  6802 
220  8096 

220  9392 

221  0688 

1986 

3284 
221  4583 
221  5884 

221  7185 
221  8487 


221 
221 


Diff, 


625 


Tafel  XVII. 


o.ooo 
-|-  O.OOl 
+  0.002 
-)-  0.003 
+  o . 004 


+  0. 

+  0. 


005 
006 
007 

008 

009 


log  Q 


Diff. 


9.221   8487 

9.221  9791 

9.222  1095 
9.222  2401 
9.222  3707 


222  5015 
222  6323 
222  7632 

222  8943 

223  0254 


+  0 


+  0 

+  0 
+  0 
+  0 
+  0, 


0.010IJ9.223 

223 
223 


Ol  I 

012 

013 

014 


1567 

2880 
4195 

55<i 


015  9. 
016' 9. 

017  ,9. 


018 

+  0.0191 

020] 
021 

022 


+  0 

+  0 
+  0 
+  0 


.023  19 

.024 


+  0, 
+  0, 
+  0, 
+  0, 
+  0. 

+  0, 

+  0, 
+  0, 

+  0, 


025 
026 


027 
028i|9. 


030 
031 
032 
033 
034 


+  0, 
+  0, 
+  0 

+  0, 
+  0, 
+  0, 
+  0, 
+  0. 

+  0. 
+  0, 
+  0, 
+  0, 
+  0. 

+  0. 
+  0. 
+  0. 
+  0. 


•03Sl9 
•036:19 


037 
038 
039 

040 
041 
042 
043 
044 


045 
046 
047 
048, '9 
049  i<  9 


050 
051 

052 

053 
+  0.054 

+  0.055 
+  0.056 
+  0.057 
+  0.058 

4  0-059 
+  0.060 


223  6827 

223  8145 
223  9463 
,224  0783 
,224  2104 
.224  3426 

,224  4748 
,224  6072 
,224  7397 
,224  8723 
,225  0050 

,225  1378 
,225  2707 
,225  4037 
,225  5369 
,225  6701 

.225  8034 
,225  9368 
,226  0704 
, 226  2040 
,226  3378 

,226  4716 
,226  6056 
,226  7397 
,226  8739 
,227  0081 

,227  1425 
,227  2770 
.227  4117 
,227  5464 
.227  6812 

227  8161 
,227  9512 
,228  0863 

228  2216 
228  3570 

228  4924 
228  6280 

228  7637 
8995 
0355 

229  1715 
229  3076 

229  4439 
229  5803 
229  7167 


228 
229 


9.229  8533 


+ 

1304 

+ 

1304 

+ 

1 306 

+ 

1306 

+ 

1308 

+ 

308 

H- 

309 

+ 

3" 

+ 

'3" 

+ 

1313 

+ 

313 

+ 

si-; 

+ 

,.6 

+ 

316 

+ 

318 

+ 

318 

+ 

320 

+ 

321 

+ 

322 

+ 

322 

+ 

324 

+ 

325 

+ 

326 

+ 

327 

+ 

328 

+ 

329 

+ 

330 

+  1 

332 

+ 

332 

+ 

333 

+ 

3  34 

+ 

33b 

+ 

336 

+ 

338 

+ 

338 

+ 

340 

+ 

341 

+ 

342 

+ 

342 

+  ' 

344 

+ 

345 

+ 

347 

+  ' 

347 

+  1 

348 

+  ' 

349 

+  > 

351 

+  > 

351 

+  ' 

353 

+  ' 

354 

+  1 

■354 

+  ■ 

356 

+  1 

357 

+  > 

358 

+  1 

360 

+  1 

360 

+  > 

361 

+  1 

363 

+  ■ 

364 

+  ■ 

364 

+  > 

366 

+  0.060 
+  0.061 
+  0.062 

+  0.063 
+  0.064 

+  0.065 
+  0.066 
+  0.067 

+  0.068 


log  Q 


•  o.o69,|9 


+  0 
+  0 
+  0. 

+  0. 
+  0. 


07O|i9 

■07i||9 
072  '9 


073 
074 


+  0. 


+  0. 


075 
076 

077:9 

078,9 

o79;;9 

080 

081 

082 

083 

084 


+  0.085 
+  0.086 
+  0.087 
+  0.088 
+  0.089 


+  0.090  9 
+  o.09i|j9 
+  0.092  I9 
+  0.093II9 
+  0.094,19 


+  0. 
+  0. 
+  0. 
+  0. 
+  0. 

+  0. 
+  0. 
+  0. 
+  0. 
+  0. 

+  0. 
+  0. 
+  0. 


-  o. 
■  o. 

+  0. 

+  0. 


+  0. 
+  0.1 

+  0.1 
+  0.1 
+  0. 

+  0. 


095 

096 

097 
098 
099 

100 
101, 

I02 
103 
104 

105 
106 
107 
108 
109 

110 
III 
112 

113 
114 

115 
116 


9 
9 
9 
9 

9 

9 
9 
9 
9 
9 

9 
9 
9 
9 
9 

9 
9 
9 
9 
9 

9 

9 

9 

118I9 

119  9 
i 

120  |9 


229  8533 

229  9900 

230  1268 
230  2637 
230  4008 

23°  5379 
230  6752 
230  8125 

230  9500 

231  0876 

•231  2253 

•231  3631 

.231  5011 

.231  6391 

.231  7773 

.231  9156 

■232  0540 

.232  1925 

.232  3311 

.232  4698 

.232  6087 
.232  7477 
.232  8868 
.233  0260 
•233  1653 

■233  3047 
•233  4443 
•233  5839 
.233  7237 
.233  8636 

.234  0036 
.234  1438 
.  234  2840 
.234  4244 
.234  5649 

.234  7055 
.234  8462 
•234  9871 
.235  1280 
.235  2691 

■23s  4103 
■235  5517 
.235  6931 
■23s  8347 
.235  9764 

.236  1182 
.236  2601 
.236  4022 
■236  5443 
,236  6866 

,236  8290 
,236  9716 
,237  1143 
,237  2570 
,237  3999 

,237  5430 
,237  6861 
,237  8294 
,237  9728 
.238  1163 

,238  2600 


Diff. 


+ 


+ 


367 
368 
369 

371 
371 
373 
373 
375 
376 

377 

3 

380 
380 
382 

383 
384 
385 
386 

387 
389 
390 
39' 
392 
393 
394 

396 

396 

398 

399 

400 

402 

40 

404 

405 

406 

407 
409 
409 
411 
412 
414 

414 
416 

417 
418 
419 
421 
421 
423 
424 
426 
427 
427 
429 
431 
431 
43  3 
434 
435 
437 


A 


+  0. 
+  0. 
+  0. 
+  0. 
+  0. 

+  0. 
+  0. 
+  0. 
+  0. 
+  0. 

+  0. 
+  0. 
+  0. 

+  0. 
+  0. 

+  0. 
+  0. 
+  0. 
+  0. 
+  0. 

-f  o. 
+  0. 
+  0. 
+  0. 

+  0. 

+  0. 
+  0. 
+  0. 


+  0. 
+  0. 
+  0. 
+  0. 
+  0. 

+  0. 
+  0. 
+  0. 
+  0. 
+  0. 

+  0. 
+  0. 
+  0. 
+  0. 
+  0. 

+  0. 
+  0. 
+  0. 
+  0. 

+  0. 

+  0. 

+  0. 
+  0. 
+  0. 
+  0. 

+  0. 
+  0. 
+  0. 
+  0. 

+  0. 

+  0. 


logQ 


g.238  2600 

9.238  4038 

22,9.238  5477 

23,9.238  6917 

24(9.238  8358 

25  9.238  9801 
26II9.239  1245 
27  19.239  2690 
28J9.239  4137 
29, 9-239  5585 

30; 9.239  7034 
31  9.239  8484 


9.239  9936 

9.240  1389 
9.240  2843 


Diff. 


35  9 

36  9 


240  4298 
240  5755 
240  7213 

240  8672 

241  0133 


9.241  1595 

9.241  3058 

9.241  4522 

9-241  5988 

9.241  7455 


241  8923 

242  0393 
.242  1864 

242  3336 
242  4810 

242  6285 
242  7761 

242  9239 

243  0718 
243  2198 


55  9-243  3679 
56M9.243  5162 

57:9-243  6647 
58  '9,245  8132 

5919.243  9619 

60.9.244  1107 
61I9.244  2597 

62  9. 244  4088 

63  ,9-244  5580 
6419-244  7074 


+ 


+ 


+ 


65 
66 
67 
68 
69 

70 
71 
72 

73 
74 

75  |9-246   3594 

76 19. 246  5104 
77119.246  6616 
78  J9.246  8129 
79J9.246  9643 

8019.247  1159 


9-244  8569 
9.245  0065 

9-245  1563 
9.245  3062 
9.245  4563 

9.245  6064 
9.245  7568 

9.245  9072 

9.246  0578 
9.246  2086 


+ 


H- 


+ 


438 

439 
440 
441 

443 
444 
445 
447 
448 

449 
450 
452 
45  3 
454 
455 

457 
458 

459 
461 

462 

463 
464 
466 

467 

468 

470 

47 

472 

474 

475 

476 

478 

479 
480 

481 
483 
485 
485 
487 
488 
490 
491 
492 
494 
495 
496 
498 

499 
501 

501 

504 
504 
506 
508 
508 
510 
512 
513 
514 
516 


A 


log  Q 


+  0. 
+  °- 
+  0. 

+  0. 


+  0. 
+  0. 

+  0. 
+  0. 
+  0. 

+  0. 
+  0. 

+  0. 


+  0. 
+  0. 


+  0. 

+  0. 

+  0. 
+  0. 


+  0. 

+  0. 
+  0. 


+  0. 
+  0. 


+  0. 
+  0. 
+  0. 
+  0. 
+  0. 

+  0. 
+  0. 
+  0. 
+  0. 


80JI9.247  1159 
8i|,9.247  2676 
82JI9-247  4194 
83   9-247   5714 


84 


9-247   7236 


91 

92 
93 

94 

95 
96 

97 
98 
99 

200 
201 
202 
203 
204 

205 
206 
207 
208 
209 

210 
211 

212 
213 

214 

215 
216 

•217 
.218 
.219 

220 
221 
222 

223 
224 

225 
226 
227 
228 
+  0.229 

+  0.230 
+  0.231 
232 
233 
234 


9.247  8758 

9.248  0283 
9.248  1808 

88,9.248  3335 

89  9.248  4864 

90I9.248  6393 

9.248  7925 

9-248  9457 

9.249  0992 
9.249  2527 


249  4064 
249  5603 

249  7143 

249  8684 

250  0227 

250  1771 
250  3317 
250  4864 
250  6413 
250  7963 

250  9515 

251  1068 
251  2622 
251  4178 
251  5736 


9.251  7295 
9-251  8855 

9.252  0417 
9.252  1981 
9-252  3546 


+  0. 
+  0. 

+  0. 
+  0. 

+  0. 
+  0. 
+  0. 


235 
236 

237 
238 
239 

+  0.240 


252  5113 
,252  6681 
252  8250 

252  9821 

253  1394 
253  2968 

253  4543 
253  6121 

253  7699 

253  9279 

254  0861 

254  2445 
254  4029 
254  5616 
254  7204 

254  8793 

255  0384 
255  1977 
255  3571 
255  5167 

255  6764 

255  8363 

255  9963 

256  1565 
256  3169 


9.256  4774 


Diff. 


+  : 

+  : 

+  : 
+ 
+ 

+  ■ 


+ 


Upiio  l/,t'r,  Biilinbe 


U. 


G2G 


Tafel  XVIII. 


vergl.  pag.  479. 


log  1\ 


Diff. 


log-Pa 


Uiff. 


logP, 


Dift'. 


1%'  Fi 


Ditt 


-o.  300 
-0.299 

-  0.298 
-0.297 

-  0.296 

-0.29s 
-0.294 
-0.293 
-0.292 
-0.291 

-0.290 
-0.289 
-0.288 
-0.287 
-0.286 

-0.285 
-0.284 
-0.283 

-  0.282 
-0.281 

-  0.280 
-0.279 
-0.278 
-0.277 
-0.276 

-0.27s 
-0.274 
-0.273 
-0.272 
-0.271 


171  2355 

170  8018 

170  3688 

169  9366 

169  s°5° 


2. 169  0741 
2. 168  6440 
2.168  214s 
2.167  7857 
2.167  3576 

2. 166  9301 
2.166  S034 
2. 166  0773 
2.165  6520 
2.165  2^73 

2.164  8032 
2.164  3799 
2.163  9S72 
2-163  5352 
2. 163  11 38 

2. 162  6931 
2. 162  2731 
2.161  8538 
2.161  4351 
2.161  0170 

2.160  5996 
2.160  1829 
2. 159  7668 

2-159  3514 
2.158  9366 


-0.270 
-0.269 


158  5225 
2.158  1090 
-0.268  2. 157  6961 
-  0.267  1  2. 157  2839 
-0.266  2. 156  8723 


-0.265 
-0.264 
-0.263 
-0.262 

-  0.261 

-  o. 260 
-0.259 
-0.258 
-0.257 
-0.256 

0.255 
-0.254 
-0.253 
-0.252 
-0.251 

0.250 


2. 156  4614 
2. 156  0511 
2.155  6414 
2.155  2324 
2.154  8239 

2. 154  4162 
2. 154  0090 
2.153  6025 
2.153  1966 
2.152  7913 

2.152  3866 
2.151  9825 
2.151  5791 
2.151  1763 
2.150  7740 

2.150  3724 


—  4337 

—  433° 

—  4322 

—  4316 

—  4309 

—  4301 

—  4295 

—  4288 

—  4281 

—  4275 

—  4267 

—  4261 

—  4253 

—  4247 

—  4241 

—  4233 

—  4227 

—  4220 

—  4214 

—  4207 

—  4200 

—  4193 

—  4187 

—  4181 

—  4174 

—  4167 

—  4161 

—  4154 

—  4148 

—  4141 

—  4135 

—  4129 

—  4122 

—  4116 

—  4109 

—  4103 

—  4097 

—  4090 

—  4085 

—  4077 

—  4072 

—  4065 

—  4059 

—  4053 

—  4047 

—  4041 

—  4034 

—  4028 

—  4023 

—  4016 


•77z  3333 
.771  6042 
.770  8762 

.770  1490 
.769  4229 

.768  6978 
.767  9736 
.767  2503 
.766  5281 
.765  8068 

.765  0865 
.764  3671 
.763  6486 
.762  9312 
.762  2146 

.761  4991 
.760  7844 
.760  0707 

■759  3580 
.758  6462 

•757  9353 
•757  2253 
.756  5163 
.755  8082 
.755  1010 

•7  54  3948 
•753  6894 
.752  9850 
-752  2815 
•751  5789 

.750  87T2 
.750  1764 
-749  4765 
-748  7776 
.748  0795 

•747  3823 
.746  6860 
•745  9906 
.745  2961 
.744  6025 

.743  9098 

.743  2179 

.742  5269 

.741  8368 

•741  1476 

■740  4593 
•739  7718 
.739  0852 
.738  3995 
.737  7146 

.737  0306 


—  7291 

—  7280 

—  7272 

—  7261 

—  7251 

—  7242 

—  7233 

—  7222 

—  7213 

—  7203 

—  7194 

—  7185 

—  7174 

—  7166 

—  7155 

—  7147 

—  7137 

—  7127 

—  7118 

—  7109 

—  7100 

—  7090 

—  7081 

—  7072 

—  7062 

—  7054 

—  7044 

—  7035 

—  7026 

—  7017 

—  7008 

—  6999 

—  6989 

—  6981 

—  6972 

—  6963 

—  6954 

—  6945 

—  6936 

—  6927 

—  6919 

—  6910 

—  6901 

—  6892 

—  6883 

-6875 
-6866 
-6857 
-6849 

-6840 


-0.250 
-0.249 
-0.248 
-0.247 
-0.246 

-0.245 

-  o . 244 
-0.243 

-  0.242 
-0.241 

-0.240 
-0.239 
-0.238 
-0.237 
-0.236 

-0-235 
-0.234 
-0.233 
-0.232 
-0.231 

-0.230 
-0.229 
-0.228 
-0.227 
-0.226 

-0.225 
-0.224 
-0.223 

-O.  222 
-0.221 


-  o. : 

-  o. : 


—  0.218 

—  0.217 
— o. 216 


-0.215 
-0. 214 
•0.213 
-0.212 
-0.211 


2.150  3724 

2-149  9714 

2.149  57 

2.149  17 

2. 148  7720 

2.148  3734 

2.147  9755 

2.147  5781 

2.147  1813 

2. 146  7851 

2.146  3895 

2.145  9944 

2.145  6000 

2. 145  2062 

2.144  8129 

2. 144  4202 
2. 144  0281 
2.143  6366 
2.143  2457 
2.142  8554 

2.142  4656 
2. 142  0764 
2.141  6877 
2.141  2997 
2. 140  9122 

2.140  5253 
2.140  1389 
2-139  7531 
2-139  3679 
2.138  9832 

2.138  5991 
(2.138  2156 
2.137  8326 
2.137  4502 
2.137  0683 

2. 136  6870 
2. 136  3062 
2. 135  9260 

2.135  5463 
2.135  1672 


-0.210  2.134  7886 

-0.209  i  2-  134  4106 
-0.208,  2.134  0331 

-  o. 207  12.133  6561 

-0.206   2.133  2797 


-0.205 

-  0.204 

-  0.203 
-0.202  ]|  2.  13 
-0.201   2.13 


2.132  9038 
2.132  5285 
2.132  1537 

7794 
4057 


— -4010 

—  4004 

—  3998 

—  3992 

—  3986 

—  3979 

—  3974 

—  3968 

—  3962 

—  3956 

'—  3951 

—  3944 

—  3938 

—  3933 

—  3927 

—  3921 

—  3915 

—  3909 

—  3903 

—  3898 

—  3892 

—  3887 

—  3880 

—  3875 

—  3869 

—  3864 

—  3858 

—  3852 

—  3847 

—  3841 

—  3835 

—  3830 

—  3824 

—  3819 

—  3813 

—  3808 

—  3802 

—  3797 

—  3791 

—  3786 

—  3780 

—  3775 

—  3770 

—  3764 

—  3759 

—  3753 

—  3748 

—  3743 

—  3737 

—  3733! 


•737  0306 
•736  3474 
•735  665' 
•734  9837 
•734  3031 

■733  6234 
•732  9445 
.732  2665 

■731  5893 
.730  9129 

•730  2374 
.729  5627 
.728  8889 
,728  2159 
•727  5437 

,726  8724 
,726  2018 
.725  5322 
,724  8633 
.724  1952 

.723  5280 
,722  8616 
722  i960 
721  5312 
,720  8673 

720  2041 

719  5417 
718  8802 
718  2194 
717  5595 

716  9003 
716  2420 

715  5844 
714  9277 

714  2717 

713  6165 
712  9621 
712  3085 
711  6556 
711  0036 

710  3523 

709  7018 

709  0521 

708  4032 

707  7550 

707  1076 

706  4609 

705  8151 

705  1700 

704  5256 


-0.200  2.131  0324 


1.703  8820 


—  6832 

—  6823 

—  6814 

—  6806 

—  6797 

—  6789 

—  6780 

—  6772 
— ■  6764 

—  6755 

—  6747 

—  6738 

—  6730 

—  6722 

—  6713 

—  6706 

—  6696 

—  6689 

—  6681 

—  6672 

—  6664 

—  6656 

—  6648 

—  6639 

—  6632 

—  6624 

—  6615 

—  6608 

—  6599 

—  6592 

—  6583 

—  6576 

—  6567 

—  6560 

—  6552 

—  6544 

—  6536 
-6529 

—  6520 

-6513 

—  6505 

—  6497 

—  6489 

—  6482 

—  64-4 

—  6467 

—  6458 
-6451 

—  6444 

—  6436 


627 


Tafel  XVin. 


log  P, 


Diff. 


log  Pa 


Diff. 


log  P, 


Diff. 


log  P, 


Diff. 


0.200 

—  0.199 
0.198 

—  0.197 

—  o. 196 

—  0.195 

—  0.194 

—  0.193 

—  o. 192 

—  o. 191 

— o. 190 

—  o. 189 

—  0.188 

—  0.187 

—  0.186 

—  0.18s 

—  o.  184 

—  0.183 

— o. 182 

—  0.181 

—  o. i8o 

—  0.179 

—  0.178 

—  0.177 

—  o. 176 

—  0.175 

—  0.174 

—  0.173 

— o. 172! 
— 0.I7I 

—  o. 170 
— o. 169 

—  0.168 

—  o. 167 

—  o. 166 

—  o. 165 

—  o. 164 

—  0.163 

—  o. 162 

—  o. 161 

—  o .  1 60 

—  0.159 

—  0.158 

—  0.157 

—  o. 156 

—  0.155 

—  0.154 

—  0.153 

—  0.152 

—  o.  151 

—  0.150 


2.131  0324 

2. 130  5598 
2. 130  2876 
2. 129  9160 

2.129  5449 

2.129  1743 

2.128  8043 

2.128  4347 

2. 128  0657 

2. 127  6972 

2.127  3292 

2. 126  9618 

2.126  5948 

2.126  2284 

2.125  8624 

2.125  4970 
2.125  132! 

2.124  7677 
2.124  40  3  8 
2. 124  0404 

z. 123  6776 
2.123  3152 
2.122  9533 
2. 122  5919 
2. 122  2310 

2.121  8706 
2.121  5107 
2.121  1513 
2.120  7924 
2. 120  4340 

2. 120  0761 
2.119  7187 
2. 119  3617 
2.119  0053 
2,1x8  6493 

2  I 18  2938 
2.117  9388 
2.117  5843 
2. 117  2302 
2. 1 16  8767 

2.  ii6  5236 
2.116  1710 
2. 115  8188 
2. 1 15  4672 
2.115  i'6o 

2.114  7653 
2. 114  4150 
2. 114  0653 
2.113  7159 
2. 113  3671 

2. 113  0187 


3726 
•3722 
■3716 

37" 

■  3706 

-  3700: 

•  3696 
■3690;, 

3685!! 

■  3680:! 

■3674  i 

3670 , 

■3664., 

•  3660! 

—  3654,1 

■3649 
■3644 
■3639 
■3634 

3628 

3624 
3619 

-36'4 
3609 

■  3604 

-3599 

-3594 

-3589 

3584 

-3579 

-3574 
■3570 
-3564 

•  3560 

-3555 

-355° 

•  3545 

■  3541 
-3535 

-3531 

3526 
352 
3516 
3512 


— 5C22! 


—  3507 

—  3503 

—  3497 

—  3494 

—  3488 

—  3484 


.703  8820 

.703  2392 

.702  5971 

.701  9558 

.701  3152 

.700  6754 
. 700  0364 
.699  3980 
.698  7605 
.698  1236 

.697  4876 
.696  8522 
.696  2176 

■695  5837 
.694  9506 

.694  3182 
.693  6865 
.693  0556 
.692  4254 
.691  7959 

.691  1671 
.69(5  5391 
.68g  9118 
.689  2852 
.688  6593 

.688  0341 
.687  4097 
.686  7859 
.686  1629 
.685  5406 

.684  9190 
.684  2981 
.683  6779 
.683  0584 
.682  4396 

.681  8215 
.681  2041 
.680  5874 
.679  9714 
.679  3561 

.678  7414 
.678  1275 
.677  5142 
.676  9017 
.676  2898 

.675  6786 
.675  0681 
.674  4583 
.673  849t 
.673  2407 

1.672  6329! 


■6428 

6421 

■6413 

-  6406 

•6398 

-6390 
6384 

-6375 
6369 

■  6360 

-6354 

-  6346 
-6339 
■6331 

-6324 

-6317 
-6309 

-  6302 

-  6295 

-6288 

-6280 

6273 

-6266 

-6259 

—  6252 

—  6244 
-6238 

—  6230 

—  6223 

—  6216 

—  6209 

—  6202 

—  6195 

—  6188 

—  6181 

—  6174 

—  6167 

—  6160 

—  6153 

—  6147 

—  6139 

—  6133 

—  6125 

—  6iig 

—  6112 

—  6105 

—  6098 

—  6092 

—  6084 

—  6078 


- o. 150 
-0.149 
■  o. 148 

-0.147 

- o. 146 


2.1:3  0187 

2.112  6708 

2.112  3234 

2.III  9764 

2.111  6299 


.  145  I  2.  I  I  1  2838 

I44I  2.110  9382 

-O.I43I  2.110  5931 

- o. 142 
- o. 141 


2.110  2484 
2.109  9042 


-  O.  140  :,  2.  109  5604 

• O.  139  I  2.  109  2171 


.138 
137 


2.108  8742 
2.108  5318 


O.  136  I  2.  108 


-0.135 
0.134 

-0-133 

-0.132 

0.131 

-0. 130 
-0. 12g 
-0. 128 
-o. 127 
- o. 126 

-0. 125 
-o. 124 

-0.123 

-O. 122 
-O. 121 


■0.  iig 
-0. ti8 
-0.1I7 
■0.116 

-0.115 
■0.114 
-0.113 
■0.112 
-0. I II 

- o.  110 
-  o. 109 

-0.108 

- o. 107 
-0.106 

-0. 105 

-o.  104 

-0.103 

-o.  102 
-0. 101 


2. 107  8483 

2.107  5072 

2.107  1666 

2. 106  8264 

2. 106  4867 

2.106  1474 

2.105  8085 

2.105  4701 

2.105  1322 

2.104  7946 

2.104  4576 

2.104  1209 

2.103  7847 

2.103  4489 

2.103  1135 

2. 102  7786 

2.102  4441 

2.102  1:01 

2.IOI  7765 

2.101  4433 

2, lOl  1105 

2.100  7782 

2.100  4462 

2.100  1147 

2.099  7837 

2.099  453° 
2.09g  1228 
2.098  7930 
2.098  4636 
2.098  1346 

2.097  8061 
2.097  4780 
2.097  1502 
2.096  8229 
2.096  4960 


- o. 100  2.096  1696 


■  3479 

•  3474 

•  3470 
■3465 

■3461 

3456 

3451 

-3447 

•3442 

3438 

3433 

■  3429 

■  3424 
3420 

—  341S 

34" 

■3406 
-3402 
■3397 

■3393 
3389 

-3384 
3379 
3376 

■3370 

■3367 
■3362 
■3358 
-3354 

■3349 

-3345 

■  3340 

■  3336 

-3332 

-3328 

-3323 
-3320 
•3315 
-33IO 

-3307 
3302 
•3298 
-  3294 
-3290 

-3285 

-3281 
-3278 

-3273 
-3269 

-3264I: 


.672  6329 
.672  0257 
.671  4193 
.670  8135 
.670  2084 

.669  603g 
. 66g  0002 
.668  3g70 
.667  7946 
.667  1928 

.666  5917 
.665  9912 
.665  3914 
.664  7922 
.664  1937 

■663  5959 
.662  9987 
.662  4021 
.661  8062 
.661  2110 

.660  6164 
.660  0224 
.659  4291 
.658  8364 
.658  2444 

.657  6530 
.657  0622 
.656  4721 
.655  8826 
.655  2937 

•654  7055 
.654  1179 

■653  5309 
.652  9446 
.652  358g 

.651  7738 
.651  i8g3 
.650  6055 
.650  0222 
.64g  4396 

.648  8576 
.648  2763 
.647  6955 
.647  1154 
.646  5358 

.645  9569 
.645  3786 
.644  800g 
.644  2238 
•643  6473 

1.643  0714 


79' 


—  6072 

—  6064 

—  6058 

—  6051 

—  6045 

—  6037 

—  6032 

—  6024 

—  6018 

—  601 1 

—  6005 
-5998 

—  5992 

—  5985 

-5978 

—  5972 

—  5966 

—  5959 

—  5952 

—  5946 

—  5940 

—  5933 

—  5927 

—  5920 

—  5914 

—  5908 

—  5901 

—  5895 

—  5889 

—  5882 

—  5876 

—  5870 

—  5863 

—  5«S7 

—  5851 

—  5845 

—  5838 

—  5833 

—  5826 

—  5820 

—  5813 

—  5808 

—  5801 

—  5796 

—  5789 

—  5783 

—  5777 

—  5771 

—  5765 

—  5759 


628 


Tafel  XVIII. 


-  O . I oo 

-  0.099 

-  0.098 
-0.097 

-  0.096 

-0.095 

-0.094 

-0.093 

-0.092 
-0.091 

-0.090 
-0.089 

-0.088 
-0.087 
-0.086 

-  0.085 
-0.084 
-0.083 

-  0.082 

-0.081 

-0.080 

-  0.079 

-  0.078 

-0.077 

-0.076 

-0.075 
-0.074 
-0.073 

-0.072 
-0.071 

-0.070 
-0.069 
-0.068 
-0.067 
-0.066 

-0.065 
-0.064 

-0.063 

-0.062 
-0.061 

-0.060 

-0.059 

-0.058 
-0.057 
-0.056 

-0.055 
-0.054 
-0.053 

-0.052 
-0.051 


log  1\ 


2.096   1696 

2.095  843s 
2.095  5178 

2.095  '926 
2.094  8678 


Ditf. 


2.094  5433 
2.094  2193 
2.093  8957 

2.093  5725 
2.093  2496 


2.092  9272 

2.092  6052 

2.092  2836 

2.091  9624 

2.091  6416 

2.091  3212 
2.091  0012 
2.090  6816 
2.090  3623 
2.090  0435 

2.089  7251 
2.089  4070 
2.089  0894 
2.088  7721 
2.088  4552 

2.088  1388 
2.087  8227 
2.087  5070 
2.087  1916 
2.086  8767 

2.086  5622 
2.086  2480 
2.085  9342 
2.085  6208 
2.085  3078 

2.084  995' 
2.084  6829 
I  2.084  3710 
2.084  0595 
2.083  7483 

2.083  4376 
2.083  1272 
2.082  8172 
2.082  5075 
2.082  1983 

2.081  8894 
2.081  5809 
2.081  2727 
2.080  9649 
2.080  6575 


—  0.050  (2.080  3505 


—  3261 

—  3257 

—  3252 

—  3248 

—  3245 

—  3240 
-3236 

—  3232 

—  3229 

—  3224 

—  3220 

—  3216 

—  3212 

—  3208 

—  3204 

—  3200 

—  3196 

—  3193 

—  3188 

—  3184 

—  3181 

—  3176 

—  3173 

—  3169 

—  3164 

—  3161 

—  3157 

—  3>54 

—  3149 

—  3145 

—  3142 
-3138 

—  3134 

—  3130 

—  3127 

—  3122 

—  3119 

—  3115 

—  3112 

—  3107 

—  3104 

—  3100 

—  3097 

—  3092 

—  3089 

—  3085 

—  3082 

— 3078M 

—  3074|! 

—  3°7o! 


logPa 


Ditf. 


643  0714 
642  4961 ! 
641  9214 
641  3474 
640  7739 

640  2010 
639  6287 
639  0570 
638  4859 
637  9'54 

637  3455 

636  7762 

636  2074 

'135  6393 

635  0717 

634  5°47 

633  9383 

633  3725: 

632  8073 

,632  2427!' 

,631  6786 

,631  1151p 

,630  55«2 

.629  9898 

.629  4281 

.628  8669 
.628  3063 
.627  7462 
.627  1867 
.626  6278 

.626  0695 
.625  5117 
.624  9545 
.624  3978 
.623  8417 

.623  2862 
.622  7312 
.622  1768 
.621  6230 
.621  0697 

.620  5169 
.619  9648 
.619  4131 
.618  8621 
.618  3115 

.617  7615 
.617  2121 
.616  6632 
.616  1149 
.615  5671 

I 1.615  0198 


■5753 
■5747 
•5740 

■5735 
■5729 
•5723 
■5717 
•5711 

■5705 
.5699 

•5693 
•5688 
-5681 
-5676 

—  5670 

5664 
.5658 
•5652 
■5646 

■5641 

•5635 

-  5629 
-5624 
■5617 

-  5612 

-  5606 

-  5601 
-5595 
-5589 

-5583 

-5578 
-5572 
-5567 
-5561 

-5555 

-5550 
-5544 
-5538 
-553  3 
-5528 

-5521 
-5517 
-5510 
-5506 

-5500 

-5494 
-5489 
-5483 
-5478 

-5473 


-0.050 
-0.049 
-0.048 

-  0.047 
-0.046 

-0.045 

-  o . 044 
-0.043 
-0.042 
-0.041 

-  o . 040 

-0.039 

-0.038 
-0.037 

-0.036 

-0.035 
-0.034 
-0.033 

-0.032 
-0.031 

-0.030 

-0.029 
-0.028 
-0.027 
-0.026 

-0.025 
-0.024' 

-0.023' 

-0.022 
-0.021 

-0.020 
-0.019 

-  0.018 
-0.017 

-  0.016 

-0.015 

-  0.014 
-0.013 
-0.012 

-O.OII 


log  Pl 


]Jiff. 


2.080  3505 

2.080  0438 
2.079  7375 
2.079  43>5 
2.079  1259 

2.078  8207 
2.078  5158 
2.078  2113 
2.077  9072 
2.077  6034 

2.077  3000 
2.076  9969 
2.076  6942 
2.076  3919 
2.076  0899 

2.075  7882 
2.075  4870 
2.075  1860 
2.074  8855 
2.074  5852 

2.074  2854 
2.073  9858 
2.073  6866 

2.073  3878 
2.073  0893 


logPa 


2.072  7912 
2.072  4934 
2.072  1960 
2.071  8989 
2.071  6021 

2.071  3057 
2.071  0097 
2.070  7139 
2.070  4186 
2.070  1235 


2.069 
2.069 
2.069 
2.068  9467 
2.068  6534 


8288 
5345 
2404 


2.068  3604 
■0.009  2.068  0677 
-0.008  2.067  7754 
-0.007  2.067  4833 
-0.006  2.067  1917 

-0.005  2.066  9003 

-0.004  2.066  6093 

-0.003  2.066  3186 

•0.002  2.066  0283 

-0.001  2.065  73821 

0.000  '  2.065  4486 


■3067 
■3063 
■  3060 
■3056 

■3052 

■3049 
■3045 
-3041 
■3038 

■3034 

■3031 
■3027 
-3023 

-  3020 

■3017 

-3012 

-  3010 
-3005 

-  3003 

-2998 

-2996 

-  2992 
-2988 
-2985 

-2981 

-2978 

-2974 
-2971 
-2968 

-2964 

-2960 
-2958 
-2953 
-2951 

—  2947 

—  2943 

—  2941 

—  2937 

—  2933 

—  2930 

—  2927 

—  2923 

—  2921 

—  2916 

—  2914 

-  2910 
-2907 
-2903 
•2901 


-2896 


IJiff. 


615  0198 

614  4731 

613  9270 

613  3813 

612  8363 

612  2917 
611  7477 
611  2042 
610  6613 
610  1189 

609  5770 
609  0357 

,608  4949 
607  9546 

.607  4149 

.606  8756 
,606  3369 
,605  7988 
,605  261 1 
.604  7240 

.604  1874 
.603  6513 
.603  1158 
.602  5807 
.602  0462 

.601  5122 
.600  9787 
.600  4458 
.599  9133 
•599  3814 

.598  8499 

.598  3190 

.597  7886 

.597  2587 

.596  7293 

.596  2004 
.595  6720 
.595  1442 
.594  6168 
■594  0899 

.593  5636 
.593  0377 
.592  5123 
.591  9875 
.591  4631 

.590  9392 
.590  4159 
.589  8930 
.589  3706 
.588  8487 

•588  32731 


—  546- 

—  5461 

—  5457 

—  5450 

—  5446 

—  5440 

—  543  5 

—  5429 

—  5424 

—  5419 

—  5413 

—  5408 

—  5403 

—  5397 

—  5393 

—  5387 

—  5381 

—  53" 

—  53-' 

—  5366 

—  5361 

—  5355 

—  5351 

—  5345 

—  5340 

—  5335 

—  5329 

—  5325 

—  5319 

—  5315 

—  5309 

—  5304 

—  5299 

—  5294 

—  5289 

—  5284 

—  5278 

—  5274 

—  5269 

-5263 

—  5259 

—  5254 

—  5248 

—  5244 

—  5239 

—  5233 

—  5229 

—  5224 

—  5219 

—  5214 


629 


Tafel  XVin. 


e 

log 

Pl 

Diff. 

log  r. 

Diff. 

! 

e 

log 

Pl 

Diff. 

log/^1 

Diff. 

o.ooo 

+  O.OOl 
-f-  0.002 

+  0.003 
+  0.004 

2.065  4486 
2.065  1592 
2.064  8702 
2.064  5814 
2.064  ^931 

—  2894 

—  2890 

—  2888 

—  2883 

1-588  3273 
1.587  8064 
1.587  2860 
1.586  7660 
1.586  2466 

1 

—  5209 

—  5204 

—  5200 

—  5194 

1 

+  0.050 
+  0.051 
+  0.052 
+  0.053 
+  0.054 

2.051 
2.051 

2.050 
2.050 
2.050 

3681 

0943 
8208 

5476 

2746 

—  2738 

—  2735 

—  2732 

—  2730 

1 .  562  8647 
1.562  3672 
1.561  8701 

1-561  3735 
1.560  8773 

—  497  5 

—  4971 

—  4966 

—  4962 

—  2881 

—  5189 

—  2726 

—  4957 

+  0.005 
+  0.006 
+  0 .  00  7 

+  0.008 
-l-  0.009 

2.064 
2.063 
2.063 
2.063 
2.062 

0050 

7173 
4298 
1428 
8560 

—  2877 

—  2875 

—  2870 

—  2868 

—  2865 

1.585  7277 
1.585  2092 

1.584  6gi2 
1.584  1737 
1.583  6567 

—  5185 

—  5180 1 

—  5175  \ 

—  5170 

—  5165 

+  0-055 
+  0.056 
+  0.057 
+  0.058 
+  0.059J 

2.050 

2.049 
2.049 
2.049 
2.048 

0020 
7297 
4576 
1859 

9144 

—  2723 

—  2721 

—  2717 

—  2715 

—  2712 

1.560  3816 
1-559  8863 
1-559  3915 
1.558  8971 
1-558  4032 

—  4953 

—  4948 

—  4944 

—  4939 

—  4936 

-l-  0.010 

+  O.Ol  I  [ 

-j-  0.012 

+  0-013 
+  0.014 

2.062 
2.062 
2.061 
2.061 
2.061 

5695 
2834 
9976 
7I2I 

4270 

—  2861 

—  2858 
-2855 

—  2851 

1.583  1402 
1.582  6241 
1.582  1086 
1-581  5935 
1.581  0789 

—  5161 , 

—  5155 1 

—  5151 

— S146  , 

+  0.060 
-)- 0.061 
+  0.062 
+  0.063, 

-f-  0.064 

2.048  6432 
2.048  3723 
2.048  1017 
2.047  8314 
2.047  5614 

—  2709 

—  2706 

—  2703 

—  2700 

1.557  9096 
1.557  4166 
1-556  9239 
1-556  4317 
1.555  9400 

—  4930 

—  4927 

—  4922 

—  491" 

1 

—  2849 

—  5142 

—  2698 

—  4914 

+  0.015 

-l-  0.016 

+  0.017 

+  0.018 
+  0.019 

2.o6i 
2.060 
2.060 
2.060 
2.060 

I42I 

8576 

5734 
2895 
0059 

—  284s 

—  2842 

—  2839 

—  2836 

1.580  5647 
I .580  0511 
•-S79  5379 
1.579  0252 
1.578  5130 

—  5136 

—  5132 

—  5127 

—  5122 

+  0.065 
+  0.066 
+  0.067 
+  0.068 
+  0.069 

2.047  2916 
2.047  0222 
2.046  7530 

2.046  4842 
2.046  2156 

—  2694 

—  2692 

—  2688 

—  2686 

1.555  4486 
1-554  9577 
1-554  4673 
1-553  9773 
1-S53  4877 

—  4909 

—  4904 

—  4900 

—  4896 

—  2832 

—  5117 

—  2684 

—  4892 

-(-  0.020 
-l-  0.021 

2.059 
2.059 

7227 
4397 

—  2830 

—  2826 

1.578  0013 
1.577  4900 

— 5113  ' 
— ^5108 

+  0.070 
+  0.071 

2.045 
2.045 

9472 
6792 

—  2680 

—  2677 

1-552  9985 
1.552  5098 

—  4887 

—  4883 

+  0.022 

+  0.023 

+  0.024 

2.059 
2.058 
2.058 

1571 
8748 
5928 

—  2823 

—  2820 

—  2817 

1.576  9792 
1.576  4688 
1-575  9590 

—  5104 

—  5098 

—  5094 

+  0.072 
+  0.073 
+  0.074 

2.045 
2.045 
2.044 

4115 

1440 
8768 

—  2675 

—  2672 

—  2669 

I .552  0215 

I-5S1  5336 
1.551  0462 

—  4879 

—  4874 

-4871 

+  0.025 

2.058 

3111 

—  2814 

—  2811 

—  2808 

1-575  4496 

—  5089  1 

—  5085 

—  5080 

—  5075 

+  0.075 

2.044 

6099 

—  2666 

1-550  5591 

—  4865 

+  0.026 

+  0.027 

2.058 
2.057 

0297 
7486 

1-574  9407 
1.574  4322 

+  0.076 
+  0.077 

2.044 
2.044 

3433 
0770 

—  2663 

—  2661 

1.550  0726 
1-549  5864 

—  4862 

—  4857 

+  0.028 
+  0.029 

2.057 

2.057 

4678 

1874 

—  2804 

1.573  9242 
1.573  4167 

1  +0.078 
+  0.079 

2.043 
2.043 

8109 

5452 

—  2657 

1.549  1007 
1.548  6153 

—  4854 

—  2802 

—  5071 

—  265s 

—  4848 

+  0.030 
+  0.031 
+  0.032 

+  0-033 
+  0.034 

2.056 

2.056 

2  .056 

2.056 

2.055 

9072 
6274 

3479 
0686 

7897 

—  2798 

—  2795 

—  2793 

—  2789 

—  2786 

1.572  9096 
1.572  4030 
1-571  8969 
1.571  3912 
1.570  8860 

—  5066 1 

—  5061 

—  5057 ' 

—  5052 

—  5048 

+  0.080 
+  0.081 
+  0.082 
+  0.083 
+  0.084 

2.043 
2.043 
2.042 
2.042 
2.042 

2797 
0144 
7495 
4848 
2205 

—  2653 

—  2649 

—  2647 

—  2643 

—  2642 

1.548  1305 
1.547  6460 
1.547  1619 
1.546  6783 
1-546  1951 

—  4845 

—  4841 
-4836 

—  4832 

—  4828 

+  0.035 

+  0.036 

+  0.037 

2.055  5I1I 
2.055  2328 
2.054  9548 

—  2783 

—  2780 

1.570  3812 
1.569  8770 
1-569  3731 

—  5042  ^ 

—  5039 ' 

—  5034 

—  5029 

+  0.085 
+  0.086 
+  0.087 

2.041 
2.041 
2.041 

9563 
6925 
4289 

—  2638 

—  2636 

—  2632 

—  2631 

1-545  7123 
1-545  2300 
1.544  7480 

—  4823 

—  4820 

—  4815 

—  4811 

+  0.038 
+  0.039 

2.054 
2.054 

6771 
3997 

—  2777 

—  2774 

1.568  8697 
1.568  3668 

+  0.088 
+  0.089 

2.041 
2.040 

1657 
9026 

1.544  2665 
1.543  7854 

—  2771 

—  5024 

—  2627 

—  4807 

+  0 . 040 

+  0.047 

+  0.042 

+  0.043 

2.054 
2.053 
2.053 
2.053 

1226 

8458 
5693 
2931 

—  2768 

—  2765 

—  2762 

—  2759 

1.567  8644 
1.567  3624 
1.566  8608 
1.566  3597 

—  5020 

—  5016 

—  5011 

—  5006 

+  0.090 
+  0.091 
+  0.092 
+  0.093 

2.040 
2.040 
2.040 
2.039 

6399 

3774 
1152 

8533 

—  2625 

—  2622 

—  2619 

—  2616 

1-543  3047 
1.542  8244 
1.542  3446 
1.541  8651 

—  4803 

—  4798 

—  4795 

—  4790 

+  0.044 

2.053 

0172 

1.565  8591 

+  0.094 

2.039 

5917 

1.541  3861 

1 

—  2756 

—  5002 

—  2614 

—  4786 

+  0.045 

-|-  0 .  046 

+  0.047 
+  0.04g 
+  0.049 

2.052 
2.052 

2.052 

2.051 

2.051 

7416 
4663 
1913 
9166 
6422 

—  2753 

—  2750 

—  2747 

—  2744 

—  2741 

1-565  3589 
1.564  8591 
1.564  3598 
1.563  8610 
1.563  3626 

—4998 
—4993 
-4988 
—4984 

—4979 

+  0.095 
+  0.096 
+  0.097 
+  0.098 
+  0.099 

2.039 
2.039 
2.038 
2.038 
2.038 

3303 
0692 
8083 
5478 
2875 

—  2611 

—  2609 

—  2605 

—  2603 

—  2601 

1.540  9075 
1-540  4293 
1-539  9515 
1-539  4741 
1-538  9971 

—  4782 

—  4778 

—  4774 

—  4770 

—  4766 

+  0.050 

1  2.051 

j 

3B81 

1.562  8647 

+  0 . 1 00 

2.038 

0274 

1.538  5205 

G30 


Tafel  XVin. 


log   P, 


4- o. loo 

-)-  O.  lOI 
-)-  O.  102 
+0.103 
+0.104 

+0.105 

+  o. 106 
+  o. 107 
+  0.  108 

+  0.109 

+  o. I 10 
+  0.111 
+  0.112 

+  0.113 

+  0.114 

+  0.115 
+  0.116 
+  O.H7 
+  0.118 
+  0.119 

+  o. 120 
+  0.121 
+  0.122 

+  0.123 

+  0.124 

+  0.125 

+  o. 126 

+  0.127 
+  0.128 

+  o. 129 


Diff. 


+  0- 

130 

+  0. 

'31 

+  0. 

132 

+  0. 

133 

+  0. 

134 

+  0. 

135 

+  0. 

13b 

+  0. 

137 

+  0. 

138 

+  0. 

139 

+  0. 

140 

+  0. 

141 

+  0. 

142 

+  0. 

143 

+  0. 

144 

+  0. 

14"; 

+  0. 

146 

+  0. 

147 

+  0 

148 

+  0 

149 

+  0 

150 

2.038  0274 
2.037  7676 
2.037  5081 
2.037  2489 
2.036  9899 

2.036  7312 
2.036  4728 
2.036  2146 

2.035  9567 
2.035  6991 

2.035  4417 
2.035  1845 
2.034  9277 

2.034  67II 

2.034  4147 
2.034  1587 

2.033  9028 

2.033  6473 
2.033  3920 
2.033  1369 

2.032  8822 
2.032  6276 
2.032  3734 
2.032  1193 
2.031  8656 

2.031  6121 

2.031  3588 

2.031  1058 

2.030  8531 

2.030  6006 

2.030  3484 
2.030  0964 
2.029  8447 
2.029  5932 
2.029  3419 

2.029  0910 
2.028  8402 
2.028  5898 
2.028  3395 
2.028  0896 

2.027  839S 
2.027  5903 
2.027  3411 
2.027  0921 
2.026  8434 

2.026  5949 
2.026  3466 
2.026  0986 
2.025  8508 
2.025  6033 

2.025  3561 


log  P3 


—  2598 

—  2595 

—  2592 

—  2590 

—  2587 

—  2584 

—  2582 

—  2579 

—  2576 

—  2574 

—  2572 

—  2568 

—  2566 

—  2564 

—  2560 

—  2559 

—  2555 

—  2553 

—  2551 

—  2547 

—  2546 

—  2542 

—  2541 

—  2537 

—  2535 

—  2533 

—  2530 

—  2527 

—  2525 

—  2522 

—  2520 

—  25 1 7 

—  2515 

—  2513 

—  2509 

—  2508 

—  2504 

—  2503 

—  2499 

—  2498 

—  2495 

—  2492 

—  2490 

—  2487 

—  2485 

—  2483 

—  2480 

—  2478 

—  2475 

—  2472 


1.538  5205 

1.538  0444 

1.537  5686 

1-537  0933 

1.536  6183 

1.536  1438 
1.535  6697 
1.535  i960 
1.534  7226 
1.534  2497 

1-533  7772 
I-S33  3051 
1-532  8334 
1.532  3621 
1.531  8911 

1.531  4206 
1.530  9505 
1 .530  4808 
1.530  0115 
1-529  5425 

I .529  0740 
1.528  6058 
1.528  1381 
1 .527  6707 
1.527  2038 

1.526  7372 

1.526  2710 

1.525  8052 

1-525  3398 

1.524  8748 

1 .524  4102 
1-523  9460 
1.523  4821 
I .523  0186 
1.522  5556 

1.522  0929 
1.521  6306 
1.521  1686 
1 .520  7071 
1.520  2459 

1.519  7851 
1.519  3248 
1.518  8647 
I .518  4051 ]" 
1-517  94581" 

1.517  4870 
1.517  0285 
1.516  5703 
I .516  1126 
1.515  6552 

1.515  1982 


Diff. 


—  4761 

—  4758 

—  4753 

—  4750 

—  4745 

—  4741 

—  4737 

—  4734 

—  4729 

—  4725 

—  4721 

—  4717 

—  4713 

—  4710 

—  4705 

—  4701 

—  4697 

—  4693 

—  4690 

—  4685 

—  4682 

—  4677 

—  4674 

—  4669 

—  4666 

-  4662 
-4658 
.4654 
-4650 

-4646 

-4642 
-4639 
-4635 
-4630 

-4627 

-4623 

-  4620 
-4615 
-4612 

-4608 

-4603 

-  4601 
-4596 

—  4593 

—  4588 

—  4585 

—  4582 

—  4577 

—  4574 

—  4570 


+  0. 
+  0. 
+  0. 


+  0- 
+  0. 
+  0. 
+  0. 


+  0. 


+  0 


+  0. 

+  0. 
+  0. 
+  0. 
+  0. 


+  0. 

+  0. 


+  ö. 


+  0 

+  0 
+  0 
+  0 
+  0 


log  P, 


Diff. 


2.025  3561 
2.025  1090 
2.024  8622 
2.024  6157 
2.024  3694 

2.024  1233 
2.023  8775 
2.023  6319 
2.023  3866 
2.023  1414 

2.022  8966 
2.022  6520 
2.022  4076 
2.022  1634 
2.021  9195 

2.021  6758 
2.021  4324 
2.021  1892 
2.020  9462 
2.020  7035 

2.020  4610 
2.020  2187 
Z.019  9767 
2.019  7349 
2.019  4933 

2.019  2520 

2.019  0109 

2.018  7700 

2.018  5294 

2.oi8  2890 

2.018  0488 

2.017  8088 

2.017  5691 

2.017  3296 

2.017  0904 

2.016  8514 
2.016  6126 
2.016  3740 

2.016  1356 
2.015  8975 

2.015  6596 

2.015  4219 
2.015  1845 
2.014  9473 
2.014  7103 

2.014  4735 
2.014  2370 
2.014  0006 
2.013  7645 
2.013  5287 

2.013  2930 


—  2471 

—  2468 

—  2465 

—  2463 

—  2461 

—  2458 

—  2456 

—  2453 

—  2452 

—  2448 

—  2446 

—  2444 

—  2442 

—  2439 

—  2437 

—  2434 

—  2432 

—  2430 

—  2427 

—  2425 

—  2423 

—  2420 

—  2418 

—  2416 

—  2413 

—  2411 

—  2409 

—  2406 

—  2404 

—  Z402 

—  2400 

—  2397 

—  2395 

—  2392 

—  2390 

—  2388 

—  2386 

—  2384 

—  2381 

—  2379 

—  2377 

—  2374 

—  2372 

—  2370 

—  2368 

-2365 

—  2364 

—  2361 

—  2358 

—  2357 


log  P3 


515  1982 
514  7416 
514  2853 
513  8295 

513  3739 

51Z  9188 
512  4641 
512  0097 

5H  5556 
511  1020 

510  6487 
510  1958 

509  7433 
509  2911 
508  8393 

508  3878 
507  9367 
507  4860 
507  0357 
506  5857 

506  1361 
505  6868 
505  2379 
504  7893 
504  3412 

503  8933 
.503  4459 

502  9988 
,502  5520 
,502  1056 

.501  6596 
.501  2139 
.500  7686 
.500  3237 
.499  8790 

.499  4348 
.498  9909 

■498  5473 
.498  1041 

.497  6613 

.497  2188 
.496  7767 
-496  3349 
-495  8934 
•495  4523 

.495  0116 
-494  5712 
-494  13" 
-493  6914 
•493  2521 

1.492  8130 


Diff. 


4566 
-4563 

4558 
-4556 

—  4551 

—  4547 

—  4544 

—  4541 

—  4536 

-4533 

—  4529 

—  4525 

—  4522 

—  4518 

—  4515 

—  4511 

—  4507 

—  4503 

—  4500 

—  4496 

—  4493 

—  4489 

—  4486 

—  4481 

—  4479 

—  4474 

—  4471 

—  4468 

—  4464 

—  4460 

—  4457 

—  4453 

—  4449 

—  4447 

—  4442 

—  4439 

—  4436 

—  4432 

—  4428 

—  4425 

—  4421 

—  4418 

-4415 

—  4411 

—  4407 

—  4404 

—  4401 

—  4397 

—  4393 

—  4391 
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Tafel  XVIII. 


0 

logP, 

Diff. 

logPa 

Diff. 

6 

log  1\ 

Diff. 

logPs 

Uiff. 

+  0.200 
+  0.20I 
+  O. 202 
+0.203 

2.013  ^930 
2.013  0576 
2.012  8224 
2.012  5874 

—  2354 

—  2352 

—  2350 

1.492  8130 
1.492  3744 
1-491  9360 
I .491  4981 

'  ■ 

-4386  i 

—  4384 

—  4379 

+  0.250 
+  0.251 
+  0.252 
+  0.253 

2.001  7851 
2.001  5603 
2.001  3357 
2.001  1113 

—  2248 

—  2246 

—  2244 

1.471  2906 
1 .470  8685 
1.470  4467 
1.470  0253 

—  4221 

—  4218 

—  4214 

+0.204 

2.012  3526 

—  2348 

—  234s 

I  491  0604 

—  4377 

—  4373 

+  0.254 

2.000  8870 

—  2243 

—  2240 

I .469  6041 

—  4212 

—  4208 

+0.205] 
+  0. 206 
+0.207 
+  0.208 
+  0.209 

2.012  1 181 

2.0II  8837 
2.0II  6496 
2.0II  4157 
2.0II  I82I 

—  2344 

—  2341 

—  2339 

—  2336 

—  2335 

I .490  6231 
1.490  1862 
1.489  7496 
1.489  3133 
1.488  8774 

—  4369 

—  4366 

—  4363 

—  4359 

—  4356 

+  0.255 
+  0.256 
+  0.257 
+  0.258 
+  0.259 

2.000  6630 
2.000  4392 
2.000  2156 
1.999  9922 
1.999  7690 

—  2238 

—  2236 

—  2234 

—  2232 

—  2230 

1.469  1833 
1.468  7627 
1.468  3425 
1.467  9226 
1.467  5030 

—  4206 

—  4202 

—  4199 

—  4196 

—  4192 

+0.210 

2.010  9486 

1.488  4418 

+  0.260 

1.999  5460 

I .467  0838 

—  4190 
-4186 

—  4184 

—  4180 

+  0.21 I 
+0.212 
+  0.213 

2.010  7154 
2.0I0  4824 
2.010  2496 

—  2332 

—  2330 

—  2328 

—  2326 

1.488  0065 
1.487  5716 
1.487  1370 

—  4353 

—  4349 

—  4346 

+  0.261 
+  0.262 
+  0.263 

J-999  3231 
1.999  1005 
1.998  8781 

—  2229 
— •  2226 

—  2224 

1.466  6648 
1.466  2462 
1.465  8278 

+0.214 

2.010  0170 

1.486  7028 

—  4342 

+  0.264 

1.998  6559 

—  2222 

1 .465  4098 

—  2324 

—  4339 

—  2220 

—  4177 

+  0  2IS 
+  0.216 
+  0.217 
+  0.218 

2.009  7846 
2.009  5525 
2  009  3205 
2.009  0888 

—  2321 

—  2320 

—  2317 

1 .486  2689 

■•485  8353 
1 .485  4021 
1 .484  9692 

—  4336 

—  4332 

—  4329 

—  4326 

+  0.265 
+  0.266 
+  0.267 
+  0.268 

1.998  4339 
1.998  2121 
1.997  9904 
1.997  7690 

—  2218 

—  2217 

—  2214 
- —  2212 

1.464  9921 

1.464  5747 
1.464  1576 
1.463  7409 

—  4174 

—  4171 

—  4167 

—  4165 

+  0.219 

2.008  8573 

—  2315 

1.484  5366 

+  0.269 

1.997  5478 

1.463  3244 

—  2313 

—  4322 

22IO 

—  4161 

+  0.220 
+  0.221 
+  0.222 

2.008  6260 
2.008  3949 
2.008  164I 

—  2311 

—  2308 

1.484  1044 
1.483  6725 
1.483  2410 

—  4319 

—  4315 

+  0.270 
+  0.271 
+  0.272 

1.997  3268 
1.997  1059 
1.996  8853 

2209 

2206 

1.462  9083 
1.462  4924 
1 .462  0769 

—4159 

—  4155 

—  4152 

—  4150  . 

+  0.223 

2.007  9334 

—  2307 

1.482  8097 

—  4313 

+  0.273 

1 .996  6649 

2204 

1.461  6617 

+  0.224 

2.007  7030 

—  2304 

1.482  3788 

—  4309 

+  0.274 

1.996  4446 

2203 

1.461  2467 

—  2303 

—  4305 

2200 

—  4146 

+  0.225 
+  0.226 
+  0.227 
+  0.228 
+  0.229 

2.007  4727 
2.007  2427 
2.007  0129 
2.006  7833 
2.006  5540 

—  2300 

—  2298 

—  2296 

—  2293 

—  2292 

1.481  9483 
1.481  5181 
I .481  0882 
1 .480  6586 
I .480  2294 

—  4302 

—  4299 

—  4296  I 

—  4292 

—  4289 

,  +0.275 

1  +0.276 

+  0.277 

+  0.278 

;  +0.279 

1.996  2246 
1.996  0047 
1.995  7850 
1.995  5656 
1.995  3463 

—  2199 

—  2197 

—  2194 

—  2193 

—  2191 

1.460  8321 
1 .460  4178 
I  460  0038 
1.459  5901 
1.459  1767 

—  4143 

—  4140 

—  4137 

—  4134 

—  4131 

+  0.230 
+  0.231 

2  006  3248 
2.006  0958 

—  2290 

—  2287 

—  2286 

—  2283 

1.479  8005 
I  479  3719 

—  4286 

—  4283 

—  4279 

—  4276 

+  0.280 
+  0.281 

1.995  1272 
1.994  9083 

2189 

2187 

—  2185 

—  2183 

1 .458  7636 
1.45a  3509 

—  4127 

—  4125 

—  4122 

—  4119 

+  0.232 
+0.253 

2.005  8671 
2.005  6385 

1.478  9436 
1.478  5157 

+  0.282 
+  0.283 

1.994  6896 
1.994  4711 

1  457  9384 
1.457  5262 

+  0.234 

2.005  4102 

1 .478  0881 

+  0.284 

1.994  2528 

1.457  1143 

—  2281 

—  4273 

—  2181 

—  4115 

+  0.235 

2.005  '821 

I .477  6608 

—  4269 
-4266 

—  4263 
-4260 

1  +0.285 

1.994  0347 

—  2179 

—  2178 

—  2175 
2174 

1.456  7028 

—  4113 

—  4110 

—  4106 

—  4104 

+  0.236 
+  0.237 

2.004  9542 
2.004  7265 

—  2279 

—  2277 

1.477  2339 
1 .476  8073 

+  0.286 

+  0.287 

1 .993  8168 
1.993  5990 

1.456  2915 
1.455  8805 

+  0.238 

2.004  4990 

—  2275 

—  2273 

1 .476  3810 

+  0.288 

1-993  3815 

1.455  4699 

+  0.239 

2.004  2717 

1-475  9550 

+  0.289 

1.993  1641 

1-455  059s 

—  2271 

—  4256 

2171 

1  ■ 

—  4I0I 

+  0 , 240 
+  0.241 
+  0.242 

+  0.243 
+  0.244 

2.004  0446 
2.003  8177 
2 . 00  3  5  9 1 1 
2  003  3646 
2.003  '384 

—  2269 

—  2266 

—  2265 

—  2262 

—  2261 

1.475  5294 
1.475  1040 
1 .474  6791 
1.474  2544 
1.473  8300 

—  4254 

—  4249 

—  4247 

—  4244 

—  4240 

+  0.290 
+  0.291 
+  0.292 
+  0.293 
+  0.294 

1.992  9470 
I .992  7300 
1.992  5132 
1 .992  2966 
1 .992  0802 

2170 

-  2168 

-  2166 

2164 

2162 

1.454  6494 
1.454  2397 
1.453  8302 
1.453  4210 

1.453  0122 

—  4097 

—  4095 

—  4092 

—  4088 

—  4086 

+  0.245 
+  0 . 246 
+  0.247 
+  0.248 
+  0 . 249 

2.002  9123 
2.002  6865 
2.002  4608 
2.002  2354 
2.002  0102 

—  2258 

—  2257 

—  2254 

—  2252 

—  2251 

1 .473  4060 
1.472  9823 
1.472  5589 
1.472  1358 
1.471  7131 

—  4237 

—  4234 

—  4231 

—  4227 

—  4225 

1  +0.295 

!  +  0.296 

1  +0.297 

+  0.298 

+  0.299 

1.991  8640 
1.991  6480 
1.991  4321 
1.991  2165 
1.991  0010 

2160 

—  2159 
2156 

—  2155 

—  2153 

1 .452  6036 

1-452  1953 

1.451  7874 
I.45I  3797 
1.450  9723 

—  4083 

—  4079 

—  4077 

—  4074 

—  4071 

+  0.250 

2 .  00 1  7851 

1.471  2906 

+  0.300 

1.990  7857 

1.450  5652 

ßQ4) 
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Tafel  XIX. 
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517 
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624 

655 

685 

716 

746 

37 

515 

546 

574 

605 

635 

666 

696 

727 

758 

788 

819 

849 

87 

777 

808 

836 

867 

89- 

928 

958 

989 

520 

Ö50 

Ö81 

ii  I 

38 

880 

911 

939 

970 

öoo 

Ö31 

öfSi 

092 

"23 

153 

!84 

214 

88 

32  142 

'73 

202 

233 

263 

294 

324 

355 

386 

4.6 

447 

477 

39 

•4  245 

276 

304 

335 

365 

396 

426 

457 

488 

5'8 

549 

579 

89 

508 

539 

567 

598 

628 

659 

689 

720 

75' 

781 

812 

842 

40 

610 

641 

670 

701 

73" 

762 

792 

823 

854 

884 

9»5 

94S 

90 

873 

904 

932 

963 

993 

Ö24 

054 

Ö8s 

ii6 

146 

177 

207 

4' 

976 

Ö07 

Ö35 

ö66 

Ö96 

127 

157 

!88 

219 

249 

280 

310 

91 

33  238 

269 

297 

328 

358 

389 

419 

450 

481 

5" 

542 

572 

42 

15  34' 

372 

400 

431 

461 

492 

522 

553 

584 

614 

645 

675 

92 

603 

634 

663 

694 

724 

755 

785 

8i6 

847 

877 

908 

938 

43 

706 

737 

765 

796 

826 

857 

887 

918 

949 

979 

ÖIO 

Ö40 

93 

969 

öoo 

Ö28 

Ö5'9 

Ö89 

i20 

'5° 

181 

212 

242 

273 

3°3 

44 

16  071 

102 

131 

1,62 

192 

223 

253 

284 

315 

345 

376 

406 

94 

34  334 

365 

393 

424 

454 

485 

5>5 

546 

577 

607 

638 

668 

4  5 

437 

468 

496 

527 

557 

588 

618 

649 

680 

710 

741 

771 

95 

699 

730 

758 

789 

819 

850 

880 

911 

942 

972 

Ö03 

033 

4h 

802 

833 

861 

892 

922 

953 

983 

014 

045 

Ö75 

106 

136 

96 

35064 

095 

124 

155 

185 

216 

246 

277 

308 

338 

369 

399 

4" 

17  167 

198 

226 

257 

287 

318 

348 

379 

410 

440 

471 

5°i 

97 

430 

46. 

489 

520 

550 

581 

611 

642 

673 

7°3 

734 

764  , 

48 

532 

563 

592 

623 

653 

684 

7'4 

745 

776 

806 

837 

867 

98 

795 

826 

854 

885 

915 

946 

9-6 

Ö07 

038 

ö68 

Ö99 

129  ' 

49 

898 

929 

957 

988 

Ö18 

Ö49 

Ö79 

iio 

141 

I71 

202 

232 

99 

36  160 

191 

219 

250 

280 

3" 

34' 

372 

403 

433 

464 

494 
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Für  negat 

ive  .1 

ilires 

Aahle 

1  hat 

man 

vom  1 

lächs 

t  höh 

?i-en 

legati 

ven  J 

ilirhi 

nderte  a 

uszug 

^heu 

also 

z.  B, 

—  3 

36  = 

—  -lo 

0  4- 

4- 

ßQQ 

. 

\J*J*J 

Tafel  XIX. 

Julianisclier 

Julianischer 

- 

h  ra  s 

»'        h  m  s 

, 

H 

H 

H 

rj' 

k' 

m  s 

B 

m  s 

» 

s 

u 

Kalender  v.  Chr. 

Kalender  11.  Chr. 

CfQ 

(Ji; 

cw 

Ja 

■TQ 

K 

.J:ihrh. 

Jahrh. 

0. 

0. 

0 

0 

0 ! 

0 

8 

b 
0 

0 
0 
0 
0 

8 
0 
0 

0 

1721   057 

00 

oh   o"i    0^ 

50 

12h    011    o~ 

00 

on   o«oo 

50 

711 12*00 

00 

0*0000 

50 

4-3200 

100 

1757   582 

Ol 

0111401  24* 

51 

12h  1411  24« 

Ol 

om    8«64 

51 

71120*64 

Ol 

0*0864 

51 

4-4064 

200 

1794   >07 

02 

0I128'"  48- 

52 

12h2811  48« 

02 

Qll  17«28 

52 

71129*28 

02 

0*1728 

52 

4*4928 

—  4700 

4 

382 

300      1830   632 

03 

01143111  [,« 

53 

12h45111  12« 

03 

Oll2S«^2 

011  34^6 

53 

7"i  37*92 

03 

0*2592 

53 

4«^792 

—  4600 

40 

907 

400    ,1867    157 

04 

ohjym  36s 

54 

12h  5  711  36» 

04 

54 

711 46*56 

04 

0*3456 

54 

4-6656 

—  4500 

77 

432 

500 

1903   682 

05 

,h,,m    0* 

55 

13h  121"      0« 

05 

oii43«20 

55 

71155*20 

05 

0*43  20 

55 

4«7520 

—  4400 

"3 

957 

600 

1940   207 

06 

1112611124^ 

56 

13h  2611  24S 

06 

oii5i«84 

56 

811    3S84 

06 

0*5184 

56 

4*8384 

—  4300 

ISO 

482 

700 

1976   732 

07 

lli40"'48* 

57 

13h  4011  48« 

07 

1"!   o«48 

57 

811 1 2*48 

07 

0*6048 

57 

4*9248 

—  4200 

187 

007 

800 

2013    257 

08 

lli  55111  12* 

58 

I3I155II  12« 

08 

1™    9«!  2 

58 

81121*12 

08 

0*6912 

58!5«oii2    1 

—  4100 

223 

532 

900 

2049   782 

09 

2I1     9111  36« 

59 

I4I1     9II  36« 

09 

Iiil7«76 

59 

81129*76 

09 

0*7776 

59 

5*0976 

—  4000 

260 

057 

1000 

2o86  307 

10 

2I1 24™     QS 

60 

I4I124II     0« 

10 

iiii  26*40 

60 

811  38*^0 

10 

0*8640 

60 

5*1840 

—  3900 

296 

582 

1100 

2122     832 

11 

21138111  24S 

61 

I4I1381I24« 

11 

1™  35«04 

61 

81147*04 

11 

0*9504 

61 

5*2704 

—  3800 

333 

107 

1200 

2159     357 

12 

211521148« 

62 

I4h52ii48« 

12 

Iii43«68 

62 

81155*68 

12 

1*0368 

62 

5*3568 

—  3700 

369 

632 

1300 

2195     882 

'3 

3I1     711112» 

63 

I5I1      7ll|2« 

13 

11152S32 

63 

911    4«32 

13      1*1232 

63 

5*4432 

—  3600 

406 

157 

1400 

2232    407 

14 

3I121111  36* 

64 

15h  2111  36« 

14 

2"    o«96 

64 

911 12*96 

14 

1*2096 

64 

5*5296 

—  3500 

442 

682 

I  500 

2268     932 

>5 

3I1 36111    0» 

65 

I5I13611     0« 

15 

211   9*60 

65 

9111  21-60 

15 

1*2960 

65 

5«6i6o 

—  3400 

479 

207 

l6oo 

2305  457 

16 

3li5o"i24- 

66 

15h  5011  24« 

16 

2lll8«24 

66 

91130*24 

16  j    1*3824 

66 

5*-024 

—  3300 

515 

73^ 

1700 

2341    982 

17 

4!.  4.1.48^ 

67 

i6h"4ii48« 

17 

2ii26«88 

67 

91138*88 

17 

1*4688 

67 

5*7888 

—  3200 

S52 

257 

1800    I2378    507 

18 

4I1  19111  12* 

68 

16h  19111  12- 

18 

2i"3s«5  2 

68 

9'"  47*52 

18 

1*5552 

68 

5*8752 

—  3100 

588 

782 

1900    1 2415  032 

] 

19 

411331,136* 

69 

16I1331136« 

19 

21144«!  6 

69 

91156*16 

19 

1*6416 

69 

5«96i6 

—  3000 

625 

307 

2000    J24SI    557 

20 

41148111  0- 

70 

161148"!     0« 

20 

21152^80 

70 

1011    4*80 

20 

1*7280 

70 

6*0480 

—  2900 

661 

832 

2100 

2488   082 

21 

5I1     2"!  24" 

71 

I7I1     21"  24« 

21 

3.11    1=44 

71 

IQll   13*44 

21 

I*8I44 

71 

6*' 344 

—  2800 

698 

35- 

2200 

2524  607 

22 

511I6I1148- 

72 

1711161148« 

22 

3iiiio«o8 

72 

10ll22«08 

22 

1*9008 

72 

6*2208 

—  2700 

734 

882 

2300 

2561    132 

23 

5I1  3IIII  12* 

73 

I7''3iii  12« 

23 

3iii8«72 

73 

toll  30*72 

23 

1*5872 

73 

6*3072 

—  2600 

771 

407 

2400 

2597  657 

24 

5114511136S 

74 

,7h 45m  36s 

24 

31127*36 

74 

101139*36 

24 

2*0736 

74 

6*3936 

—  2500 

807 

93i 

2500 

2634   182 

25 

fth    om    oS 

75 

l8li    oll    o« 

25 

31136*00 

75 

101148*00 

25 

2*1600 

75 

6*4800 

—  2400 

844 

457 

2600 

2670    707 

26 

6li  14111  24» 

76 

igh  1411124« 

26 

31144*64 

76 

101156*64 

26 

2*2464 

76 

6*5664 

—  2300 

880 

982 

2700 

2707   232 

27 

6I12811148- 

77 

18h  28111 48« 

27 

31153*28 

77 

Uli     5S28 

27 

2*3328 

77 

6*6528 

—  2200 

917 

507 

2800 

2743    757 

28 

6li  43111  ,,- 

78 

18I1431112« 

28 

411    1*92 

78 

Uli  13*92 

28 

2*4192 

78 

6*7392 

—  2100 

954 

032 

2900 

2780   282 

29 

6h  5711136« 

79 

1811571136« 

29 

411 10*56 

79 

111122*56 

29 

2*5056 

79 

6*8256 

—  2000 

990 

557 

30 

7hl  2111    0« 

80 

19h  1211    0« 

30 

411 19*20 

80 

Uli  3I520 

30 

2*5920 

80 

6*9120 

—  1900 

1027 

082 

Gregorianischer 

31 

7I1 26111 ,41, 

8. 

19h  2611  24« 

3' 

411127*84 

81 

Hill  39*84 

3- 

2*6-84 

81 

6*9984 

—  1800 

1063 

607 

Kalender 

32 

711401148'' 

82 

I9h40ii48« 

32 

41136*48 

82 

111148*48 

32 

2*7648 

82 

7*0848 

—  1700 

1100 

132 

n.  Chr. 

33 

yhjjlllijS 

83 

ighssii  12« 

33 

41145*12 

83 

Uli  57*12 

33 

2*8512 

83 

7*1712 

—  1600 

1136 

657 

.lahrli. 

34 

8h     91136« 

84 

20h    911  36« 

34 

4.i53*,6 

84 

12"!     5*76 

34 

2*9376 

84 

7*2576 

—  1500 

1173 

182 

{isooj 

2268   922 

35 

8h24m     0« 

85 

20h  24™    0« 

35 

511    2*40 

85 

1211  I4S40 

35 

3*0240 

85 

7*3440 

—  1400 

1209 

707 

1600 

2305   447 

36 

8113811  24s 

86 

2011381124« 

36 

511 1 1*04 

86 

I2II  23*04 

36 

3*1104 

86 

7*4304 

—  1300 

1246 

232 

(1700I 

2341    971 

37 

8h52ii48« 

87 

20I15211148» 

37 

511 19*68 

87 

121131*68 

37 

3*1968 

87 

7*5168 

—  1  200 

1282 

75' 

ii8oof 

2378   495 

38 

gh      7111  I  2* 

88 

21I1    71112« 

38 

511128*32 

88 

121140*32 

38 

3*2832 

88 

7*6032 

—  1 100 

1319 

282 

{1900,' 

2415  019 

39 

9h  21 111  36» 

89 

21h  2111  36« 

39 

511  36*96 

89 

121148*96 

39 

3*3696 

89 

7*6896 

—  1000 

1355 

807 

2000 

2451   544 

40 

9I1  36111      0« 

90 

2ih36ii    0« 

40 

51145*60 

90 

121157*60 

40 

3*4560 

90 

7*7760 

—    900 

1392 

332 

,'2100; 

2488  068 

41 

gh5oii24s 

91 

21h  5011  24« 

41 

5™  54*24 

91 

1311     6*24 

41 

3*5424 

91 

7*8624 

—    800 

1428 

85- 

{2200} 

2524  592 

42 

loh     41148'* 

92 

22I1   4111  48« 

42 

6111    2«88 

92 

131114*88 

42 

3*6288 

92 

7*9488 

—    700 

1465 

382 

{2300I 

2561    n6 

43 

loll  I9I1  12* 

93 

22I1 1911  12« 

43 

61111*52 

93 

1311123*52 

43 

3*"iS2 

93 

8*0352 

—    600 

1501 

907 

2400 

2597  641 

44 

ioh33iii36* 

94 

22I1331136S 

44 

61120*16 

94 

131132*16 

44 

3«8oi6 

94 

8*1216 

—     500 

1538 

432 

{2500} 

2634   165 

45 

ioh48ii   0« 

95 

22I14811    0« 

45 

61128*80 

95 

131140*80 

45 

3*8880 

95 

8*2080 

—    400 

1574 

957 

{2600} 

2670  689 

46 

11h    21124* 

96 

23I1     21124« 

46 

61137*44 

96 

131149*44 

46 

3*9744 

96 

8*2944 

—     300 

1611 

482 

{2700) 

2707   213 

47 

iilii6i>48« 

97 

23h  161148« 

47 

61146*08 

97 

131158*08 

47 

4*0608 

97 

8*3808 

—    200 

1648 

007 

2800 

2743   738 

48 

„hjimijs 

98 

23h  3111  12« 

48 

6"i  54*72 

98 

14171    6*72 

48 

4*1472 

98 

8*4672 

—     100 

1684 

532 

12900} 

2780   262    49 

1111451136« 

99    23h  4511  36«!  49 

7111    3336 

99 

1411 15*36 

49 

4*2336 

99 

8*5536 

l»ie    in  {••••}  eingeschlosseuen  Jahrhunderte  des  gregorianischen  Kalenders  dürfen    nicht  mit  der  Zeile  00    der  Jahrestafel ,   sondern  nur  init 
der  i.t.er  dem  Horizontalstriche  stehenden  Zeile  00  {g.  K.}  Terbnnden  werden. 

Form  der  Tageszahl  7ii  =  ([^,7H-f-i  =  (J,  7M  +  2=^,7n  +  3  =  2^,  7«-f4  =  3»7"***5  =  't''7>i  +  6  =  0. 

Das  berliner  Jahrbuch  gibt'die  heliocentrischen  Coordinaten  für  die  grossen  Planeten  für  die  Tage  von  der  Form  401  +  24. 

Das  Berliner  Jahrbuch  gibt  die  Jahresepbemeriden  der  kleinen  Planeten  für  die  Tage  von  der  Form  2on  -h  4- 

Oppolzer,  Bahnhestimmungen.  II.  80 


Berichtigungen. 


Seite     4  Zeile  4  von  oben  sind  die  Aufschriften  der  2.   und  3.  Columne  zu  vertauschen 

i=i„ — i  *=^i' — ^     ad-f-i 

5  Formel  3;  statt    2"    f  [a  -{-  [i  -\-  \]  ic]    lies:      ^    f  [a  -{-  [i  -|-  i]  w] 

5         »        4j      ..        i'    /  (a  4-  [«■  +  il  w)        "         ^    f  {<i  +  \i  +  ^]  «'J 
1=1,  •'=•, 

»  11  Zeile  4  von  oben  statt  i^,   32,  .  .  .    lies:    i-.  %''-.... 

„  18      ..      2     >.     unten     »      C3{ii...7-}      "      f'3{i2...72} 

»  l'j  in  i\'2">(w)  statt  g.ion-  lies;  g.iOH^ 

I.  20   »    M^^im)      «      6,7»«-       »      6.7111* 

n  38  Zeile  11  von  oben  statt  »von  der  oberen«  lies:  »von  jenem  der  oberen« 


53 
63 

89 


89 

99 

100 


7  "     unten     »     /"a  lies:/";«) 

8  »         "        »     »gebildete  Suramationsreihe«  lies:  »gebildeten  Summationsreihen« 
15     »     oben  am  Schlüsse  statt  -/ Ip]  lies:   -/ iYp) 

-     »     unten  statt   |-         /^ — -^j  l'es:    I  ^-^       ,     "^  ^'  I 

IS     »     oben  statt  sin  i"  lies:   sin  1" 

12»         »         »      vortesllt  lies :  vorstellt 
»    100  2.  Zeile  in  Formel  Ij   statt  —  sin  ..  cos  i\,  lies:  —  sin  Qo  cos  i'o 
»    1 U5  Zeile     4  von  oben  statt  6 . 8  lies  :  6"8 

»    108       »      1 3 sin  *  lies  ;  q  sin  » 

>i    108  Formel  IV    ist  durchaus  statt  to  der  Buchstabe  >r  zu  setzen 
»    112  Zeile    2  von  oben  Columne    ;/  statt  —  257.64  lies:  —  257.61 
„    112       »       4     »         »  »        "/     »      4-  10.78        »      +  10.87 

»     133        »       15     »  »      statt  s  —  -i  'Q  +  Qc.;   lies:    S  —  ^  :Q  +  Qo] 

n    146       »        3     »     unten  im  3.  Gliede  links  vom  =  statt  -;    lies:   — -^ 

r'  (»j ' 

»    148  in  der  3.  Gleichung  in  IX  statt  ~  lies:  -r£ 

dt  rfr 

»  156  Zeile  14  von  oben  statt    Jf'lies:    1(\ 

»  170  4.  Zeile  der  Formel  II)  statt  )•  lies:   (r) 

u  181  Zeile     5  von  oben  fehlt  =  nach  1  -f-  r 

1)  209  »        4     »         »      statt  Formel  lies :  Formeln 

»  235  »        8     »     unten     »      3  A-  w  lies :  log  j  k  w 

»  256  »        2     »     oben      »     »die  Folge«  lies:  »in  Folge« 

I)  278  »      10     »         "      fehlen  die  Schlussworte  .  ■■ersetzt  und  F' .; —  _/;  mit  —  F'  i^;  vertauscht, 

was  für  die  folgende  Schlusstblgerung  erlaubt  ist : « 

V  ' 

•>    2S3       >■      17     »      unten  statt  ^  lies 


293 


Formel  3,   im  Nenner  statt       —  — " — '   1/  —  lies:  i " — -  |/ —    nicht  in  allen  Abzügen.) 

iin      r      2  «„      f     2 


633 


Seite 


303 
310 
332 
33(j 
344 
344 

348 

353 
3SS 

3<)2 

415 

432 

432 

447 
454 

460 
46S 
470 
471 

483 

486 
500 


Zeile  1 0  von  unten  statt  nnd  lies :  und 
"  10  "  oben  »  das  "  dass 
"      16     I'  ..  »      nan      »       man 

"        8     »  u       fällt  am  Schlüsse  «er-«  weg 

»      14     "     unten  statt  untersten  lies:  unteren 
»      10     »  "  !■      Verticalcolume  lies ;  Verticalcolumne 


15 


[C.M 


■1  lies  : 


\cf^\ 


[c  ci]  '  [c  e  2] 

im  Titel  statt  §   3  lies ;  §  5 

Zeile  4  und  5  von  oben  statt  vorsetzen,  lies:  voraussetzen 

cos  i,  [n  —  ;rn;  v   „„  ,.        cos  4  (^i  4-  Ha.    ■>  „. 

■>      3  von  unten  statt f^ ö  ¥  lies;  ,   ,  ^   f^ 

cos  i  In  —  Tio)  cos  i  [n  —  tioi 

<>      6     »  n  u      '.noch  erwähnen»  lies:  "noch  zu  erwähnen« 

■n  ,  .  .  ö.F  ,.         b  A-A 

bormel  10    statt     ,       lies:  -^^ 

i>        16;  ist  in  ^r^  rechter  Hand  c,,  mit  .fa  zu  vertauschen 

0  j-(i 

Zeile     4  von  unten  statt  db  :  d /.j  lies:   da  :  ö»;;, 
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6„i96o  öo  lies:   6„i96o  df(, 

Systeme,  lies  ;   ,  Systeme 

—  0.25  und  0.25  lies:  — 0.24  und  0.24 

9.9999446  lies;   8.9999446 

Zeichen  lies :  Zeichen 


Formel  C;  erste  Zeile  statt    lv-|   lies:    |^-^| 

Zeile  S  von  oben  statt  Ai/  lies:   _/// 

>'      7     1)         I.      in  den  beiden  Nennern  statt  (/(/  lies:  dy. 
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